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Kapitola 1

Fourierovy rady

1.1 Uvod

1.1.1 Motivacni priklad

Z hlediska historie vznikla teorie Fourierovych fad ve fyzice, pfi snaze najit feseni
rovnice vedeni tepla.

Uvazujme sifeni tepla v tenké tyci z homogenniho materidlu, kterou modelujeme
jako jednorozmérné téleso. Budeme predpokladat ze délka tyce je rovna 7w (toho
muzeme vzdy dosdhnout volbou jednotek délky). Modelem tyce bude tsecka na
realné ose s hrani¢nimi body 0 a 7.

Teplotu tyce v poc¢ateénim ¢ase t = 0 popisuje funkce ug(z) pro x € (0, ), kterou
popisovat funkce u(z,t) .

Z fyzikalnich zakonu plyne, ze funkce popisujici teplotu spliuje diferencialni rov-
nici

Uz (2, 1) = uy(x, t) (1.1)

pro vSechna = € (0,7) a t > 0.

K tomu, abychom mohli ur¢it funkci u(x,t) musime jeste védét co se déje na
koncich ty¢e. Budeme uvazovat nejjednodussi situaci (z matematického hlediska),
kdy na koncich tyce udrzujeme stale nulovou teplotu.

Celkem tedy chceme Fesit rovnici (1.1), s po¢ateéni podminkou

u(z,0) = ug(x)
pro x € (0, 7) a okrajovymi podminkami
u(0,t) = u(m,t) =0
pro t > 0. Pro nékteré specialni pocatecni podminky neni tézké feseni najit. Je-li
up(r) = sinzx, (1.2)
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pak dvojnasobnym derivovanim podle x dostaneme

d2
puo(x) = —sinz,
x

tedy ptvodni funkci s opacnym znaménkem. Pokud najdeme funkci f proménné ¢
kterd pti jednondsobném derivovanim podle ¢ zméni znaménko, bude soucin f(t) sin x
ziejmeé TeSenim rovnice. Pokud navic bude hodnota f v bodé ¢ = 0 rovna jedné, bude
spliiena i po¢ate¢ni podminka. Reseni tlohy

flt)y==f(), [f0)=1
najdeme snadno, je to funkce
ft)y=¢e".
Tak jsme nasli jedno FeSeni nasi tlohy, se specialni pocatecni hodnotou (1.2),

u(x,t) = sinze ™.

Stejnou uvahu muzeme udélat i pro dalsi poc¢atecni hodnoty, tvaru
uo(z) = sinnzx,
pro libovolné prirozené ¢islo n. Mame

d2
—ug(z) = —n?sinz,

dx?

potiebujeme tedy najit funkci spliujici

)y =-n’ft), f(0)=1,
t.].
Celkem dostaneme feSeni

w(z,t) = sinnze ™",

7Zda se ze jsme se prilis daleko nedostali, mame nékolik ptrikladt feSeni pro velmi
specidlni pocatecéni hodnoty teploty. Ted ale mtZeme vyuzit toho, Ze jak rovnice
vedeni tepla tak poc¢atecni podminka jsou linearni. Kdyz tedy bude pocatecni teplota
konec¢nou linearni kombinaci funkci sinnz,

N
up(z) = Z b, sinnx,
n=1

bude feseni odpovidajici kombinaci specidlnich feseni,



Zustava otazka jaké funkce je mozné vyjadrit jako konecnou linearni kombinaci
funkeci sin nax.

Vsechno co jsme zatim tekli bylo zndmo ptfed Fourierovou praci. Fourier uvazoval
predchozi argument pro nekonec¢né linearni kombinace a vyslovil ve své dobé velmi
odvaznou doménku, ze kazdou funkci spliujici f(0) = f(7) = 0 lze napsat jako
nekonecnou linearni kombinaci funkci sin nx, a obecnou funkci pak jako nekonec¢nou
linearni kombinaci funkci sinnx a cosnz. Tak by bylo mozné najit obecné feseni
rovnice vedeni tepla.

Fourierova hypotéza: Kazdou "rozumnou” funkci na omezeném intervalu lze
napsat jako nekonecnou linearni kombinaci funkci sin nx a cosnz.

1.1.2 Trigonometrické polynomy a rady

Definice 1.1.1. Trigonomotricky polynom je vyraz tvaru
a N
0 :
— a,, cosnx + b, sinnzx,
5 T nzl -

kde a,, b, jsou realné nebo pripadné komplexni konstanty. Trigonometricky polynom
predstavuje pomérné jednoduse analyzovatelnou funkci, zadanou kone¢nym poctem
konstant. Pomoci téchto funkci bychom radi aproximovali libovolné slozité funkce.

Céstecna analogie této situace je znama ze zaklad@ matematické analyzy. Podle
Taylorovy véty muzeme kazdou funkci n-krat diferencovatelnou v bodé zy aproxi-
movat v okoli tohoto bodu pomoci Taylorova polynomu stupné n.

7 praktického hlediska ma Tayloriv polynom dvé nevyhody. Predpoklad n-
nasobné diferencovatelnosti je zna¢né omezujici a ¢asto neni spliien. Druhym ne-
dostatkem je to ze dava pouze lokalni aproximaci, na okoli daného bodu, o jehoz
velikosti nemame apriori zddnou informaci.

Oba tyto nedostatky odstranuje tzv. Weierstrassova véta, kterd dava globalni
stejnomérnou aproximaci polynomy pro libovolnou spojitou funkci. Tuto vétu dokéa-
zeme jako disledek tvrzeni o aproximaci trigonometrickymi polynomy.

Vedle trigometrickych polynomi nas budou zajimat jejich nekonecné analogie -
trigonometrické rady.

Trigonometricka fada je nekonecnd funkéni fada tvaru

oo
ao .
) + g a,, cosnx + b, sinnzx.
n=1

Tuto fadu uvazujeme jako formalni fadu a budeme se mimo jiné zajimat otazkami
jeji konvergence. Casteénym souctem trigonometrické fady je trigonometricky poly-
nom

sp(x) = % + Z ay cos kx + by sin kx.
k=1



1.1.3 Komplexni tvar trigonometrickych polynomua a rad

Ve tadé pripadi je jednodussi pracovat s komplexnim tvarem trigonometrickéhych
polynomt a fad. Klicem pro prevod mezi redlnym a komplexnim tvarem je Euleriv
vzorec pro komplexni exponencialu

e =cosy+isiny,

pro libovolné y € R. Existuje fada rtznych dikazi tohoto vztahu, jednim z nich je
ditkaz pomoci mocninnych fad, ktery predpoklada znalost Taylorova rozvoje expo-
nencialy. Pro komplexni exponencialu plati stejny rozvoj do mocninné rady jako pro

realnou, tedy
z - Zn
=35
n!
n=0

pro libovolné z € C. Pro z = iy tedy mame

@iy:Z(Zg!) :1——‘+——|—...+i(—‘——+...):cosy+isiny.

Dosazenim do realného tvaru trigonometrického polynomu

e?’LLL‘ + e—nx . en.I _ e—na:
COSNr — ——— simny = ——
2 ’ 2i

dostaneme komplexni tvar trigonometrického polynomu

kde vztahy mezi koeficienty a,, b, a ¢, jsou nasledujici. Pro n > 0 je

1
n — 5 n_.bny
c 2(a iby)
pron <0 je
n — 3 —n_'b—nu
c 2(@ ib_p)
a

aop
5"
Stejné vztahy plati pro komplexni tvar trigonometrické rady
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1.1.4 Vypocdet koeficientu

Nejdrive budeme uvazovat situaci kdy trigonometricka rada konverguje a jejim souc-
tem je f(x). Na prostoru spojitych (redlnych nebo komplexnich) funkei na intervalu
(—m, ) definujeme skaldrni soucin vztahem

(f.9) = / " )@,

ktery je pfimou analogii Euklidovského skalarniho soucinu v R".

Véta 1.1.2. Necht [ je souctem trigonometrické fady,

flz) = % +Zan cos nx + by, sinnx, (1.3)

n=1

a predpoklddejme Ze fada konverguje stejnomérné na intervalu (—m, ) . Pak pro jeji
koeficienty plati

1 s
a, = — f(z) cos nxdx (1.4)

™ —Tr

and g
b, = —/ f(z)sin nxdx (1.5)

™ —T

Diikaz této véty je zaloZen na ortogonalnich vlastnostech systému funkci
{1, cos nz,sinnzx}, které shrnuje néasledujici lemma.

Lemma 1.1.3. Systém funkci {1,cosnz,sinnx} je ortogondlni systém, t.j. pro
libovolné dvé funkce @1, ¢o, navzajem ruzné, z tohoto systému plati

(1, ¢2) = 0.

Navic plati nasledugici vztahy

(cosmz,cosmaz) = (sinmaz,sinmzx) =7

a (1,1) = 27r. Dakaz: Zfejmé plati

K s
/ sin nxdr = / cos nxdr = 0.
—T —T

Odtud méme naptiklad
/ cos mx cos nrdr = / cos (n +m)z + cos (m — n)xdx = 0.

Podobné dostaneme ostatni vztahy.



Dikaz Véty 1.1.2. Vztah 1.3 vynasobime cos mz a zintegrujeme

/ f(z) cosnxdr = / (% + Z a, cosnx + b, sin nx) cos mxdr =

n=1

™

Qo .
= / ) cosmxdx + E an / cos mx cos nx + b, / cos mz sinnxdr =
—T

n=1 -

= TQy,.

Zaménna sumy a integralu je mozna diky stejnomérné konvergenci. Tedy

1 s
= —/ f(z) cosnzdx
™ —Tr

a analogicky pro b, a ay.

1.2 Dirichletova véta o bodové konvergenci

Vidéli jsme, ze za pfedpokladu stejnomérné konvergence je vztah mezi souctem tri-
gonometrické fady 1.3 a jejimi koeficienty dan vztahy (1.3), (1.4). Z hlediska aplikaci
takova véta zdaleka nestaci, casto chceme analyzovat funkce u kterych vime ze kon-
vergence byt stejnomérnd nemize (napfiklad u funkei s jednoduchymi nespojitostmi
- souétem fady pri stejnomérné konvergenci musi b}'ft spojita funkce)

vvvvv

tFidu funkeci, pro nez maji 1ntegraly (1.3), (1.4) smysl. Pak se budeme zajimat o to za
jakych podminek vysledna rfada konverguje a jaky je vztah jejiho souctu a ptvodni
funkce.

Ptirozenou tfidou funkei pro které je (1.3) a (1.4) dobie definovano jsou funkce
absolutné integrovatelné. Oznacime

LY ((=m,7))

prostor vSech funkci f(z) takovych, Ze

JRECIERS

Je-li f € LY((—m, 7)), pak automaticky
|f(z) sinnz| < |f(z)],

a analogicky pro f(x)cosnz a f(z)e™®. Integraly jsou tedy kone¢né a Fourierovy
koeficienty dobfe definované.

Definice 1.2.1. Necht f € L'({—m,m)). Realné Fourierovy koeficienty funkce f
definujeme vztahy (1.3) a (1.4). Komplexni Fourierovy koeficienty jsou definovany

vztahem i
ck:/ f(x)e *dx.
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Piseme f ~ (ag,bx) a f ~ (¢x). Formalni mocninné fady vzniklé z téchto koeficientti
se nazyvaji (redlnd, resp. komplexni) Forierova fada funkce f.

Definice 1.2.2. Funkce f je po ¢astech hladka na intervalu (—m, ), jestlize exis-
tuje déleni tohoto intervalu na konecné mnoho podintervald tak, ze na kazdém z
podintervalli Ize f a [’ spojité rozsifit na uzavér tohoto intervalu.

Pro po ¢astech hladkou funkci jsou dobte definovany jednostranné limity

Fa) = lim f(o+u)

u—U4

fle-) = lim f(r+u)

u—0_
pro libovolné = € (—m, 7) a analogicky pro f’.

Véta 1.2.3. (Dirichletova) Necht f je po castech hladkd na (—x, ) . Pak Fourierova
rada funkce f konverguje v kazZdém bodé tohoto intervalu k

1
SV + 1)

Specidlné, je-li f spojitd v bodé x, pak Tada konverguje k f(x).

Dukaz: Necht (ag, by) jsou Fourierovy koeficienty funkce f. Chceme dokézat, ze

[f(@y) + f(z-)].

N —

lim s,(x) = lim %o + Z ay cos kx + b sin kx =

n— o0 n—oo 2
k=1

Nejdrive dosadime za ay a by,
1 T n T ‘ ‘
sp(z) = 5 / f(t)dt + Z / f(t)(cos kt cos kx + sin kt sin kx)dz
- k—=1Y T

Pouzitim trigonometrické identity
cos(a — ) = cosa cos 3 + sin asin 3

dostaneme

sale) = [ 1)

—Tr

1 n
3 + ;cos k(t — m)] dt.

Ukéazeme ze pro soucet na pravé strané plati

Opravdu, z trigonometricke identity

1 1
2sin g cos ku = sin(k + é)u —sin(k — §)u



seCtenim pres k dostaneme

- 1 1
2 Z sin g cos ku = sin(n + é)u —sin —u

2
k=1
odkud po vydéleni 2sin § plyne tvrzeni. Je tedy

sm (n+3)(z—1)
/f ZSln(“Tt) d.

Rozsitime f na 2m-periodickou funkci na R a polozime v = t — z. Tim se integral
pfevede na interval (—m — x, ™ — x). Protoze ale integrované funkce ma periodu 27,
bude jeho hodnota stejnd kdyz budeme opét integrovat pres interval (—m, 7) . Tedy

/ flo+u) Sm("? )) du.

Oznadime

— /07r flz+ u)—sm(ﬁ —i(_ E)ualu

2sin(y)
a dokazeme, Ze
1
lim s} (z) = §f($+)-

n—~o0

Zcela analogicky se dokaze

kde o in(n + 1)
sal@)= | fleru) g
2

—T

sm(n+ 3 1
/fx+u sin(?) du-2,

nebot v uvazovaném souctu daji vSechny cleny pri integrovani nulu, s vyjimkou

konstantniho ¢lenu % Vynasobime obé strany rovnice f(z; ) a ode¢teme od predchozi
rovnice. Dostaneme

57(@) — flay) = / W

du

Vime, ze

sin(n + )( t)
25111(%5)

[f (@ +u) = f(zg)]du.

Ale funkce
[f(z +u) — f(z4)]

9(u) = 2 sin(Y)

je po Castech spojita (limita pro u — 0 existuje podle L’Hospitalova pravidla).
Tvrzeni tedy plyne z Riemann-Lebesgueova lemmatu, které dokdzeme pozdéji.
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1.3 [>2-teorie

V této ¢asti budeme uvazovat funkce na obecném intervalu (a,b) s hodnotami v C

a prostor
L*((a, b)),

/|f ) [2d < oo.

L?*({a,b)) je Hilberttiv prostor (nekone¢nérozmérnd analogie Euklidovského pro-
storu) se skaldrnim souc¢inem

(f.9) = / f(x)g(x)da

Skalarni souc¢in indukuje stejné jako v Euklidovském prostoru na

L*({a, b))

in=(/ |f(fc)|2drc>%

a také metriku. Vzdalenost dvou funkeci je ¢islo

ofrg) = If - gu—</ £(@) - g() dx)é.

Definice 1.3.1. Systém funkci {¢;}7°, se nazyva ortogonalni systém, jestlize

obsahujici funkce pro které

normu

pro kazdé n # m. Nazyva se ortonormalni systém, jestlize navic plati

pro vSechna n € N.

Definice 1.3.2. Necht {¢;}32, je ortonormélni systém. Cisla

= /abf(fv)fbk(f)dx

se nazyvajl Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem k systému {¢;}7°,. Formalni
funkéni fada

[e.9]

> cndn

k=0



se nazyva Fourierova fada. Zkladnimi piiklady ortonormalnich systému jsou pro
nas realny systém (T) tvofeny normalizovanymi siny a kosiny, a komplexni systém
(E) tvoreny komplexnimi exponencialami.

Pomoci Fourierovych koeficientti definujeme funkce

N

fn=>_con

k=0
Nasim cilem je zjistit za jakych podminek konverguje fny pro N — oo k funkci f .
Konvergenci v tomto ptipadé rozumime konvergenci v normé prostoru L2. Nésledu-
jici lemma ukazuje ze fy je nejlepsi aproximaci f mezi vSemi linearnimi kombinacemi

funkci ¢1, o, ... Pn.

Lemma 1.3.3. Necht {¢;.}52, je ortonormdlni systém, a f € L*. Pak pro libovolnd
komplexni c¢isla dy, . ..,dyn plati

N
1F = digsll = IIf = fll-
j=0

Rovnost pritom nastane pouze tehdy, je-li d; = c; pro vsechna j =0,..., N.
Dikaz: Mame

N
1fF =D dios* = (f - de,f Zdﬂsﬂ
=0
N N N
f)_(fazdj¢] Z Qb], )+(Zd]¢],2dj¢]:
Jj=0 =0 j=0

N N N
=17 =D eidy = > Edi+ > did; =
=0 =0 =0
N
= |If1I* + Z lcj — d; ? - Z ’CJ|2-
7=0

Prvni a posledni ¢len nezavisi na koeﬁentech d;, prostfedni clen je nezaporny a
minimalizuje se prave tehdy kdyz d; = ¢; proj = 0,..., N. Tim je tvrzeni dokazano.

Pro d;, = ¢;, dostaneme z vypoctu v predchozim lemmatu jako disledek Besselovu
identitu

IF1I* = Z\Cg\“rl\f ZCJ%HQ

Protoze druhy ¢len na pravé strané je nezaporny, dostavame pro N — oo jako
dalsi dusledek nerovnost v
2 2
oIl <%
§=0
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Tedy tada

o, ¢]
> el
=0

ma omezenou posloupnost ¢asteénych souct, kterd je zrejmé neklesajici. Je tedy
konvergentni a plati Besselova nerovnost

(o)
> el <17
=0

Besselova identita dava dtlezitou ekvivalentni podminku pro konvergenci Fou-
rierovy fady k funkci f.

Lemma 1.3.4. Fourierova 7ada
o
E Ck Pk
k=0

konverguje v normé L* k funkci f prdvé tehdy, kdyz plati Parsevalova rovnost
Sl = 1P
5=0

Dtikaz: fy konverguji k funkci f v L? pravé tehdy, kdyz &isla

N
1F = dislI?
=0

konverguji k nule pro N — oo . Podle Besselovy identity je to ekvivalenti tomu,
ze plati
S el = A1
=0

Pripomenme si ze v kazdém prostoru se skalarnim souc¢inem plati Cauchy-Schwartzova
nerovnost. Pro kazdé dvé funkce f,g € L*({a, b)) plati

(f:9)| < IIf1lgll-

Disledkem Cauchy-Schwartzovy nerovnosti je nasledujici lemma o spojitosti ska-
larniho souc¢inu (v metrice kterou indukuje).

Lemma 1.3.5. Necht f,, — f a g, — g pron — oo v L?. Pak
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Dukaz: Mame
(fn>gn):(f+fn_fag+gn_g):
=L+ (fa—f.9)+(frgn—9) + (fa—fr9n—9) = (f,9)
pro n — oo, protoze

(o = L9 < lfn = Fllllgl — 0O

pro n — oo podle Cauchy-Schwartzovy nerovnosti, a analogicky pro dalsi dva ¢leny.

Véta 1.3.6. (Rieszova-Fischerova) Necht {ci}32, je posloupnost takovd, Ze

)
> el
n=0

konverquje. Pak existuje funkce jejiz Fourierovy koeficienty jsou rovny ¢ a Tada

o0
Z Ck Pk
}—0

konverguje k f v normé L2.

Duikaz: L? je tplny metricky prostor, plati v ném tedy Bolzano - Cauchyho pod-
minka, posloupnost konverguje pravé tehdy, kdyz plati

b
/ |fn - fm'QdI — 0

pro n, m — oo. V nasem pripadé je

fn = Z Ck(bk
k=0
tedy pro n > m je

b m
1= fulde = 3" e = 0

n+1
pro n,m — oo, protoze ¢selnd fada Y o |cx|* konverguje, a spliiuje tedy Bolzano-
Cauchyho podminku pro posloupnosti redlnych ¢isel. Existuje tedy funkce f € L2
tak, ze f,, — f v L? . Zbyva dokazat, ze (c;,) jsou Fourierovy koeicienty funkce. To
je obsahem néasledujiciho lemmatu.

Lemma 1.3.7. Necht .
fn = ch¢k - f
k=1

pron — oo v L2. Pak > reo Ckdr je Fourierova fada funkce, t.j. ¢, jsou Fourierovy
koeficienty f.

Dukaz: Je , ,
/ fomdr = lim / fadmdr = lim ¢, = ¢,
podle lemmatu 1.3.5.
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1.4 Uplnost a Parsevalova rovnost

Definice 1.4.1. Ornonormalni systém { ¢y }32, se nazyva uplny, jestlize plati: pokud
je pro néjakou funkei (f, ¢,) = 0 pro vsechna n, pak f = 0. Neexistuje tedy nenulova
funkce kolmé na vSechny ¢,. Véta 1.4.2. Necht {¢r}32, je uplny ortonormdini

systém a (cy) jsou Fourierovy koeficienty funkce f. Pak

[ee)
Z Ck Pk
=0

konverguje v normé L? k funkci f a plati tedy Parsevalova rovnost

[e.9]

> el =112

J=0

Dikaz: Vime, Ze

o0
Z ’Cj|2 < 00,
=0

podle Besselovy nerovnosti. Funkce f je tedy rovna funkci z Riesz-Fischerovy véty.
Z tplnosti systému totiz plyne Ze koeficienty (cj) urcuji f jednoznacné. Je-li také
g~ (cx), pak (f —g) ~ (0), a tedy f = g.

Véta 1.4.3. Necht f a g jsou funkce z L?, kde f ~ (cx) g ~ (di). Pak plati

b o9
/ fgde =" cd;.
a =0

Tedy zobrazeni [ — (cx) z L? do [? je izomorfismus (zachovdvd skaldrni soucin).

Dukaz: Je , . , .
/ fngdx = Z cm/ Omg dr = Z c;d;.
a =0 a §=0

Ale pron — oo je f, — f v L? a prava strana konverguje k 3 7 cjd;. Celkem tedy

b )
/ fgdl’ = Z dej'
a j=0
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1.4.1 Uplnost a uzavienost

Necht {¢x}52, je systém funkei z L? . Oznacme (¢) prostor viech koneénych line-
arnich kombinaci funkci z {¢;}7°, , t.j.

g€ ldn) ©g=7 doy
k=0

pro néjaké n € N a d;, € C.
Definice 1.4.4. Systém {¢x}7°, se nazyva uzavieny jestlize (¢x) je husty podpro-

stor L2.
Véta 1.4.5. {¢;}72, je uplny pravé tehdy kdyZ je uzavreny.

Dukaz: Tvrzeni staci dokdzat pro ortonormalni systém, nebot kazdy systém lze
ortonormalizovat. Necht {¢;}72, je Uplny systém a f € L?. Podle Véty 1.4.2. je

fo—= f

v L2 ale f, € (¢r), tedy (¢x) je husty.

Naopak, necht {¢x}2, je husty a f € L? ma vSechny Fourierovy koeficienty
rovny nule, t.j. (f,¢,) = 0 pro vSechna n. Z hustoty plyne existence posloupnosti
funkei @, € (¢y) tak, ze &, — f v L%, t.j. ||®, — f|| — 0 pro n — oo. Ale f, jsou
nejlepsi aproximaci, tedy i f, — f. Ale f, =0, tedy i || f|| = 0. Odtud plyne, ze
{1 }32, je uplny systém.

Uzavienost, a tedy i tplnost systému (T) a (E) dokdzeme pozdéji, jako aplikaci
Fejérovy véty.

1.5 Symetrické operatory a ortogonalni systémy.

V této casti ukdzeme nejcastéjsi ptivod ortogonalnich systémt funkci, jako systému
vlastnich funkci néjakého symerického diferencialniho operatoru.
Funkce cos kz a sin kz z trigonometrického systému (T) fesi diferencialni rovnici

" 2
y = -k,
. . . P , 2 L . ”
jsou to tedy vlastni funkce diferencialniho operatoru % prislusné vlastnimu ¢islu
—k?
Obecnéji, necht V' je redlny vektorovy prostor se skaldrnim soufinem , ) a

L :'V — V je linearni zobrazeni. Pfitom defini¢ni obor L nemusi byt celé V.
Nenulova funkce f € V' je vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu A ; pokud

Lf =\/.

L je symetricky operator, je-li
(Lf,9) = ([, Lg)
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pro kazdé f,g € V pro nez je L deﬁnovan
Priklad 1.5.1. Necht L = -%;. Jako defini¢ni obor L uvazujme C?({—m,)).
Chceme zjistit zda je L symetrlcky operator. L bude symetricky, je-li (Lf, g) =

(f,Lg), tedy ﬂ i
/_ £ (2)g(x)dz = / f(2)g" (@) dz

Po dvojnasobné integraci per partes dostaneme
| 1@ = [ rwg @
+f(m)g(m) = f'(=m)g(=m) = f(m)g'(m) + f(m)g (7).

L tedy bude symetricky, pokud omezime definicni obor na podprostor na kterém
jsou zintegrované c¢leny na poslednim fadku rovny nule. Mtzeme tedy napriklad
pozadovat splnéni Dirichletovy podminky v koncovych bodech intervalu,

h(m) = h(—m) = 0.
Tuto podminku splnuji také funkce sin kx. Nebo splnéni Neumannovy podminky,
h'(m) = h(—7) =0,

kterou spliuji funkce cos kz. Nasledujici véta popisuje souvislost symetrickych ope-
ratori s ortogonalnimi systémy.

Véta 1.5.2. Necht L je symetricky linedrni operdtor definovany na vektorovém
prostoru V' se skalarnim soucinem. Jsou-li f1, fo vlastni vektory odpovidajici riznym
vlastnim cislim A1, \g, pak f1, fo jsou ortogondlni.

Dukaz: Necht’ Lfl = /\1f1 a Lfg = )\gfg. Je

(Lf1, f2) = (ALfi, fo) = M fi, fo)

(f1, Lf2) = (f1, Xafo) = Xa(f1, fo).
Ze symetricnosti jsou si obé hodnoty rovny. Ale \; # Ay, tedy (f1, f2) =0

1.5.1 Sturmuv-Liouvilleuv operator

Uvazujme ted Sturmtv-Liouvilleiv operator

Lf=(pf) +af,

kde p je jednou spojité diferencovatelna a ¢ je spOJlta na intervalu (a,b). Jako
specialni pripad pro p =1 a ¢ = 0 dostaneme L = dx

Zajima nas opét kdy bude L symetricky. Po dvo Jnasobném integrovani per partes
dostaneme
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b b
(Lf.9)= [ (@) +afgds = [ (o) +ap)fde -+ pr'gls ~ po'f1
Musime se tedy omezit na funkce splnujici
p(f'g =g Nl =0.

Na rozdil od predchoziho operatoru mutze byt podminka splnéna vzdy, pokud je
p(a) = p(b) = 0. Tak tomu bude v nasledujicim piikladu.

1.5.2 Legendreovy polynomy

Uvazujme specialni pripad Sturmova-Liouvilleova operatoru

Lf(z) = (1-2%)f"(z) - 2z['(x),

ktery dostaneme pro p(x) = 1 — 22 a ¢(x) = 0. Tedy L je symetricky operator na
intervalu (—1,1) bez hrani¢nich podminek, nebot p(1) = p(—1) = 0.
Hledani vlastnich funkci vede na feseni Legendreovy rovnice indexu n,

(1—2?)y" — 22y + n(n+ 1)y = 0.
Pfimym vypoctem lze ovérit ze jejim fesenim jsou Legendreovy polynomy

1 4

_ 2 _1\n —
_2”n!dx”<x )" n=0,1,2,....

P,(z)

P, je tedy vlastni funkce operatoru L odpovidajici vlastnimu ¢islu —n(n + 1).
Tedy podle Véty 1.6.2. tvoii Legendreovy polynomy ortogonalni systém .
Opét primym vypoctem dostaneme

1
2
/ P%(z)dxr = , n=20,1,2...
-1 2n +1
tedy funkce
2n+1
on(e)y "5 Pal)

tvori ortonormalni systém.
Nejlepsi aproximaci v prostoru L? funkce f mezi vSemi polynomy stupné n je
tedy polynom

n

> enPi(),

k=0

kde

1
Cp = Zk; ! /_1 f(z)Py(x)dz.
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1.6 Fejérova véta

Od obecné teorie se vratime zpét ke konkrétni situaci trigonometrickych fad na
intervalu (—m,7) . Je-li f ~ (¢x), oznacime

castecny soucet Fourierovy rady

Vime, Ze s, je nejlepsi aproximaci f v L?, ale nemusi bodové konvergovat k f.
Ukazeme, zZe existuje lepsi volba trigonometrického polynomu, pro kterou dostaneme
konvergenci (dokonce stejnomérnou) pro libovolnou spojitou funkci.

1.6.1 Cesarovy soucty

Lemma 1.6.1. (i) Je-li {S,}5°, posloupnost komplexnich cisel a S, — S pron —
oo pak také posloupnost aritmetickych primeri

1 n
:n—l—lzsj
=0

n

konverguje k S.
(i1) Existuje posloupnost {S,}22, kterd nemd limitu takovd Ze posloupnost A, =
%H Yo S; limitu md.
Ji

Dukaz: (i) Necht je ddano € > 0. Odhadneme

n

'%LZS‘) |Z |<—Z|s 5.

=0

Vime, ze existuje N(e) tak, Ze |S,, — S| < § pro n > N(g). Oznacme

N ()
A=>"15-5]
j=0

Existuje M(e) > N(¢) tak, ze
24

Pron > M(e) je

() n

1 A e e ¢

n——l—]_ E‘S]—S|+ E ‘SJ—S| <n——<—+—<€.
=0

j=N(e)+1

Tim je je prvni ¢ast tvrzeni dokézana.
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(ii) Pfikladem posloupnosti ktera nekonverguje, ale méa konvergentni posloupnost
aritmetickych primeéri je
S, = (=1)".
Posloupnost aritmetickych priméri je totiz rovna bud 0 nebo ?, tedy

n

1 1
Sl < — 0
|n+1jz:; ]l_n—i—l_)

pro n — oQ.

1.6.2 Fejérova véta

Vratime se zpét k trigonometrické fadé a po inspiraci z Lemmatu 1.7.1. oznacime

1
n = So(x sp(x)) = 5
On = oy (So@) et n—l—lzk

Po dosazeni za s, je vidét, Ze o, je vlastné vazeny pramér funkci e***, kde vétsi
hodnoty frekvence k maji mensi vahu nez nizsi frekvence.
Véta 1.6.2. (Fejérova) Necht f je spojita funkce na (—m, ) . Pak o,(x) konverguji
k f(x) stejnomérné na intervalu (—m, ).
Dikaz: Postupujeme podobné jako v dikazu Dirichletovy véty, nejdiive dosadime
za Cy,

o) = n+1zsk($): Z n—Hckek =

k=0 k=—n

_Z”‘;i—ﬂm 1 </ (1) —zktdt)

L et B g L ([
= — t k@e=t) gy — —t)|dt
RO oo ([ swr )

1 — .
Kn(S) _ Z n+ |k’6—zk5

kde

n+1

je tzv. Fejérovo jadro. Jeho vlastnosti odvodime ve dvou pomocnych lemmatech.

Lemma 1.6.3. Plati
K,(s) = ! <Sin(.”7+:)s>

n+1 sin §

pros#0 a
K,(0)=n+1.

18



Duikaz: Pro s # 0 mame

n n 2
> (n+1—|k)e* = (Z e“k’é)S)

k=—n

nebot pro A € C plati
AT AT AT TR =

=AM e 2n 4 D4 N

kde v naSem piipadé je A = €% . Dale mame (souctem geometrické rady)

2 2 . 2
i . n —ins L . —ins 1 - €Z(n+1)8
k=35 | — 2 ks ) —(e2 ——
(o) = (e e - ()
k=0 k=0

wi s s —is
Po rozsireni vyrazem e 2 dostaneme

—i(n+1)s i(n+1)s 2 . 2
e 2 —e 2 sin(™4)s
—1s is = . s
e2 —ez2 S11 5

Druh4 vlastnost plyne pifimo z definice. Tim je lemma dokazano.

Lemma 1.6.4. K, ma nasledujict vlastnosti:

(i) Kn(s) 20

(i) K,(s) — 0 stejnomérné na dopliiku (—9,8) pro kazdé 6 > 0
(iii) [ K,(s)ds =2

Dikaz: Prvni tvrzeni je zfejmé. Pro dikaz druhého odhadneme

2
1 1\ 1 1
K,(s) < _ < 0
(S)_n—i-l(sm%) _n+1<sin5> -~

2

pro n — oo. Tteti tvrzeni plyne ze vztahu

1
K,(s) = 1((n+1)1+ncosx+isinx+...).

VsSechny c¢leny s vyjimkou prvniho dévaji nulovy integral, tedy

/ K, (s)ds = / 1dz =27.

Dokonéeni dukazu Fejérovy véty: Necht € > 0 je dano. f je spojitd na kom-
paktnim intervalu, je tedy omezen4, t.j. existuje M > 0 tak ze | f(s)| < M pro kazdé
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s € (—m,m). Déale ze spojitosti na kompaktni mnoziné plyne stejnomérné spojitost,
t.j. existuje 6 > 0 tak, ze

[f(s) = F(B)] <

pro |s — t| < 0. Vezméme takové 0 . Podle (ii) existuje N tak, zZe

DN ™

9
K, < —
Fals)] < 17

pro s ¢ (—0,0) an > N. Mame

ra(o) = $@)| = |- [ Flo = )E(s)ds — o [ @)K (s)ds] =

~ g [ fe=9) — f@IEGs| < |- [ (w9 - f@)E (st

s€(—4,0)

1 2M
o | Kalds 52 [Ko(s)]ds <
(=5,6) 21 Jsg(—s5)

2M €
< —-— K,(s)ds + — —ds< -4 - =¢.
- " 2T 5¢(—6,6) a4M 2 2
Tim je dokazano tvrzeni o konvergenci. Stejnomérné konvergence plyne z nezavislosti
predchoziho odhadu na z. Prvnim disledkem Fejérovy véty je existence libovolné
presné aproximace spojitych funkei trigonometrickymi polynomy.

Véta 1.6.5. Necht f(x) je spojita funkce na intervalu (—m, ) a necht € > 0. Pak
existuje trigonometricky polynom P tak, Ze

sup |P(x) — f(z)] < e.

rE€(—m,m)

Dikaz: Za P(z) vezmeme o,(x) pro dostatecné velké n.

Jinak feceno, trigonometrické polynomy jsou husté v prostoru spojitych funkci
vV supremové norme.

Dalsim dtlezitym dtsledkem je Weierstrassova véta

Véta 1.6.6. (Weierstrassova) Necht f : {a,b) — C je spojitd funkce a € > 0. Pak
existuje polynom P takovy, Ze

sup |P(z) — f(z)| <e.
(b)

Vétu ziejmé staci dokdzat pro interval (0, 1), protoze lze transformovat na pomoci

linearni transformace, ktera zachovava polynomy. Nejdiive odvodime dvé pomocna
lemmata.
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Lemma 1.6.7. Necht [ je spojitd funkce na (—m,7) a necht je f sudd. Pak pro
kazdé € > 0 existuje n > 1 a cisla ag, aq,...,a, € C tak, Ze

n

sup |f(x) — Zak cos kx| < e.

{=mm) k=0
Dikaz: f je suda, tedy b, = 0 a o, obsahuje jen kosiny. Lemma tedy plyne z
Fejérovy véty.
Lemma 1.6.8. Pro kazdé n € N ezistuje redlny polynom T, tak, Ze
cosnr = Ty(cosz), € (—mm)

Dikaz: Indukei. Tvrzeni plati pron = 0 an = 1, kdy vezmeme Ty(t) = 1,71 (t) =
t. Predpokladejme zZe plati pro kazdé n < m kde m > 2. Pak

cosmx = cosmx — cos(m — 2)x + cos(m — 2)x =

= cos ((m — 1)z + x)+cos ((m — 1)x — x)—cos(m—2)x = 2 cos x cos(m—1)x—cos(m—2)x = T, (.

kde

T (t) = 2tT,—1(t) — Tra(t).
Odtud plyne ze T,, ma pozadovany tvar Dukaz Weierstrassovy véty Necht f :
(0,1) — C je spojita a € > 0 je ddno. Definujme g : (—m, 7) — C predpisem

g(t) = f(] cost|)
pro t € (—m, ). Funkce ¢ je spojitd a g(t) = g(—t). Vime, Ze existuje n > 1 a
ag, . . ., a, € C tak, ze

n

sup |g(t) — Zak coskt| < e.

te(—m,m) k=0
Ale . .
g(t) — Zak coskt = f(|cost]) — Y ayTi(cost)
k=0 k=0
prot € (—m, ), tedy
sup |f(x) — arTi(x)| < sup |f(|cost]) — apTy(cost)| < e.
z€(0,1) 0<t<m

k=0

Hledany polynom je tedy P(x) = >, _, axTi(z), nebot

sup |f(x) - P()] <

z€(0,1)

Tim je tvrzeni dokazano.
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1.7 Gibbsiv jev

Uvazujme funkci
h(z) =x pro x € (—m,m)

h(m) = h(—7m) =0
rozsifenou na 27 periodickou funkci na R. Jeji rozvoj do Fourierovy fady ma tvar

o0

12
h(z) = Z(—l)k+ 7 sin kz.

k=1

V bodech nespojitosti této funkce dochézi k prekmitu ¢astecného souctu Fourierovy
fady o hodnotu ktera se pro zvétsujici se n nezmensuje. Pfesné tento jev popisuje
nasledujici véta.

Véta 1.7.1. Necht s, jsou cdstecné soucty Fourierovy fady funkce h(x). Pak

DT — =) — An
snl n>

Sp(m+ Z) — —Am
n

pro n — oo, kde

A= g/ ST > 117,
0

T x
Dikaz:
Méame
- 2
sn(x) = Z(—l)k“g sin k.
k=1
Tedy
s = 2 T "2 s 7 on km
n(m——) = 1) Zgink(nr — =) = —sink— =2 —(-—sin—).
Sp(m n) kz:;( ) 7, sin (m n) ;ksm " k:1n(k7rsmn)

Posledni vyraz je pfibliznym souctem z definice Riemannova integralu, pro funkci
S22 na intervalu (0,7) pfislusnou rovnomérnému rozdéleni na intervaly délky .

Tedy pro n — oo konverguje k
Tsinx
/ dx.
0

Sp(—m + g) — —2/

0 T

Podobné se dokaze, ze

Tsinx

dx

Piimym vypoc¢tem ovéfime nerovnost

9 [T si
—/ ST > 117,
0

™ T
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Kapitola 2

Fourierova transformace

2.1 Definice a zakladni vlastnosti
Necht f: R — C je funkce z L'(R). Pro ¢ € R definujeme
for = [ e s
Pro kazdé ¢ je integral kone¢ny, protoze |f(z)e %*| = |f(x)| a tedy f(z)e ** €

L'(R).

Definice 2.1.1. Funkce f (€) : R — C se nazyva Fourierova transformace funkce
f(x).

Lemma 2.1.2. Necht f € L'(R) je omezend funkce. Pak f je spojitd.

Duikaz: Necht € > 0 je dano. |f| je integrovatelnd, tedy existuje R(c) dostatecné

velké, tak, ze
/ F@)ldr < &,
t1>R(e) 4

Na druhé strané, f je omezend, tedy existuje K tak, ze |f(z)| < K pro kazdé = € R.
Tedy

F©) — fn)l = | / F() (e — ey <
R(e)
—iét _ _—int d —ift _ _—int d
<| /| O e / O e
<9 / FOldt+2R(E)  sup  F(E)(e " — et
[t|>R(e)

te(=R(e),R(¢))

S 2R(e)K  sup e % —e7M| < - 2R(e)K  sup &t —nt
2 te(~R(=).R(E)) 2 te(=R(e).R(e))

< FAREPK]E | <<

DN ™
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je-li

19
< —
€=l < SR(z)2K + 1

Na druhé strané, Fourierova transformace nemusi byt integrovatelna.
Lemma 2.1.3. Necht f(x) =1 prox € (—1,1) a f =0 jinak. Pak

2oy 28ing
f(&) = :

a f ¢ LYR), ty [~ |f(€)|d¢ diverguje.
Dukaz: 7 definice

1 —igt] ! i€ _ i€ :
Fle) — —igtdt _ | € € et _sing
f(é)_/_le _[—ig]l_ i€ =2 £

Integral z této funkce diverguje.

2.1.1 Zakladni vlastnosti Fourierovy transformace

Z linearity integralu plyne, Ze Fourierova transformace je linearni operace. Pro kazdé
dvé funkce f, g a konstanty a, b tedy plati

—

(af +bg) = af + by

Lemma 2.1.4. (O zméné méritka) Pro f € L' N C a R > 0 oznacme fr(z) =

f(Rz). Pak
— 1. ¢
fr(€) = 5/ (5).

Dukaz: Z definice

@)= [ atwe e = [ fro)e

Substituci y = Rz dostaneme
= —iiyl :l/oo —iy :lAé
| rwetirgay = [ pwe iy = 21,

Tim je lemma dokazano.

Lemma 2.1.5. (O Fourierové transformaci derivace). Necht f € L' N C, f' €
L' C alim, 4o f(z) = 0. Pak

— ~

(f1)() = £ f(E)-

Tedy derivovani se prevadi na nasobeni.
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Dukaz: Integrovanim per partes dostaneme
(PHQ) = [ F@e s =l @) - (i) [ e @do = ief(o)

Obecné, je-li f, f',...,f® e L'N C alimy_1e f/(x) =0proj=0,1,....k—1,
pak k-nasobnym integrovanim per partes dostaneme

— N

(f®)(€) = (1€)"F (&)

Lemma 2.1.6. (O deriaci Fourierovy transformace) Necht f € L' 0 C a g(x) =
xvf(x) € L' N C. Pak f(€) je diferencovatelnd a plati

Dukaz: Derivovanim vztahu
fo= [ e

podle parametru £ dostaneme

o0

%@ - / Z F () (i) dr = —i / f(a)a] e €dn = —ig(e).

o0

Dalsi dilezitou a ¢asto pouzivanou operaci je konvoluce. Pro f,g € L! je jejich
konvoluce definovana vztahem

fgl) = / flx=y)g(y)dy.
Substituci ¢y’ = x — y dostaneme alternativni vyjadieni
fro@) = [ wle = vy =g+ @)

Konvoluce je tedy komutativni operace.

Lemma 2.1.7. (O Fourierové transformaci konvoluce) Necht f,g € L*(R). Pak

— ~

fxg(&) = F(£)g(8).

Diikaz: S pouzitim Fubiniho véty dostaneme

—

fxg&) = /_Oo (/_OO flz—y)gly)dy)e " dx =
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= —igx — dudxr = —i€(z—y) — ) Y dudr —
//Rze f(x —y)g(y)dydzx //R2e flx —y)e “g(y)dydx

:/“(/“g%wwﬂx_wm)g%%@my:ﬂ@/‘e%w@myzf@mmy

e} [e.o] o0

Lemma 2.1.8. (O transformaci posunuti a o posunuti transformace) Necht f €

L*N C. Proa >0 oznacme f,(z) = f(x —a). Pak

A

fal&) = f(e™.

Naopak,
ferr(§) = f(§ —a).
Diikaz: Na jedné strané substituci y = x — a dostaneme

fal€) = /_ fla —a)e™"dy = /_ Fly)e W dy = e~ / fly)e ®dy =

—0o0

= e f(6).
Naopalk,

Fom(e) = [ jwenear— [~ jwee s - e - a)

Diusledek 2.1.9. (Modulac¢ni identity) Nechf Fourierova transformace funkce f(z)
je F(£). Pak Fourierova transformace funkce f(z)sinwz je rovna

CIF(E+w) ~ FE - w)]

Dikaz: Vime, ze

) B pwe e—iwa:
sinwzr = 5;

a — A~

f(x)ewr(§) = F(§ —w)

Tedy
f(@)sinwa(§) = Z[F(§ —w) = F(§+w)] = 5[F(€+w) - F(E - w)].

Lemma 2.1.10. (Fourierova transformace Gaussovy funkce) Je-li f(x) = %e%,
pak

. _¢?

f(&) =e=".
Duikaz: Oznacme opét F(€) = f(£). Mame
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\/12_7r$6_§2 = —zf(x).

fia) = -

Na jedné strané je
(—zf(2)) = f'(§) = i&F(€),
podle lemmatu o transformaci derivace Na druhé strané, z lemmatu o derivaci trans-

formace je

—

(—izf)(§) = F'().

Tedy celkem F' splnuje rovnici

F'(§) = —€F().
Separaci proménnych dostaneme Teseni
F(¢) = Ce .
Konstanta C' je rovna hodnoté f v bodé nula, tedy Laplaceovu integralu

_z2

o 1 e
0 = — e 2 dZL’ = 1
f0) V21 /_oo
Tim je lemma dokézano.

Piiklad 2.1.11. Ozna¢me jako H(z) Heavisideovu funkeci, t.j. H(x) = 1 pro
r>0a H(z)=0proxz <0. Jeli

f(x) = e *“"H(z)

pro néjaké a > 0, pak
A 1

Opravdu,
() :/ e e Ky :/ e~ (@HiOT gy —
0 0

1
a+i&

_ 1 [67(a+i§)x]oo

a+ i€ o=

Dale uvazujme funkci
f(x) = ekl
Pomoci Heavisideovy funkce ji mizeme napsat jako
f(z) = H(x)e *™ + H(—x)e".
Jeji Fourierova transformace je tedy rovna

A 1 1 2a
f(g):a—i-if—i_a—if:a?—i-ﬁz'
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Véta 2.1.12. (Zdkladni identita pro Fourierovu transformaci) Necht f,g € L*N C.

Pak platt
/ fi= / fg.

Dukaz: Z Fubiniho véty dostaneme

/_Z f(x)g(z)dx = /_OO f(z) /OO o) dydz —

[ [ s@a@emags = [~ g [~ e isay = [~ gwiwa

o0

2.2 Véta o inverzni transformaci

K ditkazu Véty o inverzni transformaci budeme potiebovat aproximaci identity.

2.2.1 Aproximace identity
Definice 2.2.1. Necht ¢ € L'(R). Pak systém funkei
1
6:(w) = 2%

se nazyva aproximaci identity ptislusnou funkci ¢
Z definice ihned plyne zZe pro vSechna e plati

/_Z ¢e(z)dr = 1.

V nasem piipadé vezmeme za ¢ Gaussovu funkci

1 22
€T — [ 2 ,
o) Vor
tedy
1 2
de(z) = e 22,
2me

Nésledujici lemma odiivodnuje termin aproximace identity.

Lemma 2.2.2. Necht ¢. je aproximace identity a [ je spojitd omezend funkce na
R . Pak f % ¢.(x) konverguje (stejnomérné na kompaktnich intervalech ) k f(x) pro
e — 0.

Dikaz: Necht |f(z)] < M pro x € R. Mame

[e.9]

Fre(a) — f(z)] = | / T a—y)— F(@))oey)dy| = / Fla—e)— F@)60)dy.

[e.e] —00
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kde jsme pouzili substituci y = ey’. Nechf 6 > 0 je dano. Vezméme R tak velké, ze
fy¢<_R R) o(y)dy < 0, a dale € > 0 tak, aby

[f(x—ey) — fx)] <0

pro y € (—R, R). Mame tedy

| / (r =) @y < | [ (1 e) -~ 5@l

H / o — eyf) — F(2)]6(x)dy| < 61 + (2M +1)5 = (2M +1)6.
R,R

Tedy f * ¢.(x) — f(x) pro e — 0. Z nezavislosti odhadu na z plyne stejnomérna
konvergence na kompaktnich intervalech.

2.2.2 Véta o inverzni transformaci
Véta 2.2.3. Necht f € L* N C, [ je stejnomérne spojitd a f € L* N C. Pak
N SR PP
o | Feea
Dukaz: Necht x € R je libovolny pevné zvoleny bod a ¢ > 0 je dano. Oznac¢me

262

1 .
— ez{x—a >
Vime, ze
~ 1 (y—2)2
dly) =~
tedy
A 1 =y
o(y) = =v2mg( ),
€ €
kde

g(u) = me_

Budeme uvazovat aproximaci identity prislusnou této funkci a pouzijeme zakladni
identitu pro Fourierovu transformaci na funkce f a ¢. Na jedné strané je

o0 N 1 o0 B
= —— e
/oo qu V 2T /oo
Na druhé strané

/_Oo fé= \/ﬂ/_oo F(W)ge(z — y)dy = V2r f x g. ().

© it f(6)de
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Vime, Ze f * g.(x) — f(x) stejnomérné na kompaktech. Ale pro x pevné je

/ Z e Fefiga - [ : e £(€)

pro ¢ — 0, nebot prvni ¢len pod integralem konverguje k jedné. Celkem tedy pro
e — 0 dostaneme

fla) =5 [ e

Definice 2.2.4. Inverzni Fourierova transformace je definovana vztahem

=5 [ e

Podle ptedchozi véty je inverzni Fourierova transformace opravdu inverzni operaci
k Fourierové transformaci, plati tedy

(f)=r.

2.3 Korelace a autokorelace

Definice 2.3.1. Necht f,g patii do L' N C. Definujeme korelaci funkci f a g
vztahem

foglx) = / " Fwaly + o)y = / " Fly— 2)g)dy.

Z definice je ziejmé Ze korelace ma velmi blizky vztak ke konvoluci, definované
jako

£ gla) = / " F)gle — y)dy = / " f—)gla + y)dy.

7 druhého vyjadreni je vidét ze plati vztah

f(z)og(x) = f(—x) * g().

Vime, ze .
(fx9)=fa
a dale f(€) = f(=€) a F(—2)(€) = f(=€), tedy

Celkem tedy plati



Dokazali jsme tedy néasledujici tvrzeni.
Lemma 2.3.2. Jelli F = f a G =g, pak

(fog)=FG.

Definice 2.3.3. f o f se nazyva autokorelace funkce f.
Disledkem predchoziho lemmatu je nasledujici

Lemma 2.3.4. (Autokorelacni identita) Necht f € L' 0 C a f = F. Pak plati

o —

(fof)=IFP

2.4 Fourierova transformace funkci z L2

2.4.1 Parsevalova rovnost a Plancherelova véta

V této ¢asti dokazeme Parsevalovu rovnost. || f|| lze napsat dvéma zptusoby. Na jedné
strané mame

foﬂ®=i/xV@M%x=Hﬂﬁ

oo

Na druhé strané

—

WM@Z[INKWMﬂWR

7 autokorelacni identity dostaneme vztah mezi f a f ,

Fof(€) =If12.

Na tuto rovnici pouzijeme inverzni Fourierovu transformaci a dostaneme
_(1F]2
fof(x)=(f]?) ()
Do rovnice dosadime nulu. Leva strana dava

fofmwz/fouM%x

o0

a prava

X 1 [ 20 1 [ .
1700 = 5 [ 1fpewodn = - [~ 17

Celkem jsme tedy dokazali nasledujici tvrzeni.
Véta 2.4.1. (Parsevalova rovnost) Necht f, f € L* N C. Pak

| @pds = o [ 1ifa.

oo

Tedy zobrazeni P které f priradi \/%? f je zometrie.
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2.5 Centralni limitni véta

Jednou z dulezitych aplikaci Fourierovy transformace je odvozeni centralni limitni
vety.

Véta 2.5.1. (Lindebergova) Necht X;,i = 1,2, ... je posloupnost nezavislych stejné
rozdélengjch ndhodnyjch velicin s hustotou pravdépodobnosti f, kde f € C*(R). Necht
E(X;) =0 a E(X?) = 1. Pak hustota pravdépodobnosti Xl*—\/gX” se blizi k hustoté
standartizovaného normdalniho rozdélent, t.j.

X +...+X, 1 [ e
Pria <= e <b} — —/ e 2dx
\/ﬁ V2T Ja

pro n — oo.
K dikazu budeme potfebovat dvé pomocna lemmata.

Lemma 2.5.2. Necht f je hustota pravdépodobnosti ndhodné veliciny X . Pak f*)(0)
existuje pravé tehdy kdyz existuje k-ty obecny moment a plati

[e o]

FO0) = ()t [t fa)de = (=)

kde My je k-ty obecny moment nahodné veliciny X .

Dikaz:
k-nasobnym derivovanim rovnice

for= [ e a
podle parametru dostaneme
F9© = o [ e eatis

a dosazenim & = (

[e.e]

F®(0) = (_@)k/ o* f(x)dr = (—i)" M,

— 0o
Tim je lemma dokézano

Lemma 2.5.3. Neght’f je hustota pravdépodobnosti nahodné veliciny X, kde EX =
0 and EX? =1 a f € C*(R). Pak pro Tayloriv rozvoj funkce f v bodé 0 plati

. 2
fl©) =105 +olleP).

Duikaz: Plyne z piedchoziho lemmatu, nebot M; = 0 a M, = o2, Podle Taylorovy
véty je tedy

A~ ~

F&) = F(0) + f(0)¢ + = f"(0)€* + o(£?),

N | —
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odkud po dosazeni plyne tvrzeni.
Dukaz centralni limitni véty. Vime, ze My, = 1, tedy podle piedchoziho

lemmatu je
2

f©) =1->+R(9),

2
kde R
% — 0 pro & — oo.
Uvazujme ted ndhodnou veli¢inu \)/(ﬁ pro kterou je M; = E( \)/(ﬁ) =0a
X? 1
M, =E(—/) = —.
n n

Oznacéme f,, hustotu pravdépodobnosti \)/C_ﬁ Taylortv rozvoj jeji Fourierovy trans-

formace je
fu©) = F ) = 1= S mS
Vn 2n N
kde ¢
R(-
(\2/5) — 0 pro & — oo.
Vime, ze X1+—JX" ma hustotu pravdépodobnosti

gn:fn*fn*~~'*f@7

nx

a jejiz Fourierova transformace je
a0 n
gn = (fa)".

Dosazenim dostaneme ) ¢
= (1— > 4 RSy
o= (1= 5+ R(2)

Pro kazdé pevné ¢ vyraz R(\%) je o(%) a vime, ze
2
s

(1—%)”'—)6_ .

Tedy
_g
gn(§) — e 2

Ze spojitosti Fourierovy transformace plyne

She

falz) = €™

pro n — oQ.



2.6 Princip neurcitosti

V aplikacich se vztah pro inverzni transformaci
fa) =5z [ Fede
)= — e
2m J_

¢asto nazgva spektralni rozklad funkce (signalu) f(z). Hodnota | f(€)] je amplituda

komponenty e** ve spektralnim rozkladu funkce f. Druh4d mocnina amplitudy mé fy-

zikaln{ interpretaci vikonu. Hodnota | f(€)|? se nazjva vikonové spektralni hustota.
Pro f € L? oznacime

E=|f|P = / \f (@) Pz

o0

V aplikacich predstavuje E zpravidla néjakou formu energie. Dale oznacime

Az = [% /oo x2|f(x)]2dm] g

—00

Je-li E = 1, pak (Ax)? je druhy centralni moment ndhodné veli¢iny s hustotou
pravdépodobnosti |f(z)[®. V kaZdém ptipadé je Ax mirou rozptylu hodnot funkce

/().

Nasledujici tvrzeni uvedeme bez dikazu.

Lemma 2.6.1. Necht f € L*(R). Pak pro kaZdé o > 1 plati

alAz 2
a®—1
| i@z “=E

tedy

—alAx 0o
[ iwrars [T wpar < e

c0Az alAz 04

Napiiklad, je-li £ = 1 a chceme-li lokalizovat energii s pfesnosti 99%, staci vzit
% = 0,01, tedy a = 10.

Véta 2.6.2. (Princip neurcitosti) Necht f, f € S a necht

s | ETORSE

A= [pr [ €l

E= [ i@k = o [ 1P

(e e} e}
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Pak
AxAE >

l\DI»—t

Rowvnost pritom plati prave tehdy kdyz

2

f(z) = Ae™™

pro néjaké konstanty A € R a ¢ > 0.
Dtikaz: Vyjdeme z identity

(f* (@) = 2f(x) f'(x).
Dale

@I = [ 20 @eds =)z - [ Pl -

7, Cauchy-Schwartzovy nerovnosti dostaneme

|/ 22 f(x dg;|<2(/ 22 f2(x %/ F(x dxé:mx\/_/ f'(x)%dz)

Na druhé strané, z Parsevalovy rovnosti

/_Z(f'w’% - %/Z 7P = %/: i ff? = /_Zgﬂfﬁ _

/ T () = VB,

Tedy

Celkem dostavame
E < 2AzvVEVEAE,
t.j.
1

—L.

E(A€)?.

Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz nastane rovnost v Cauchy-Schwartzové nerov-

nosti, t.j. kdyz
2f(x)x = kf'(x),
tedy
flz) = Ae="

pro néjaké konstanty A a c. Tim je tvrzeni dokazano.
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Kapitola 3

Fourierova transformace v R"

3.1 Zakladni vlastnosti

Necht f : R® — C je absolutné integrovatelnd funkce. Proménnou v R™ budeme
znacit
T = (xlaerv s axn)v

proménnou Fourierovy transformace & = (£, .. . &,). Dale oznac¢ime

o= Zl‘zfz
j=1

Budeme pouzivat standartni multiindexové oznaceni.

Definice 3.1.1. Pro £ = (&, ...,&,) € R" definujeme
f&) = [ flx)e ™ da.
RTL

Funkce f(§) : R — C se nazyva (n-rozmérnd) Fourierova transformace funkce f.

3.1.1 Zakladni vlastnosti Fourierovy transformace

Vétsina zakladnich vlastnosti n-rozmérné Fourierovy transformace je zcela analo-
gickd odpovidajicim vlastnostem jednorozmérné transformace. Pro jednoduchost bu-
deme vSechny vlastnosti dokazovat pro funkce rychle klesajici v nekonecnu.

Definice 3.1.2. f je funkce rychle klesajici v nekone¢nu, neboli funkce Schwartzovy
t¥idy, jestlize pro kazdé dva multiindexy «, 3 plati

lim |z¢f@| =0,

|z|—o0

Prostor funkei Schwartzovy tridy oznacujeme S.
Vicerozmérna Fourierova transformace je linearni, t.j.

—

(af + bg) = af + by.
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Lemma 3.1.3. (O zméné méritka) Pro f € S a R > 0 oznacme fr(x) = f(Rx).
Pak

— 1. ¢
fr(§) = ﬁf(}—%)'
Dtikaz: Substituci y = Rz dostaneme
fr&) = | fal@)e®%de = | f(Rx)e " dx =
Rn Rn
_ —iégyi _ i —is .y . i A é
= /. fly)e 7Y mdy = o g flyle  ®vdy = =2 f(5)-

Tim je lema dokazano.

Lemma 3.1.4. (O Fourierové transformaci parcidlni derivace). Necht f € S. Pak

<§—§j><§) —ig; f(6).

Tedy parcialni derivace se pfi transformaci prevadi na nasobeni odpovidajici
komponentou vektoru &.

Duikaz:

(g_i)(f) = /n(g—gi)(a:)e‘if‘xdx = (—i&;) 5 fla)e € dy =

A

=&, (€),

kdeb druhd rovnost plyne z Greenovy véty a toho ze f je rychle klesajici funkce.
Obecné, je-li f € S a o je multiindex, pak

—
~

(f@)() = (i)*ef(£).

Zvl1ast jednoduchy tvar mé Fourierova transformace Laplaceova operatoru,

—

(AN)E) = 57f(©)-
Véta 3.1.5. (Zdkladni identita pro Fourierovu transformaci) Necht

f.g € L' N C Pak plati
/ fa= | fog
Rn Rn

Dtiikaz: Z Fubiniho véty, analogicky jako v jednorozmérném pripadé.
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3.2 Véta o inverzni transformaci

3.2.1 Véta o inverzni transformaci

Véta 3.2.1. Necht [ € S, pak

fl) =

27m)" Jrn

f&)ede.

Diikaz je analogicky jako v R™.
Definice 3.2.2. Inverzni Fourierova transformace je definovana vztahem

1

z)e e .
o e (z)e"dg

F(&) =

Stejné jako v jednorozmérném pripadé je inverzni Fourierova transformace opravdu
inverzni operaci k Fourierové transformaci, plati tedy

(f)=f

3.3 Reseni rovnice vedeni tepla na primce

Jak jsme se zminili v ivodu, jednou z dilezitych aplikaci Fourierovy analyzy je feseni
diferencidlnich rovnic.
Chceme fesit rovnici vedeni tepla na pfimce, t.j.

(2, 1) = uge (2, t)

proz € Rat > 0. u(zx,t) je teplota v bodé = a Case t. Teplota tyce v poc¢ateénim
case je znama, dana pocatecni podminkou

u(z,0) = (x).

Pro kazdé pevné ¢ > 0 budeme uvazovat Fourierovu transformaci funkce v v pro-
ménné x. Na jedné strané mame

—_—
0%u

—)(&, 1) = (i€)2a(E, 1),
(59)(E 1) = (i€l )
na druhé strané ¢ hraje pfi integraci roli parametru, tedy je

o

et = Wiy,

Transformovana rovnice ma tedy tvar
ou
—(&,1) = =E%(¢, t).
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Pro pevné € je to obycejna diferencidlni rovnice v proménné ¢, kterou umime vytesit,
~ —£2¢
u(,t) =Ce

kde C' = u(¢,0), tedy X
C=19(¢).
Celkem A
@(&,1) = D(E)e .

Zpétnou transformaci, podle pravidla o transformaci konvoluce dostaneme

u(z,t) = (Y * Gy)(x,t),

kde G¢(x) je zpétna transformace funkce e~%!. Tu najdeme ze znalosti transformace
Gaussovy funkce a lemmatu o transformaci po zméné métitka, kde vezmeme R =

vAart. Tak dostaneme
Gile) = ——e
T) = e 4.
! \Aart

Reseni pocatecni tlohy pro rovnici vedeni tepla ma tedy tvar

1 > 7(z*y)2
ant) = = / e () dy.
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Kapitola 4

Zobecnéna Fourierova
transformace

V této kapitole ukazeme jak je mozné prirozenym zpusobem rozsitit Fourierovu
transformaci na velmi Sirokou t¥idu funkci a navic i na zobecnéné funkce, tzv. dis-
tribuce.

4.1 Testovaci funkce a distribuce

Definice 4.1.1. Prostor C§°(R) hladkych funkci s kompaktnim nosi¢em nazyvame
prostor testovacich funkci.

Definice 4.1.2. Spojity linearni funkcionél na prostoru testovacich funkci se nazyva
distribuce.
Je-li g distribuce pak jeji hodnotu na testovaci funkci ¢ oznacujeme

9(¢) = (g, ).

Necht f je spojitd funkce na R. Prifadime ji jednoznacné urcenou distribuci,
kterou budeme oznacovat stejnym pismenem, predpisem

(f, ) = / " f@)ole)de.

Hodnota na testovaci funkci je tedy obycejny skalarni soucin téchto dvou funkci.

Naopak, jsou-li f, g dvé rizné funkce pak se snadno dokaze ze jim odpovidajici
distribuce musi byt také rizné. Muzeme tedy spojité funkce ztotoznovat s prislusnou
distribuci.

4.2 Operace na distribucich

Ukéazeme jak je mozné operace definované na prostoru testovacich funkei rozsirit na
distribuce. Uvazujme operéator T : Cg°(R) — C§°(R) a predpokladejme Ze k nému
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existuje adjungovany operator 1%, takovy, Ze

(Tf,9)=(f,T"g)

pro kazdé dvé funkce f, g z C3°(R). Pak mtizeme definovat rozsifeni operatoru T na
prostor distribuci. Je-li f distribuce, definujeme distribuci 7'f vztahem

(T'f,¢) = (/. T"g).

NG . . / . /s . _d , . ;.
Naptiklad, je-li operator derivovani, t.j. 7' = -, mame integrovanim per partes

d * d < d
<—f,g>=/_ —fd:c:—/ 9 jax = (,T*9).

dx o dx oo dx

nebot zintegrovany ¢len fg|>, je roven nule protoze funkce maji kompaktni nosic.
Je tedy T* = —T'. Derivace distribuce je tedy definovana vztahem

(f,0) = {f,¢).

4.3 Fourierova transformace distribuci

Je-li T operator Fourierovy transformace, t.j. T'f = f, vime ze zékladni identity ze

pro f,g € Cg°(R) je . .
/Ooféz/oofg

a tedy T* = T. Muzeme tedy definovat Fourierovu transformaci pro libovolnou
distribuci.

Definice 4.3.1. Necht f je distribuce. Definujeme jeji Fourierovu transformaci vzta-
hem

(f,0) = (. 0).
Odvodime ted zobecnnou Fourierovu transformaci nékterych dilezitych funkei. Je-li
f =1, dostaneme z definice

A,6) = (1.4) = / & = 6(0) = 276(0) = 2,

kde &y je Diracova delta funkce v nule. Podobné odvodime Fourierovu transformaci
mocninné funkce a tim libovolného polynomu.
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