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Linearni regresni model |
Definice a zadani



Co byste po dnesni hodineé méli
vedéet a umet?

“\édét, jak se definuje linearni regresni model
“\ysvétlit predpoklady regresnich model(
“Umeét pouzit v linedrnim regresnim modelu rtzné typy prediktor(

“Vedet, co je multikolinearita, jak ji zjistit a jak se s ni vyporadat
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Linearni regresni model |

Definice linearniho regresniho modelu



RESEARCH

G oPENACCESS  \jitamin D supplementation to prevent acute respiratory tract
infections: systematic review and meta-analysis of individual
participant data

Adrian R Martineau,? David A Jolliffe,’ Richard L Hooper,' Lauren Greenberg,' John F Aloia,?

Peter Bergman,* Gal Dubnov-Raz,> Susanna Esposito,® Davaasambuu Ganmaa,” Adit A Ginde,?
Emma C Goodall,? Cameron C Grant,'® Christopher ) Griffiths,’-2"" Wim Janssens,'? llkka Laaksi,'
Semira Manaseki-Holland,™ David Mauger,'> David R Murdoch,'® Rachel Neale,”” Judy R Rees,'®
Steve Simpson,Jr'? lwona Stelmach,’® Geeta Trilok Kumar,” Mitsuyoshi Urashima,?” Carlos A Camargo Jr?>

WHAT IS ALREADY KNOWN ON THIS TOPIC
Randomised controlled trials of vitamin D supplementation for the prevention of
acute respiratory tract infection have yielded conflicting results

Individual participant data (IPD) meta-analysis has the potential to identify factors
that may explain this heterogeneity, but this has not previously been performed

WHAT THIS STUDY ADDS

Meta-analysis of IPD from 10 933 participants in 25 randomised controlled trials
showed an overall protective effect of vitamin D supplementation against acute
respiratory tract infection (number needed to treat (NNT)=33)

Benefit was greater in those receiving daily or weekly vitamin D without additional
bolus doses (NNT=20), and the protective effects against acute respiratory tract
infection in this group were strongest in those with profound vitamin D deficiency at
baseline (NNT=4)

These findings support the introduction of public health measures such as food
fortification to improve vitamin D status, particularly in seftings where profound
vitamin D deficiency is common

thebmj | BMJ2017:356:16583 | doi: 101136/bmj.i6583
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Jak popsat vztah mezi dvéma
kvantitativnimi proménnymi?
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intuitivné jsme schopni nakreslit primku vedouci mezi pozorovanimi...
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Jak popsat vztah mezi dvéma
kvantitativnimi proménnymi?
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Metoda nejmensich ¢tverct — minimalizuje vzdalenosti primky od bodd
koncentrace vitaminu D = 111,1 - 2,4BMI
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Model s jednou spojitou proménnou

absolutni Clen, posun smérnice (sklon) regresni primky

B
1=1...,n

pocCet pozorovani

proc tady neni = ??
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Linearni regresni model
Stochasticka slozka

Rezidua
Yi = Do+ % "‘@
1=1...,n
Pro rezidua musi platit:
1. jsou nesystematické Eé‘i =0

2. jsou homogenni v rozptylu Dgi =o°>0

3. jsou nekorelované C(gi , gj) =0,i # |
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Vicenasobna
(viceprediktorova) regrese

|ze zapojit vice vysvétlujicich proménnych
Yi = Do+ B X+ B X, + &
1=1...,n

lze zapsat jako vztah pro stfedni hodnotu (a vynechat rezidua)
EY: = 0y + DX+ + B X,
1=1,...,n

kde §; jsou neznamé parametry (j = 0,...,p)
pocet prediktori je p

pocet parametru je p+1=k

pocCet pozorovani je n.
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Viceprediktorova regrese

Model pro predikci porodni hmotnosti dle UZ markerd
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Rozepsané...

- BY. =00+ biXy o+ BX,

jednotliva _| EYZ :ﬁO_l_IBlXZl_I_"'_I_IBpXZp

pozorovani

- BY, =00+ O X+ X,

Ondfej Majek, 2019 HE_ WMUNT Institut biostatistiky a analyz
Bi7491 Regresni modelovani — Linearni regresni model | IBA MED Lékafska fakulta, Masarykova univerzita



Maticovy zapis

zavisle systematicka nahodna
proménna slozka slozka

—— /: : v \u A
/Yl\ Ix, - X, | By ()

1

\Yn/ \1Xn1 an/\ﬂp) \gn/
matice planu regresni
koeficienty

Y=XB+¢g
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Normalni linearni regresni model

* Nahodna slozka modelu je reprezentovana nahodnymi chybami g,
Rozdéleni téchto nahodnych velicin €; je normalni

* Rozptyl je vSude stejny, pozorovani jsou nezavisla

P
Yi=By+ D B X +&,i=1..,n
j=1

» predpokladem sestrojeni statistik pro testy vtomto modelu
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Odhad neznamych parametru
Parametry [3

 Odhad metodou nejmensich ¢tvercu

BoLs = (X'X) XY

* nejlepsi, nestranny, linearni odhad B (BLUE)
e |ze ukazat, ze rozptyl tohoto odhadu je

DBo.s = (X'X)™
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Odhad neznamych parametru
Rezidualni soucet ctvercu

Se — (Y — XﬁOLS )’(Y — XﬁOLS)
=(Y-Y)(Y-Y)
— (Yl _YA1)2 .ot (Yn _YAn)2

l lze ukazat

Se =YY =P s XY

Ondrej Majek, 2019 mEN MUNT
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Odhad neznamych parametru
Rozptyl 62

S rezidualni soucet ¢tvercl

stupné volnosti modelu
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Statistické testy
v linearnim regresnim modelu

e Testovani linearni kombinace parametru

* Hypoteza: Hy: C'B =X X ... konstanta
Hi:c'B#x

 Testova statistika:

T = CBOLS_CB ~t(n_k)
s\/c’(X’X)‘lc

* Specialnim pripadem je klasicky t-test
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Statistické testy
v linearnim regresnim modelu

* Testovani vice parametru zaroven
* Predpoklada blokové oznaceni parametru:

ﬁ — (ﬂli":iﬁm{ﬁmﬂ"""ﬂk)'
=B, =B

* Obdobné i pro odhad

_ Bl 0 . ﬁOLS;L -1 V11 V12
b _£B2] l}OLS _EﬁOLS,ZJ (X X) _[Vm szj

Ondfej Majek, 2019 HE_ WMUNT Institut biostatistiky a analyz
Bi7491 Regresni modelovani — Linearni regresni model | IBA MED Lékafska fakulta, Masarykova univerzita



Statistické testy
v linearnim regresnim modelu

_ Bl N _ ﬁOLS -1 V11 V12
B ) EBZJ ﬁOLS B [ﬁowij (X X) ) (VZl VZZJ

e Hypotéza Hg:B,=X X ... konstantni vektor
H: B, #X
e Statistikou je
1 . o
F= Sz(k “m) (BOLS,Z -B,) V221(BOLS,2 -B,) ~ F(k—m,n-k)

e Specialnim pripadem je klasicka analyza rozptylu
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Analyza rezidui

* Vlinearnim modelu jsou rezidua rozdily mezi pozorovanymi a
odhadnutymi (ocekavanymi) hodnotami zavisle proménné:
r=e¢e=Y-Y
 Hodnoceni rezidui je nesmirné dulezité pro posouzeni splnéni
predpokladd modelu
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Koeficient determinace

Celkova variabilita vysledku: Rezidualni soucet ¢tvercu:
n n
7\ 2 7\2
ST:Z(Yi -Y) Se:Z(Yi_Yi)
i=1 i=1
NevycCerpana variabilita

Koeficient determinace = vyCerpana variabilita vysledku modelem

R? :1—i
ST
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Linearni regresni model |

Prediktory ruznych datovych typu



Matice planu

e predstavuje matici nezavislych proménnych - prediktoru

zavisle systematicka nahodna
proménna slozka slozka

l_‘_\ /l A \/ \\l A |
/Yl\ 1X11 X 130 /gl\

\Yn/ \1Xn1 an/\IBp) \gn/

matice planu

EY, = 6o + fiXy +"'+IBpX1p
EYz :ﬂo +181X21 +---+:Bpxzp

EYn ::Bo +ﬂlxn1+"'+ﬂpxnp
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Matice planu

e predstavuje matici nezavislych proménnych — prediktoru

e promitaji se do ni
— konstanta — absolutni ¢len
— spojité proménné
— kategorialni proménné
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Konstanta — absolutni ¢len

YN (1) (g BV, =y
N ,B 4| EYZ — IBO

| o 0 .

Yo 1) &y |
EYn — :Bo

* Predpokladame stejnou stredni hodnotu pro cely soubor —
odhadli jsme vybérovy primér

* Sloupec jednicek budeme v matici planu uvazovat témeér vzdy
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Konstanta — absolutni ¢len
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Spojité prediktory

Y) (1 %)

kYn) \1 Xn )

|

1%
Py

j+

EY1 — ,Bo + 181)(1
EYz — ,Bo + 131)(2

EYn — 180 + ﬂlxn

e Stredni hodnota se linearné meéni v zavislosti na prediktoru

Ondrej Majek, 2019

Bi7491 Regresni modelovani — Linearni regresni model |
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Spojité prediktory
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Spojité prediktory — jak na polynom?

. 2

YY) (1% X\ B) (&) S AR

. . . . EYz — /Bo +181X2 +182X§
=1 : 181 +| :

2 .
\Yn) \1 Xn X /\182) Kgn) ,
EYn — :Bo +181Xn +ﬁ2Xn

Predpokladame, ze ocekavana hodnota opisuje parabolu

Lze pridat flexibilitu pridanim dalsi mocniny

Pozor na multikolineritu a ,,znesmyslnéni“ koeficient

NAJEDNOU UZ LINEARNI MODELY NEJSOU TAK DOCELA LINEARNI

Stale vsak musi platit, ze linearni prediktor je linearni kombinaci
parametrd modelu
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Spojité prediktory — jak na polynom?
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Kategorialni prediktory

e VétsSinou nelze uvazovat jako kvantitativni

— to by predpokladalo linearitu a stejné rozdily mezi nasledujicimi
skupinami

e Je potreba vytvorit tzv. dummy proménné

e Vzdy vytvarime o jednu proménnou méné, nez je hodnot
kategorialniho prediktoru
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Kategorialni prediktory
Nominalni kddovani

/
(Yl ) (1 X1 X X3 ) ,:go \ ( &1 )
. . ~ 1

=1 . . . . 182
kYn ) \1 Xu  Xn2  Xns) €n )
1 2 3 \ ,83 )

Plvodni Nové proménné

Podvaha EYi - IBO
Normalni vaha 1 0 0 EYi = ,BO +,Bl
Nadvéha 0 1 0 EY, =5, + 5,
Obezita 0 0 1 EYi = /Bo + ﬂ3
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Kategorialni prediktory

Nominalni kddovani
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Kategorialni prediktory
Ordinalni kodovani

(s’ (g,

JiA

=1 . . . . 182
kYn ) \1 Xu  Xn2  Xns) €n )
1 2 3 \ ,83 )

Plvodni Nové proménné

(Yl \ /1 Xll X12 X13 \

EYi — :Bo

Podvaha
Normdlni vaha 0 EYi = 180 + 181
Nadvaha 1 1 0 EYi — ;Bo + :81 + 182
Obezita 1 1 1 EYi - ,Bo + 131 + :82 + 183
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Kategorialni prediktory

Ordinalni kddovani
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Klasické modely novym pohledem



Co uz zname, ale jinak...
t-test

* jedna se o linearni model s jednim kategorialnim
prediktorem se dvéma hodnotami

1 0
S EY. = u HOZ a=0
Hi: a#0
X =
11 Pouzijeme vysSe zminény t-test
| BY.=u+a pro linedrni modely...
1 1
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Co uz zname, ale jinak...
analyza rozptylu

* jedna se o linearni model s jednim kategorialnim
prediktorem s m hodnotami

1 0 --- 0
Lo | OEY, =u Hy (o 0
0 7]
1 0 am—l O
EY. = u+a
X = I 1 . O
11 0 Hio | %] |5
: *|
1 0 1 @t
: EY, =p+a,, PouZijeme vySe zminény F-test
1 0 --- 1 pro linedrni modely...
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Linearni regresni model |

Predpoklady linearniho
regresniho modelu



Predpoklady linearni regrese

LINEARITA

N~
D)= 5, <BX: % 1.,

ADITIVITA

& ~N(0,6%) ROZLOZENI REZIDUI

C(g,8)=0,i# ] NEZAVISLOST POZOROVANI
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Naucime se s nimi vyporadat...

V prediktorech ... polynomialni zadani
LINEARITA V parametrech ... linkovaci funkce

N~
D)= 5, <BX: % 1.,

ADITIVITA
Interakce

& ~N(0,6%) ROZLOZENI REZIDUI
Logisticka/Poissonova regrese
C(g,£;)=0/i#]  NEZAVISLOST POZOROVANI
Korelac¢ni struktura — smiseny model
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Linearni regresni model |

Multikolinearita



Co je multikolinearita?

* Kdyby spolu proménné nesouvisely, tak by viceprediktorova
regrese pozbyvala smyslu...

* Problém vsak predstavuje vysoka korelace mezi prediktory,
nebot znemozZziuje odhadnuti U¢inku jednotlivych prediktord
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Priklad

) ° Vyska = 147 + HmotnostKg x 0,3
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Priklad

Vyska = 147 + HmotnostLb x 0,14

Vyska [cm]
170 180 190 200
l l l l
o
o

160
|

150
|

140
|

100 150 200 250 300 350 400

Hmotnost [libry]

Ondfej Majek, 2019 HE_ WMUNT Institut biostatistiky a analyz
Bi7491 Regresni modelovani — Linearni regresni model | IBA MED Lékafska fakulta, Masarykova univerzita



Priklad

* Co kdybychom dali do modelu obé proménné?

* Vyska = 3,+ HmotnostKg - B, + HmotnostLb - 3,
e V\yska =147 + HmotnostKg - 0,3+ HmotnostLb - O
e Vyska =147 + HmotnostKg - 0 + HmotnostLb - 0,14

* Vyska =3,+ (HmotnostLb - 0,45) - B;+ HmotnostLb - 3,

* Vyska =3+ HmotnostLb - (0,45 - B,+3,)

* tedy kterékoliv koeficienty, které fesi 0,45 - B,+,=0,14
* ateéch je nekonecné mnoho...
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Problémy s multikolinearitou

 muze se objevit divné chovani
— velké zmény parametr( pri odebrani/pridani prediktoru
— obrovské smérodatné odchylky
— extrémni odlehlé hodnoty

e software muze upozornit na numerickou nestabilitu
* prediktory v automatickych metodach jsou vybirany nahodne
* je obtizné skutecne odhadnout efekt

 muze byt i dobry model na predikci, ale nepouzitelny na
odhad efektu kovariat
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Jak najit dva korelované prediktory?

* Jak najit korelované proménné?
— Dvé proménné — xy-graf, korelacni matice

— Korelacni matice odhadnutych koeficientU
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Jak najit vice korelovanych prediktoru?

e Ze dvou a vice prediktoru Ize spoditat jiny

Tolerance

Variance inflation factor (nafouknuti rozptylu)
— prevracena hodnota tolerance
— nad 4 znepokojivé, nad 10 zavazné
— vypocet pro i-ty parametr

1
1-R?

VIF, =

— kde R je ¢tverec vicendsobné korelace mezi i-tym sloupcem matice
planu a ostatnimi sloupci (koeficient determinace modelu vysveétlujici
dany prediktor ostatnimi prediktory)
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Redeni

* Vypustit cast korelovanych proménnych

— ty, které obsahuiji chybéjici data, hlife se méfri, nebo jsou z jinych
dlvodl nedivéryhodné

e \lytvoreni a/nebo proménné
e Zkobinovat prediktory do jednoho skore

— napl. vék + vyska + vaha -> vek + BMI
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Linearni regresni model |

Zaver



Co byste po dnesni hodineé méli
vedéet a umet?

“\édét, jak se definuje linearni regresni model
“\ysvétlit predpoklady regresnich model(
“Umeét pouzit v linedrnim regresnim modelu rtzné typy prediktor(

“Vedet, co je multikolinearita, jak ji zjistit a jak se s ni vyporadat
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