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10. AFINNI GEOMETRIE

Afinni podprostor prostoru K® je mnozina M = P + [ug, ..., ug], kde P € K™ u; € K",
Kazdy prvek x € M mizeme jednoznacne napsat ve tvaru

k
1=1

kde ¢, ...ty € K jsou parametry. Toto vyjadieni se nazyva parametrické vyjadfeni nebo
parametricka rovnice podprostoru M.

Afinni podprostor Ize popsat soustavou linearnich rovnic
Axr=b

kde A € Mat,, ,(K),b € K™. Mnozina FeSeni této soustavy {x; Az = b} je bud () nebo
afinni podprostor. Toto vyjareni se nazyva obecna rovnice afinniho podprostoru.

Zaméienim afinniho podprostoru M C K nazyvame vektorovy podprostor

Dir M = [uy, ..., ug]

Dimenzi afinniho podprostoru M C K", ozn. dim M, nazyvame dimenzi jeho zaméfeni,
tedy
dim M = dim Dir M

Necht S, T jsou dva podprostory afinniho prostoru V. Rekneme, Ze podprostory S a T
jsou rovnobézné, jestlize budto Dir S C Dir T nebo Dir 7' C Dir S (rovnobézné podpro-
story tedy mohou i splyvat). Déle fekneme, Ze tyto proprostory jsou rtiznobézné, maji-li
alespon jeden spolecny bod a pritom nejsou rovnobézné. Konecné rekneme, ze tyto pod-
prostory jsou mimobézné, jestlize nejsou rovnobézné a nemaji zadny spolecny bod.

Priklad: Urcete parametrické rovnice podprostoru M zadaného rovnicemi

M: z1+29—23+x4 = 9
1 — X9+ Tz — Ty = -3

Reseni: Soustavu prepiseme do matice, kterou nejprve pomoci ERO upravime na scho-

dovity tvar:
1 -1 -1 1 | 9 10 0 0] 3
1 -1 1 -1 ] -3 01 -111]6
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Z upravené matice ziskdme parametricky popis nésledujicim zptisobem: Vedouci cleny
radkt se nachéazeji v prvnim a druhém sloupci, proto si neznamé z3 a x4 zvolime za pa-
rametry a neznamé x; a x pomoci nich vyjadfime. Zvolime-li z4 = t,x3 = s, potom
To =6 — s+ t,x; = 3. Parametricka rovnice pak ma tvar

M : Ty = 3
T9o = 6—5+1
Tr3 = S
Ty = t

Piiklad: Najdéte obecné rovnice afinniho podprostoru M vektorového prostoru R?,
kde M : (ZL‘l, To, T3, IL‘4) = (1, O, 2, 2) + tl(l, —1, 0, O) + tQ(l, 2, 0, —1)

Reseni: Parametrické rovnice + = P + at prepiSeme do tvaru Ex = ot + P, kde
=(1,0,2,2)jebodaa = ((1,—1,0,0), (1,2,0, —1)) vektory, které tvori afinni podprostor
= (

M ax xl,xQ,xg,m) je vektor neznamych a t = (t,t3) vektor parametri. Soustavu
rovnic Ex = at + P pfepiseme do matice tvaru (E|a|P):

1000 1 1 |1

01001 -1 2 |0

0010] 0 0 |2

0001] 0 -1 2

Matici budeme upravovat pomoci ERO tak, aby prostfedni blok ve vysledné matici byl
ve schodovitém tvaru.

Obecné rovnice podprostoru M urcuji koeficienty levého a pravého bloku, a to v fadcich,
ve kterych jsou v prostfednim bloku samé nuly. Tedy

r3 = 2
l‘1+$2+3$4 = 7

Dosazenim se presvédcime, ze bod P této soustavé skutecné vyhovuje.

Piiklad: V prostoru R* zjistéte vzajemnou polohu podprostort

(a) m: 3z + a9+ 223 =05, by — w9 + 224 = 3,
pix1+dry —4ws = =3, 209 — 13+ 14 = —2,

(b) p:ay+2x9 —x3=1, 1+ 23+ 214 =3,
p:(3,-1,0,0) +#(—3,2,1,1),
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(¢) p:(3,-1,0,0)+ s(—1,1,1,0) +¢(2,1,0,1),
3 T

p
p:(3,1,0,0) 4+ r(—1,2,1,1).

Reseni: (a) Hledame spoleény bod podprostorii 7 a p, tj. bod R = (21, 29, 23, 24), jehoZ
soufadnice spliiuji rovnice podprostoru 7 i p. Re§ime tedy systém rovnic

3[L‘1+l‘2+21‘3 = 5

5.7?1 — X9 + 2334 = 3
Ty + 51‘2 — 41‘3 = -3
2372 —T3+x4 = —2

Pomoci ERO upravime jeho rozsifenou matici na schodovity tvar

31 2 0] 5 15 -4 0 | -3
5 -1 0 2| 3 . 01 -1 0 | -1
1 5 -4 0 | -3 00 3 -1 4
0 2 —-11 | =2 00 0 1 | —1
ze kterého dostavame xr1 = 1,20 = 0,23 = 1,24 = —1, coz je jediné feseni daného systému.

Podprostory m, p jsou tedy riznobéiné a jejich prusecikem je bod R = (1,0,1, —1).

(b) Bod @ lezi na pfimce p, pokud @ = (3 — 3t,—1 + 2¢,t,t),t € R. Aby bod @ lezel
i v roviné p, musi jeho soufadnice spliiovat rovnici roviny p, tedy musi platit
3-3t+2(-1+2t)+—-t =1
3—=3+t+2t = 3
Ekvivalentni ipravou dostaneme rovnici
0-t=0

ktera je splnéna pro kazdé t € R. To znamena, ze kazdy bod pfimky p je zaroven bodem
roviny p, tedy primka p lezi v roviné p.

(c) Bod @ lezi v roviné p, pokud @ = (3 — s+ 2t,—1+ s+, s,t), a lezi na piimce p,
pokud Q = (3 — 7,1+ 2r,7,7). Refime tedy nehomogenni soustavu rovnic
—s+2t+r = 3-3
s+t+2r = 141
s—r =0

t—r =0

Jeji rozsirenou matici upravime pomoci ERO na schodovity tvar:

-12 1 |0 12 1 | 0
1 1 -2 | 2 03 —1 | 2
1 0 -1 07 77 loo 1 | -2
0 1 -1 ] 0 00 0 | 1
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Soustava nemd fesSeni, tzn. Ze p N p = (). VyTesime-li tuto soustavu jako homogenni, zjis-
time, Ze vektory urcujici zameéreni roviny p a primky p jsou linedrné nezavislé, tedy rovina
a primka jsou mimobézné.

Priklad: V prostoru R3 najdéte pticku mimobézek p : (1,2,—1) + s(1,-1,1), q :
(0,9,—2) +t(1,0,0) rovnobéznou s vektorem (1,2,0).

Reseni: Protoze vektory (1, —1,1),(1,0,0), (1,2, 0) jsou linedrné nezavislé, takova piimka
existuje. Sta¢i nalézt prusecik pfimky ¢ s rovinou p : (1,2,—1) + s(1,—-1,1) + r(1,2,0).
Abychom tento prusecik nalezli, musine feSit rovnici

(0,9, —2) + £(1,0,0) = (1,2, —1) + s(1, —1,1) + (1, 2,0)

pricemz nam stac¢i znat hodnotu parametru ¢. Rozepsanim do slozek dostaneme nehomo-
genni soustavu tii rovnic o tfech neznamych

t—s—r = 1
s—2r = =7
—s = 1

Odtud spocitdme t = 3 (s = —1,r = 3) a bod (3,9, —2) je prusecikem piimky ¢ s rovinou
p. Hledané pticka je pak (3,9, —2) 4+ r(1,2,0).

Priklad: V prostoru R® najdéte pricku mimobézek p : P + su = (3,3,3) + s(2,2,1)
aq:Q+tv=(0,5—1)+1¢(1,1,1), kterd prochézi bodem A = (4,5, 3).

Reseni: Snadno zjistime, 7e jak vektory (1,2,0), (2,2,1),(1,1,1) (kde (1,2,0) = A—P),
tak vektory (4,0,4),(2,2,1),(1,1,1) (kde (4,0,4) = A — Q) jsou linedrné nezavislé, takze
pricka existuje. Potfebujeme najit prusecik pfimky ¢ s rovinou p : (4,5,3) + 7(1,2,0) +
s(2,2,1). Pro hledany prusecik tak dostavame soustavu

t—r—2s = 4
t—2r—2s = 0
t—s = 4

odkud ¢ = 0. Prise¢ik piimky ¢ s rovinou p je R = (0,5,—1) a hledanéd pticka je
(0,5, —1) + a(4,0,4) = (0,5, —1) + a(1,0, 1).

Piiklad: V prostoru R* uvazujme roviny p: xy + 20 =3, 23 +24 =4 ao:xy+13=
1, 9 — x4 = 3 abod M = (2,-2,3,-3). Najdéte piimku ¢, kterd prochazi bodem M,
protind rovinu ¢ a je rovnobézna s rovinou p.

Reseni: Necht 7 je rovina prochézejici bodem M a je rovnobézna s rovinou p. Pak sou-
fadnice bodu M spliuji jeji rovnici, kterou ziskdme dosazenim souradnic bodu M do rovnice
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roviny p a dopocitanim piislusnych koeficientti.

1+ Ty =¢C
T3+ x4 =1d

dosazenim souradnic bodu M dostéavame

2—-2=0
3—3=0
tedy c=d=0a
T: X1 +xy = 0
r3+x4 = 0

Bod P tvorici druhy bod primky ¢ je prisecikem rovin o a 7. Resime systém rovnic

IE1+I‘3:1
.I‘Q—.T4:3
ZE1+I‘2:0

SL’3+.T4:0

jehoZ matici prevedeme pomoci ERO na schodovity tvar

101 0 |1 10 1 0 | 1
010 —-11]3 01 0 -1 3
110 0 |o] foo -1 1 | —4
001 1 |0 00 0 2 | —4

ze kterého dostavame x; = —1,29 = 1,23 = 2,24 = —2. Tedy P = (-1, 1,2, —2) a pfimka
¢ ma rovnici
g: M+tP — M) =(2,-2,3,-3) +t(-3,3,—1,1)

Priklad: Najdéte prinik afinnich podprostort @ : (3,0, —3,3)+a(1,0,—1,0)+5(0,2,0, 1),
Qo (4,—2,-4,2) +5(0,0,1, —1) + £(1,2,0,0).

Reseni: Necht X € Q; N Q,. Pak plati
X = A+ auy + bus = B + sv; + tog

tedy
auy +bus —sv; —tv, =B — A
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Soustavu prepiSeme do matice a upravime na schodovity tvar

1 0 0 -1 ] 1 100 -1 | 1
0 2 0 -2 | -2 010 -1 | -1
10 -1 0 | =1]7loo0o1 1 | 0
0o 11 0 | -1 000 O | O
odkud a = p,b =p,s = p,t = —p. Tedy
4 1
-2 2
X =B—pv +pvg=B+plva—v) = Y I
2 1
Podobné pomoci vektori uq, us dostaneme
3 1
0 2
X = A+pus +puy = A+ p(uy +uz) = _3 +r|_4
3 1

Cviceni:
1. Napiste paramerické rovnice roviny, jestlize jsou zadany jeji

(a) tii body A = (—1,1,0), B = (2,1,6), C = (3,0,4),

(b) dva body = (1,2,—-3), B = (0,2,1) a smérovy vektor u = (2,1, —1),

(c) bod A = (3,1,—2) a dva linedrné nezavislé smérové vektory u = (—1,2,1),v =
(3,—4,2).

2. Najdéte obecnou rovnici roviny urcené

(a) tiemi body A= (1,—1,1), B=(2,1,-3), C = (1,4,2),
(b) dvéma body A = (4,1,2), B = (2,-2,3) a smérovym vektorem u = (3, -2, 1),
(c) bodem A = (3,3,3) a smérovymi vektory u = (1,—1,1),v = (—1,1,1).
3. Zjistéte, které z bodtt A = (1,2, —1), B =(1,2,2), C = (3,1,2), D = (—4,2,0) lez
v roviné
(a) (l‘, Y, Z) = (67 2, _2) + t(57 0, _1) + 5(17 1, 0)7
(b) =142t x=3—-2t+s, z=4—2t+ 2s,
(c) x4+ 17y + 5z — 30 = 0.

20 —y+2—-—9=0
r+y—z=0
vypadaji rovnice vSech rovin prochazejicich danou pfimkou p (tzv. svazek rovin)?

4. Najdéte parametrické vyjadieni piimky v R3 zadané p : { . Jak
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5. Najdéte parametrické vyjadieni podprostoru v R4 zadaného obecnymi rovnicemi.

(a) 21+ 29— 224 =06, 1+ 209+ 23 — x4 =11, 71 + 29 — 24 =8,
(b) .’171-'-2%2-.7?3 :4, To + T3+ T4 :5, 2271—|—4372 — I3 = 11.
6. Urdete vzajemnou polohu piimek v prostoru R2, resp. R3; v pfipads, Ze jsou riizno-
bézné, najdéte jejich prisecik.
(a) p:3x+4y—20=0, q:z=4—8ty=2+6t,
(c) prx=3—-6t,y=—1+4t,z=t q:x=-2+3t,y=4,2=3—1,

r+z—1=0 r—2y+3=0
(d)p:{ , q:{ Y :

r+y—2+13=0 y+2:z—-8=0

7. Urcéete vzajemnou polohu rovin v R3; v pfipadg, Ze jsou rfiznobéZné, napiste para-
merické rovnice jejich pruseciku.
(a) p:rx+y+2:2—-3=0, o:z—y+2z—-1=0,
(b) p: (x7y72) = (_1737 _2) +t(0717 1) + S(L _17 _2)7 o:x—y+ z+6=0.

8. V prostoru R3, resp R*, zjistéte vzajemnou polohu pfimky a roviny; v piidadé riiz-
nobéznosti urcete jejich prusecik.

(a) prx=2+4t,y=—-1+t,z2=2—t, o:do+y—2+13=0,

.{2:c—y—|—3z+4:0

, o0:4x—5y—2+8=0,
r—2y—22+2=0

p:x1+a0=0, x94+23=0, x3+24 =0,
p:(0,3,0,1)+ s(1,0,—1,0) + (1,2, -2,0),

(d) p:ax1+22=0, 29 +23 =0, 3+ 24 =3,
p:(1,-1,1,2) + s(—1,1,0,0) + £(0,0, —2,2),
p

0 (4,-2,3,-1)+t(1,-1,1,-1), p:xy+as+xy=4, v1+ 2+ 23 =3.
9. V prostoru R* zjistéte vzajemnou polohu

(a) roviny (1,0,2,2) +
—6,

(1,-1,0,0) +s(1,2,0,—1)
a primky (0 0, 1

”

5) + (1,2, -3,0),

(b) nadroviny (2,1,1,1)+r(1,1,1,1)+s(1,1,1, 1) +1¢(1,1,-1,-1)
a primky (3,2,0,-2) +u(1, 1,-1,1),

(c) rovin (2,3,1,3) +s(—1,1,0,2) + (O, 2,-3,2),
(—1,0,2,1) + u(2,4,-9,2) + v(1,1,1,1)

) Y Y
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10. V prostoru R*

(a) urcete parametry a,b tak, aby pfimka (1,2,1,2) 4+ r(1,a,0,2) lezela v roviné
(1,1,2,b) + s(1,2,1,2) + ¢(1,1,2,2),

(b) v zavislosti na parametru a urcete vzdjemnou polohu rovin (3, —1, —1,6) +
s(=2,1,-2,1) + t(4,—1,—1,0), (4,1,3,a) + u(0,—2,0,1) + v(2,2, -1, —1).

11. V prostoru R® urcete vzédjemnou polohu podprostorti:

(a) (1,1,1,1,1)+7(2,-8,3,-5,-9),

(1,1,2,-1, ) s(1,-1,0,2.3) + (0,2, -1,3,5),
(b) (—2,10, ~1)+7(2,-8,3,-5,1),

(1,1,2,— ) s(1,-1,0,2,3) + (0,2, ~1,3,5).

12. V prostoru R3 najdéte piicku mimobéZek
(a) (:L‘,y,z) = (17_172) +t( -1 3) (xuyu Z) = (37_171) +t(27174)7 které pro-
chazi bodem M = (3, -2, 13).
(b) =2 = -1 — 221 (g9 2) = (2,0,1) + £(1,—1,1) rovnob&nou s piimkou

1 3 2>
x—y+z+11—0 r—3y—z—6=0.
(c) x—2= &3 %1, r—3=y= @, ktera je rovnobézna s prusecnici rovin

2:10—2—15—0 r—1y+324 =0.
(d) (1,3,4)+t(1,0,2) a2x—2+2 =0, y—3 = 0, ktera prochazi bodem (13,17, 29).
13. V prostoru R3 napiste parametrické rovnice piimky, kterd prochézi bodem A =
(3, —2, —4) rovnobézné s rovinou p : 3r — 2y — 3z — 7 = 0 a protind piimku p :
2¢r+3y+8=0, y+2+3=0.

14. V prostoru R3 urcete piimku ¢, kterd prochézi bodem M = (3,2, 1), protind pfimku
p:xy —x =1, x1 + 23 =6 a je rovnobézna s rovinou p : 2x1 + x3 + x3 = 5.

15. V prostoru R* urcete piimku ¢, ktera
(a) prochazi bodem M = (8,9,—11,—15) a protind pfimky p : (1,0,—2,1) +
s(1,2,—1,-5), r:(0,1,1,-1) +¢(2, 3, -2, —4),
(b) prochazi bodem M = (1,2, —1,—2), protind rovinu ¢ : 1 +x2 = 1, 53— 24 =3
a je rovnobézna s rovinou p : r; + x3 = —H, T + x4 = 3,
(c) prochézi bodem M = (1,0,3,1), protind pfimku p : (7,0,0,0) + ¢(0,1,0,1)
a je rovnobézna s nadrovinou p : x1 + x9 + x3 + 24 = 0.
16. V prostoru R® urcete piimku ¢, kterd prochazi bodem M = (5,3,4,6,2) a pro-
tind roviny p : (3,1,0,4,0) + a(0,1,0,0,0) + 6(0,0,1,0,1) a = : (0,1,—2,1,0) +
¢(1,0,0,0,0) + d(0,0,0,1,0).

17. Najdéte pficku mimobézek p : (1,5,2,—1) +¢(1,2,1,0), ¢ : (0,—1,1,1) +¢(3,1,0,1)
prochéazejici bodem M = (0,1, —5, —3).
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Najdéte parametrickou a implicitni rovnici nadroviny o v R* uréenou body B; =
(—=1,0,-1,0), B> = (0,2,0,1), B3 = (0,-2,2,0), By = (1,0,0, —1). Urcete jeji zamé-

feni.
V R* najdéte obecné rovnice afinniho podprostoru
(a) M : (x1,x9,23,24) = (1,0,0,0) + s(1,—1,1,0) + £(3,—2,0, 1),
(b) M : (zq,22,23,24) = (0,3,1,3) + s(1,1, -2, -2) + ¢(1,5, —4,0).
Najdéte prunik afinnich podprostortu

(a) Py:(2,3,1,3) +a(—1,1,0,2) + b(0, 2, —3,2),
1

1
P, ,0,2,1) 4+ s(2,4,-9,2) +¢(1,1,1, 1),
1

(
(b) Py :(=9,2,1,—5) +a(5,—1,0,2) + b(3,1,2,0),
Py (1,2,3,4) 4 r(1,0,0,0) + 5(0,1,0,0) + £(0,0,1,0).

V R? je dan trojuhelnik ABC. Ozna¢me po fadé A’, B’, C' stfedy jeho stran BC, AC,
AB. Dokazte, ze plati

(A" — A) + (B' - B) + (C' — C) = 0.
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3 2 2 0 0
-2 -3 —% ,(w)ﬁ = (—;, %,6)71 12 —8% }1 . 13. (a) f(:z:) = (LU1—|—2!133, —X1 —|—.§Cg),
5 1 6 5 3

3

3
(b) f(x) = (4zy + 229 + 1223, —3x1 — 323 — 623). 14. f(x) = (3,—12), f(y) = (-3, —21).
15. f: R3 — R5 ¢g: R® — R3; zobrazeni f og: R® — R?® je ddno matici AB, nejedné se
o isomorfismus, zobrazeni go f : R® — R3 je ddno matici BA, jedné se o isomorfismus.

10. AFINNI GEOMETRIE

L. (a) (z,9,2) = (=1,1,0) +(1,0,2) + 5(4, =1,4); (b) (z,9,2) = (1,2, =3) +1(=1,0,4) +
s(2,1,-1); (¢) (z,y, 2 ):(3 1,-2)+1t(—1,2, 1) s(3,—4,2). 2. (a ) x y+52—28=0;
(b) z — by — a3z + 27 = ,(c)x—l—y—6—03(a)A,D,() C; (¢) A,C,D. 4.
y,z) = (3,-3,0) + ¢(0,1,1 2

p o (x, ), svazek rovin: a(2z —y + 2 — 9) + b(x +y—2) =
0,(a,b) # (0,0). 5. (a) (7,3,0, )+t(1 —1,1,0); (b) (3,2,3,0) + t(—2,—-1,0,1). 6. (a)
totozné; (b) riznobézné, R = (—4,—3); (c¢) mimobézné; (d) rﬁznobééné, R = (-3,0,4).
7.(a) 2 =2+3t,y =1+1t2 = —2t (b) totozné. 8. (a) (—2,—2,3); (b) piimka lezi
v roving; (c¢) mimobézné; (d) pfimka 1621 v roviné; (e) ruznobézné, P = (2,0,1,1). 9.
(a) protinaji se v bodé ( 8,—18.2/5); (b) piimka lezi v nadroving; (c) protinaji se v
ptimce (1,2,3,4) + t(2,4,-9,2). 10. (a) a = 3, b = 2; (b) pro a = L se protinaji v
pimee (4, —3,3,%2) + #(10,—-2,—5,1), pro a 7& L mimobé&zné. 11. (a) rovnobé&zné; (b)
protinaji se v bodé (0,2,2,-3,0). 12. (a) z 3 +ty = =2,z = 13+ 8t (b) z =

1+2t,y=-24tz=3-t;(c)r—4=y—1= 3'55; (d) pricka neexistuje, ptimky
jsou totozné. 13. x = 3+ 5t,y = =2+ 10t,z = —4 + 9¢. 14. ¢ : (3,2,1) + t(—1, -1, 3).
15. (a) (8,9, —11,—15) + (6,7, =8, —11); (b) ¢q : (1,2, —1,—2) + £(—2,0,2,0); (c) ¢ :
(1,0,3,1) + (6, —1, —3,-2). 16. ¢ : (5,3,4,6,2) +#(2,1,3,2,1). 17. piicka neexistuje. 18.
(1,22, x3,24) = (—1,0,-1,0) +r(1,2,1,1) + s(1,—2,3,0) + ¢(2,0,1,—1), =10z, + Tz +
8[L‘3 - 12£L‘4 = 2. 19. ( ) 2I1 +3£L‘2+[L‘3 = 2,—£L‘1 — X9 + Ty = —1, (b) 31’1+ZE2+21‘3 =
5, Az +astas = 4. 20. () X = (=1,0,2,1)T+p(2,4, —9,2)T = (2,3,1,3)7+p(2,4, -9, 2)";
) X =(-9,2,1,-5)7 +p(3,1,2,007 = (1,2,3,4)" + p(3,1,2,0)T.




