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2. BILINEARNI A KVADRATICKE FORMY

Teorie

2.1. Definice. Necht V je vektorovy prostor nad polem K. Bilinedrni forma na V je
zobrazeni f : V x V — K takové, ze pro vSechna a,b,c,d € K a u,v,w € V plati:

flau+bv,w) = af(u,w)+ bf (v, w)

f(u,cv+dw) = cf (u,v) + df (u, w)

2.2. Definice. Necht f : V x V — K je bilinedrn{ forma a o = (vy,vs,...,v,) je bdze
prostoru V. Pak tato baze urcuje matici bilinedrni formy A = (a;;) = (f(vi,v;)).

2.3. Véta. Necht f je bilinedrni forma na V' s matici A v bazi a. Necht souradnice vektort
u,v € V v této bdzi jsou x,yy € K". Pak pro libovolné vektory plati f(u,v) = a7 - A-y.

2.4. Véta. Je-li A matice bilinearni formy v bazi o, pak matice bilinearni formy v bazi (3
je B=(id)} 5- A (id)q,s, kde (id)a, je matice prechodu od bdze 3 k bazi o .

2.5. Definice. Dvé ¢tvercové matice A, B € Mat,(K) se nazyvaji kongruentni, jestlize
existuje reguldrn{ matice P € Mat,(K) takovd, ze B = PT- A - P.

2.6. Definice. Bilinedrni forma se nazyva symetrickd, jestlize f(u,v) = f(v,u), resp.
antisymetrickd, jestlize f(u,v) = —f(v,u).

2.7. Véta. Necht f je bilinedrni forma a A jeji matice v néjaké bazi . Pak f je symetricka,
je-li matice A symetricka, a f je antisymetricka, je-li matice A antisymetricka.

2.8. Véta. Kazda bilinearni forma je souctem symetrické a antisymetrické bilinearni formy,
pricemz pro matici plati A = $(A+A")+3(A—A"), kde prvni séitanec odpovida symetrické
casti a druhy antisymetrické casti.

2.9. Véta. Kazdd symetricka matice A € Mat,(K) je kongruentni s néjakou diagonalni
matici.

2.10. Algoritmus. Diagonalizace symetrickych matic.
Hleddme reguldrni matici P tak, aby matice P - A - P byla diagondlni.

Predpokladejme, ze a1 # 0, pak na A provadime elementarni radkové tipravy (oznac¢ime
ERO) tak, aby a; = 0 pro i = 2,...,n. Soucasné provadime stejné sloupcové tpravy
(ozna¢ime ESO)a tim dosdhneme u symetrické matice toho, ze vysledna matice ma a,; = 0
pro j = 2,...,n. Provedeni sloupcové tipravy na matici A odpovidd vynasobeni této matice
zprava matici P, ktera vznikne z matice jednotkové provedenim stejné sloupcové tpravy.
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Analogicky fddkové tpravé odpovidd vyndsobeni matice A zleva matici Pl. Provedenim
stejné tadkové i sloupcové tpravy na matici A dostdvame matici Pl - A - Py, kterd je
kongruentni s matici A. Stejny postup uplatnujeme na dalsi radky a sloupce.

Je-li a;; = 0 a néjaké a; # 0 provedeme vymeénu fadku 1 a i a sloupce 1 a i.

Je-li @13 = age = -+ - = ay,, = 0 a existuje a;; # 0 pricteme k rddku ¢ fadek j a k sloupci 4
sloupec j.

Po vsech téchto upravach dostaneme diagonalni matici

Pr...Pr.PT AP -Py.. Po=(P-Py...P) -A-(P,-P...P)=P" AP,

ktera je diagonalni s puvodni matici A.

Ve vypoctech postupujeme tak, ze si napiseme blokovou matici, jejiz levy blok je tvoren
matici A a pravy blok jednotkovou matici E. Pak v levém bloku provédime ERO a
odpovidajici ESO dokud nedostaneme diagonalni matici. Zaroven provadime v pravém
bloku stejné upravy jako v levém, ale pouze radkové. Pak dostavame v pravém bloku
matici PT.

(A|E)— (P"-A-P|P" E)

2.11. Definice. Zobrazeni F' : V — K se nazyva kvadratickd forma, jestlize existuje
bilinedrni forma f:V x V — K takova, ze pro vSechna u € V plati F(u) = f(u,u).

2.12. Véta. Necht F je kvadratickd forma na vektorovém prostoru V. Pak existuje pravé
jedna symetricka bilinearni forma, ktera ji urcuje.

2.13. Definice. Matici kvadratické formy F nazveme matici symetrické bilinearni formy;,
ktera tuto kvadratickou formu urcuje.

2.14. Véta. (Sylvestruv zdkon setrvacnosti) Kazdou kvadratickou formu F' na realném vek-
torovém prostoru R" Ize vyjadrit ve vhodné bdzi (tuto bazi budeme déle nazyvat kanonicka
baze) ve tvaru

Fl)=ai+ - +a—al — - —ar+ 020+ - +0z2
pricemz pocet cisel +1, -1, 0 je nezavisly na volbé baze.
2.15. Definice. Signatura kvadratické formy F' na redlném vektorovém prostoru R™ je
trojice nezdpornych ¢isel (sy,s_,sg), kde s; je pocet kladnych, s_ pocet zdpornych a sg

pocet nulovych élenu v diagonalnim tvaru kvadratické formy:.

2.16. Definice. Necht F je kvadraticka forma na realném vektorovém prostoru R”. Rekneme,
ze F'je



2. Bilinearni a kvadratické formy 17

1. pozitivné definitni, jestlize pro kazdy © € R™, x # o je F(x) > 0
pozitivné semidefinitni, jestlize pro kazdy x € R™, x # o je F(x) >0
negativné definitni, jestlize pro kazdy x € R", x # o je F(z) <0

negativné semidefinitn, jestlize pro kazdy = € R™, x # o je F(x) <0

SAEE

indefinitni, jestlize existuji vektory z, y € R™ takové, ze F(y) >0 a
F(z) <0.

2.17. Véta. Necht F je kvadratickd forma na realném vektorovém prostoru R"™. Pak

1. F je pozitivné definitni, pravée tehdy kdyz s, = n;

2. I je pozitivné semidefinitni, pravé tehdy kdyz s_ = 0;

3. F' je negativné definitni, pravé tehdy kdyz s_ = n;

4. F je negativné semidefinitni, pravé tehdy kdyz s, = 0;
2.18. Véta. Kvadraticka forma je pozitivné definitni, pravé kdyz vSechny hlavni minory
jeji matice jsou kladné.

Kvadraticka forma je negativné definitni, pravé kdyz pro hlavni minory jeji matice plati
(—1)"det(A;) > 0.

2.19. Definice. Kvadrikou nazveme mnozinu

{(ml,xg,...,xn) e K", Zaijxixj%—beﬁ—C:O}.

Z‘?j

7

Regené p¥iklady

Uloha 1: Kvadratickou formu
F(z) = x129 + 2023

zadanou ve standardnich soufadnicich pfeved’te pomoci ESO a ERO na diagonalni tvar.

Reseni: Napiseme si vpravo jednotkovou matici a vlevo matici dané kvadratické formy.
Na matici A kvadratické formy provadime radkové a tytéz sloupcové upravy, dokud ne-
dostaneme diagonalni tvar matice, na jednotkové matici pfitom provadime tytéz upravy,
ale vzdy jen fadkové (viz. poznamka 2.10.).
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Nejdiive druhy tadek pricteme k prvnimu, protoze a;; = 0, tutéz upravu provedeme také
na pravé matici, pak provedeme stejnou operaci se sloupci, ale to uz pouze na levé matici.

Ly 110
5051010
L'l 1001

Tak jsme dostali na pravé strané opét symetrickou matici, ale a;; # 0, dale vynulujeme
pomoci prvku aq; zbylé prvky prvniho fadku a sloupce tak, ze piicteme —% nasobek prvniho
fadku nejprve k druhému a pak ke tietimu radku, a pak provedeme odpovidajici sloupcovou

upravu, ale pouze na levé matici.

1 3 5 | 1 10 1 0 0 [ 1 1 0
1 1 1 1 — 1 1 1 1
O o b 0= 0 G g e 0
0 7 -2l -3 —31 0 7 -2 1 -2 =31

1 0 0] 1 10 1 0 0] 1 10
0 -3 1l =3 30|={0-30]-3350
0 0] -1 01 0 0] -1 01

Dostdvame tedy diagonaln{ tvar kvadratické formy F(y) = y3 — v3.
Leva matice je (zd)g 5 a jeji rddky nam udévaji bdzi, ve které md dand kvadratickd forma

tento tvar:
1 —3 -1
. 1
(673 1 5 5 5 O
0 0 1

Uloha 2: Najdéte diagondlni tvar kvadratické formy
F(z) = 22 + 23 — 22129 + 21103 + 102573

zadané ve standardnich soufadnicich v R pomoci algoritmu doplnéni na étverce.

Reseni: Viechny smiSené ¢leny obsahujici z; piipojime k ¢lenu 22 a doplnime na ¢tverec.
Pak vSechny smiSené ¢leny obsahujici z; pfipojime k ¢lenu 232 a opét doplnime na ¢tverec.

F(z) = (71 — 79 + 23)* — 15 — 25 + 27913 + 75 + 107973 =
= (21 — x5 + 23)% — 23 + 122903 = (11 — 29 + 23)* — (29 — 623)* 4 3622

nyni muzeme zavést nové souradnice:

Y1 = 1 —x2 +x3
Yo Ty —06x3
Ys = xs3
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diagonalni tvar je:
F(y) = yi — 5 + 3693

1 -1 1
idae=( 0 1 —6
0 0 1

Hleddme matici inverzni k této matici prechodu a dostavame

ide o =

)

11
01
00

= O Ot

Sloupce této matice udavaji vektory baze, ve které ma matice diagondlni tvar.

1 1 5
Q O}, 11},] 6
0 0 1

Uloha 3: Zjistete jakou kuzelosecku popisuje rovnice

k:x%+x§+4x1x2+2x1+120.

Reseni: Pouzijeme metodu doplnéni na ¢tverce; nejprve bereme v tivahu pouze kvadrat-
ické cleny
(214 229)* —da5 + 25+ 23, +1 =0

transformujeme souradnice:
Y1 = T1+ 21,
Y2 = T2.

Odtud spoc¢itame x1 = y; — 25, po transformaci dostavame
yf—3y§+2y1—4y2+1:0

a nyni opét dopliiujeme na ctverce

4
(y1 +1)* =3 (y§+—y2) =0

2\? 4
(y1+1)2—3<y2+§) +§:0

3 9 2
4(y1+ ) 4<y2+3)+ 0
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po dalsi transformaci souradnic dostavame:

z21 = @(yl‘i‘l) = @(9314‘29324‘1)
29 = %(yg-i-%) = %(.T2+%)

k22 —2+1=0.

Jedna se tedy o hyperbolu, jejiz stied S je dan z; = 0 a 2o = 0, v puvodnich soufadnicich

2
Lo = _§ )
4 1
rn==-—1=—.
T3 3
Tedy S = (%, —%)T. Nyni jesté najdeme bazi pro nové souradnice. Vime

0 3

2

(id)a. = ( 3 ﬁ) .

Inverzni matice k této matici je

(id) (i ‘é)
ie,a: 3 3
0 3

a jeji sloupce nam uréuji vektory baze « : [v1,vs], kde v; = (%,0) a vy = (—%, %) Pro
soufadnice libovolného bodu tedy plati

r=S+ (id)cq - z.

Uloha 4: Najdéte néjakou kvadratickou formu F hodnosti 5 na vektorovém pros-
toru R° v analytickém vyjadfeni vzhledem ke kanonické bazi, kterd je pozitivné definitni
na podprostoru generovaném vektory (1,1,0,0,0), (0,0,0,1,0), (0,—1,0,0,0) a je nega-
tivné definitni na podprostoru generovaném vektory (0,0, —1,0,0), (0,0,1,0,1).

Reseni: Podle Sylvestrova zdkona setrvacnosti (véta 2.14.) mé kvadratickd forma F
vzhledem ke kanonické bézi tvar

F(z) = a177 + asx3 + asx3 + asx; + asaz
kde a;, © = 1...5 nabyvaji hodnot +1, —1, 0. Pficemz kvadratickda forma je pozitivné

definitni na néjakém podprostoru, pokud pro vsechny vektory x z tohoto podprostoru
plati F'(z) > 0.



2. Bilinearni a kvadratické formy 21

Jde vidét, ze podprostor generovany vektory (1,1,0,0,0), (0,0,0,1,0), (0,—1,0,0,0) je
vlastné podprostor vektoru tvaru (a,b,0,¢,0);a,b,c € R. A tedy

F(a,b,0,¢,0) > 0.

Z toho plyne a; =1, a, =1a a4 = 1.

Analogicky podprostor generovany vektory (0,0,—1,0,0), (0,0,1,0,1) je podprostor
vektoru tvaru (0,0,¢,0, f);e, f € R. M&-1i byt na tomto podprostoru kvadraticka forma
negativné definitni, musi platit

F(0,0,e,0, f) < 0

Z toho plyne a3 = —1, a5 = —1.
Kvadraticka forma ma tedy tvar

2 2 2 2 2 _

Cvi&eni

1. Necht je na R* ddna bilinedrni forma f soufadnicovym vyjadienim vzhledem ke stan-
dardni bazi

f(z,y) = —21y2 + 21y3 + Tays + T2Y2 + Tays — T3Ya + TaYs3 .
Urcete matici v bazi € a hodnost formy.

2. Pro bilinearni formu zadanou ve standardni bazi f(x,y) = 2191 — 2T2y> + 321y na R
urcete jeji souradnicové vyjadieni a matici v nové bazi vy = (3, —1)T, vy = (1, —1)7.

3. Ve standardni bézi na R® je ddna bilinedrn{ forma

f(z,y) = 2191 + 27292 + 272y3
Uréete matici bilinedrni formy v bazi vy = (1,0, 1)T, vy, = (0,1, )T, v3 = (1,1,0)7.

4. Pro bilinearni formu z piikladu 1 urcete symetrickou a antisymetrickou bilinearni
formu fg a fa, pro které plati f = fs + fa.

5. Pro bilinedrn{ formu na R?® uréete symetrickou a antisymetrickou bilinedrn{ formu fg
a fa, pro které plati f = fs + fa.

(a) f(z,y) = 2x1y1 + 421Yy2 — 201Y3 + Toy2 — TaYs + T3Ya + T3Y3
(b) f(z,y) = 2z1y2 + 4xoys + 6311

6. Najdéte néjakou bazi symetrické bilinedrni formy f na vektorovém prostoru R3,
ve které ma tato forma diagondlni tvar. Analytické vyjadieni f vzhledem ke stan-
dardni bazi je

f(z,y) = 2m9y3 + 2232 + 73Y3
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11.

12.

13.

14.
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. Najdéte néjakou bézi symetrické bilinedrni formy f na vektorovém prostoru R3,

ve které ma tato forma diagondlni tvar. Analytické vyjadieni f vzhledem ke stan-
dardni bazi je
f(z,y) = 32191 + 22212

Najdéte symetrickou bilinearni formu, ktera urcuje kvadratickou formu F. F ma
ve standardni bazi v R® rovnici

(a) F(x) = 2x123 — 4913
(b) F(z) =23 + 23 — 22013

Najdéte diagonaln{ tvar kvadratické formy F na R? a bazi, ve které m4a forma tento
tvar, je-li souradnicové vyjadreni ve standardni bazi

F(z) = 2?2 + 23 — 22129 + 23103 + 107573 .
Najdéte diagondlni tvar kvadratické formy na R? pomoci algoritmu doplnéni na ctverce
a bazi, ve které mé forma tento tvar, je-li souradnicové vyjadieni ve standardni bazi
(a) F(z) = 42? + 222 + 1522 + 4wy 19 — 42173 — 81273
(b) F(l’) = T1X9 + T1X3 + Tox3

Zjistéte vlastnosti realnych kvadratickych forem, napt. definitnost a signaturu, jestlize
jejich soutadnicové vyjadieni vzhledem ke standardni béazi je

(a) F(z) = 2? — 2129 + 23, na R?
(b) F(x) = 2x129 + 47173, na R
(c) F(x) = —22% — 873 — 322 + 22129 + 47173 — 27573, na R3

Najdéte diagondlni tvar kvadratické formy na R® a zjistéte, zda je pozitivné definitni

F(x) = 129 + 2273 + 37123

Ve standardni bézi na R? je ddna kvadratickd forma. Urcete jeji signaturu.
(a) F(z) =z123
(b) F(z) = 23 + 23 4 323 + 42129 + 23123 + 22973
(c) F(x) =% — 223 + 22 + 22129 + 4173 + 27973

V néjaké bézi na realném vektorovém prostoru R* je ddna kvadratickd forma F.
Urcete jeji diagondlni tvar, definitnost, signaturu.

(a) F(z) =22 + 23 + 22 + 23 + 22179 + 47123 + 22104 + 47073 + 4T974 + 22374
(b) F(x) = 322 + 223 + 4w124 + 42973 + 27074 + 22374
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15.

16.

17.

18.

19.

(¢) F(x) = m123 + 2124
Uvazme bilinedrni formu zadanou ve standardni bazi
f(x,y) = 22191 — 421y2 — 3Toys + 239y — 4T3Y2 — T3Y3

definivanou na C3. Necht F(z) je j{ definovana kvadratické forma, napiste analytické
vyjadieni F' a najdéte diagondlni tvar F.

Najdéte vsechny hodnoty parametru a, pro které je kvadratickd forma F na R3
pozitivné definitni (pouzijte Sylvestrovo kritérium).

(a) F(x) =3+ 22 + 4ax 29 + a1y 73

(b) F(z) = ax? + ax3 + (a — 3)z2 + 27129 + 2aw173 + 27973
Zjistéte jakou kuzelosecku popisuje rovnice

k522 + 922 4+ 122125 — 625 +4 =10
a pieved'te na diagondlni tvar.

Zjistéte jakou kuzelosecku popisuji rovnice, pieved'te na diagonalni tvar, pifpadné
urcete jeji stied

(a

:x%+x%+2x1x2—x1+3x2—2:0

(b I2.%%—31’%+5l’1$2+$1+10$2—3:0
(c) k:a?+ a3 +4x1m9+ 22, +1=0
(d) k: 323 + 323 — 2zym9 + 4ay + 415 —4 =0

:x%+x%—2x1x2—4x1 —622+3=0
(f
(s
(h
(i
(J
Najdéte néjakou kvadratickou formu F hodnosti 6 na vektorovém prostoru R7 v an-
alytickém vyjadieni vzhledem ke kanonické bazi, ktera je pozitivné definitni na pod-
prostoru generovaném vektory (—1,0,0,0,0,1,0), (0,0, 1,0,0,0,0), (0,0,0,0,0, —1,0)

a je negativné definitni na podprostoru generovaném vektory (0,1,0,—1,0,0,1),
(0,-1,0,0,0,0,1), (0,0,0,1,0,0,0).

ca? 4 203 — 2wyw9 — 4xy — 629 +3 =10
:4xf+5x%+10x1x2—2x1—4x2+3:O

k
k
k
k
k
k:a?+ a5+ 2x 29 — 21 — 29 =0
k
k
k:x?+ 423 + dvyz9 + 621 + 819 — 9 =0
k

)
)
)
)
(e)
)
)
)
)
)

D22 4 12 4 21T + 271 + 209 — 4 =0
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20. Najdéte néjakou kvadratickou formu F hodnosti 6 na vektorovém prostoru R’ v an-

21.

alytickém vyjadreni vzhledem ke kanonické bazi, kterd je pozitivné definitni na pod-
prostoru generovaném vektory (—1,0,0,0,0,0,0), (-1,0,1,0,0,0,0), (-1,0,1,0,1,0,0)
a je negativné definitni na podprostoru generovaném vektory (0, 1,0,0,0,0,0),
(0,-1,0,0,0,0,1), (0,1,0,0,0,1,0).

Necht Maty(R) je vektorovy prostor vsech matic fddu 2 a necht M = ( zl)) g ) €

Maty(R). Dokazte, ze zobrazeni f : Mats(R) x Maty(R) — R definované predpisem
f(A,B)=tr(A- M- B), pro VA, B € Maty(R) (tr znamend stopu matice, tj. soucet
prvku na hlavni diagonéle) je bilinedarni forma. Pak najdéte matici této bilinedrni

formy v béazi a.
/10 01 0 0 00
Moo/ \Loo) \10o) o1



