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5. VLASTNI CISLA A VLASTN{ VEKTORY, ORTOGONALNI MATICE

Teorie

5.1. Definice. Linedrni operdtor je linearni zobrazeni ¢ : V. — V', kde V je vektorovy
prostor.

5.2. Definice. Necht ¢ : V' — V je linedrni operdtor, a = (vy, v, . . ., v,) bdze vektorového
prostoru V. Pak matice operdtoru ¢ v bdzi o je matice (¢)a,a = (aij), kde ve sloupci j jsou
soufadnice vektoru ¢(v;) v béazi a.

5.3. Véta. Necht ¢ : V — V je linedrni operdtor, a = (vy,va,...,v,), B = (u1, U2, ..., uy,)
jsou dveé baze vektorového prostoru V. Pak pro matice zobrazeni ¢ v bazich o a (3 plati
tento vztah:

(©)s,5 = (id)ga - (D)aa - (id)a,p,
kde (id), 3 je matice pifechodu od baze (3 k bazi c.

5.4. Definice. Rekneme, Ze matice A a B jsou podobné, existuje-li reguldrni matice P
takovd, ze B= P~ 1. A.P.

5.5. Definice. Necht V je vektorovy prostor a ¢ : V — V je linedrni operator. Podprostor
U C V se nazyva invariantni podprostor operdtoru ¢, jestlize ¢(U) C U.

5.6. Definice. Vektor u # o,u € V, kde V' je vektorovy prostor, se nazyva vlastni vektor
linearniho operatoru ¢, existuje-li ¢islo A € K takové, ze

¢(u) = du
Cislo \ se pak nazyva vlastni ¢islo.
5.7. Poznamka. Je-li matice linearniho zobrazeni A, pak vlastni vektory x jsou nenulova
feSeni rovnic

Ar = Ax.

Tato soustava je ekvivalentni se soustavou
(A= AE)x =0,
coz je homogenni soustava rovnic, ktera ma nenulové teseni pravé tehdy kdyz

det(A—AE)=0

5.8. Definice. Rovnice det(A — AE) = 0 se nazyvé charakteristickd rovnice matice A.
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5.9. Véta. Viastni ¢isla jsou pravé koreny charakteristické rovnice. Je-li ¢islo Ay vilastni
cislo, pak vlastni vektory jsou fesenim soustavy rovnic (A — A\gE) = 0.

5.10. Definice. Algebraickd ndsobnost vlastniho ¢isla je nasobnost tohoto ¢isla jakozto

kotene charakteristické rovnice. Geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla je dimenze pod-
prostoru Ker(¢ — Aid).

5.11. Véta. Je-Ii \ :_a—i—bi vlastni ¢islo realné matice A s vlastnim vektorem u = uy +ius,
kde uy,us € R™, pak A = a — bi je taky vlastni ¢islo s vlastnim vektorem u = uy — ius.

5.12. Poznamka. Podprostor generovany vektory wq,us v R"™ z predchozi véty je inva-
riantni podprostor zobrazeni ¢. Plati, ze

A (uy + tug) = (a+ib)(uy + ius) .
Rozepsanim na redlnou a imaginarni ¢ast rovnice dostdavame

A-up = au; —buy
A-UQ = bul +aus

Zobrazeni ¢ ma tedy v bazi [uq, us] matici

a —b

b a )
Cislo a + ib miizeme napsat v goniometrickém tvaru a+ib = v/a2? + b%(cos o + i sin ), pak
ma matice zobrazeni tvar

sina  Cos«

\/m( COSx —SIno« ) '

Tento operator pusobi jako otoceni o uhel a slozené se stejnolehlosti na dvourozmérném
invariantnim podprostoru zobrazeni ¢.

5.13. Véta. Necht ¢ je linedrni zobrazeni a necht o = (vy,vs,...,v,) je bdze tvorend
vlastnimi vektory prislusnymi vlastnim c¢isliim Aq, Ag, ..., \,. Pak matice linearniho zo-

brazeni v této bdzi ma tvar

A 0 ... 0

0 X ... O
((b)o"o‘ - : : : :

0O 0 ... M\,

5.14. Véta. Vlastni vektory prislusné ruznym vlastnim ¢isliim jsou linedrné nezavislé.

5.15. Definice. Necht U a V jsou dva euklidovské vektorové prostory. Zobrazeni ¢ : U —
V' se nazyvé ortogondlni, prave kdyz (¢(uq), p(usg)) = (ug, us) pro Yui, ug € U.
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5.16. Véta. Necht ¢ : U — U je linedrni operdtor. Pak ¢ je ortogonalni zobrazeni, pravé
tehdy kdyz pro matici zobrazeni v ortonormalni bazi o plati, ze A~ = AT.

5.17. Definice. Matici A, pro kterou plati A~' = AT, nazyvame ortogondlni matici.

5.18. Definice. Necht U a V jsou dva unitdrni vektorové prostory. Zobrazeni ¢ : U — V
se nazyva unitarni prave kdyz (¢(uy), ¢(usz)) = (u1, ug) pro Yuy, us € U.

5.19. Véta. Necht ¢ : U — U je linedrni operdtor. Pak ¢ je unitarni zobrazeni, pravé
tehdy kdyz pro matici zobrazeni v ortonormalni bazi o platf, 7e A~' = A" .

5.20. Definice. Matici A, pro kterou plati A=! = ZT, nazyvame unitdrni matici.

5.21. Véta. Je-li matice A unitdrni, pak |det A| = 1 a jeji vlastni ¢isla maji absolutni
hodnotu rovnu 1.

5.22. Véta. Necht ¢ : U — U je unitdrni zobrazeni. Pak v U existuje ortonormalni baze
« tvorena vlastnimi vektory takova, ze v této bazi ma matice zobrazeni diagonalni tvar

A 0 ...0

0 X ... O
((b)o"o‘ - : : : :

0O 0 ... M\,

5.23. Poznamka. Kazd4a ortogonalni matice A je unitarni. Ma-li A redlna vlastni ¢isla,
pak jsou to 1 nebo -1.

Ma-li komplexni vlastni ¢islo a +ib, pak ma také vlastni ¢islo a — ib, a protoze |a+1ib| = 1,
tak a? + b* = 1. Je-li uy + iusy vlastni éislo, pak u; — ius je také vlastni éislo. Z toho, ze
(ur +dug) L (uy —dug) plyne, ze ||ui|| = |Juz|| a ur L ug. uy, us tedy tvoif ortogonalni bazi
dvourozmeérného invariantniho podprostoru.

A(ug + tug) = (a +ib)(uq + iug)
Z toho plyne
Auy = auy — bug, Augs = buy + aus .

V bazi uy, us je tedy matice tohoto zobrazeni (tuto bazi nazyvame kanonickd béze)

a —b\ [ cosa —sina
b a sina  cosa ’

Toto zobrazeni je tedy otoceni o thel « .
Z toho plyne, ze kazda ortogonalni matice fadu 3 reprezentuje geometricky otoceni kolem
osy slozené pripadné se symetrii podle roviny kolmé k této ose prochazejici pocatkem.
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Regené p¥iklady

Uloha 1: Najdéte vlastni cisla a vlastni vektory linearniho operatoru zadaného matici

1 -1 1
A= -1 11
-1 -1 3

ve standardni bazi.

Reseni: Podle véty 5.9. jsou vlastni ¢isla fesenim charakteristické rovnice det(A —
AE) = 0. Spocteme tedy tento determinant, polozime ho roven nule a fesime charakteri-
stickou rovnici.

1-Xx -1 1
det -1 1-=-A 1 =0
—1 -1 3-A

z toho plyne
(1=N?B=N+1+14+1 =N +1=-N)-B-XN=0

(1-X(2-X2)*=0

Jako teSeni charakteristické rovnice dostdvame dvé vlastni ¢isla, Ay = 1 s algebraickou
nasobnosti 1, Ay = 2 s algebraickou nasobnosti 2. Podle véty 5.9. jsou vlastni vektory
feSenim homogenni soustavy rovnic (A — AE) = 0.

Pro Ay = 1 ma homogenni soustava tvar

0 -1 110 1 0
1 0 1 ]O0]|~|0 1 =110
1 -1 210 0 0

Zavedeme parametr t, x3 =t, pak x9 =t, x1 = t.
Resenfm je podprostor generovany vektorem (1,1,1)%, tedy podprostor vlastnich vektort

[(1,1,1)7].
Geometricka nasobnost vlastniho cisla A je 1.

Pro Ay = 2 ma homogenni soustava tvar

1 -1 1|0 1 -111] 0
1 -11]0]~| 0 0010
1 -1 110 0 0 0] 0
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Zavedeme parametry t a s, 3 =1, 19 = s, pak ;1 =t — s.
Resenim je podprostor generovany vektory (1,0, 1), (=1,1,0)7, tedy podprostor vlastnich

vektoru
(1,0, ), (=1,1,0)7].

Geometricka nasobnost vlastniho ¢isla s je 2 .

Vsimnéte si, ze v bazi «a : [(171, HT,(1,0,1)T, (—1,1,O)T} je matice daného linedrniho
zobrazeni diagonalni

1
0
0

S NN O
N OO

Uloha 2: Analyzou vlastnich ¢fsel a vlastnich vektort matice

1 1 /2
Pl
A= 3 3 2
_V2 2
2 2

zjistéte, jaké geometrické zobrazeni euklidovského prostoru R? popisuje linedrni operator
dany touto matici. Urcete matici operatoru ve vhodné ortogonalni bazi.

Reseni: Lehce ovéifme, ze A - AT = E a tedy matice A je ortogonalni.
Nejprve hledame vlastni ¢isla, to znamend, ze najdeme charakteristicky polynom.

1y 1 V2
2 2 25 1 , 1 1 1 1 5 o
det ol N 2 = AN (N F A=A A+
2. 2 2 2 4 4 2 4
22 o

2

Resenim charakteristické rovnice jsou vlastni ¢isla
A =1 Ao =1 A3 = —i.

Déle hleddme vlastni vektory, tj. fesime vzdy homogenni soustavu rovnic (A — AE) = 0.

Pro A\;:
1 1 V2
3 2 % |0
Lol V2
-5 % -1 10

Resenim této soustavy je podprostor vlastnich vektori [(1,1,0)7].

Pro Ay = i:

1 1
PR 2
1—1 1—1

0 V2—v2i —i—1 |

SN
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Regenim této soustavy je podprostor vlastnich vektori [(—1, 1, /2i)7].
Podle véty 5.11. je podprostor vlastnich vektorii pro Az roven [(—1,1, —/24)7].

Podle poznamky 5.21. zvolime novou redlnou ortonormalni bazi

o = <7,7,0) ,(—7,7,0) ,(0,0,1)

Protoze Ay = i, tak cosa = 0 a sina = 1 z toho plyne, Ze se jedna o otocent o thel 7 kolem
osy dané smérem (1,1,0)7, musime ale jesté urcit orientaci otoceni. Z matice zobrazeni je
vidét, ze druhy vektor baze se zobrazi na tieti vektor baze a treti vektor baze se zobrazi
na vektor opacny k druhému vektoru baze. Otoceni je tedy ve sméru od druhého ke tretimu
vektoru baze.

Tvar matice operatoru v nové bazi je

o O =
— o O
|
—_

Uloha 3: Ve standardnich soufadnicich napiste matici zobrazeni, které je otoceni o ithel
5 kolem ptimky x =0, y — 2 = 0.

Reseni: Nejprve uréime matici v jisté ortonormélni bézi 3, ve které ma matice tvar

1 0 0
0 cosa —sina
0 sina cos«

Zobrazeni je otoceni kolem piimky x = 0, y — z = 0, prvni vektor baze 3 tedy bude
jednotkovy smérovy vektor této pifmky (0, 42 ﬁ)T. Pak (3 doplnime na ortonormélni

bézi: )
5 (o,@ @> (oﬂ—§> (1,0,0)7

’ 200 2

272 2
1 0 0 10 0
(@)sp=| 0 cosy —sing | =| 0 0 -1
0 sin% cosg 01 0

Matice zobrazeni ve standardni bazi pak je

(@)ee = (id)eg - (9)p,5 (id)ge = (id)es - (¢)p5 - (id)cs
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kde (id)e g je matice pfechodu od béze [ k bazi e.

0 0 1
(ds=| % 2 0
V2 V2
2 2
Z toho plyne
0 0 1 10 0 0 2 2
Vi3 oA
(¢)ee: 5 5 0 0 0 -1 0 V2 o Y2
2 2
g _g 0 01 O 1 0 0
0 1 0 0 Y2 V2
(Lo 2| (o2
20 2 10 0
0 2 _V2
V2 % 12
(¢)€E: ~95 3 B)
V2 1 1
2 2 2

o1

Cvigeni

1. Najdéte vlastni cisla a vlastni vektory linearniho operdatoru daného matici:

2 -1 2 0 10 4 -5 2
A=| 5 -3 3 B=| -4 40 C=|5 -7 3
-1 0 -2 -2 1 2 6 —9 4
7 —12 6 4 -5 7 51)’_11
D=| 10 —-19 10 E=| 1 -4 9 F=1, |
12 —24 13 -4 0 5 PR
-1 3 -1 4 7 =5 4 2 —
G=| -3 5 —1 H=| -4 5 0 I=(6 4 -9
-3 3 1 1 9 —4 53 -7
11 1 1
1 1 -1 -1
T=11 211 4
1 -1 -1 1

0
0
5
3

2. V R3 uréete podprostor vlastnich vektorti pifslusnych vlastni hodnoté A = 3.

B: C:

S O W

1
3
0

w o O
S OO W

1
3
0

w = O
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. Zjistéte, zda je dand matice podobna diagonalni matici nad poli @, R, C. (To nastane

prave tehdy, kdyz vlastni vektory generuji cely prostor.)

5 2 =3 4 7 =5 4 2 =5
A= 4 5 -4 B=| 45 0 C=|6 4 -9
6 4 —4 19 —4 5 3 —7

. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matic.

2 b —11—228—33
A=| -1 2 -1 B =

0 0 1 0 0 2 0

1 2 0 3

. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice linedrniho operatoru. U vlastniho ¢isla

urcete jeho algebraickou a geometrickou nasobnost a zjistéte, zda je matice podobna
néjaké diagonalni matici.

1 -3 1 4 0 —1 4 -5 2
A= 0 =10 B=|2 2 -1 c=[5 -7 3
-1 -3 3 01 2 6 —9 4

1 0 2 0 202 0

1 -1 2 -2 1 22 -2

D=1 "9 0o -1 o0 E=1002 o0

0 0 1 -1 001 2

. Zjistéte, jak zavisi vlastni hodnoty a vlastni vektory matice na parametrech a, b.

230 23 0
A=14 10 B=|41 0
a b 2 a b 2+4a
. Zjistéte, jak vypadaji a jaka geometricka zobrazeni urcuji vSechny ortogondalni matice

radu 2.

. Analyzou vlastnich ¢éisel a vlastnich vektoru najdéte matici linedrniho operatoru

ve vhodné bazi, pomoci které urcite, o jakou geometrickou transformaci se jedna,
je-li operator zadan ve standardni bazi matici:

2 2 -1 1 1 =2
A=3 2 -1 2 B=:| 1 1 V2
-1 2 2 V2 —V2 0
2 -1 2 3 1 =6
c=%il 2 2 -1 D=1l 1 3 V6
-1 2 2 V6 —vV6 2
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

L 5 1 1 1 1 1
poi(nove ) red
V2.0 V2 1 -1 -1 1
i 1 _11 _11 2 2 -1 1 -8 4
G=1 H=| -1 2 2 I=1 4 4 7
2| -1 1 -1 1 3 9
111 1 2 -1 2 -8 1 4
3 -2 6 0 SRR
_1 _ — | L 4 _1 — 1 3 V6
‘]_7 6 3 2 K= 3v/2  3vV2 32 L= 4 4 4
-2 6 3 2 1 2 _V6 V61
3 3 3 4 4 2

Analyzou vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru zjistéte o jakou geometrickou transfor-
maci euklidovského prostoru R? se jedna.

0 —¥2 _\2 11 V2 3 9 _4

2 2 2 2 2 5 5
- B A IR S R R
V211 V2 V2 109 2

2 2 2 2 2 5 5

Najdéte ortonormalni bazi tvoirenou vlastnimi vektory a matici v této bazi unitarniho
operatoru daného matici ve standardni bazi:

) 4+ 3 49 —6— 21
142 1 . . .
_ 1 _ 1
6+21 —2—062 1

C

4 V3 2-3i V2 \ -1 —i
Ve standardnich soufadnicich v R® napiste matici zobrazeni, které je otocenim o tihel
7 kolem pfimky z — 2z =0, y = 0.

Ve standardnich soufadnicich v R? napiste matici zobrazeni, které je otocenim o tihel
% kolem pifmky z 4y = 0, z = 0, pficemz f(—1,1,1) = (a,b,0), kde a +b > 0.

Ve standardnich soufadnicich v R? napiste matici zobrazeni, které je symetrii podle
roviny v3y — z = 0.

Linearni zobrazeni v R? je otocen{ kolem osy prochdzejici pocdtkem se smérovym vek-
torem (1,1,0)7 takové, ze f(1,—1,0) = (0,0, v/2). Najdéte matici zobrazeni ve stan-
dardni bézi.

V' R™ napiSte matici symetrie podle roviny kolmé k vektoru v v ortonormalni bazi

[V, v9, ..., U]
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16. Definujte na R? dva skalarni souciny (, )1 a (, )2 tak, aby zobrazeni ¢ : (R3, (, );) —
(R37 <7 >2)7 (ZS(.Il, £, x?)) - (xl + x2 + Z3, —T1 + T, LE3), ble Ortogonélni’



