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6. SYMETRICKE MATICE A METRICKA KLASIFIKACE KUZELOSECEK

Teorie

6.1. Definice. Redlnd matice A se nazyva symetrickd, pravé kdyz A = AT.

6.2. Véta. Pro kazdou realnou symetrickou matici A existuje ortogonalni matice P tak,
ze P71-A.P=PT.A.P je diagonalni.

6.3. Véta. Kazd4 kvadraticka forma f na euklidovském prostoru V ma ve vhodné ortonormalni
bdzi analyticky tvar f(z) = Mz} + w3 + - + \,22.

6.4. Véta. (Metrickd klasifikace kuZeloseéek) Necht ve standardni bazi v R? je kuzelosecka
zadand rovnici k(x) = apa? + 2a190105 + a073 + 20171 + 2a279 + ag = 0. Pak existuje
ortonormalni afinni baze, které rikame kanonicka baze, v niz je tato kuzelosecka dana

jednou z rovnic:
1.

2.

prazdna mnozina
bod

elipsa

hyperbola

dvé riznobézky
parabola

dvé rovnobézky
prazdna mnozina

piimka

Regené piiklady

Uloha 1: Najdéte ortonormaln{ bézi, v niz mé matice zobrazeni ¢(z) = A - x,

diagonalni tvar.
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Reseni: Matice A je symetrickd a podle véty 6.2. ji lze diagonalizovat tak, ze na
diagonale jsou vlastni ¢isla a baze, ve které ma matice tento tvar, je tvorena vlastnimi
vektory.

Nejprve tedy fesime charakteristickou rovnici:

(A—4)—16—-12(A—4) =0

vlastni ¢isla tedy jsou \; = 2, Ay = 8.
Déle hledame vlastni vektory.

Pro A\ = 2:
2 2210
2 2210
22210
Zavedeme parametry t a s, x3 = t, x9 = s, pak ;1 = —t — s, nezavislou volbou parametru

dostavame, Ze podprostor vlastnich vektori je generovan vektory (—1,1,0)%, (=1,0,1)7,
uzitim Gramm-Schmidtova ortogonalizacniho procesu a normovanim dostavame ortonormalni
bézi tohoto podprostoru:

<_L s O)T <_L 1 i)T
27 /2’ ’ 6 6 V6

Pro Ay = 8:
-4 2 2 10 -2 1 1 |0
2 -4 2 | 0|~ 0 -3 3 |0
2 2 -4 10 0 3 =310

Zavedeme parametr t , x3 = t, pak xo = t, x1 = t, volbou parametru dostavame, ze
podprostor vlastnich vektort je generovan vektorem (1,1,1), normovdnim dostavdme
ortonormalni bazi tohoto podprostoru:

diagonalni tvar matice je

{73 1 1 T 1 1 2 T 1 1 1 T
a to v bazi |i<_ﬁ>ﬁ>0) ’<_%’__6’_6) 7<_3’%’_3) :| .
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Uloha 2: Zjistéte jakou kuzelosecku popisuje rovnice
k:x%+x§+4x1x2+2x1+l =0,

poptripadé urcete jeji stied, osy a nacrtnéte obrazek.

Reseni: Matice kvadratické formy je a ta se da podle véty 6.3. napsat v dia-

1 2
2 1
gonalnim tvaru s vlastnimi ¢isly na diagonadle.

Hledédme tedy vlastni ¢isla a vlastni vektory, charakteristicka rovnice ma tvar

(1-XN?—4=0.
Vlastni ¢isla a jim piislusné vlastni vektory tedy jsou:
T
A =-—1 prislusny normovany vlastni vektor je u = 72, —g)
T
A =3 prislusny normovany vlastni vektor je v = (@, ?) :
P . ;o . o -1 0
Nyni pfejdeme k bazi o = [u, v], ve které ma matice kvadratické formy tvar 0 3/
V2o V2
Pfitom matice pfechodu od baze a ke standardni bézi € mé tvar (id)., = _2@ é
2 2
a soufadnice x1, xo ve standardni bazi spocitame ze soutadnic yy, y» v bazi a takto:
T = ?yl +§yz
Ty = —?yl +§y2

Ptevedeme rovnici kuzelosecky do novych soutadnic 1, ys:
k(y) : —y? + 3y + V2 + V2 +1=0.

Nyni jesté posuneme stied soustavy souradnic tak, aby lezel ve stredu kuzelosecky. Do-
plnime tedy na ¢tverce a zavedeme nové souradnice.

2 2
V2 1 V2 1
- S - Y2l a1 =
k (yl 5 +2+3 2t 6+ 0

21 = W —ﬁ %% —ﬁﬁ —ﬁ
2o = Y2 —72 72.731 +72$2 +72
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Jedna se tedy o hyperbolu, jejiz osy jsou piimky zadané parametricky S + tu a S + tv.

StFed ma soufadnice (z1, z2) = (0,0), (y1,y2) = (i —i) a (z1,22) = (3, -2).
Cvieni
1. Najdéte diagonalni tvar symetrické matice.

1 92 1 —4 2 1 11

A= ( 9 4 ) B = -4 1 =2 C= 1 11

2 =2 =2 111
4 4 00 2 -1 0 0

4 2 2

4 4 00 -1 2 0 0
D_ggi E=10000 F=1"09 0o 2 4
0000 0O 0 -1 2

2. Najdéte diagondlni tvar symetrické matice a bazi, ve které ma matice tento tvar.

(1) () e (57

-2 0 -36 1 10 2 -1 -1
D= 0 -3 0 E=|11120 F=| -1 2 -1
=36 0 —23 000 -1 -1 2
3100 -7 24 0 O
1300 247 0 O
G 0000 H= 0 0 -7 24
0000 0o 0 24 7

3. Urcete o jakou kuzelosecku se jedna, piipadné urcete jeji stied, osy a nakreslete
obrazek.

(a) k:doy+3y*+6x+ 12y —36 =0
(b) k: 2?4+ 6xy + 9y* — 120+ 24y + 15 =0
(c) k:a?+2xy+y*—22—2y—3=0

4. Urcete typ a kanonickou rovnici kuzelosecky, piipadné nakreslete obrazek.

(a) k:32%+10zy +3y?> — 22 — 14y — 13 =0

(b) k :252% — 14xy + 25y + 64x — 64y — 224 =0
(c) k:dxy+3y* + 162+ 12y — 36 =0

(d) k: 72+ 6xy — y? 4+ 28z + 12y + 28 = 0
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1922 + 62y + 11y? + 38z + 6y + 29 = 0
52 — 2xy + 5y? — 4x + 20y + 20 = 0
: 922 — 242y + 16y% — 202 + 110y — 50 = 0
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g)
)
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h
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5. Urcete typ kuzelosecky a délky jejich poloos.

(
(

922 + 122y + 4y* — 242 — 16y +3 =10
1622 — 24xy + 9y? — 1602 + 120y + 425 = 0

—~ o~
o A

a) k:4la? + 24xy + 9y +24x + 18y — 36 =0
b) k:8x? + 4wy + 5y® + 162 + 4y — 28 = 0

(c) k: 42?4 24xy + 11y% + 642 + 42y + 51 =0
(d) k: 1222 4 26zy + 12y* — 522 — 48y + 73 =0

6. Oveérte, ze dand kuzelosecka je parabola a urcete jeji parametr.

a) k: 922 + 24xy + 16y* — 120z + 90y = 0

b) k: 922 — 24xy + 16y* — b4z — 178y + 181 =0
(¢) k:a?—2zy+y*+6x—1dy+29=0

(d) k:92% — 6zy + y* — 50x + 50y — 275 = 0

7. Urcete typ kuzelosecky, pripadné délky jejich poloos a stied.

() k:322+8xy—3y>—1=0

(b) k:5x? 4 6xy + 5y* — 32 =0

(c) k:ia? —zy+1y>— V22 —V2y+3=0
(d) k:azy+3x—2y—6=0

(e) k: 62+ 4zy + 6y* — 16 =0

(f) k:52% 4+ 62y + 5y —8 =0

(g) k:a?+2V3zy —y>—2=0

8. Najdéte ortonormdln{ bézi kvadratické formy f(x,y,2) = 172% + 4oy — 4oz + 14y* +
8yz+ 1422, ve které mé forma diagondlni tvar, na euklidovském prostoru R? se stan-
dardnim skaldrnim souc¢inem vzhledem ke standardni (rovnéz ortonormélni) bazi.
Ptitom jedno z vlastnich ¢isel matice kvadratické formy je 18.

9. Najdéte ortonormdlni polarni bazi kvadratické formy f(z,y, z) = 32% — 4xy, ve které
mé forma diagonalni tvar, na euklidovském prostoru R?® se standartnim skaldrnim
souc¢inem vzhledem ke standardni (rovnéz ortonormélnf) bazi.



