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3. SKALARNI SOUCIN

Teorie

3.1. Definice. Necht V je vektorovy prostor nad polem K. Pak skaldrni soucin na V je
bilinedrni symetrickd forma, tj. zobrazeni ( , ) :V xV — K takové, ze (z,z) > 0
pro x € V, x # o. (To znamend, ze piislusna kvadraticka forma je pozitivné definitni.)
Realny vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem nazyvame euklidovsky prostor.

3.2. Definice. Necht R" je vektorovy prostor. Definujeme skaldrni souéin pro z,y € R",
T = (21,29, ..., 2n), Y= (Y1, Y2, - . -, Yn) jako (z,y) = > 1" | x;y;. Takto definovany skaldrnf
soucin nazyvame standardni skaldrni soucin.

Euklidovsky vektorovy prostor R" se standardnim skaldarnim soucinem budeme znacit E,,.

3.3. Definice. Velikost (norma) vektoru v v euklidovském prostoru V' je cislo |lv]| =

V (v, v).

3.4. Véta. (Cauchyova-Schwartzova nerovnost) Pro kazdé dva vektory v euklidovském
prostoru V' plati
[(u, 0} < [[ul] [|v]

3.5. Definice. Necht V je euklidovsky prostor, u,v € V. Uhel, ktery vektory u a v sviraji
je ¢islo « € (0, 7) takové, ze
(u,v)

coso =
el {lo]]

3.6. Definice. Dva vektory u,v € V', kde V je euklidovsky prostor, nazveme kolmé (orto-
gondlnt), pokud (u,v) = 0.

Dva vektory u,v € V, nazveme ortonormdlni, pokud jsou ortogondlni (tj. (u,v) = 0) a
pokud jejich velikost je rovna jedné (tj. [[ul| =1 A |jv]] = 1).

3.7. Véta. Necht V je euklidovsky prostor a vy, vs,...,v, € V jsou po dvou ortogondlni
vektory riizné od nulového. Pak jsou tyto vektory linearné nezavislé.

3.8. Definice. Bazi tvorenou ortogondlnimi vektory nazveme ortogondlni bdze. Bazi tvorenou
ortonormalnimi vektory nazveme ortonormdalni baze.

3.9. Véta. Necht V je euklidovsky prostor a wui,us,...,u; € V libovolné vektory. Pak
existuji ortogonalni vektory vy, vs,...,v, € V, které generuji tentyz prostor jako vektory
Uy, Us, . . ., U, tO Zznamena

[ug, ug, ..., ug] = [v1,v2, ..., U]
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Algoritnus, s jehoz pomoci Ize nalézt vektory vy, vs, . .., v se nazyva Grammuv-Schmidtiv
ortogonalizacni proces a je popsan v iloze 1.

3.10. Definice. Rekneme, ze mnoziny A, B C V jsou ortogondlni mnoziny (ozn. A L B)

jestlize
Vu € A,Yv € B: (u,v) =0

3.11. Definice. Ortogondlni dopliek mnoziny A v euklidovském vektorovém prostoru V
nazveme mnozinu

At ={u eV :(uv)=0vve A}

3.12. Definice. Necht V je euklidovsky prostor a U C V je vektorovy podprostor ve V.
Kolma projekce vektoru v € V' do U je vektor Pv € U takovy, ze v — Pv L U.

3.13. Véta. Necht V je euklidovsky prostor a U C V je podprostor. Potom U U+ = V.

Regené piiklady

Uloha 1: Pouzijte Grammuv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces na bdzi a : u; =
(2,0, =17 uy = (—1,1,1)", ug = (1,1, 1) vektorového prostoru Ej.

Reseni: Budeme hledat ortogonaln{ bézi 3 : [v1, Vg, v3]
1) Za vy zvolime libovolné jeden ze ti{ vektoru puvodni baze a , napf.

v = Uy
a tedy
v = (2,0, —1)7
2) Hleddme druhy vektor baze vy ve tvaru
Vg = Uz + P10y
tuto rovnost skalarné vynasobime vektorem wvq
(v1,v2) = (v, uz) + p1{v1, v1)

pozadujeme, aby vektory vy, v byly kolmé, proto skalarni soucin (v, v9) = 0; zbylé skaldrni
souciny muzeme uz lehce spocitat (vi,us) = —3, (v1,v1) = 5, pak
3

0= —-3+45p; ztoho plyne p; = R
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a tedy
3
vy = (—1,1, )T + g(2, 0, —1)"

1 2\"
v =(=,1,%
5 5
muzeme do béze zvolit libovolny nasobek tohoto vektoru, pro snadnéjsi pocitani tedy volme

vy = (1,5,2)"

3) Nyni zbyvé najit jesté tieti vektor baze vs, ktery musi byt kolmy k obéma ptredchozim
vektorum vy a vy; predpokladejme jej ve tvaru

V3 = U3z + q1U1 + G202

tuto rovnost nejdiive skalarné vynasobime vektorem v, a pak vektorem v, ¢imz dostavame
soustavu dvou rovnic o dvou neznamych g; a ¢

(vg,v1) = (uz, v1) + q1(v1, v1) + @2(va, V1)

(v, v9) = (us, v2) + q1(v1, v2) + q2(va, Vo)

z pozadavku vzdjemné ortogonality vSech vektoru béze ( plyne

1

0=1+4+5q; ztoho plyne ¢ = —x
4
0=8+430g, z toho plyne ¢, = T

tedy

1 4 1 1 2\*
9=, 1,0 —=2,0,-NT— —(1,5,2)" = =,—=,=
U?; (7=> 5(77 ) 15(>7> 37 373

opét muzeme do baze ( zvolit libovolny nésobek tohoto vektoru, napf.
vy = (1,—-1,2)7
atedy 3 =1[(2,0,-1)7,(1,5,2)7, (1, -1,2)7]

Uloha 2: Nechf W = [(1,—1,1,0,0)7,(1,0,1,0,1)7,(1,1,0,—1,1)7] je podprostor
v Es5. Najdéte ortogondlni dopliiek W+ tohoto podprostoru.

Reseni: Podle definice 3.10. je ortogonaln{ doplnék podprostoru mnozina viech vektori
kolmych ke viem vektorum zadaného podprostoru. Rozmyslime-li si tuto definici, je zfejmé,
ze staci hledat mnozinu vsech vektoru kolmych k vektorum baze podprostoru W. Oznacime
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si vektory baze postupné v, ve,v3 a uvazujeme libovolny vektor x = (x1, z9, T3, 14, T5)T
takovy, ze x € W+, pak plati:

reWt pravekdyz oz Luvg Ax Loy Az Lo

a tedy
v €Wt prave kdyz (x,v,) = 0; (x,v5) = 0; (x,v3) =0
r1 —T9 +I3 =0
z toho plyne T +x3 +z5 = 0
T1 +xo —x4 +x5 = 0

dale Tesime tuto soustavu rovnic pro nalezeni tvaru vektoru z ipravou na schodovity tvar
pomoci elementarnich radkovych tprav

1 -1 1 0 010 1 -1 1 0 0] 0
1 01 0 1]0}~[0 1T 0 0 1] 0]~
1 1. 0 -111]0 0 2 -1 —-111]0
1 -1 100 ] 0
~10 1 00110
0 0 11110
zavedeme parametry a, b a dostavame:
r5s=b, x4y =a; x3=—a—b, 19 =—-b; 1 =0a

podprostor vektoru x, coz je podprostor vektoru kolmych na vektory béaze podprostoru
W, a tedy ortogonalni doplnek podprostoru W, je generovan vektory, které dostavame
nezavislou volbou parametru a a b

W+ =1(1,0,—1,1,0)",(0,—1,-1,0,1)"]

Uloha 3: Najdéte kolmy priumét vektoru v do podprostoru W = (w1, ws] v Ey, kde
wy = (1,-1, -1, 2)T, wy = (3,1,0, l)T, v=1(-2,2,2, 5)T.

Reseni: Kolmy primét Pv vektoru v predpokldddme ve tvaru linedrni kombinace vek-
toru baze podprostoru W, do kterého promitame

Pv = ajwi + asws

Aby slo o kolmou projekci, musi byt podle definice 3.11. vektor v — Pv kolmy na podprostor
W, a tedy musi platit:

v—Pv L w

v—Pv L wy
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z toho plyne
(v,wy) —ap{wy,wy) —ag(wy,wy) = 0
(v,wa) —aj{wg, wy) —ag(we,wy) = 0

po vyéisleni skaldrnich sou¢inu dostavame:

& —Ta; —6ay, = 0
1 —6a; —1lay = 0

feSenim této soustavy rovnic je a3 = 2 a as = —1, tedy

Pv=2(1,1,-1,2) — (3,1,0,1) = (—=1,1,-2,3)

Cviéeni

1. Zjistéte zda je zobrazeni g : R?> x R? — R skaldrni soucin

(a) g(z,y) = x1y1 + T1Y2 + Tay1 + T2y2
(b) g(z,y) = 4x191 + 221Y2 + 52y
(c) g(z,y) = z1y1 + T1Y2 + T2y + 222y

2. Zjistéte, zda je zobrazeni g : R* x R® — R skalarni soucin

(a

U, V) = 3U1U] — UVg — UV + 2UgVg + U V3 + USVT + U3V3

) 9(u,v)
(b) g(u,v) = 2uyv1 — UV — UgVy + Ugvs
(¢) g(u,v) = ugvy + 2uive — UgVy + UgVy + UzVy + 2u3V3
(d) g(u,v) = ugv1 + 2ugve — UgV3 — UzVs + 3UzV3
(e) g(u,v) = 3uyvy + ugve + ugvy + usvy + u3zvs

3. Ve vektorovém prostoru Ry[z| je pro libovolné dva polynomy f, g definovéno redlné
¢islo (f, g). Rozhodnéte, zda je takto definovan skaldrni soucin.

() (f.9) = [, f(t)g(t)dt
(b) (f,g9) =1

4. Ve vektorovém prostoru Matss(R) je pro libovolné vektory A = ( Zl 22 ) ,B =
3 Q4

bs by

soucin.

( b by ) definovano redlné ¢islo (A, B). Rozhodnéte, zda je takto definovan skaldrni

(a) (A, B) = det(A.B)
(b) (A, B) = det(A+ B)

—~
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(c) (A, B) = aibi + asbq
(d) <A, B> = a1b1 + a2b2 + CL3b3 + a4b4

. Zkuste na R? najit takovy skaldrni soucin, aby vektory u a v byly na sebe kolmé.

(a)
(b)

(1,2)T, v =(2,3)7

u
u= (=527 v=(10,—4)7

Najdéte ortogondln{ bazi podprostoru generovaného vektory (3,2, —4,6)7, (8,1, -2, —16)7,

(5,12,—-14,5)T, (11,3,4, —7)T v euklidovském prostoru Ej.

Uréete ortogonalni bazi podprostoru generovaného vektory (1, 0,4, —1)7, (1, —4,0,1)T,
(—4,1,1,0)T a jeho ortogonélniho doplitku v euklidovském prostoru Ej.

Gramm-Schmidtovym ortogonaliza¢nim procesem sestrojte ortogonalni bazi pod-
prostoru generovaného vektory (1,1,—1,—1)T, (1,-1,1,1)T, (=1,-2,0,1)T v euk-
lidovském prostoru Ejy.

.V euklidovském prostoru V' naleznéte ortogondlni bazi podprostoru W, je-li:

(a) V =E;, W=[(1,2,2-1)7,(1,1,-53)7,(3,2,8, -7)7]

(b) V =E;, W=][(1,0,1,0)T,(0,1,0,=7)7, (3, =2, 3, 14)7]

(c) V=E; W=1[1,2,0,1,27,(1,1,3,0,1)7,(1,3,-3,2,3)T, (1, -1,9, =2, =1)7]
(d) V =E;,W=11,-1,0,1,1)T,(1,-1,1,0,—=1)7, (1, =2, =2,0,0)7, (1, =4, 1,3, 4)7]

V euklidovském prostoru F, jsou dany vektory u, v. Ukazte, ze tyto vektory jsou
ortogonalni a doplnte je na ortogonalni bazi celého prostoru. Pritom:

(a) u = (1 -2,2, 1)T, = (1,3,2,1)T
(c) (1 7,7, 1) v = ( 1,7, -7, 1)T
Najdéte ortogonalnl bazi vektorového prostoru Rs[z| se skaldrnim soucinem defino-

vanym (f, g) f f(t)g(t)dt. Najdete matici prechodu od nalezené béaze a do stan-
dardni béze [1, z, :z:2 x3]

V euklidovském prostoru Ej je dan podprostor W. Naleznéte ortogonalni bazi orto-
gonalniho dopliku W+, je-li:

() W={(r+s+t,—r+t,r+s,—t,s+t);r,steR}

(b) W =[(1,-1,2,1,-3)T,(2,1,-1,-1,2)7,(1,-7,12,7, -19)T (1,5, —8, —5, 13)7]

V euklidovském prostoru F, naleznéte ortonormalni bazi podprostoru vektoru, které
jsou ortogondlni k vektortim u = (1,1,1, 1), v = (1, -1, -1, )T, w = (2,1,1,3)7.
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Urcete vSechny hodnoty parametru a € R, pro které je zadany vektor w z eukli-
dovského prostoru V' normovany. Pritom:

(a) V=FEs5,u=(a+1,0,a+2,0,a+1)7T
(b) V = Ry[z], se skaldrnim soucinem (f, g) = [, f(t)g(t)dt, u = 32> +a
(c) V = Ryx], se skaldrnim soucinem (f, g) f f(t)gt)dt, u=32*+a

Najdéte ortogonalni doplnék podprostoru P generovaného vektory (—1,2,0,1)7,
(3,1, -2, )7, (—4,1,2, )T v E,.

V euklidovském prostoru E, jsou dény podprostory W' = [uy, ug, us] a S = [v], kde
=(1,1,1, )7, uy = (-2,6,0,8)", uz3 = (-3,1,-2,2)7, v = (1,4a,3,b)".

(a) Naleznéte ortogonalni béazi W.

(b) Urcete hodnoty a, b tak, aby podprostory W, S byly kolmé.

Najdéte ortogondln{ primét vektoru (1,2,3)” do podprostoru generovaného vektory
(1,1, )7, (1,1,1)" v Ej.

Necht je L = [u,v,w] podprostor v E;. Najdéte kolmy primét vektoru z do L*.

(a) = (4727 _573)T7 U = (57 17373>T7 v = (37 _17 _3a 5)Ta w = (37 _17 5a _3)T
(b) z=(2,5,2,-2)T, u=(1,1,2,8)T, v = (0,1,1,3)T, w = (1,-2,1,1)7

V euklidovském prostoru V' najdéte ortogondlni projekci vektoru v do podprostoru
W, je-li:

(a) V = Ey, u=(=2,2,2,57, W =[(1,1,-1,2)7, (3,1,0, )7, (2,0, 1, —1)7]
(b) V=E;,u=(2,7-3,-6), W={(r+sr+s,—r—23s2r+3s);rs € R}
() V=F;u=(1,234)% W=[0,1,0,1)7]

(d) V=Eyu=4,-1,-34T, W=[(11,1,1)7,(1,2,2 -1, (1,0,0,3)7]

Necht u, v jsou vektory z euklidovského prostoru V. Dokaizte, Ze plati nerovnost
[l = ol [ < [lu =]l

Dokazte, ze pro libovolnych n redlnych ¢isel xq, xo, . .., x, plati nerovnost

x1+x2+---—|—mn<\/x%+x§+---+x%
n n ‘

(Névod: Pouzijte Cauchyovu-Schwartzovu nerovnost.)
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Dokazte, ze pro libovolnou spojitou funkci f plati

L s \/ﬁ/jﬂ(ﬂs)dz-

(Névod: Pouzijte Cauchyovu-Schwartzovu nerovnost.)

Dokaite, ze je-li 2x + 4y = 1, pro libovolna z,y € R, pak 22 +y? > %.

Dokazte, ze pro libovolna z,y, z € R plati nerovnost

“4 212 < g 42
2 * 3 * 6/ — * 3 + 6
Dokazte,ze pro libovolnd ai, as,...,a, € Rt plati
ai | a ar_,  a
— 4+ =+t +—>a +ay+---+a,.
az  as Qn ay
Dokazte,ze pro libovolnd ai, as,...,a, € Rt plati
11 1 ,
(ar+as+-4a,) [ —+—+-+—)>n
ap;  ap an
Urcete velikost vyslednice F' ¢ty komplandrnich sil (tj. sil lezicich v jedné roviné)

Fy, F5, F3, F, pusobicich z jediného bodu, jestlize velikost kazdé sily je 10 N a thel
mezi dvéma sousednimi silami je

(a) o =30°

(b) B =45°
Tii sily Fy, Fs, F3 pusobi z jednoho bodu v prostoru. Kazdé dveé sily sviraji stejny

tthel a. Velikosti téchto sil jsou |Fy| = 2N, |Fy| = 3N, |F3| = 4 N. Urcete thel «
tak, aby velikost vyslednice sil byla F' =5 V.



