Singularni rozklad

Necht f: R" — R¥ je linedrni zobrazeni dané matici A. Singularni rozklad A je soucin

A=PSQ,

kde P a @ jsou ortogonélni matice a S je tvaru
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Hodnotéam s, ..., s, fikdme singularni hodnoty.
Matice A je matice zobrazeni f ve standardnich bazich a singulérni rozklad lze chapat

(f)aa = (Zd)E,B (f)ﬁoé (id)ae .
Ve e

A P s Q1

Odtud lze snadno precist, ze singularni rozklad je o hledani bazi

= (ula"'auraur+17"'7un)
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tak, ze plati

a i f jsou ortonormalni (nebot P a ) maji byt ortogonalni matice).
f(uy) = s1v1 az f(u,) = s,v, pro néjaka ¢isla sq,. .., s,.

f(ur1) =0 az f(u,) = 0.

Singularni rozklad najdeme nasledujicim zptisobem:

Uvazime matici AT A, tato matice m4 stejné jadro jako A, je symetrickd, a ma neza-
porna vlastni ¢isla, ktera spocitame.

Bazi a najdeme jako ortonormalni bazi z vlastnich vektoru AT A. Vektory uy,...,u,
budou prislusné nenulovym vlastnim ¢islim Ay, ..., A, vektory .1, ..., u, budou pii-
slusné nule (ktera muze, nebo nemusi byt vlastni ¢islo).

Bazi § najdeme tak, Ze vynormujeme vektory f(uq),..., f(u,), které jsou nenulové, a
piipadné je doplnime na ortonormélni bazi celého R¥.

Vizdy bude platit f(u;) = v/\v; proi = 1,...,7, tedy singularni hodnoty jsou odmoc-
niny z vlastnich ¢isel AT A. Zbytek w; se zobrazi na nulu, protoze ker A = ker AT A.

Dostaneme S = (f)ga, @ = (id)eq & P = (id).s.



Priklad 1. Naleznéte singularniho rozklad matice
3 2

A=12 3

2 =2

Regeni. Uvédomme si, Ze A reprezentuje zobrazeni f: R? — R3. Cekame baze o = (uy, uy) a
B = (v1,v2,v3). Zejména bazi 8 bude potteba v pribéhu doplnit na ortonormalni bézi celého
prostoru. Za¢neme vypoc¢tem matice AT A. Dostaneme

3 2
v, (32 2 (17 8
AA—(23—2) ;_‘9’2 —(8 17)°

Pokracujeme vypoétem vlastnich ¢isel A7 A. Mame

17—X 8
det( 9 17_)\>:)\2—34)\+225:(>\—9)()\—25),

a kofeny jsou tedy Ay = 9,Ay = 25. Pokracujeme vypoctem vlastnich vektoru:
Pro A\ = 9 mame

8 8 11 e o 1
<8 8) ~ <O O) a TeSeni je tedy naptiklad vektor (_1) .

Pro Ay = 25 méame

-8 8 1 -1 NS » 1
( g —8) ~ (0 0 ) a TesSeni je tedy napriklad vektor (1) .

Zbyva vysledné vektory normovat:

=(8) 0

a prvni hledana baze je oo = (uy, us).

Pokracujeme vypoctem baze 3, kterou dostaneme jako obrazy vektorti baze a. Uvédomme
si, ze vektory pak stejné budeme normovat, takze neni nutné pocitat primo f(u;), ale staci
vzit jejich "celoéiselné"nasobky, které jsme zvolili jako vlastni vektory A” A. Pocitejme
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Cilovy prostor R méa vsak dimenzi 3 a proto musime tuto dvojici doplnit na ortonormalni
bazi celého R3. Hledame vektor, ktery bude kolmy na (1, —1,4)T a (5,5,0)7. Jeden takovy
je napriklad (—2,2,1). Nalezené vektory zbyva normovat:

1 1
1 1 1
Vg = 1 V3 = < 2
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a druha hledana baze je f = (vq, vg, v3).
Singularni hodnoty jsou odmocniny z vlastnich &isel AT A:

51:\/)\_1:3 32:\/)\_2:57

plati tedy

f(ur) = 3u;
f(UQ) == 5?}2.

Z teorie vime, Ze to tak dopadne, ale je dobré se o tom presvédéit i vypoctem. Matice S ted
bude matice zobrazeni f vzhledem k bazim « a f:

30
(o1 va v3) [0 5] =(f(u) flu)).
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S=(f)pa

Matice @) je matice pfechodu od « ke standardni bézi:

1 1

(o ) (_@ i) ~ (n w).
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Matice P je matice pfechodu od S ke standardni bazi:
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Priklad 2. Naleznéte singularniho rozklad matice

12 3
A‘(1 1 —2)'

Reseni. Uvédomme si, 7ze A reprezentuje zobrazeni f: R?® — R2 Cekédme o = (uq, us, u3)
a f = (v1,v2). Zejména jeden z u; se ur¢ite zobrazi na nulovy vektor. Zacneme vypoctem
matice AT A. Dostaneme

1 1 2 3 1
ATA={2 1 Gfi)— 35 4
3 =2 1 4 13
Pokracujeme vypoétem vlastnich ¢isel matice AT A:
2—X 3 1
det[ 3 5-X 4 = — A3+ 200\* — 75\ = —A(A = 5)(A — 15),
1 4 13— X
kofeny jsou tedy Ay = 5, Ay = 15,13 = 0. Pokracujeme vypoctem vlastnich vektori:
Pro A\; = 5 dostaneme
-3 3 1 -3 3 1 4
3 0 41 ~10 3 5] afeSenim je tfeba vektor )
1 4 8 0 00 -3
Pro Ay = 15 dostaneme
-13 3 1 -13 3 1 2

3 —10 4 |~ 0 —11 5| afeSenim je tfeba vektor | 5
1 4 =2 0 0 O 11

Pro A3 = 0 dostaneme

2 3 1 3 5 4 7
35 41 ~|0 1 5] afteSenim je tfeba vektor [ —5
1 4 13 000 1
Vysledné vektory zbyva normovat:
4 2 7

1 1 1

Coavallg) o ave ) VB,

a prvni hledana béze je oo = (uq, ug, u3).
Pokra¢ujeme vypoctem baze 3. Tu dostaneme jako obrazy vektortu z a. Uvédomme si, Ze
vektory potom stejné budeme normovat a neni tedy nutné pocitat pfimo f(u;), ale sta¢i nam



zobrazit jenom jejich "celociselné"nésobky, které jsme dostali jako vlastni vektory matice

AT A. Mame
4 4
1 2 3 5
I ):< ) ° :()
3 1 1 =2 3 15
2
1 2 3 45
I ):( ) ° :< )
1 1 1 =2 11 —15

7 7
1 2 3 0
1 11 2 1 0
pficemZ rovnost f(uz) = 0 plyne taky z toho, ze matice A a AT A maji stejné jadro, viz
prednaska. Nenulové vektory normujeme
1 1

v = —(1,3)7 vy =—=(3,-1)T

a tyto tvori bazi f = (v, v).
Singularni hodnoty jsou odmocniny z Ay, \o:

si=vVM=V5 ss=1A =15
a skutecné snadno ovérime, ze plati
f(lbl) = \/gvl
f(u2) = \/EUQ
f(us) =0.

Odtud dostaneme S jako matici zobrazeni f vzhledem k o a 5:

V5 0 0
(v1 Uz)(o JT5 O)Z(f(m) flug)  flus)).
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S:(f)ﬁa
Matici Q potom dostaneme jako matici prechodu od « ke standardni bazi

4 2 7
5\5/5 5\5/6 5\/5§
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a matici P dostaneme jako matici prfechodu od S ke standardni bazi

1 3
o @) (: _i>=(v1 ).
£

10 0 T
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P=(id).p



