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Opakovani

Newtonova metoda, metoda tecen

Uvazujme rovnici f(x) = 0. Zvolme X, a feSeni hledame na
tecné k f v bodé xp jako jeji prisecik s osou x.

_ f(xk)
Xk-‘rl = Xk — f’(Xk)
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[teracni funkce:
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Podobné pokracujeme dal: x,. 1 je prisecik tecny k funkci f v
bodé x, s osou x.

Newtonova metoda je metoda druhého radu pro jednoduchy
koren &.
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Fourierovy podminky

Veta

Necht f € C?[a, b] a necht rovnice f(x) = 0 ma v intervalu
jediny kofen &£. Necht f/, f” neméni znaménka na intervalu
[a, b], pricemz f'(x) # 0, Vx € [a, b]. Necht pocatecni
aproximace x° je ten z krajnich bodil a, b, v némz znaménko
funkce je stejné jako znaménko f” na intervalu [a, b]. Pak

posloupnost {x},-, uréena Newtonovou metodou konverguje
monotonné k bodu &.
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Metoda secen

Derivaci v bodé x, u Newtonovy metody nahradime smérnici
secny v bodech [x_1, f(xk_1)] a [xk, F(xk)]-

Flo) ~ T =)
k Xk — X1 ) 9 &y

Vysledna iteraéni metoda

X — o — Xk — Xk—1
k+1 k f(xk) — f(Xk—l)

f(Xk), I:1,2,
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Pozor! Pri pokusu o co nejpresnéjsi vypocet miize dojit k
nedefinovanému vyrazu typu 0/0.

Veta

Necht rovnice f(x) = 0 méa kofen £ a necht derivace f’, f”
jsou spojité v okoli bodu &, pricemz f'(£) # 0. Posloupnost
uréena metodou secen konverguje ke korenu &, pokud zvolime

pocatecni aproximace xg, x; dostatecné blizko bodu &
a metoda je fadu (1 ++/5)/2 = 1,618.
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Metoda regula falsi

Predpokladejme f(a)f(b) < 0, f € CJa, b]. Pouzijeme metodu
seCen, pritom vybirame iterace tak, aby ve dvou po sobé
jdoucich méla f opacné znaménko:

Xk — Xs

F(xe) — ()

kde s = s(k) je nejvétsi index takovy, ze f(xx)f(xs) <O,
pritom f(xo)f(x1) < 0 (tj. napf. xo = a, x3 = b).

f(Xk), /(:O,].,...7

Xk+1 = Xk —

Poznamka: pokud je funkce f konvexni nebo konkavni na
[a, b], je xs jeden z krajni bodi intervalu.

Rad metody: 1
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Metoda regula falsi

Konec opakovani
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Kvazinewtonova metoda (plus/minus)

Tecnu u Newtonovy metody nahradime seCnou prochazejici
bodem [xk, f(xk)] a bodem [xx + f(xk), f(xx + f(xx))],
respektive bodem [x, — f(xk], f(xx — f(xx))]. Pfitom pokud je
bod xi blizko hledaného kotene &, pak hodnota f(xx) je blizka
nule a seCna prochazejici uvedenymi body je blizka tecné
vedené bodem x.

f/(X ) ~ f(Xk) — f(Xk + f(Xk)) _ f(Xk) — f(Xk + f(Xk))
g Xk — (xk £ F(xx)) ()

T (%) — et F2(xc)
f(Xk) — f(Xk + f(Xk)) f(Xk) — f(Xk + f(Xk))

Xk+1 = Xk—f(Xk)
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Iteracni funkce:

f2(x)
80 =X £ 20y " (x £ 7))
Poznamka:
Kvazinewtonova metoda se také nékdy nazyva Steffensenova -
VIZ pristé.
Veta

Necht f € Cl[a, b], £ € [a, b] necht je fesenim rovnice

f(x) =0a f'(§) # 0. Pak existuje € > 0 tak, ze posloupnost
{x«}r—, generovana kvazinewtonovou metodou konverguje

k bodu £ pro kazdou pocatecni aproximaci

x% € [€ —¢,&+¢e]NJa, b]. Pokud ma funkce f v okoli bodu &
spojitou druhou derivaci, je fad metody alespon 2.

Diikaz: L'Hospitalovo pravidlo.
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lterani metody pro nasobné koreny

Koren ¢ nasobnosti M

F(€) =0, (&) =0,....fM (&) =0, FM(E) #£0
Veta

Necht kofen £ ma nasobnost M > 1. Pak modifikovana
Newtonova metoda

f(xk)
M ()

Xk+1 = Xk —

je metoda druhého radu.
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Nasobnost korene zpravidla nezname = univerzalni volba:

Funkce u ma stejné koreny jako funkce f, ale nasobnosti 1,
takze mizeme pouzit Newtonovu metodu pro funkci u.

Tento postup nefunguje pro funkci, ktera ma vsechny derivace
1
nulové — napf. f(x) = e 2.

Pro tuto funkci selhavaji i kriteria zastaveni konvergence:

o — x| <o, DTl ey oo

‘Xk+1’
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Urychleni konvergence — Aitkenova 62-metoda

Veta
Necht je dana posloupnost {xi},—,, xk # & k=0,1,2,...,

klim x, = &, a necht tato posloupnost spliuje podminky
—00

xpr1—& = (C+o(1))(x—¢&), k=0,1,2,..., |C| < 1, klim o(1)=0

Pak posloupnost
(Xkt1 — Xk)2

)A(k = Xk —
Xp42 — 2Xpq1 + Xk

je definovana pro vsechna dostatecné velka k a plati

. R —
lim = S:0,
k*)OOXk—f

tj. posloupnost {Xx} konverguje k limité £ rychleji nez
posloupnost {x}.
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Duakaz:

Korektnost vyrazu pro velka k:
X2 = 21 + Xk = (k2 — &) — 2041 — ) + (xk — &) =

= (X1 —E(C+0o(1)) = 2(xk = E)(C +0(1)) + (xk — &) =
= (3 — &)(C +0(1))* = 2(xx — §)(C + 0(1)) + (3 — &) =
= (k= €)(C* =2C+ 1+ 0(1)) = (xk — &) ((C — 1)* + o(1))
(k41 — €= (% — 9)°

) (x¢ — €) — _
Xk42 — 2Xkt1 + Xk (xk = &) ((€C = 1)+ o(1))

e ©PC—1+oMP _ (1 (C—1+o(n)?
(e~ (€12 o) %9 (1 (c—1>2+o(1))

e S _(€-1+40(1))%Y _
lim = lim (1 (C—1)2+o(1))_0’

R —E=xk —&—

= (% —8)

a odtud
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Geometricka interpretace
Polozme

e(xk) = xk—Xus1 = Xk —E— (X1 —&) = (= &) (1= C+0(1))

E(Xi41) = X1 — Xig2 = (Xi1 — &) (1 — C +0(1)) =
= (xx —&)(C+0o(1))(1 — C+o(1)) = e(x)(C + o(1))

s(a) -7 -

—t t
- X
2¥s %y %3 %2
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Rovnice primky:

e(xx) — €(Xk+1)(x — )

y el = Xk — Xk+1

Prasecik s osou x (y = 0) je bod X,

o = SO = Xen) (e — x)?
k — Xk — — Rk — .
e(xk) — e(Xk41) Xky2 — 2Xky1 + Xk

Vyjadreni pomoci diferenci:

AXy = Xpy1 — Xk

DX = Axpes1 — DX = Xip2 — 2Xieq1 + Xi
A3Xk = A2Xk+1 — A2Xk

o (AXk)2

R =X~ R
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