
Cvičeńı z Numerických metod I - 11. a 12. týden

Iteračńı metody pro systém nelineárńıch rovnic

Řeš́ıme systém m nelineárńıch rovnic o m neznámých:

f1(x1, x2, . . . , xm) = 0

...

fm(x1, x2, . . . , xm) = 0,

vektorový zápis soustavy: F (x) = 0, x ∈ Rm, 0 = (0, . . . , 0)′ ∈ Rm,
řešeńı: ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm)′ ∈ Rm.

Newtonova metoda

Zabýváme se řešeńım úlohy F (x) = 0, uvažujeme ekvivalentńı úlohu ve tvaru x = G(x) s iteračńı
matićı

G(x) = x− J−1F (x)F (x),

kde JF (x) =


∂f1(x)
∂x1

· · · ∂f1(x)
∂xm

...
. . .

...
∂fm(x)
∂x1

· · · ∂fm(x)
∂xm

 se nazývá Jacobiova matice funkce F .

Newtonova iteračńı metoda pro systém F (x) = 0 za předpokladu, že JF (x) je regulárńı, se spo-
jitými prvky v okoĺı bodu ξ:

xk+1 = xk − J−1F (xk)F (xk), k = 0, 1, 2, . . . .

Postup pro výpočet:

1. označme ∆k = xk+1 − xk

2. JF (xk)∆k = −F (xk) −→ výpočet ∆k

3. dosazeńı do iteračńıho vztahu: xk+1 = xk + ∆k

Př́ıklad. Vypoč́ıtejte prvńı dva kroky Newtonovy metody pro za daný systém rovnic

f1 : x2 − x+ y − 1

2
= 0

f2 : x2 − 5xy − y = 0

a počátečńı aproximaci x0 =

(
x0

y0

)
=

(
1
0

)
.

Řešeńı. Výpočet parciálńıch derivaćı a sestaveńı Jacobiho matice:

∂f1(x, y)

∂x
= 2x− 1,

∂f1(x, y)

∂y
= 1,

∂f2(x, y)

∂x
= 2x− 5y,

∂f2(x, y)

∂y
= −5x− 1,

−→ Jacobiho matice: JF (x) =

(
2x− 1 1
2x− 5y −5x− 1

)
.

Označme ∆ =

(
∆x
∆y

)
a poč́ıtejme soustavu JF (x0)∆0 = −F (x0), kde

JF (x0) =

(
2x0 − 1 1

2x0 − 5y0 −5x0 − 1

)
=

(
1 1
2 −6

)
a − F (x0) =

(
1
2

−1

)
.
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Dostáváme soustavu (
1 1
2 −6

)
·
(

∆x
∆y

)
=

(
1
2

−1

)
,

kterou vyřeš́ıme (Gaussova eliminačńı metoda):(
1 1 1

2

2 −6 −1

)
∼
(

1 0 1
4

0 1 1
4

)
⇒∆0 =

(
1
4
1
4

)
.

1. krok:

x1 = x0 + ∆0 =

(
1
0

)
+

(
1
4
1
4

)
=

(
5
4
1
4

)
.

Výpočet ∆1: řeš́ıme soustavu JF (x1)∆1 = −F (x1)(
3
2

1
5
4
−29

4

)
·
(

∆x
∆y

)
=

(
− 1

16
1
4

)
⇒∆1 =

(
− 13

776

− 29
776

)
,

2. krok:

x2 = x1 + ∆1 =

(
5
4
1
4

)
+

(
− 13

776

− 29
776

)
≈
(

1.2332
0.2126

)
.
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Př́ımé metody řešeńı systému lineárńıch rovnic

Máme systém lineárńıch rovnic

Ax = b, A =

 a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann

 , b =

 b1
...
bn

 , x =

 x1
...
xn



Budeme hledat přesné řešeńı soustavy x∗ =

 x∗1
...
x∗n

.

Nejznáměǰśı metodou je Gaussova eliminačńı metoda (GEM). Hlavńı myšlenkou je převést zadaný
systém ekvivalentńımi úpravami na redukovaný problém, tj. na systém s horńı trojúhelńıkovou matićı
Rx = c. Z toho systému pomoćı zpětného chodu jednoduše źıskáme přesné řešeńı x∗. Zároveň pomoćı
GEM můžeme źıskat rozklad matice A na součin dolńı a horńı trojúhelńıkové matice.

GEM: (A|b) ∼ · · · ∼ (R|c)
Ukážeme si několik modifikaćı GEM:

1. GEM bez výměny řádk̊u

• neměńıme pořad́ı řádk̊u (ne vždy je to možné - některý pivot může být nulový a nelze
pokračovat)

• násobky prvńıho řádku odeč́ıtáme od ostatńıch řádk̊u, abychom pod prvńım prvkem prvńıho
řádku (hlavńı prvek, pivot) źıskali nuly

• pokud máme nuly pod pivotem prvńıho řádku, uděláme totéž pod prvkem na diagonále
druhého řádku (pivot druhého řádku)

• postup dále opakujeme podle velikosti matice

• na konci źıskáme (R|c), kde R je horńı trojúhelńıková matice

• zároveň źıskáme rozklad matice A = LR, kde L je dolńı trojúhelńıková matice obsahuj́ıćı
multiplikátory, kterými jsme násobili jednotlivé řádky

2. GEM s částečným výběrem pivota

• v prvńım sloupci najdeme největš́ı prvek v absolutńı hodnotě

• řádek s t́ımto prvkem vyměńıme s prvńım řádkem a prvky pod t́ımto pivotem vynulujeme

• v druhém sloupci (bez prvńıho řádku) najdeme největš́ı prvek v absolutńı hodnotě

• řádek s t́ımto prvkem vyměńıme s druhým řádkem a prvky pod t́ımto pivotem vynulujeme

• postup dále opakujeme podle velikosti matice

• na konci źıskáme (R|c), kde R je horńı trojúhelńıková matice

• zároveň źıskáme rozklad matice PA = LR, kde L je dolńı trojúhelńıková matice obsahuj́ıćı
multiplikátory, kterými jsme násobili jednotlivé řádky, a matice P je permutačńı matice
(ukazuje, které řádky jsme museli vyměnit)
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Př́ıklad Řešte systém lineárńıch rovnic

2x1 + 6x2 − x3 = 3
2x1 + 3x2 + x3 = 4
−3x1 − 6x2 = −3

1. GEM bez výměny řádk̊u

Pro náš systém je rozš́ı̌rená matice soustavy: 2 6 −1 3
2 3 1 4
−3 −6 0 −3


Prvńı řádek vynásob́ıme 1 a odečteme od druhého. Prvńı řádek vynásob́ıme −3

2
a odečteme od

třet́ıho. Prvky dolńı trojúhelńıkové matice L tedy budou l21 = 1 a l31 = −3
2
. Źıskáme 2 6 −1 3

0 −3 2 1
0 3 −3

2
3
2


Druhý řádek vynásob́ıme −1 a odečteme od druhého. Prvek dolńı trojúhelńıkové matice L tedy
bude l32 = −1. Źıskáme  2 6 −1 3

0 −3 2 1
0 0 1

2
5
2


Řešeńı systému rovnic tedy je

x3 =
5/2

1/2
= 5

x2 =
1− 2 · 5
−3

= 3

x1 =
3 + 5− 6 · 3

2
= −5

Rozklad matice A je

A = LR =

 1 0 0
1 1 0
−3

2
−1 1

 2 6 −1
0 −3 2
0 0 1

2


2. GEM s částečným výběrem pivota

Začneme se stejnou rozš́ı̌renou matićı soustavy: 2 6 −1 3
2 3 1 4
−3 −6 0 −3


Z prvńıho sloupce vybereme největš́ı č́ıslo v absolutńı hodnotě. To je −3 ve třet́ım řádku.

Vyměńıme tedy třet́ı řádek s prvńım. To odpov́ıdá permutačńı matici P1 =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

.

Źıskáme  −3 −6 0 −3
2 3 1 4
2 6 −1 3
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Prvńı řádek vynásob́ıme−2
3

a odečteme od druhého, resp. od třet́ıho. Prvky dolńı trojúhelńıkové
matice L tedy budou l21 = −2

3
a l31 = −2

3
. Źıskáme −3 −6 0 −3

0 −1 1 2
0 2 −1 1


V druhém sloupci vybereme největš́ı prvek v absolutńı hodnotě (bez prvńıho řádku). To je 2
ve třet́ım řádku. Vyměńıme tedy třet́ı a druhý řádek. To odpov́ıdá permutačńı matici P2 = 1 0 0

0 0 1
0 1 0

. Pozor, muśıme vyměnit i již źıskané prvky matice L. Źıskáme

 −3 −6 0 −3
0 2 −1 1
0 −1 1 2


Druhý řádek vynásob́ıme −1

2
a odečteme od druhého. Prvek dolńı trojúhelńıkové matice L tedy

bude l32 = −1
2
. Źıskáme  −3 −6 0 −3

0 2 −1 1
0 0 1

2
5
2


Řešeńı systému rovnic tedy je

x3 =
5/2

1/2
= 5

x2 =
1 + 5

2
= 3

x1 =
−3 + 6 · 3
−3

= −5

Celková permutačńı matice je

P = P2P1 =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0


a rozklad matice PA tedy je

PA =

 1 0 0
−2

3
1 0

−2
3
−1

2
1

 −3 −6 0
0 2 −1
0 0 1

2


Daľśı modifikaćı GEM by mohla být GEM s úplným výběrem pivota. Ukážeme si ji rovnou

při řešeńı systému lineárńıch rovnic z předchoźıho př́ıkladu.
Začneme opět s rozš́ı̌renou matićı soustavy: 2 6 −1 3

2 3 1 4
−3 −6 0 −3


Vybereme největš́ı č́ıslo v absolutńı hodnotě v celé matici A. To je 6 v prvńım řádku a druhém

sloupci nebo −6 ve třet́ım řádku a druhém sloupci. Můžeme si tedy vybrat a řádek s t́ımto prvkem
přesuneme na prvńı řádek. My vybereme prvek v prvńım řádku a druhém sloupci, nemuśıme tedy
žádné řádky měnit. Vynulujeme všechny prvky ve druhém sloupci pod t́ımto prvkem. Prvńı řádek
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vynásob́ıme 1
2

a odečteme od druhého, podobně prvńı řádek vynásob́ıme −1 a odečteme od třet́ıho.
Źıskáme  2 6 −1 3

1 0 3
2

5
2

−1 0 −1 0


V submatici bez prvńıho řádku a druhého sloupce vybereme největš́ı prvek v absolutńı hodnotě. To
jsou 3

2
v druhém řádku a třet́ım sloupci. Řádek s t́ımto prvkem bychom přesunuli na druhý řádek,

to už opět máme. Prvky pod t́ımto prvkem vynulujeme. Druhý řádek vynásob́ıme −2
3

a odečteme od
třet́ıho. Źıskáme  2 6 −1 3

1 0 3
2

5
2

−1
3

0 0 5
3


Z této rozš́ı̌rené matice jednoduše źıskáme řešeńı soustavy

x1 =
5/3

−1/3
= −5

x3 =
5/2 + 5

2/3
= 5

x2 =
3 + 5 + 2 · 5

6
= 3

Na závěr se pod́ıváme na obecný rozklad matice A na součin dolńı a horńı trojúhelńıkové matice
- obecný LU rozklad. Zároveň si ukážeme, jak tento rozklad využ́ıt při řešeńı soustav lineárńıch
rovnic.

Obecný LU rozklad ukážeme opět na předchoźım př́ıkladu soustavy lineárńıch rovnic. Máme

A =

 2 6 −1
2 3 1
−3 −6 0

 a b =

 3
4
−3


Rozklad matice A si zaṕı̌seme obecně.

A =

 2 6 −1
2 3 1
−3 −6 0

 =

 l11 0 0
l21 l22 0
l31 l32 l33

 u11 u12 u13
0 u22 u23
0 0 u33


=

 l11u11 l11u12 l11u13
l21u11 l21u12 + l22u22 l21u13 + l22u23
l31u11 l31u12 + l32u22 l31u13 + l32u23 + l33u33


Porovnáńım jednotlivých prvk̊u matic źıskáme 9 rovnic pro 12 neznámých, řešeńı tedy neńı jedno-
značné. Můžeme např́ıklad předpokládat, že na diagonále dolńı trojúhelńıkové matice L jsou 1, tedy
l11 = l22 = l33 = 1. Pak dostaneme

L =

 1 0 0
1 1 0
−3

2
−1 1

 a U =

 2 6 −1
0 −3 2
0 0 1

2


Nyńı přistouṕıme k řešeńı soustavy Ax = b. Tu můžeme přepsat jako LUx = b. Řešeńı soustavy

najdeme postupným vyřešeńım dvou soustav lineárńıch rovnic s trojúhelńıkovými maticemi:

Lz = b

Ux = z

Tedy  1 0 0
1 1 0
−3

2
−1 1

 z1
z2
z3

 =

 3
4
−3


6



Řešeńı této soustavy je z =

 3
1
5
2

. Poté řeš́ıme daľśı soustavu

 2 6 −1
0 −3 2
0 0 1

2

 x1
x2
x3

 =

 3
1
5
2



Vyřešeńım źıskáme konečné řešeńı soustavy x =

 −5
3
5

.
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