
Tvar itera£nej funkcie

Príklad 1.1. Nájdite vhodný tvar itera£nej funkcie g(x) pre rie²enie rovnice

f(x) = x2 − 5 = 0, x ∈ [2, 3].

Rie²enie. Budeme vychádza´ zo v²eobecného tvaru itera£nej funkcie

g(x) = x−Mf(x), M 6= 0. (1.1)

Hodnotu kon²tanty M ur£íme na základe podmienok pre itera£nú funkciu.

Skôr neº uvedieme rie²enie pomocou �v²eobecného tvaru� (1.1) itera£nej funkcie, po-
zrieme sa na vyjadrenie funkcie g(x), ktoré môºeme získa´ jednoduch²ie a priamo pomocou
f(x). Musíme v²ak overi´ platnos´ podmienok kladených na itera£nú funkciu. V tom prí-
pade máme zaru£enú konvergenciu pre ©ubovo©nú po£iato£nú aproximáciu x0.

1. x = g1(x) = x+ x2 − 5.

• Funkcia g1(x) je spojitá na intervale [2, 3] (ide o polynóm).

• Platí g1 : [2, 3]→ [2, 3] ?
g1(2) = 2 + 22 − 5 = 1.

Táto podmienka nie je splnená.

2. x = g2(x) =
5
x
.

• Funkcia g2(x) je spojitá na intervale [2, 3] (nie je de�novaná iba v bode 0).

• Platí g2 : [2, 3]→ [2, 3] ?

g2(2) =
5

2
= 2, 5;

g2(3) =
5

3
≈ 1, 667.

Opä´ táto podmienka nie je splnená.

Vidíme, ºe ani jedna z dvoch �prirodzených� moºností nie je vhodná. Mohli by sme
e²te uvaºova´ daný problém na odli²nom intervale, na ktorom by teoreticky funkcie g1(x) a
g2(x) sp¨¬ali podmienky. Pri zloºitej²ích funkciách by h©adanie krajných bodov intervalu,
v ktorom leºí daný kore¬, mohlo by´ náro£nej²ie. Interval [2, 3] pritom nie je príli² �ve©ký� .
Vrá´me sa preto k problému (1.1).
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H©adajme itera£nú funkciu g(x) v tvare

g(x) = x−M(x2 − 5), M 6= 0, x ∈ [2, 3]. (1.2)

1. Funkcia g(x) je ur£ite spojitá na [2, 3] pre kaºdú hodnotu M .

2. Pozrime sa na podmienku |g′(x)| < 1 (aº potom na zobrazenie intervalu do seba).

Po£ítajme
g′(x) = 1− 2Mx.

Preto chceme, aby

−1 < 1− 2Mx < 1,

−2 < −2MX < 0,

0 < Mx < 1.

Funkcia Mx je na intervale [2, 3] monotónna a preto o maximálnej ve©kosti rozhodujú
funk£né hodnoty v krajných bodoch. Ke¤ºe uvaºujeme x ∈ [2, 3], hodnota M > 0, inak
by neplatila nerovnos´ 0 < Mx < 1. Sta£í teda, ak uváºime x = 3 (pretoºe Mx tam
dosahuje maximum a dáva nám to uº²ie obmedzenie neº pre hodnotu x = 2) a získame
prvé obmedzenie na M , a síce

0 < 3M < 1⇒ 0 < M < 1/3. (1.3)

3. Chceme, aby platilo g : [2, 3]→ [2, 3].

Pozrieme sa na krajné body intervalu a zárove¬ na bod(y) extrému funkcie g.
V krajnom bode x = 2 platí g(2) = 2 −M(−1) = 2 + M . Hodnota 2 + M má by´

v intervale [2, 3]. Preto

2 ≤ 2 +M ≤ 3,

0 ≤M ≤ 1.

Uváºme krajný bod x = 3. g(3) = 3− 4M . Potom

2 ≤ 3− 4M ≤ 3,

−1 ≤ −4M ≤ 0,

0 ≤M ≤ 1

4
.

Z 2. podmienky a uvedených nerovností zatia© máme obmedzenie M ∈ (0, 1/4].
Pozrieme sa e²te na body extrému funkcie g(x). Vyuºijeme na to prvú deriváciu

g′(x) = 1− 2Mx = 0.
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Vidíme, ºe extrém nastáva v bode

x̂ =
1

2M
.

Pre ktoré hodnoty kon²tantyM vôbec bude bod x̂ ∈ [2, 3]? Respektíve, v ktorých prípadoch
musíme bra´ oh©ad na bod extrému pri rie²ení ná²ho problému? Odpove¤ dávajú nerovnosti

2 ≤ x̂ ≤ 3,

2 ≤ 1

2M
≤ 3,

1

6
≤M ≤ 1

4
.

Takºe iba pre hodnoty M ∈ [1/6, 1/4] je bod extrému z intervalu [2, 3]. Ak uváºime kon-
²tantu M mimo interval [1/6, 1/4], funkcia g(x) extrém na intervale [2, 3] nebude nadobú-
da´, respektíve bude na danom intervale monotónna. O zobrazení intervalu do seba preto
rozhodujú krajné body, pomocou ktorých sme podmienky uº stanovili. Celkovo môºeme
vzia´ M ∈ (0, 1/6) a vieme, ºe na základe predchádzajúcich úvah budú podmienky 1. � 3.
splnené.

Uve¤me príklad pre M = 1/7. Funkcia (1.2) má tvar

g(x) = x− 1

7

(
x2 − 5

)
, x ∈ [2, 3].

Overme podmienky pre danú itera£nú funkciu.

1. Spojitos´ funkcie g na intervale [2, 3] je zrejmá.

2. Platí g : [2, 3]→ [2, 3]?

Hodnta g(2) ≈ 2, 14286.
Hodnota g(3) ≈ 2, 4286.
Funkcia g′(x) = 1− 2/7x.

Na intervale [2, 3] je funkcia g′(x) stále kladná, je preto funkcia g(x) na danom intervale
rastúca a sledujeme krajné body intervalu, ktoré sme pred chví©ou overili.

3. Platí |g′(x)| < 1 ?

Na to, aby sme mohli urobi´ tento záver, potrebujeme vy²etri´ funkciu g′(x) = 1− 2/7x.

g′′(x) = −2

7
.

Druhá derivácia je záporná, preto funkcia g′(x) je klesajúca a sta£í sa pozrie´ na funk£né
hodnoty v krajných bodoch. To jest

g′(2) = 1− 4

7
= 3/7,

v druhom krajnom bode je g′(3) = 1− 6

7
= 1/7.
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Celkovo vidíme, ºe platí |g′(x)| < 1.
(Moºno aº zbyto£ne formálne overenie. Sta£ila by krátka úvaha, ke¤ºe od £ísla 1 od£ítame
2/7x a x ∈ [2, 3]. Tým pádom sme ur£ite pod hodnotou 1 a zárove¬ nad 0.)

Takto odvodená itera£ná funkcia sp¨¬a poºadované podmienky a môºeme ju pouºi´
ako itera£nú funkciu pre h©adanie kore¬a rovnice f(x) = 0. Splnením podmienok máme
zaru£enú konvergenciu itera£nej metódy pre ©ubovo©nú po£iato£nú aproximáciu x0 ∈ [2, 3].

That's it.

Vyuºitím funkcie prosta_iterace v Matlabe získame:

>> format long %ak chceme vypísa´ vä£²í po£et desatinných miest

>> [koren, iterace] = prosta_iterace(g,2,3,2.5,50,0.0001)

>> koren =

2.236247581474379

>>iterace =

7
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