Obecny postup pro afinni zobrazeni f : A, — A,
K ziskéni soutradnicového vyjadieni afinniho zobrazeni
f:(X)Y=AX)+B

je potieba n+1 udaju. Matice A ma n sloupcii a m fadki, matice B je sloupcova (ma m fadku).
Matici B miizeme také interpretovat jako obraz pocatku P, v daném zobrazeni f.
Afinni zobrazeni f v zésadé zadéavame dvéma zpusoby:

1. Pomoci n + 1 nekolinearnich bodu z A, a jejich jejich obrazii. Vzory po rfadcich sepiSeme
do matice, pridame sloupecek jednic¢ek a za Caru zapiSeme k piisluSnym bodim jejich ob-
razy. Levou stranu upravime na jednotkovou matici F, .1, za ¢arou ndm prvnich n radki
uréf matici AT, posledni fadek je pak BT.
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2. Pomoci n linearné nezavislych vektora ze Z (A,) (tedy vlastné néjakou bazi) a jejich
obrazi v asociovaném linedrnim zobrazeni ¢ a jednoho bodu z A, a jeho obrazu.
Mezi zaméfenimi zadanych podprostoru A, a A, existuje asociované linearni zobrazeni
@ :u’ = Au, plicemz matice A je pro f a s shodné. Dostaneme ji tak, Ze vlevo od délici
c¢ary do radki zapiSeme vzory, napravo jejich obrazy. Pokud tuto dvojmatici upravime
tak, aby vlevo byla jednotkova matice E,,, vpravo vyjde AT. Psani do fadki je univerzalni,
narozdil od sepisovéani po sloupcich lze pouzit vzdy.

u; u’1
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Po ziskdni matice A uz k uréeni matice B sta¢i dosadit bod a jeho obraz do maticové
rovnice

z niz jednoduchym roznésobenim dostaneme piimo ¢isla by az b,,.

Tento druhy postup se hodi zejména u shodnosti a jinych afinnich zobrazeni, u kterych
zname vlastni ¢isla a jim prislusné vlastni vektory. V téchto pripadech se k dopocitéani
matice B hodi uziti néjakého samodruzného bodu.



Vyjadreni nékterych afinnich zobrazeni

Rovnobézna projekce ve sméru s do nadroviny N

Rovnobé&zna projekce je dana nadrovinou N samodruznych bodi a smérem projekee s ¢ Z (N).
Pro kazdy bod X ziskdme X’ néasledovné: bodem X vedeme piimku p ve sméru s a urc¢ime jeji
prinik s danou nadrovinou. Tento prinik je hledanym X', tj. X’ = N'N{X, L(s)}. Rovnobé&Zna
projekce je zobrazeni o hodnosti h = n — 1. Prvky pro sestrojeni soufadnicového vyjadieni
zvolime nasledovné:

1. Zvolime n nekolinearnich bodi v nadroviné AV. Tyto body jsou samodruzné. Pro jeden
bod mimo N sestrojime obraz podle definice.

2. Vybereme n — 1 vektorii, které tvoii bazi Z(N). Jedna se o nadrovinu samodruznych
bodi, a tedy vSechny vektory jejiho zaméfeni jsou vlastni, prislusné vlastnimu ¢islu 1. Ve
¢ se zobrazi samy na sebe.

I vektor s je vlastni, pfislusny vlastnimu ¢islu 0, tj. 8" = o.
K dopoéitani matice B pouzijeme néktery ze samodruznych bodt z N.

Zakladni afinita s charakteristikou

Je uréena nadrovinou N samodruznych bodi a parem odpovidajicich si bodu B, B’, pficemz
BB’ ¢ Z(N). Charakteristikou nazyvame ¢islo (By; B, B'), coZ je vlastné vlastni ¢islo prislusné
vlastnimu vektoru BB'.

1. Mame par odpovidajicich si bodu B, B’. Zbylych n bodii vybereme z N samodruznych
bodt. Pozor, aby byly nekolinearni.
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2. Vektorim ze Z(N) piislusi vlastni ¢islo 1. Vektor BB’ se zobrazi na sviyj (By; B, B')-
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Je-li (By; B, B') = —1, a pritom BB’ } Z(N), nazyvame tuto afinitu §ikmd symetrie. Sikmou
symetrii nachazime naptiklad u elipsy. Kazda elipsa je Sikmo symetrickd podle kazdého svého
priméru ve sméru pruméru k nému sdruzenému.

Elace-zakladni afinita bez charakteristiky

Je uréena nadrovinou N samodruznych bodi a parem odpovidajicich si bodu B, B’, pficemz
BB' € Z(N).

1. Mame par odpovidajicich si bodi B, B’. Zbylych n bodi vybereme z N samodruZnych
bodi. Pozor, aby byly nekolinearni.

2. Nevhodné.

Stejnolehlost

Déana stfedem S a koeficientem x. Stfed S je jedinym samodruznym bodem. Pro vSechna X # S
je SX' = mﬁ . V8echny sméry jsou tedy vlastni, prislusné pravé vlastnimu ¢islu .

1. Mame jeden samodruzny bod S, zbylych n bodt musime zobrazit podle definice, tj.
rozepsanim X' — S = (X — S)k — X' = kX + (1 — k)S, ¢&imz jsme uz nasli vyjadieni
stejnolehnosti, aniz bychom téchto n bodu vlastné potiebovali.



2. V8echny sméry jsou vlastni, tedy matice A bude diagonalni, na diagonéle bude pravé k.
K dopocitani B pouzijeme stied S.

NEKTERE SHODNOSTI

Shodnosti mohou mit vlastni ¢isla pouze +1, piipadné dvojice komplexné sdruzenych komplex-
nich ¢isel, které jsou ale taktéz komplexnimi jednotkami. Podprostory, které tato vlastni ¢isla
urcuji jsou navic navzajem kolmé.

Posunuti

Je ur¢eno (nenulovym) vektorem u. Kazdému bodu X piifazuje bod X’ = X 4 u, a zadny bod
tedy neni samodruzny. Naopak VSechny sméry samodruzné jsou, piislusi vlastnimu cislu +1.
Matice A je proto jednotkovéa. Matice B je obrazem pocatku, a tedy jeji koeficienty jsou piimo
soutadnice vektoru posunuti.

Symetrie podle podprostoru B

Obecné: Je zadéan podprostor samodruznych bodu By, dimenze k < n. Zaméfeni tohoto prostoru
tvori vlastni vektory piislusné vlastnimu éislu 1. Vektorovy podprostor k nému totalné kolmy
tvori vlastni vektory piislusné vlastnimu ¢islu —1.

Pripomenme, jak jednoduse ziskat béazi totalné kolmého podprostoru. Je-li B zadédn neparame-
tricky (soustavou rovnic), ur¢uji koeficienty u x; v jedné rovnici souradnice jednoho vektoru ze
zaméieni BL. Mame-li naopak B zadan pomoci baze, pouzijeme kazdy z bazovych vektori pro
vytvoreni jedné z rovnic zadavajicich zaméteni.

Pro viechny body X ¢ B najdeme X’ nasledovné: bodem X vedeme podprostor B+. Zjistime
bod X, = BN BL. Pro X’ pak plati XX, = —X'X.

Nejlepsi je, prochazi-li B pocatkem: Protoze je poc¢atek samodruznym bodem, matice B zmizi.

1. Zvolime k + 1 nekolinearnich bodu v B. Zbylych n — k bodi volime mimo B a zobrazime
podle postupu vyse. Postup usnadni, zvolime-li si za jeden z téchto bodu pocatek soutad-
nic. Pozor na to, aby byly v obecné poloze!

Hodi se vlastné jen pro symetrie podle nadroviny. Cim vétsi rozdil n — k, tim horsf. Lepsi
je:

2. Zvolime bazi Z(B), jejiz vektory se zobrazi samy na sebe, a bazi Z(B1), jejiz vektory se
zobrazi na vektory opacné. Pro ziskani matice B dosadime néjaky samodruzny bod z B.

SYMETRIE V & a &3

e Rovinna symetrie v & Zadana rovinou ¢ samodruznych bodi (rovinou symetrie),
vektortiim jejtho zaméteni piislusi vlastni ¢islo +1. M4 i dalsi vlastni vektor kolmy na
zaméteni roviny, piislusny vlastnimu ¢islu -1. Jedna se o nepfimou shodnost.

1. Tti (nekolinearni) body vybereme samodruzné v roviné o (A = A", B=B',C = (").
Ctvrty bod D vybereme mimo rovinu a zobrazime podle pravidel\ symetrie (vedeme
bodem D kolmici k& L p, zjistime bod Dy = kN g, D'Dy = —DDy). Pokud rovina g
neprochéazi pocatkem [0, 0, 0], hodi se volit za bod D pravé jej.

2. Vektory zaméteni o se zobrazi v asociovaném linearnim zobrazeni samy na sebe
(vybereme z nich libovolné dva linedrné nezavislé), smér k nému kolmy se zobrazi
na vektor opacny. Za bod volime néktery ze samodruznych bodi, tj. bodi roviny p.



e Osova symetrie v & Zadéana piimkou p samodruznych bodu (osu symetrie), jejimuz
smérovému vektoru prislusi vlastni ¢islo +1. Ma i druhy vlastni vektor kolmy na smér
primky, ptislusny vlastnimu ¢islu -1. Jedné se o nepiimou shodnost.

1. Dva body vybereme samodruzné na piimce p (A = A’, B = B’). Tteti bod C vybe-
reme mimo piimku a zobrazime podle pravidel symetrie (vedeme bodem C' kolmici
k L p, zjistime bod Cy = kNp, CTC’O> = —C'_C’g). Pokud pfimka p neprochazi pocatkem
[0, 0], hodi se volit za bod C' praveé jej.

2. Smér piimky se zobrazi sdim na sebe, smér k nému kolmy na vektor opacny. Za bod
volime néktery ze samodruznych bodu, tj. bodt na pfimce p.

e Symetrie podle pfimky p v £ Zadana pfimkou p samodruznych bodi (osu symetrie),
jejimuz smérovému vektoru piislusi vlastni ¢islo +1. Dale ma vektorovou rovinu vlastnich
vektort kolmou na smérovy vektor osy, prislusnych vlastnimu ¢islu -1. Jedna se o primou
shodnost.

1. Zvolime dva samodruzné body A = A’, B = B’ na p. Zvolime bod C ¢ p, vedeme
jim pomocnou rovinu o kolmou na p, zjistime Cy = oNp a dopocitame C’. Bod D je
nejlepsi volit ne nahodné, ale také v roviné p, je pak totiz Dy = Cy, a odpadne nam
jeden krok. Velky pozor je tfeba dat na volbu nekolinearniho D, je-li Cy = AV Cy =
B.

2. Smérovy vektor u = (u,us,u3) primky p se v asociovaném linedrnim zobrazeni
zobrazi sam na sebe. VSechny vektory x = (x1, xq, z3) prislusné vlastnimu ¢&islu -1
(zobrazi se na vektor opa¢ny) pak vyhovuji rovnici ujx; 4+ usxs +usxs = 0, vybereme
néjaké dva linearné nezavislé. Matici B uréime pomoci néjakého samodruzného bodu
na piimece p.

e Stredova symetrie v & Je déna jedinym samodruznym bodem, stfedem S. VSechny
sméry jsou vlastni, prislusné vlastnimu ¢islu -1. Jedné se o primou shodnost.

1. Mame samodruzny bod S, k nému vybereme dalsi dva body A, B (pozor, aby A, B, S
nelezely na jedné piimce). Ty zobrazime podle pravidla X'S = —X

2. Vsechny sméry jsou samodruzné, matice A je diagonalni s dvéma -1 na diagonale.
Ke zjisténi B dosadime stied.

e Stredova symetrie v & Je déna jedinym samodruznym bodem, stfedem S. VSechny
sméry jsou vlastni, prislusné vlastnimu ¢islu -1. Jedné se o nepifimou shodnost.

1. Mame samodruzny bod S, k nému vybereme dalsi t¥i body A, B, C' (pozor, aby Zadné
tii nelezely na jedné piimce). Ty zobrazime podle pravidla X'S = —X

2. V8echny sméry jsou samodruzné, matice A je diagonalni se tfemi -1 na diagonale.
Ke zjisténi B dosadime stied.



