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Uvod

Matematickou ekonomii bychom mohli definovat jakozto oblast védy, kterd obsahuje ruzné aplikace mate-
matickiyjch pojmi a technik pro ekonomii, zejména pak pro ekonomické teorie. Alternativni piistup pak je,
ze provedeme vycet vSech soucasti matematické ekonomie.

V tomto uvodu je historie matematické ekonomie rozdélena do tii Sirokych a ¢aste¢né se prekryvajicich
obdobi: obdobi marginalistu (1837-1947), obdobi mnozinové-teoretickych/linedrnich modelu (1948-1960) a
soucasné obdobi integrace (1961-nyni).

1. Obdobi marginalistti: 1838-1947

Pocatecni obdobi matematické ekonomie bylo to, ve kterém si ekonomie vypujcila metodologii pfirodnich
véd a nastroje matematiky, aby vyvinula formalni teorii zalozenou na matematické analyze. Za predpokladu
dostatecné hladkych funkei (napt. funkce uzitecnosti a vyrobni funkece) a maximalizujiciho chovani icastniku
byla vyvinuta dostatecné iplna teorie chovani mikroekonomickych agentu a teorie obecné rovnovahy.

Zakladnim prostiredkem byl kalkulus - tj. diferencidlni a integralni pocet, zejména pouziti totalni a
parcialni derivace a metody Lagrangeovych multiplikatort pro charakterizaci maxim. Zaroven byly v tomto
obdobi vyvinuty moderni teorie spotieby, vyroby, oligopolu a obecné rovnovahy.

Puvodni praci, kterou muzeme povazovat za pocatecni bod matematické ekonomiky, byla Cournotova
prace z roku 1883. Cournotuv piinos lze rozdélit na dva hlavni sméry: teorie podnikt - firem a interakce firem
a spottebitelu v jednoduché trzni ekonomice. Cournotova zakladni hypotéza byla, ze firmy si vybiraji tak, aby



maximalizovaly svij zisk. Cournot studoval a presné definoval pripady dokonalé soutéze a monopolu. Zaroven
zavedl rovnost mezi nabidkou a poptavkou v jednoduché trzni ekonomice a studoval problém oligopolu, kde
je omezena soutézivost prodavajicich. Cournotovo feseni oligopolu zustalo standardnim piistupem a jeho
vhodné zobecnéni hraje dulezitou roli v teorii her.

Teorie firmy: Cournotova maximalizacni hypotéza byla rozsitena v rdmci zkoumani vyrobni funkce v posledni
¢tvrting 19. stoleti tak, ze mohla vzniknout tuplnda teorie poptavky po vstupech a nabidky vystupu. Vyvoj
byl sdilen mnoha autory jako jsou napi. Walras (1874), Wicksteed (1894), Wicksell (1893) a J.B. Clark
(1889).

Teorie spotrebitele: Rozvoj teorie spottebitele zavisejici na maximalizaci funkce uzitecnosti pfi omezeném
rozpo¢tu spotieby byl zapocat v roce 1854 Gossenem a dale studovan Jevonsem (1871), Walrasem (1874) a
déale dopracovan Marshallem (1890). Uplné odvozeni vlastnosti funkce uzitecnosti bylo provedeno Slutskym
(1915) a dale studovano Hicksem a Allenem (1934) aj. Zaklady teorie uzitecnosti byly prohloubeny nékolika
zpusoby: nahrazeni kardinaln{ uzite¢nosti ordindlni pfinalezi Fisherovi (1892) a Paretovi (1909); axiomatizace
kardinalni uzitecnosti je dilem Frische (1926, 1932) a Alta (1936); ptistup pomoci preferenci byl zapocat
Samuelsonem (1938) a dale rozvijen Houthakkerem (1950) a Uzawou (1960).

Obecnd rovnovaha: Zakladni pojeti, ze trhy jsou ve vzajemném vztahu a ze proto je rovnovazny stav ekonomie
charakterizovan soucasné existujici rovnosti mezi nabidkou a poptéavkou na vsech trzich, ptrinalezi Walrasovi
(1874). Toto pojeti bylo déle rozvinuto a vylozeno Paretem (1896, 1909). To, Ze rovnovazny stav muze byt
dosazen, bylo dokézdno tim, Ze pocet rovnic byl rovny poctu neznamych (viz Marshall (1890)). Optimalita
konkurenéni rovnovahy byla diskutovana jak Walrasem tak Paretem.

Stabilita rovnovdhy: V piipadé rovnovahy jednoduchého trhu byly podminky stability diskutovany Courno-
tem (1838) a Marshallem (1890). Otézky stability obecné rovnovahy byly diskutovény rozséhle Walrasem
(1874). Prvni diskuse z ptesného pohledu se objevila v Hicksovi (1939a) a Samuelsonem (1941). Z poslednich
praci jmenujme prace Arrowa, Hahna, Hurwicze aj.

Optimdlni alokace zdroju: Prvni systematicky vypocet uzitku a nakladu ptindlezi Dupuitovi (1844). Jasna
definice optimality v pripadé mnoha ucastniku byla poddna Paretem (1909). Charakterizace optimdlnich a



¢astecné optimalnich stavu je nyni znama jakozto tzv. ekonomie blahobytu, tuto syntézu provedli Hotelling,
Bergson a Hicks. Speciélni problém optimalizace v ¢ase byl poprvé studovan Ramseyem (1928) a nédsledovné
Hotellingem (1931).

Zobecnéné vyjednavdni: Edgeworth (1881) jakozto prvni studoval vystupy ekonomie, ve které mohly byt reali-
zovany vSechny druhy dohod o zbozi, nikoliv toliko ty mozné v cenovém systému. Mnozina moznych vystupu
se nazyvala smluvni krivka. Obecnd verze tohoto pojmu, nyni zndma jakozto jddro, byla déale studovana v
plné obecnosti v teorii her.

Vyvrcholeni skoly marginalistu zalozené na kalkulu, které zkombinovalo mnoho predchazejicich vysledku
s novéjsim vyvojem, lze najit ve dvou klasickych knihdch, které jsou stéle velmi dulezité: Hicks (1946) a
Samuelson (1947).

2. Obdobi mnozinové teoretického/linedrniho modelu: 1948-1960
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kalkul matematické analyzy nahrazen mnozinové-teoretickymi zaklady a linearnimi modely. Pouziti teorie
mnozin znamena vétsi obecnost v tom, ze klasické predpoklady hladkosti funkci mohly byt nahrazeny pod-
statné obecnéjsimi funkcemi. Pouziti linedrniho modelu znamend zachazeni s pojmy, které neslo vyjadrit
pomoci hladkych funkci, tj. napt. vrcholy polyedri.

Tento novy piistup byl ve skutec¢nosti zapocat dulezitym ¢lankem von Neumanna (1937) v obdobi ekono-
hrédla dulezitou roli v rozvoji mnozinoveé-teoretického ptistupu byla Arrowova kniha o axiomatizaci teorie
socidlniho vybéru a individualnim ohodnoceni (1951). Byly v ni pouzity mnozinové-teoretické metody, které
umoznily vytvoreni systému pro studium problému obecné teorie rovnovahy.

Dva z velmi dulezitych ¢lanku pro rozvoj teorie obecné rovnovéhy byly Wald (1933-34), ktery provedl
prvni presnou analyzu obecné rovnovahy, a Arrow s Debreuem (1954), ktefi pomoci mnozinové-teoretickych
prostiedku formulovali problém existence konkurenéni rovnovahy a dokazali jeji existenci za patficnych
podminek. Problém existence byl dédle analyzovdan McKenziem, Galem, Nikaidou a Debreuem. Dulezitym
nastrojem byla Kakutaniho véta o pevném bodé (1941) — zobecnéni Brouwerovy véty o pevném bodé.



V ramci teorie spottebitele byly pro dalsi axiomaticky rozvoj dulezité ¢lanky Debreua a Radera. Aplikace
mnozinové-teoretickych pojmu kulminovala pak v klasické Debreuoveé knize (1959) a jejiz tiloha je srovnatelna
s pracemi Samuelsona a Hickse pro klasické obdobi.

Linedrni model pro meziodvétvové vztahy byl vyvinut Leontievem (1941, 1966). Dalsi piibuzné aktivity
na tomto poli patti Koopmansovi, Morgensternovi a Kantorovicovi. Dale byl studovan von Neumannuv
mnohaodvétvovy model rustu. Tento model hral dulezitou roli jak v obecné teorii rovnovahy tak v teorii
rustu. Zaroven bylo v tomto obdobi vyvinuto linedrni programovani, vychazejici z praci Dantziga. Tento
pristup kulminoval v pracich Dorfmana, Samuelsona, Solowa a Galeho. Tyto prace pritom neobsahovaly
pouze linearni programovani, nybrz linearni modely obecné rovnovahy a linearni rustové modely. Jednim z
nejdulezitéjsich modelu je pak Malinvauduv model akumulace kapitalu.

Teorie her byla rovnéz zalozena na analyze linearnich modelu. Jeji poc¢atky se datuji k von Neumannovi
(1928), ale zakladni vyvoj se objevil v praci von Neumanna s Morgensternem (1947) a Nashe (1950).

3. Soucasné obdobi integrace: 1961-nyni

Soucasné obdobi je obdobi integrace, ve kterém moderni matematickda ekonomie kombinuje prvky kal-
kulu, teorie mnozin a linearnich modelu. Je zaroven obdobim, ve kterém byly matematické idee rozsiteny
potencionalné do vSech oblasti ekonomie. V soucasné dobé jsou mnohé odvétvi matematické ekonomie ve
vyvoji a tento vyvoj se ukazuje byt nanejvys prinosnym. Zminme mj. 11 dulezitych témat ve vyvoji v této
etapée.

(1) Nejistota a informace: Toto téma sestdva z teorie averze k riskovani (viz préace Pratta a Arrowa); rov-
novazny stav pii nejistoté (viz prace Diamonda a Radnera); mikroekonomické aplikace (viz prace McCalla);
pojisténi dle Borche aj.

(2) Globdlni analijza: Toto téma obsahuje matematické metody, které kombinuji kalkulus a topologii, a jsou
pouzity ke studiu vlastnosti ekonomickych rovnovaznych stavu a jejich zméné v dané ekonomii. Debreu
(1970) byl prukopnikem v tomto studiu za podminek, Zze mame pouze konecny pocet rovnovaznych stavu.



(3) Teorie duality: Tato teorie pouziva a kombinuje mnozinové-teoretické metody a metody kalkulu, zejména
v mikroekonomice. Pfipomenme mj. prace Hotellinga, Roye, McKenzieho, Shepharda, Samuelsona a Diewerta.

(4) Agregovand funkce poptdvky: Teorie spottebitele ukazuje, ze funkce poptavky jednotliveu maximalizujich
uzitek musi spliiovat jisté omezujici podminky. Sonnenschein (1973) jako prvni podal argument, ze agrego-
vané funkce poptavky nejsou omezeny podminkou, ze individualni funkce poptavky vznikaji z maximalizace
uzitku. Déle zminme préace Mantela (1974) a Debreua (1974).

(5) Jddro ekonomie a trhy s kontinuem obchodniku: Intuitivni pojem velkého poc¢tu obchodniku spolu s
predpokladem dokonalé soutéze vedl k tomu, ze pocet obchodniku konverguje k nekoneénu nebo ze mame
kontinuum obchodniku. Pripomenme préace Shubika (1959), Scarfa a Debreua (1962) aj.

(6) Docasnd rovnoviha: Pojem docasné rovnovahy byl zaveden Hicksem (1939). V takovéto rovnovéaze se ob-
chod uskutecnuje sekvencionalné tak, ze kazdy ucastnik predpovida svuj budouci zisk na zakladé soucasného
a minulého stavu ekonomie. Rovnovaha muze obsahovat vsechny ceny pohybujici se dostatecné rychle k vy-
prodani vsech trhu, nebo jinak fec¢eno dovoli pridélovy systém.

(7) Viypocet rovnovdznijch cen: To je specidlni pripad vypoctu pevnych bodu zobrazeni, pro kterd je pevny
bod interpretovan jako rovnovazny cenovy vektor, pficemz ziskané rozdéleni je prijatelné, pokud se vyprodaji
vechny trhy. Hlavni préce jsou Scarf (1967, 1973).

(8) Teorie socidlniho vybéru: Teorie socidlniho vybéru se zabyvé agregaci preferenci jednotliveu do socialntho
vybéru. Zaklady byly polozeny Arrowem (1951), v této knize jsou polozeny zdkladni kameny teorie a
dokazany véty o moznosti resp. nemoznosti takovéhoto vybéru.
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(9) Optimdlni zdanéni: Prvni préace z této oblasti patii Ramseyovi (1937) a Hotellingovi (1938), nejdulezitéjst
¢lanky pak Boiteuxovi (1956), Mirrleesovi (1971) a Diamondovi s Mirrleesem (1971).

(10) Teorie optimalniho ristu: Toto téma bylo studovano zejména Samuelsonem se Solowem (1956), Samu-
elsonem (1965), Koopmansem, Galem a dalsimi. Puvodné byl tento problém formulovan jakozto problém
optimélnich uspor Ramseyem (1928). Tento problém byl pak zobecnén a zkombinovan s meziodvétvovym
modelem rustu. Matematické zaklady jsou zaloZeny na teorii dynamickych systému a teorii fizeni.



(11) Teorie organizovdni: Tato oblast obsahuje teorii tymové prace, decentralizace, pldnovani a problém
stimulace. Z novéjsich praci pripomenme priace Marschaka a Hurwicze.

Tento ucebni text si neklade zadné naroky na uplnost ¢i puvodnost. Pripadné komentare ¢i kritické
pripominky k textu ocekdavam nejlépe na e-mailové adrese

paseka@math.muni.cz

¢i jinou formou. Text je prubézné dopliovan a ménén a je umistén k volnému pouziti na ftp serveru oboru
matematika PFF MU. Césti textu jsou tvofeny referaty zpracovanymi studenty Pavel Janfk ml., Monika Ryn-
dové, Libuse Tomankova v ramci stejnomenné prednasky na Piirodovédecké fakulté Masarykovy univerzity.
Veskera zodpovédnost za styl a obsah je na autorovi.
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Kapitola 1

MATEMATICKE PROGRAMOVANI S
APLIKACEMI V EKONOMII

1 Uvod a prehled

*

Matematické programovani se vztahuje k zdkladnimu matematickému problému maximalizace funkce
Podstata tohoto problému a zpusoby jeho feSeni jsou diskutovany v ¢asti 2. Historicky ma tento problém
kofeny v rozvoji pocetnich metod. Odtud tedy jeho prvni vyuziti bylo ve zpracovani nejednodusiho typu
matematického programovani, a sice hleddni nevdzaného extrému (maximalizace), coz je probrano v ¢asti 3.
To se ¢asto nazyva uloha klasického programovani, ve které se hledd maximum funkce pfi omezeni mnozinou
rovnic. Nékteré ulohy matematického programovani, které byly ovlivnény studiem ekonomickych problému se
v8ak nepodarilo vytesit ani ve 20. stoleti. Mezi tyto ulohy napiiklad patii wulohy nelinearniho matematického

*Ulohy jsou zde TeSeny jako maximalizace funkce. Pokud chceme funkci minimalizovat, sta¢i pouze zménit znaménko funkce
a jinak postupovat stejné.
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programovdni kde se hledd maximum funkce pfi omezeni mnozinou nerovnic, viz ¢ast 5. Specialni pripad,
dulezity sdm o sobé, a ktery mél znacny vliv na rozvoj teorie matematického programovani, je uloha
linearniho programovdni tj. maximalizace linearni funkce pii omezeni mnozinou linearnich nerovnic, viz
cast 6.

Aplikace matematického programovani mé §irsi uplatnéni, napt. v ekonomii nasla fadu uplatnéni. Vedla
také k ruznym srovnavacim analyzam stability, které slouzily k porovnavani jeji ucinnosti. Matematické
programovani vedlo zejména k hlubsimu nahledu do oblasti mikroekonomie , jak je dale diskutovano v ¢asti
7. Aplikace matematickéh programovani jsou rozdéleny do dvou tseku, na neoklasickou teorii domdcnosti
v ¢asti 8 a neoklasickou teorii firmy v Casti 9.

Kromé pouziti v zdkladni matematické teorii (¢dst 2 - 6) a aplikacich v ekonomii (¢dst 7 - 8), ma
také matematické programovani vyuziti v jinych oblastech (napf. fyzika, chemie, aj.). O téch se zde vsak
nebudeme zminovat, odkaz na né je mozné najit v literatufe citované na konci. Také opomineme ruzna
specifika matematického programovani, jako je celo¢iselné programovani, vicekriterialni programovani, odkaz
je opét uveden v literature.

2 Uloha matematického programovani a zpusoby jejiho Feseni

Obecna forma wlohy matematického programovdni muze byt zapsana ve tvaru:

max F(x), (2.1)

xeX

kde x je sloupcovy vektor n vybranych proménnych,

x = (11, 29,...,1,), (2.2)

F(x) je funkce realnych proménnych,

F(x)=F(xy,29,...,2,), (2.3)



a X je podmnozina n-rozmérného euklidovského prostoru,

X C E™ (2.4)

Obecné budeme predpokladat, ze X je neprazdna, tj., ze existuje pripustny vektor x, kde x je pripustny
prave tehdy, kdyz x € X. V ekonomii se vektor x ¢asto nazyva wvektor ndstroju , funkce F(x) dcelovd
funkce a mnozina X mnozina prilezitosti.

Zakladni ekonomicky problém alokace vzacnych zdroji mezi navzdjem si konkurujicimi potfebami muze
byt interpretovan jako problém matematického programovani, kde jednotlivd alokace zdroje je reprezen-
tovana prtisluSnym vybérem vektoru nastroju; vzacnost zdroju je reprezentovana mnozinou prilezitosti,
odrazejici omezenost nastroju. Potfeby jsou reprezentovany ucelovou funkci, jejichz vysledky jsou hodnoty
prislusné ke kazdé alternativni alokaci. Funkce 2.1 muze byt tudiz interpretovana v ekonomickém jazyku, jako
vybér ndstroje v ramci mnoziny piilezitosti, tedy jako maximalizace ucelové funkce. Existuje vice zpusobu
reSeni problému 2.1. Globdlni maximum funkce F' je vektor x* takovy, ze

x'eX a Fx')>Fx)VxelX (2.5)

Reseni je tedy vektor ndstroji, ziskany jako hodnota tcelové funkee, kterd je vétsi nebo rovna nez hodnota
v libovolném jiném vektoru nastroju. Ostré globalni mazimum je vektor x*, ktery splnuje:

x*eX a Fx')>Fx) VxelX, x#x" (2.6)

2.1 Weierstrassova véta

Véta 2.1 Weierstrassova véta
Je-li funkce F(x) spojitd a mnoZina X je uzaviend a ohranicend tj. kompaktni a navic neprazdnd, pak
existuje globdlni mazimum.

Diikaz. Dukaz této véty je zalozen na faktu, ze obraz X v zobrazeni F je definovan jako



F(X) = {F(x)]x € X}, (2.7)

cozZ je uzaviena a ohrani¢end mnozina na realné ose, a tedy musi obsahovat i maximalni prvek, coz je
F(x*). Méli by jsme vsak dat pozor na to, ze podminky véty jsou dostatecné, ale ne nutné pro existenci
maxima. Maximum tedy muZe existovat, aniz jsou tyto podminky splnény. (Napf. maximalizace z? na
intervalu 0 < z < 2 m4 feseni). Weirstrassova véta muze byt zesilena za predpokladu, ze F'(x) bude shora

polospojita. m

2.2 Veéta o lokalnim a globalnim maximu

Lokalni maximum je vektor x* € X takovy, ze existuje néjaké € > 0, pricemz

F(x*) > F(x) ¥xeXnN.(x). (2.8)

Zde N.(x*) je néjaké e-okoli bodu x*. Maximum je lokalni, ponévadz vektor néstroju ziskany jako hodnota
ucelové funkce neni mensi nez hodnota v jakémkoliv jiném bodé néalezejicim X a dostateéné blizko (tj. v
N(z*) pro né&jaké € > 0). Ostré lokalni maximum je vektor x* € X, ktery spliuje pro néjaké € > 0

F(x*)> F(x) Vxe XNNA(x"), x #X". (2.9)

Ziejme, globalni maximum je zaroven lokalni (coz vsak neplati obrécené). Ostré (globalni, resp. lokélni)
maximum je také (globalni resp. lokdlni) maximum, opét to neplati obracené. Ostré lokdlni maximum je
jednoznacné urceno.

Véta 2.2 Véta o lokdlnim a globalnim maximu Je-li icelovd funkce F(x) konkdvni funkce a mnozina
prilezitosti X konvexni mnoZina, pak kaZdé lokdlni mazimum je i zdroven globdlni a mnoZina vsech ta-
kovijchto Teseni je konvexni. Je-li navic F(x) ostre konkdvni funkce, pak resSeni je jediné. Je-li F(x) ostre



kvazikonkdvnt, je lokdlni mazimum jediné a zdrover globdlni *.

Véta 2.2 je velice dulezitd, nebot prakticky vSechny metody fesici tilohu matematického programovani
spise identifikuji lokalni nez globalni maximum. S pouzitim této véty je mozné usuzovat na zakladé vlastnosti
konkavnosti a konvexity, ze lokalni optimum je také globalni.

3 Uloha bez omezeni

Uloha mazimalizace bez omezeni je ta, ze vybereme hodnoty z n proménnych tak, ze maximalizujeme funkci
F' téchto proménnych:

max F(x) (3.1)

V tomto pripadé je mnozina piilezitosti X (z 2.1) cely prostor £ (nebo oteviena podmnozina E™).

3.1 Veéta o podminkach prvniho radu

Véta 3.1 Véta o podminkich prvniho fadu Je-li F(x) diferencovatelnd funkce, pak nutné podminky
prontho Tddu proto, aby bod x* byl bodem lokdlniho mazima funkce F(x) jsou, Ze x* je stacionarni bod
funkce F(x), ve kterém jsou vSechny proni parcialni derivace nulové.

OF <aF OF OF (X*)) _o. (3.2)

g(x)z 8_9:1(X)’8_x2(x)""’8_%

TFunkce F(x) je kvazikonkdvni funkce pravé tehdy, kdyz pro x!,x? € X, kde F(x') > F(x?) plati F(ax! + (1 — a)x?) >
F(x%) pro véechna «, 0 < a < 1. Funkce F je ostre kvazikonkdvni pravé tehdy, kdyz pro x',x? € X,x! # x2, kde
F(x') > F(x?) plat{ stejnd nerovnost jako pro kvazikonkavni funkci, ale ostrd, pro véechna a,0 < o < 1. Viimnéme si, Ze
konkavni funkce je kvazikonkavni, ale kvazikonkavni funkce nemusi byt konkavni.



(OF/0x)(x*) je vektor gradientu tj., (1 x n) radkovy vektor viech 1. parcialnich derivaci F(x) a 0 je

(1 x n)-rozmérny vektor nul. Tedy, je-li x* = (a3, x5, ...., x%) lokdlni mazimum, pak
OF
%(ﬁ,xz,...,x;,)zo, ji=12,...,n. (3.3)
j

Diukaz. Dukaz této véty muze byt proveden pomoci Taylorova rozvoje pro hodnotu funkce kolem z*. m

3.2 Véta o podminkach 2. radu

Véta 3.2 Véta o podminkach 2. fadu Je-li F(x) spojité diferencovatelnd do 2. rddu, pak podminka
nutnd proto, aby x* byl bodem lokdlniha mazima funkce F(x), je, Ze prislusnd Hessova matice typu (n X n)
a tvaru

82F 82F 82F
- 67X Fnom X))  Gam, (X)
2 X) = : : : , (3.4)
0x2 , L i

8acan§x1 (x) afngm (x) ... ZTQ(X)

je v bodée x* negativné semidefinitni.

Dikaz. Dukaz muze byt opét proveden pomoci Taylorova rozvoje. m

3.3 Veéta o postacujicich podminkach

Véta 3.3 Je-li funkce F(x) spojité diferencovatelnd do 2. tdadu a podminky 1. rddu jsou splnény pro vektor
gradienti 3.2 a navic plati zesilené podminky 2. vdadu tj. 3.4 je negativné definitni, pak x* je (ostré) lokdlni
mazimum pro F(x*).

Diukaz. V dukazu opét vyuzijeme Taylorovu vétu. |



]
Tyto tii podminky uvedené pro ilohu bez omezeni jsou analogické pro ilohu s omezenim, ktera je
diskutovana v casti 4 a 5.

3.4 Priklad : Kvadratické ucelové funkce

Jako priklad dlohy bez omezeni si uvedeme maximalizaci kvadratické ticelové funkce

1 n 1 n n
max F(x)=cx+ §X/QX = ]Zl ¢ + 3 ZZI le qijTi 5, (3.5)

kde c je n-rozmérny vektor a @) je symetrickd matice tddu (n X n). Prvni ¢ést ucelové funkce je linearni cx,
druha ¢ast je kvadratickd x'Qx (vydélend dvéma pro pozdéjsi snadnéjsi ipravy). Z nutné podminky 2. fadu
pro existenci lokalnitho maxima 3.2 dostaneme

oF

ox

Z nutnych podminek 2. fadu 3.4 dostavame, ze Q je negativné semidefinitni. Z véty o postacujicich

podminkach vime, ze je-li Q negativné definitni, pak x* je ostré lokdlni maximum. Tedy Q je negativné

definitni, pak F(x) je ostfe konkavni a x* je globalni maximum. Mimo to, je-li Q regularni, pak pro z*
dostavame

(x") =c+x"Q =0, (3.6)

x*=-Q7'c. (3.7)

Maximum tucelové funkce potom je

F(x*)= —cQ 'c + %(cQ‘l)Q(Qlc’) = —%cQ‘lc/ > 0, (3.8)

protoze () je negativné definitni.



4 Klasické programovani: Lagrangeovy multiplikatory

Uloha klasického programovdni je ta, ze vybereme hodnoty z n proménnych tak, ze maximalizujeme funkci
téchto proménnych na mnoziné stejnych omezeni.

m;?XF(X) pro g(x)=Db. (4.1)

Tento vektor ndstroju x a hlavni (cilova, ucelova) funkce F'(x) jsou stejné, jako v 2.1, kde F(x) je redlna
funkce definovana na E™. Vektor redlnych funkei g(x) je zobrazeni z E™ do E™, znézornujici m-omezené fce
a sloupcovy vektor b je m x 1 rozmérny vektor omezujicich konstant,

91(271,.1'2,...,1'”) bl
gz(.flﬁl,l'g,...,ﬂ?n) bQ

g(x) = : , b= : ) (4.2)
gm(x17x27“‘axn) bm

V terminech primdrniho (zékladniho) problému 2.1 klasicky problém matematického programovéani ko-
responduje s pripadem, ve kterém mnozina ptilezitosti muze byt zapsana jako

X = {xeE"g(x)=b}

= {(x1, 29, ..., 2,) | gi(x1, 20, ... xy) = by i =1,2,... ,;m}. (4.3)

4.1 Veéta o Lagrangeovych multiplikatorech

Popis teseni klasického problému programovani, ktery je analogicky s Vétou o podminkach 1. fadu pro
neomezené ulohy, je ziskdn pomoci Véty o Lagrangeovych multiplikdtorech. Pro tuto vétu zavedeme tadkovy
vektor m-dodatecnych novych proménnych nazyvanych Lagrangeovy multiplikatory,

Y =W1,Y2, s Ym), (4.4)



a to jeden pro kazdé dané omezeni, Lagrangeova funkce je pak definovdna jako nasledujici realna funkce
n-puvodnich a m-pfidanych proménnych,

Lixy) = F(x)+y(b—gx) )
= F(ry,20,...,20) + 200 yilbi — gi(w1, 72, ..., 2)), '
kde posledni vyraz je skaldrnim souc¢inem radkového vektoru Lagrangeovych multiplikatoru a sloupcového
vektoru slozeného z rozdilu omezujicich konstant a omezujicich funkci. Potom, v souladu s vétou o Lagran-
geovych multiplikatorech, predpoklddame, ze n > m (kde n — m je stupen volnosti), F(x) a g(x) je m + 1
funkci se spojitymi prvnimi parcidlnimi derivacemi a omezujici podminky jsou linearné nezavislé v reseni,
tj. jestlize x* je lokalni maximum tlohy,

5 g—fcll(x*) g%(x*)

g . .
Ogm (yo* Ogm, (5
o (x*) ... C(,mn(x )

(tj. Jacobiho matice slozend z 1. parcidlnich derivaci omezujicich funkei rozméru m x n ma plnou fadkovou
hodnost), nutné podminky 1. fadu tvori pak m+n nulovacich podminek prvnich parcidlnich derivaci Lagran-
geovy funkce L(x,y),

oL OF (o) _ -0

ax(x Y) = &(x )—y aX(x ) =0 (npodminek), (4.7)

oL ,

a—(x*, y')=b—-gx*)=0 (m podminek ), (4.8)
y

kde poslednich m podminek vyzaduje, aby omezeni bylo nalezeno pravé v x*.

Véta 4.1 Véta o Lagrangeovych multiplikdtorech Je-li x* bod lokdlniho mazima (extrému), pak exis-
tuje m-rozmeérny vektor Lagrangeovych multiplikdtori y* takovy, Ze dle 4.7 je gradient F(x) v x* je linedrni



kombinact gradientu funkci g;(x) v tomto bodé, pricemz Lagrangeovy multiplikatory budou koeficienty této
linearni kombinace, a to

OF .08 . OF Zm: . 0g;

8_X<X )=y 0_X(X) tj. 8—%(x )= 893]-(X ), i=1,2,... n. (4.9)

=1

Dikaz. Tato véta je obvykle dokazovana uzitim véty o implicitni funkci. |

]

Téchto n podminek je analogickych s podminkami 1. fadu 3.2 nulovani vektoru gradientu. Ve skutecnosti
proto véta redukuje na Vétu o podminkach 1. fadu v pripadé, ze m = 0, coz je pravé neomezeny piipad.

Druha ¢ast véty o Lagrangeovych multiplikdtorech ndm dava interpretaci téchto m dodateénych proménnych.
Nezahrnuje jednu ulohu klasického programovani, ale celou mnozinu takovych tloh, které jsou charakteri-
zovany omezujicimi konstantami b. Jestlize se néktera z téchto konstant zméni, zméni se i hodnota maxi-
malizujici ucelové funkce. Maximélni hodnotu dostaneme jako

F*=F(x*) = L(x",y"), (4.10)

kde druh& rovnost vychéazi z faktu, ze omezeni vyhovuji fesSeni 4.8. Lagrangeovy multiplikatory v jejich
optimalnich hodnotach y* méfi stupen prirustku maximalizované hodnoty F™, podle toho, jak se ptislusné
omezujici konstanty meént,

y* = OF* /b tj. yF = OF/ob;, i=1,2,...,m. (4.11)

Tedy kazdy Lagrangeuv multiplikdtor méri citlivost maximalizované hodnoty tcelové funkce na zmény
prislusnych omezujicich konstant, pricemz cela dalsi ¢ast tlohy zustava stejnd. V ekonomickych tlohéch, ve
kterych F' ma rozmér hodnoty (cena x mnozstvi) zisku ¢i duchodu a b mé rozmér mnozstvi jako vstup ¢i
vystup, Lagrangeovy multiplikdtory b* interpretujeme jako cena, nazyvame ji stinovd cena, z toho duvodu,
abychom ji odlisili od trzni ceny. Méti ptitom piirtustek hodnoty v pripadé zmény omezeni.



Geometrickou interpretaci a charakter feseni muzeme pro klasické programovani ziskat pies Lagrangeovy
multiplikatory. Rovnost omezeni definuje mnozinu prilezitosti X v 4.3, které za predpokladu 4.6 ma rozmeér
n — m. Nezavislost predpokladu v 4.6 implikuje, ze v feSeni x*, kazd4 smérnice dx vyhovujici

g
ox

78 (x* dx—Othag’ yda; =0,i=1,2,...,m, (4.12)

lezi v te¢ném nadroviné k X v bodé x*. Gradienty vektori omezujicich funkci 8—?( *) jsou ortogonélni
k této tecnému nadroviné v bodé x*. Podminky 1. fadu 4.9 znamenaji geometrlckgf, ze gradient vektoru
ucelové funkce (OF/0z)(x*), pro kterou funkéni hodnoty bodu F'(x) ve sméru gradientu zveétsi smérem k z*,
je vazenda kombinaci gradientu vektoru omezujicich funkci, vahy jsou Lagrangeovy multiplikatory y*. Tedy
(OF /0x)(x*) je také ortogondlni k tecné nadroviné k X v bodé x* a to ve sméru dx v teéné nadroving,

OF L0g

aX( x)dx =y" 8x( x")dx = 0. (4.13)

4.2 Veéta o ohranicené Hessové matici

Analogii v ptipadé klasického programovani k vété o podminkach 2.7ddu pro neomezené problémy je
véta o ohrani¢ené Hessové matici. Podle této véty Hessova matice druhych parcialnich derivaci Lagrangeovy
funkce

9L 9L
azL 690% T 9x10zTy
e : : ; (4.14)
9L 9L
Orndx1 =~ o2

musi byt negativné semidefinitni na mnoziné vektoru dx urcéené splnénim m podminek



dg = =(x")dx =0, (4.15)

kde (z*,y*) je bod lokalniho maxima.

4.3 Véta o postacujicich podminkach pro klasické programovani

Posledni analogii je véta o postacujicich podminkach. Podle véty o postacujicich podminkéch pro klasické
programovani, jestlize je splnéno n + m podminek 1.7ddu 4.7 a 4.8 pro bod x*, potom zesilené podminky
ohranicené Hessovy matice, které zaruci, ze Hessova matice v 4.14 je negativné definitni na mnoziné urcené
4.15, nam zajisti, ze x* je bod lokédlniho maxima pro funkci F'(x) s m omezujicimi podminkami.

Ekvivalentné, podminky vyzaduji aby ohrani¢ena Hessova matice, definovana jako Hessova matice funkce
L(x,y) na vech proménnych

991 991
0 0 ox1 * Oxn
0 9% 0...0 %=  Oim
1 T
og’ 862>i = % 9gm 9L 9%L ) (416)
BOx  ox2 oz~ Oz 8z] " Ow10wn
991 9gm 0%2L H2L

Oxn * " Oxn Oxndx1 Ox2 * "

kde 0g/0x je Jacobiho matice z 4.6, splni n — m podminek tak, ze v poslednich n — m hlavnich minorech
se stifdaji znaménka, pticemz znaménko prvniho bude (—1)™"!. Poznamenejme, Ze obé tyto véty, tato i
predchézejici, se redukuji na odpovidajici véty pro neomezeny piipad, kdy m = 0.



4.4 Priklad: Kvadraticko-linearni tloha

Priklad klasického programovéni, ktery vychazi z oddilu 3.4, je kvadraticko-linearni tloha:

1
max F'(x) = cx + §X’QX pro Ax = b.
Zde je ucelova funkce stejna jako v 3.5, a omezeni je m linearnich rovnic,

Ax:btj.Zaijxj:bi, i:1,2,...,m,

J=1

urcenych matici A typu m x n a sloupcovym vektorem b typu m x 1. Lagrangeova funkce je pak

1
L(x,y) =cx+ §X/QX +y(b— Ax),

kde y je vektor Lagrangeovych multiplikatoru. Pouzitim n + m podminek 1.radu 4.7, 4.8,

L
a—:c—kx*’Q—y”‘Azﬂ,
ox

oL
— =b—-—Ax"=0.
oy *

Téchto n + m podminek vyzaduje, aby platilo

x* = _Q—l(cl o A'y*/).

Lagrangeuv multiplikator muze byt ziskan vynasobenim matici A a uzitim omezeni

Ax*= —AQ 'd +(AQ 'A)y” =b.

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)



Najdéme tedy feseni pro vektor Lagrangeovych multiplikatoru

y =B +cQ A AQ A (4.24)

a dosazenim tohoto feseni do 4.22 obdrzime

x'= —Q ¢~ A(AQ'A) (Y + AQ ). (4.25)

Oznacime-li X* feseni tlohy bez omezeni v 3.1 dané 3.7, feseni omezeného problému muze byt psat jako

x* =%+ QlA/(AQ A (b — ARY). (4.26)

Tedy, jestlize X* odpovida omezujicim podminkam, potom to je také feSeni lohy s omezenim. Mimo to
rozdil mezi feSenim tlohy s omezenim a bez omezeni, x* — X* je linearni funkci mnozstvi, pro ktera reseni
ulohy bez omezeni nevyhovuje omezujici podmince b — AX*.

5 Nelinearni programovani - Kuhn-Tuckerovy podminky

Uloha nelinedrniho programovdni spociva ve volbé nezapornych hodnot n proménnych tak, aby maximali-
zovaly funkci téchto n proménnych, které splinuji m nerovnosti,

max F'(x) pro g(x)<b, x>0. (5.1)

Zde vektor ndstroji x a ucelovd funkce F(x) jsou stejné jako v 2.1, kde F(x) je redlna spojité diferenco-
vatelnd funkce definovand na E™. Hodnoty vektorové omezujici funkce g(x) a vektor omezeni b jsou stejné
jako v 3.1, kde g(x) je spojité diferencovatelné zobrazeni z E™ do E™. Z hlediska zdkladniho problému 2.1,
uloha nelinearniho programovani koresponduje s ptipadem, ve které mnozina ptilezitosti muze byt zapsana
jako:



X = {x€E"|g(x)<b, x>0}
= {(x1,29,...,2,) |gi(x1, 29, ..., xn) < b;, 1 =1,2,...,m, (5.2)
X ZO, j:1,2,,n}
Tato tloha je zevseobecnéni tlohy klasického programovani 4.1, protoze rovnosti jsou specialnim pripadem
nerovnosti.

5.1 Veéta o Kuhn-Tuckerovych podminkach

Charakteristika Teseni 1ilohy nelinearniho programovani, ktera je analogicka jak s Vétou o podminkéch 1.radu
pro ulohy bez omezeni a s Vétou o Lagrangeovych multiplikatorech pro klasické programovani, je zajisténa
Vétou o Kuhn-Tuckerovych podminéch. Stejné jako v pripadé klasického programovéani zavedeme radkovy
vektor m dodatecnych novych proménnych, nazyvanych Lagrangeovy multiplikatory,

Y =W1,Y2, - Ym), (5.3)

a to pro kazdé omezeni. Lagrangeova funkce muze byt definovana jako néasledujici realna funkce o n puvodnich
a m pridanych proménnych:

I(x,y) = F(x)+y(b-gx)
= F(z,29,...,20) + > yilbi — gi(1, 20, ... ), (5-4)

stejné jako v 4.5. Kuhn- Tuckerovy podminky jsou potom definovany v bodech x* y*, jako 2n + 2m nerovnosti
a 2 rovnosti:

9L (x*,y*) <0, g—(x y*) >0  (n+ m podminek),
8L( Y)X' =0, y*G(x*,y") =0 (2podminky), (5.5)
x*>0 y*>0 (n + m podminek).

7 toho n + m nerovnosti reprezentuje omezeni puvodniho problému:



g—i(x*, y)=b—-gx")>0 (m podminek), (5.6)

x>0 (n podminek), (5.7)

zatimco pfidanych n + m nerovnosti vyzaduje

OL OF g

it v) = (x*) — v (x*) < s )

dy (x*,y") o (x*)—y o (x*) <0 (n podminek), (5.8)
y*>0 (m podminek), (5.9)

Pfitom n podminek v 5.8 je napsano radéji jako nerovnosti nez rovnosti ve 4.7, kvuli nezdpornym
omezenim na x v 5.7, nebo, vice vSeobecné, protoze hrani¢ni feseni jsou pripustné. Dalsich m podminek
v 5.9 vyzaduje nezapornost Lagrangeova multiplikatoru, je to z toho duvodu, ze omezeni v 5.6 jsou psana
radéji jako nerovnosti nez rovnosti: jestlize omezeni je rovnost, potom prislusny element y* je neomezeny
stejné jako v klasickém pripadu programovani.

Dvé podminky rovnosti Kuhna-Tuckera:

O ) —§j1?<axj<’<> v 2L ) ) o (5.10)
oL, . . G .
y*@(x YY) = yi(bi — gi(x")) =0, (5.11)

i=1

dohromady s ostatnimi podminkami, je vyzadovano, aby vSechny vyrazy v obou téchto sumach byly nulové.
Tedy jestlize jedna z nerovnosti vyhovuje feseni i v piipadé, ze je ostrd, potom je odpovidajici (dudlni)
proménna rovna nule.



OF )
o) —y*a—f(x*) <0 implikuje 2%=0,j=1,2,...,n, (5.12)
J J

g:(x*) < b; implikuje y7 =0,i=1,2,...,m, (5.13)

Tyto podminky jsou znamé jako slabé doplnujici podminky nelinedrniho programovdni. Podminka 5.11
také implikuje, ze pro feseni je hodnota Lagrangidnu zaroven maximalni hodnota 1tcelové funkce.

L(x*,y") = F(x*) = F™". (5.14)

Podle podminek Véty Kuhna-Tuckera plati, Ze jestlize je splnéno vhodné silné omezeni, pak Kuhn-
Tuckerovy podminky jsou nutné podminky pro tlohy nelinearniho programovani, takze kdyz x* je feSenim
5.1, pak zde existuje vektor Lagrangeovych multiplikatoru y* splnujici 5.5.

Stejné jako v pripadé klasického programovani, feseni metodou Lagrangeovych multiplikdtoru interpre-
tujeme jako citlivosti maximalizované hodnoty tcelové funkce na zmény omezujicich konstant,

. OF* ., OF*
Y=oy te yi—a—bi,Z—l,Q,...,m, (5.15)
kde F* je definovana jako
F*=F(x") = L(x*,y"). (5.16)

Presnéji, z doplnujicich podminek 5.13 vyplyva, ze kdyz v TeSeni je ostrd nerovnost, pak prislusny
Lagrangeuv multiplikator je roven nule a tedy rust omezujici konstanty o vhodné malou hodnotu nezmeéni
maximalizovanou hodnotu tcelové funkce.



5.2 Veéta Kuhn-Tuckera o sedlovém bodé

Véta, kterd je analogicka Vété o postacujicich podminkéach pro ilohy bez omezeni a Vété o postacujicich
podminkach tlohy klasického programovani, je reprezentovana Kuhn-Tuckerovou vétou o sedlovém bodu.
Vezmeme-li Lagrangeovu funkci definovanou v 5.4, pak sedlovy bod je definovéan jako:

maxmin L(x,y) pro x>0, y>0. (5.17)
z oy

Tudiz x*, y* Tesi ulohu o sedlovém bodé pravée tehdy, kdyz pro vsechna x > 0, y > 0 plati,

L(x,y") < L(x",y") < L(x",y) (5.18)

Podle Kuhna-Tuckerovy véty o sedlovém bodu, postacujici podminka pro x*, fesici tlohu nelinearniho
programovani 5.1 je, kdyz existuje y* takové, ze x*, y* splnuje podminku 5.17. Tedy jestlize x*, y* splnuje
podminky sedlového bodu v 5.18, potom x* tesi 1lohu nelinearniho programovani. Zatimco tato cast véty
nevyzaduje zadnou konvexnost nebo omezujici predpoklady, obraceni véty takové predpoklady vyzaduje.

Podle druhé c¢asti véty plati, ze kdyz x* fesi tlohu nelinedrniho programovani a ptredpoklada se, ze
podminka vhodné kvalifikace omezeni je splnéna a ze se jedna o ulohu konkdvniho programovdni, ve které
F(x) je konkdvni funkce a kazdd omezujici funkce g;(x) je konvexni funkce, potom zde existuje nenulovy
vektor y* takovy, ze x*, y* je feSenim problému nalezeni sedlového bodu.

Tudiz za téchto predpokladu jsou obé tlohy shodné. Méli bychom davat pozor na to, ze zadna ¢ast véty
o sedlovém bodé nevyzaduje predpoklad diferencovatelnosti F'(x) nebo g(x).

Bude-li diferencovatelnd, pak se jedna o ilohu konkavniho programovéani, Kuhn-Tuckerovy podminky
jsou dostacujicimi podminkami tak, ze kdyz x*, y* vyhovuji 5.5, pak x* je feseni 5.1.

Tudiz, pro ulohu konkdvniho programovani, ve kterém vhodnd omezujici podminka je splnéna, Kuhn-
Tuckerovy podminky jsou nutné a postacujici pro x* fesici ilohu nelinedrniho programovani.

Napftiklad je-li tloha tilohou konkavniho programovani, potom za predpokladu, ze x*, y* spliuje Kuhn-
Tuckerovy podminky, x*, y* také tesi tlohu o sedlovém bodé a x* fesi 1ilohu nelinearniho programovani.



Kdyz je navic splnéna vhodna omezujici podminka, potom vsechny tii tlohy jsou shodné.

Jako v pripadé klasického programovani, geometricka interpretace muze byt dana pro ulohu nelinearniho
programovani a jeho feseni pomoci dvou vét Kuhna-Tuckera.

Z podminek Kuhna-Tuckera 5.8 a 5.9, ve vnitinim feseni, kde vSechna x* > 0 (nebo kdyz nezdpornost x
neni ¢asti ulohy), podminky 5.8 a 5.9, kdyz vSechna x* > 0 (nebo kdyz nezdpornost x neni ¢ast problému).

OF g
—(x") =y" ==, *>0. 5.19
o X) =Y Y2 (5.19)
Tudiz gradient tucelové funkce musi byt v feSeni nezadporna vazena kombinace gradientu omezujici funkce.
Vektor gradientu ucelové funkce musi proto lezet v kuzelu generovaném normélami k mnoziné pitilezitosti v

bodé x*.

5.3 Priklad: Uloha kvadratického programovani

Piikladem tlohy nelinedrniho programovani je iloha kvadratického programovani (jako v 4.17, kde omezeni
jsou ve formé mnoziny nerovnosti)

(5.20)

1
max F'(x) = cx + §X,QX pro Ax<b, x>0. (5.20)

Zde c je dany 1 x n tadkovy vektor, @) je dand n X n negativné semidefinitni symetrickd matice, A je
dand m x n matice a b je dany m x 1 sloupcovy vektor. Lagrangian (Lagrangeho polynom) je dany v 4.19
a Kuhn - Tuckerovy podminky jsou

= CHX'Q-y'A<O0i,,  G=b—AX" >0,
g—ix* = (c+x"Q —y*A)x* =0, y*%—i =y*(b—- Ax*) =0, (5.21)

x* >0, y* > 0.



Tyto podminky charakterizuji feseni ilohy. Protoze @ je negativné semidefinitni, ic¢elové funkce F'(x) je
konkavni a linedrni transformace Ax je konvexni. Mimoto jsou splnény omezujici kvalifikované podminky:.
Uloha je jedna z uloh konkavniho programovani, ve které Kuhn - Tuckerovy podminky 5.21 jsou obé nutné
a dostacujici. Vektor x* tak tesi ulohu kvadratického programovani 5.20 pravé tehdy, kdyz y* je takové, ze
x*, y* vyhovuji Kuhn - Tuckerovym podminkam 5.21.

6 Linearni programovani

Uloha linearniho programovani je to, ze vybereme nezaporné hodnoty n proménnych tak, ze maximali-
zujeme linedrni tvar téchto proménnych, za podminek omezeni m linearnimi nerovnicemi.

maxcx pro Ax<b, x>0. (6.1)

X je vektor ndstroju stejné jako v 2.1, 3.1 a 4.1; A je dand m x n matice (a;;); b je dany sloupcovy vektor s m
prvky jako v 4.1 a 5.1; a ¢ je dany fadkovy n-rozmérny vektor. Z pohledu tulohy nelinedrniho programovani
5.1 linearni tloha odpovida pripadu, ve kterém je tucelova funkce v linedrnim tvaru.

n

F(x)=cx = Z i, (6.2)

J=1

a kazda z omezujicich funkci je rovnéz v linedrnim tvaru

g(x) = Ax tj. gi(z1,29,...,2,) = Zaij%’ i=1,2,...,m. (6.3)
j=1

Uloha je tedy specidlnim piipadem tlohy nelinedarniho programovani a je dvojnasobné linearni proto, ze
je linearni jak v ucelové funkci, tak i v omezujicich podminkéach. Ponévadz linearni tvar je jak konkavni,



tak i konvexni, uloha, uvazovana jako specialni pripad tlohy nelinedrniho programovani, je ekvivalentni s
ulohou sedlového bodu

maxmin L(x,y) =cx+y(b—Ax) pro x>0, y>0. (6.4)
oy

S kazdou ulohou linearniho programovéani souvisi dualni uloha. Jestlize primarni tloha je dand jako v
6.1, pak dudlni uloha je

minyb pro yA >c¢, y>0. (6.5)
y

Tato tloha je rovnéz hledanim extrému linedrni formy s omezujicimi podminkami mnoziny linedrnich ne-
rovnosti omezené vybérem nezapornych hodnot proménnych. Proménné duélni ulohy, y, jsou Lagrangeovymi
multiplikatory primérni tlohy. Dudlni tloha dualni tlohy je primérni tloha, dualni tlohou minimaliza¢ni
ulohy je maximalizacni tloha, v dudlni tloze omezujici konstanty se stavaji koeficienty tucelové funkce,
zatimco koeficienty ucelové funkce se stavaji omezujicimi konstantami.

Uloha sedlového bodu pro dualni tdlohu je

minmax L(y,x) =yb+ (c—yA)x pro y>0, x>0. (6.6)
y x

a tedy Lagrangeova funkce je stejna jak pro primarni, tak pro dualni iilohu

L(x,y) = L(y,x) =cx+yb —yAx. (6.7)

Kuhn - Tuckerovy podminky, které jsou stejné jak pro primarni, tak pro dualni 1ilohu, jsou

g—iZC—y*ASOMm %:b_AX*ZOmX17
g—ix* =(c—y"A)x* =0, y*?—i =y*(b - Ax*) =0, (6.8)

x* > 0, y >0



Tti hlavni véty linedrniho programovani - véta o existenci, véta o dualité a slabd doplriujici véta — mohou
byt dokazany na zakladé téchto Kuhn-Tuckerovych podminek.

6.1 Veéta o existenci

Podle véty o existenci plati, ze kdyz pripustné body existuji jak pro primarni, tak pro dudlni tdlohu, pak
optimélni feseni existuji pro obé ulohy. Tedy jestlize existuji xq, yo takové, ze

Ax® <b, x>0, y?’A >c, y° >0, (6.9)
pak existuji x*, y* tesici jak primérni, tak i dudlni tlohu.
6.2 Véta o dualité
7 véty o dualité vyplyva Ze, pro kazdé pifpustné vektory x°, y° jak pro primérni, tak dudlni ilohu plati

cx’ < y%b. (6.10)

Mimoto ptipustné vektory, které vyhovuji témto nerovnostem a rovnostem, poskytuji feseni x*, y* dudlni
ulohy, kde

cx" =y'b. (6.11)

6.3 Slaba dopliujici véta

Podle této véty x*, y*, které jsou pripustnymi vektory dudalni tlohy, jsou fesenim této tlohu tehdy a jen
tehdy, kdyz vyhovuji dvéma podminkam rovnosti Kuhn - Tuckerovych podminek 6.8, dané jako

(c—y"A)x* =0, y (b — Ax*) = 0. (6.12)



7 téchto podminek optimalizované hodnoty dudlni tcelové funkce jsou si rovny navzajem a rovnéz hod-
notam obou Lagrangeovych funkci v tomto feseni

cx =y"Ax* =y'b = L(x",y") = L(y*,x"). (6.13)

Spolu s ostatnimi Kuhn - Tuckerovymi podminkami podminky v 6.12 znamenaji, Ze kdyz jedna z ome-
zujicich nerovnosti je vyhovujici v feseni jako ostra nerovnost, pak odpovidajici dualni proménné jsou nulové,
tj.

(cj = >_wiai) <0 implikuje 27 =0, j=1,2,...,n,

(b — S aya?) > 0 implikuje yf =0, i=12,...,m. (6.14)

Tyto podminky jsou znamé jako slabé doplnujici podminky linearniho programovani.

Stejné jako v poslednich dvou sekcich, muzeme tlohu linearniho programovani a jeji feseni interpretovat
i geometricky. Mnozina prilezitosti je polyedr - uzaviena konvexni mnozina, ponévadz to je prusecik m +
n poloprostoru definovany m nerovnostmi a n nezapornymi omezenimi. Vrstevnice ucelové funkce jsou
nadroviny a problém je feSen nejvyssi nadrovinou uvnitt polyedru. Toto feSeni nemuze byt ve vnitinim
bodé. Resen{ se musi nachdzet ve vrcholu (v tomto pifpadé je jednoznacné) nebo podél hranicni plochy (v
tom piipadé je nejednoznacné).

7 Mikroekonomie: matematické programovani
a teorie srovnavaci stability

Mikroekonomické tlohy jsou typicky formulované pro ekonomické subjekty (jako jsou napf. domécnosti,
firmy), které se pokouseji maximalizovat ic¢elovou funkei pii jistych omezenich. Proto jsou formulované jako
ulohy matematického programovéani. Teorie matematického programovani je pak pouzivana pro analyzu
téchto problému - tj., specificky charakterizovat rovnovazné reSeni a urcit jak se feSeni méni pri zméné
parametru ilohy. Posledné zminéné vymezeni - tj., jak zmény v parametrech ovliviiuji feseni - je nazyvano



srovnavaci stabilita, protoze porovnava dvé rovnovazné situace - pocateéni rovnovahu a rovnovahu po jedné
nebo vice zménach v parametrech.

Charakteristika feSeni je obycejné zalozena na podminkach 1. fadu tlohy matematického programovani
a analyza srovnavaci statistikyje zalozena na rozdilu podminek 1. fadu. Vysledek kvalitativniho nebo kvan-
titativniho urcéeni o tom, jak parametry ovliviuji feSeni, dava jisté omezeni v feSeni.

7.1 Veéta srovnavaci stability

Predpokladand tuloha jistého ekonomického subjektu muze byt charakterizovana jako vybér jistych proménnych
x stejné jako v uloze klasického programovani 4.1 s jednoduchym omezenim. Ucelova funkce a omezeni mo-
hou zaviset na g-rozmérném sloupcovém vektoru parametru a, a tedy tloha muze byt vyjadiena jako

max F'(x,a) pro g(x,a)=b. (7.1)

Reseni této dlohy je charakterizovano podminkami 1. fadu 4.7 a 4.8, které zde jsou ve tvaru

b—g(x,a) =0, (7.2)
OF dg
8_X(X’ a) — ya—x(x, a)=0, (7.3)

kde y je jednoduchy Lagrangetv multiplikdtor odpovidajici jednoduchému omezeni. Reseni x*, y* zéviseji
celkové na ¢ + 1 parametrech tlohy (a, b)

x" =x"(a,b), (7.4)

Y =y"(a,b). (7.5)

Vlozenim tohoto feseni do podminek 1. fadu dostavame n + 1 identit



b—g(x(a,b),a) =0, (7.6)

OF dg

&(x(a, b),a) — y(a, b)a—x(x(aa b),a) = 0. (7.7)

Predpoklddané funkce F'(x) a g(x) jsou spojité diferencovatelné, identity 7.6 a 7.7 muzeme diferencovat
do tvaru

9y 99 .
db— dx - Laa—o, (7.8)
O*F O*F dg\’ 0%g 0?g
8x2dx+8x8ada_ <8_X) dy—yﬁdx—yaxaada—o, (7.9)
kde
dg dg Oy g
— ==, =, ..., == 1
Oa (8@1’&12’ "da, )’ (7.10)
dx = (dzy,dxz,...,dx,), (7.11)
da=(daj,day,...,da,), (7.12)

Reseni pro dx a dy dava, v maticovém zapisu,

-1 dg
dy):( 0 —(g—i)) gada = db 7.13
()= (o o) (e ) (13

kde predpokladédme, ze ohranicend Hessova matice je regularni.




S uzitim tohoto vysledku a s predpoklady, ze F'(x) a g(x) jsou spojité diferencovatelné, je zde piipustny
bod a ohranicend Hessova matice je reguldrni, srovnavaci staticka véta udava, ze existuje témeér vzdy zo-
becnéna Slutského rovnice ve formé

ox ox 1 /0x oL
da " (%)W ty (%) (%) ' (7.14)

Zde "comp”znaci, ze je kompenzovana parcidlni derivace podle a b tak, ze F' je konstantni. Tuto zo-
becnénou rovnici lze prepsat do tvaru

ox 0xdg (8){) 10xOF
comp

9a Ooa \da). Tyoboa - @0 (7.15)

Zde jsou vyrazy vlevo ”pozorovatelné”, derivace vybranych proménych podle ¢ + 1 parametru, derivace
podle b, vazena derivaci g dle a. Vyrazy vpravo jsou "nepozorovatelné”, prvni je matice kompenzované
parcialni derivace a druha je nepozorovatelna, kdyz je tcelova funkce jedine¢na pouze na monoténi trans-
formaci. Matice n x g vpravo, S(a,b), je zobecnénd matice substitucniho efektu. Druhd cast véty davd, ze
pokud ¢ = n, tedy S(a,b) je ¢tvercovd, potom je symetrickd tehdy a jen tehdy, kdyz obé funkce, ucelova
funkce F(x,a) a omezujici funkce g(x,a) mohou byt zapsany jako

F(x,a) = Apa'x + Bp(x) + vr(x), (7.16)

9(x,a) = Aga’x + B,(x) + 74(x), (7.17)

kde Ap a A, jsou konstanty. Konecné, kvadratickd forma S(a,b) je negativné semidefinitni, pokud plati

Ap—yAy 20 (7.18)



8 Neoklasicka teorie domacnosti

Domaécnost a firma jsou dva velmi dulezité mikroekonomické subjekty. Stejné jako u ekonomického sub-
jektu, je u domacnosti predpokladéano chovani vedouci k maximalizaci uzitecnosti podrizené rozpoctovému
omezeni. Predpokladejme n dostupnych druhu zbozi (a sluzeb), ozna¢me x sloupcovy vektor mnozstvi zbozi
nakupovaného a spotiebovavaného doméacnosti

x = (21, 29,...,2,)"; (8.1)

U(z) oznacme funkei uzite¢nosti pro doméacnost,

Ux)=U(x1,22,...,%,), (8.2)

uddvajici uzitecnost jako funkci spotfebovaného mnozstvi; p bud fddkovy vektor (kladnych) danych cen
zbozi,

P = (p17p27"'7pn); (83)

a I bud (kladny) dany dostupny pifjem domécnosti. Problém domdcnosti pak lze zapsat

maxU(x) pro px<I, x>0 (8.4)

Domaécnost vybird nezaporna mnozstvi zbozi x tak, aby maximalizovala funkci uzitecnosti pii respek-
tovani rozpoc¢tového omezeni

px =) pw; <1 (8.5)

=1



coz tiké, ze celkové vydaje na n druhi zbozi nemohou ptekrocit piijem domécnosti. Jde o tilohu nelinearniho
programovani, kterd vede k zavedeni Lagrangeova multiplikatoru y a definuje Lagrangian jako

L(x,y) = U(x) +y(I — px). (8.6)
Kuhn-Tuckerovy podminky davaji pro feseni x* a y*
oL _ U oL
x>0, > 0. 8.7
x= (B —yp)x =0, y=y(l—px)=0"=" 7 87)

Navic y* mé interpretaci margindlni uzite¢nosti penéz (nebo marginalni uziteénosti pifjmu), MU,,,

y*=0U"/0I = MU,,, (8.8)

kde U* je maximalizovana hodnota uzitecnosti

U =U(x"). (8.9)
Totiz pri konstantnim y* mame z predchoziho vztahu 8.7 g—gx*(l ) = y*I. Derivujeme-li dle I, obdrzime
pak QU* /01 = 902 — 4

ol
Jsou-li ceny a prijem kladné a uzitecnost je monoténé rostouci ve vSech spotiebnich irovnich

kde MUj je (kladnd) marginalni uzitecnost zbozi j, muzeme pak odvodit, ze rust p{jmu umozni domécnosti
nakoupit vice zbozi a tak zvysit uzitek. Takze y*, marginalni uzitecnost zvyseni piijmu, je kladna a, ze slabé
doplnujici podminky

px" =1 (8.11)

plyne, Ze cely prijem je utracen.



7 Kuhn-Tuckerovych podminek plyne, ze produkt marginalni uzite¢nosti piijmu a cena zbozi uréuji horni
hranici pro margindlni uzitec¢nost kazdého zbozi
MU; <y'p;, j=12,...,n. (8.12)
Ze slabé doplnujici podminky plyne, ze pokud je zbozi nakupovano (x;‘ > (), podminka 8.12 prechézi v
rovnost. Takze je-li j-té zbozi nakupovano
MU;/p; =y* = MU, (8.13)

takze pomér margindlni uzitecnosti k cené je tentyz pro vSechny druhy zbozi, které jsou aktualné naku-
povany, tento pomeér nazveme marginalni uzitecnosti penéz. Pokud 8.12 dava ostrou nerovnost, pak dle
komplementérni podminky nenf dané zbozi nakupovano (z5 = 0).

8.1 Veéta o poptavce

V souladu s vétou o poptavce zde existuje feseni pro pozadované nakupované zbozi x* a marginalni
uzitecnost penéz y*, jez mohou byt povazovany za funkci n 4+ 1 parametri, jmenovité n cen a prijmu, p a I,

x* =x"(p,I), (8.14)

v =y (p, 1), (8.15)

predpokladdme x* > 0, U(z) spojité diferencovatelna do druhého fadu véetné v nejblizsim okoli x*, px* = I
(nenasyceni) a Hessova matice

0*U o [(oU
1) (816)



je regularni. Funkce 8.14 je poptavkova funkce pro n druhu zbozi, jeji existence plyne z teori implicitni funkce.
Omezime-li pozornost na zbozi, které je aktualné poptavano, podminka prvniho fadu, uzivaje feseni, muze
byt zapsana jako n + 1 identit

o (x(b.1)) = v (b D, (8.17)

px*(p,I) = 1. (8.18)

(Omezeni pozornosti na zbozi, které je aktudlné poptavano, nepripousti situaci, ve které pii zméné para-
metru zbozi, jez neni poptdvéano, muze toto jiz byt poptdvano). V souladu s teorii, podminky charakte-
rizuji rovnovazny stav domécnosti. Pokud poptdvkovéa funkce U(z) je ostfe konkavni, jsou obé nutnymi
a dostacujicimi podminkami pro rovnovahu. Déle podle teorie je n poptavkovych funkci v 8.14 pozitivné
homogennich stupné nula v cenach a piijmu,

xX"(Ap,\) =x*(p,I), YA A>0 (8.19)

jestlize zména p, I na A-p, A- [ nezméni ulohu pokud A > 0. (Pouze donuceni je ovlivnéno, a A-p-x < A1
je ekvivalentni k p -z < I pfi A > 0.) Zvolime-li A\ = 1/I, poptavkova funkce muze byt psana

X =x Gp) — x'(p"), (5.20)

kde p* je vektor cen relativné vztazenych k dichodu,

P = (/1,p2/1,. .. ,pu/1) (8.21)

Zde poptavka zavisi pouze na cenach relativné vztazenych k duchodu. Teorie poptavky potom charak-
terizuje poptavkové funkce, urcuje jejich homogenitu a indikuje jejich zavislost na relativnich cenach.



8.2 Slutského véta

Slutského véta sumarizuje porovnavaci statiku domacnosti, obdrzenou jako diferenciaci podminek 8.17
a 8.18 podle cen a duchodu. Dle kapitoly 7 dostavame zdkladni maticovou rovnici teorie domdcnosti

oy 9y” oy
ol op op comp

ox* ox ox*
oI op op comp

*

g

0

S

-1 x¥ 0
0 YT, yI) (8.22)

kde vysledky porovnavaci stability jsou sumarizovany dle zmén v feSeni y*, x* jako parametru zmén [ a p,

oy* _ 92U*
ol — 9I?2 >

ox* (81’1‘ Ox3

*

— ( 9y 9y
op Op1’ Op27 " "7

Q

Oz}
Op1
ox* __
op
oz
Op1

91 91

oz}
Op2

oz}

n

Op2

oz}
Opn

oz,
Opn

(8.23)

a vSechny proménné a derivace jsou pocitany pro hodnoty feseni y*, x*. Zde " comp”znaci, ze je kompenzovana
parcialni derivace podle cen, kde duchod je kompenzovan tak, ze poptavka je konstantni; H je Hessova matice
dle 8.16, u niz je predpokladana negativni definitnost a invertibilita, hrani¢ni Hessova matice je regularni a



I,, je identickd matice typu n x n. Resen{ zékladni rovnosti, pii invertovani rozlozenych matic, davé Slutského

rovnost,

ox* __ x* _ (ox* * :
op ( P > ( oI ) X t']
comp

ox* ox* Bm*
R J ;
Opk; <8pk>comp (BI)J;k vk,

(8.24)

vyjadriujici, ze celkovy efekt zmény ceny na poptavku je souctem substituéniho efektu kompenzované zmeény
na poptavku a duchodového efektu zmény diuchodu na poptavku, kde duchodovy efekt postihuje vazené
—x*. Tato rovnice je prvni ¢asti Slutského véty. Druhd céast teorie uvadi, ze matice substituéniho efektu je

symetricka a negativné semidefinitni,

ox* ozr; O} oxy O}
j ickd tj. —L 4+ =Lz} k ko ] 2
(ap)wmp je symetrickd  t] I + = 57 Tk = p; + 57 Vi, k, (8.25)
ox* ,
z z <0 a =0proz=ap. (8.26)
ap comp
Posledni ¢ast véty je Engelova podminka agregace
ox* -
( x ) —1 g Spo (5.27)
Cournotova podminka agregace
ox* “ o’
p<ap)—|—x =0 tj. ij<apl)—|—x,—0 Vi; (8.28)

a podminka homogenity



ox* ,  oOx* _ T :
5P ol =0 tj. Z pk—i——] 0, Vj. (8.29)

9 Neoklasicka teorie firmy

O firmeé jako ekonomickém subjektu predpokladdame, ze se chova tak, aby maximalizovala zisk za predpokladu
technologickych omezeni produkéni funkce. Za predpokladu, ze firma pouziva n vstupu na produkci jediného
vystupu, necht x je sloupcovy vektor vstupt

X = (21,22, ..., 2,)"; (9.1)

q je vystup, f(x) je produkéni funkce firmy

q=f(x)= f(x1,29,...,2,), (9.2)
kde vystup je funkci vstupu. w je fadkovy vektor kladnych vah vstupu

w = (wy,wy, ..., wy); (9.3)

a p je kladna cena vystupu. Problém konkurencni firmy je pak
maxm =pg—wx pro q= f(x), x>0. (9.4)
q,x

Firma zvoli odpovidajici hodnotu vstupu a vystupu tak, aby maximalizovala zisk 7, uvedeny ve vztahu
9.4 jako rozdil mezi piijmy pg a naklady, které jsou dané jako celkové vydaje za vSechny vstupy



WX = ijxj. (9.5)
j=1

Produkéni funkce muze byt dosazena primo do ucelové funkce, takze problém muze byt zapsan

mgxw(x) =pf(x) —wx pro x>0. (9.6)

Kuhn - Tuckerovy podminky pak vyjadiuji feseni x*

o =P~ WSO,
frx = (pgf —w)x =0, 9.7)
x>0

Pak pomeér vstupni hodnoty k vystupni udéava horni limit margindlni (mezni) produkce kazdého vstupu

MP; =0f/0x; <w;/p, j=1,2,...,n. (9.8)

Ze slabé doplikové podminky vyplyva, ze pokud je vstup j nakoupen (tj. z; > 0), podminka 9.8 se stava
rovnosti, tedy je-li vstup j nakoupen, plati

MP; = w;/p, (9.9)

a tedy pomér marginalni produkce k bohatstvi (hodnota vstupu) je stejny pro vSechny aktudlné nakoupené
vstupy, bézny pomeér byva prevracend hodnota vystupni hodnoty (ceny).



9.1 Véta o nabidce

Podle véty o nabidce existuje feseni pro nakoupené vstupy z*, které mohou obsahovat funkce z n + 1
parametru, tedy n vah w a vystupni cena p

x* = x"(w,p), (9.10)

za predpokladu x* > 0, f(x) je dvojndsobné spojité diferencovatelna funkce v okoli x* a Hessova matice

_O*f 0 (of

je regularni. Funkce v 9.10 jsou vstupni poptavkové funkce, jejichz existence je zarucena. Vystupni nabidkova
funkce je pak

¢ =q(w,p) = f(x). (9.12)

Omezenime-li pozornost na vstupy, které jsou aktualné nakoupeny, podminky 1. fadu, pouzité pfi fesend,
jsou identity

poL (x(w.p) = w, 9.13)
¢ (w,p) = f(x"(w,p)). (9.14)

(Je to podobné jako u doméacnosti. Omezend pozornost vstupu, které jsou aktualné nakoupeny, vylouci
piipad, ve kterém diky zméné parametru vstup, ktery nebyl nakoupen, muze byt nakoupen.)

Podle véty o nabidce tyto podminky charakterizuji rovnovéahu firmy. Jestli produkéni funkce f(x) je ostie
konkavni, jsou obé podminky nutné a postacujici pro rovnovahu. Navic podle teorie n vstupni poptavkova



funkce 9.10 a vystupni nabidkové funkce 9.12 jsou positivni homogenni stupné 0 pro vSechny hodnoty vstupu

a vystupni ceny

x*(Aw, \p) = x*(w, p),
vV oA>0, (9.15)

¢ (Aw, Ap) = ¢*(w,p),
protoze zména w,p na Aw, Ap zméni pouze 7 ve vztahu 9.4 a maximalizaci A7 dostavame stejné reseni

jako maximalizaci 7 za predpokladu A > 0. Vybérem A = 1/p pak vstupni poptavkové funkce a vystupni

nabidkova funkce mohou byt zapsany
x* =x* (lw) = x*(w"),
! (9.16)
¢ =q ;W) = q (W),

kde w* je vektor redlnych hodnot vstupu (bohatstvi), tj. relativni hodnoty k vystupni cené
(9.17)

W= (wl/pv w2/pa s 7wn/p)

Pak vstupni poptavka zavisi pouze na n realnych vahach. Véta o nabidce proto charakterizuje jak vstupni
poptavkovou tak i vystupni nabidkovou funkci, udava jejich homogenitu a ukazuje jejich zavislost na realnych

vahach.
9.2 Teorie srovnavaci stability firmy

Teorie srovnavaci stability firmy je ziskana pomoci rozdili podminek prvni nabidky 9.13 a 9.14 s ohledem
na vstupni ceny w a vystupni cenu p. Sledujice piistup z odstavce 7 obdrzime zdkladni maticovou rovnici

teorie firmy



%o (5 S-S WA

= , (9.18)
ox* ox* _(afy
dp ow 0 pH (8x> In
kde srovnavaci stabilita feSeni je shrnuta pomoci zmény na feseni ¢*, x* taktéz s parametry p a w.
dq*
op
ox* _ (0xr Oz LAY
3p_ ap’3p7””3p )
og* 8" 9" o\’
q* _ (9¢" Oq q
o — (2,8, 5L, (9.19)
Oxy oxy Oxy
ow1 Ows ' Own
ox*
ow : : :
ozy Oz oz
ow1 Ows ' Own

a vSechny proménné a derivace jsou vypocteny v hodnotéch teseni ¢*, x*. Derivaci 0f/0x je zde vektor
marginalnich produktu, H je Hessova matice 9.11, o které predpokladame, ze je negativné definitni a I,, je
identicka matice typu n x n. ReSeni zakladni rovnice vede na vztah

q"/Ow = —0x*/0p tj. 0q"/Ow; = —0x};/0p, Vj, (9.20)

coz nam ftika, ze efekt jakékoliv hodnoty na vystupu je identicky, ale s opaénym znaménkem nez efekt
vystupu ceny na stejny vstup. Tato rovnice je prvni ¢asti véty. Druhd ¢dst véty uvadi, ze matice efekt vah
vstupnich poptavek je symetricka a negativné definitni

Ox" /0w je symetrickd t.j. Oz} /0wy = Oy /Ow;, Vj, k, (9.21)



z(0x*/ow)z <0 a =0 pro z=aw. (9.22)

Posledni ¢ast véty tvrdi, ze vzrust vystupni ceny bude zvySovat nabidku vystupu

dq* /0p > 0. (9.23)

Firma muze pouzit teorii linedrniho programovani. V takovém pripadé firma produkuje n vystupu
T1,...,%y S Vyuzitim m vstuptu by, ..., b,. Produkce jedné jednotky vystupu j pozaduje a;; jednotek na
vstupu 2. Predpokladejme, ze kratkodobé vSechny vstupy jsou fixni, potom vybér firmy pouze je rozhod-
nout, jaky mix vystupu produkce je dan témito vstupy. Uloha je pak uloha klasického linearni programovani

maxcx pro Ax<b, x>0, (9.24)
jako v 6.1. Ucelové funkce maximalizace je celkovy pifjem, dany vztahem

CX = C1T1 + CoXy + + -+ + CpTp, (9.25)

kde ¢; je dand cena a x; je vybrana urovein vystupu j. Pak m omezeni je ve formé

a1 + Qo + -+, < by, i=1,2,...,m, (9.26)

coz nam tik&, ze celkové mnozstvi vstupu ¢ pouzité k produkei vystupového vektoru x nemuze presdhnout
uroven dostupného vstupu ¢, coz je b;. Uloha je pak vybér nezapornych vystupu tak, aby maximalizoval zisk,
v dané technologii a dostupnymi vstupy.

Dualni tloha je

minyb pro yA >c¢, y >0, (9.27)
y



jako v 6.5. Tato dloha muze byt interpretovan jako vybér nezapornych hodnot (stinové ceny) pro vstupy
Y1, Y2, - - - Ym tak, aby minimalizoval naklady vstupu

yb = y1by + y2ba + -+ + Y, (9.28)

kde y; je vybrana hodnota a b; je dana troven vstupu i. Pak n omezeni je ve tvaru

Y1a1j + Yolo; + 0+ Ymlmj = ¢ J=1,2,....m, (9.29)

ktery nam fika, ze jednotkové naklady na zbozi j, ziskdané sectenim nakladu produkce jedné jednotky ze
vSech vstupu, neni mensi nez cena tohoto zbozi. Dudlni problém k problému rozdéleni, priméarni tloha 9.24 je
proto problém ohodnoceni, dudlni iloha k 9.27. Podle dopliujici podminky 6.14, jestlize pro néjaky vystup
j je merovnost 9.29 ostrou nerovnosti, tak nékladova jednotka piekroc¢i cenu ( vystup je produkovan se
ztratou), pak tento vystup neni produkovan (95;‘ = 0). Podobné, jestlize pro néjaky vstup i je nerovnost
9.26 ostrd nerovnost, tak neni cely vstup vyuzit (preroste ndm nabidka), pak tento vstup je zbozi zdarma

(y¥ =0). A navic z 6.13

cx* =y'b, (9.30)

pak pfi feSeni dudlni tdlohy celkové prijmy z vystupu se rovnaji celkovym nakladum vstupi, tj. firma vyrabi
s nulovym ziskem.

10 Zavery

Z tohoto shrnuti matematického programovani s aplikaci na ekonomii nam vyjdou dva zaveéry.

1. Ruzné problémy matematického programovani, které zde jsou zpracovana - tloha bez omezeni, klasické
programovani, nelinearni programovani a linedrni programovani - vSechny jsou vzajemné uzavieny, s
analogickymi teoriemi ve vSech piipadech.



2. Stejné problémy matematického programovani jsou dulezité pri aplikaci v ekonomii, zvlasté v mikroeko-
nomické teorii doméacnosti a firem. Reseni matematického programovani vede u obou k charakteristice
rovnovahy kazdého z téchto subjektu a analyza jejich srovnavaci statistiky odpovidd zméné parametru,

jako jsou ceny a duchod.



Kapitola 2

Teorie spotrebitele

Hlavnim ui¢elem teorie spotiebitele je urceni vlivu pozorovatelnych komoditnich pozadavku pii alternativnich
predpokladech na cile a pravidla chovani uzivatele a na omezeni, ktera prijima pii tvorbé rozhodnuti. Tradicni
model spottebitele je zalozen na preferencich pii moznych vybérech, které popisuji cile spottebitele. Pritom
jeho pravidla chovani jsou ur¢ena maximalizaci téchto preferenci pii omezeni danymi rozpoc¢tem, ktera urcuji
sménné moznosti. Hlavni vysledek nasi teorie sestava z kvalitativnich aspektu pozorovanych pozadavku pri
zmeéné jejich parametru, které urc¢uji rozhodnuti spottebitele.
Historicky vyvoj teorie spotiebitele vyjadiuje dlouhou tradici zajmu ekonomu v tomto predmétu zkoumani,

ktery prosel podstatnymi koncepénimi zménami az do jeho soucasné podoby.

1 Komodity a ceny
Komodity lze rozdélit na zbozi a sluzby. Kazda komodita je zcela popsana svymi fyzikdlnimi charakteristi-
kami, svym umisténim a ¢asem, ve kterém je dostupné. V piipadé, ze uvazujeme chovani komodit pfi jistém

stupni nejasnosti, 1ze pak pridat jesté dodatecné upresnéni. Tradicni teorie obvykle predpoklada, ze existuje
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[ komodit, pficemz pro zkoumany problém staci konecny pocet fyzikalnich charakteristik, umisténi atd. Ko-
moditni svazek je posloupnost redlnych ¢isel (xp,), h = 1,...,1 vyjadiujich mnozstvi kazdé komodity, 1ze jej
tedy popsat jako [-dimenziondlni vektor z = (x1,...,x;), tj. jako bod I-dimenzionalniho euklidovského pro-
storu R!, tzv. komoditniho prostoru. Za piedpokladu dokonalé délitelnosti viech komodit je mozné vzit kazdé
realné éislo jako mnozstvi kazdé komodity, tj. kazdy bod komoditniho prostoru R! je moznym komoditnim
svazkem. Konecna specifikace poctu komodit pritom vylucuje aplikaci situaci, ve kterych se charakteristika
muze ménit spojité. Pritom takovéto situace vznikaji prirozenym zpusobem v kontextu vybéru komodit na
zakladé kvality resp. v teorii umisténi, kdy je vhodnym kritériem skutecna vzdéalenost na povrchu. Cena pj,
komodity h, h = 1,...,1 je redlné cislo, které nam vyjadiuje mnozstvi placené pti vyméné jedné jednotky této
komodity. Lze tedy cenovy systém (cenovy vektor) p = (pi,...,p;) reprezentovat jako bod v euklidovském
prostoru R'. Hodnota komoditniho svazku z pii daném cenovém vektoru p je pak p -z = Zlh:l Dhp.

2 Spotrebitelé

Nékteré svazky komodit jsou spotiebitelem vylouc¢eny na zékladé fyzikalnich nebo logickych omezenich.
Mnozina vSsech mozny spotiebnich svazku, které jsou mozné, se nazyva spotrebni mmnozZina. To je pak
neprazdnad podmnozina komoditniho prostoru, kterou budeme oznacovat jako X. Obvykle jsou vstupy
spotfeby popsany pozitivnimi mnozstvimi a vystupy negativnimi. To pak zejména implikuje, ze vSechny
slozky préace spottebniho svazku z jsou nekladné. Obvykle budeme predpokladat, ze spotfebni mnozina
X je uzaviend, konvexni a omezend zdola. Pritom omezeni zdola je oduvodnéno konetnymi omezenimi na
mnozstvi prace, kterou je spotiebitel schopen vykonat. Spotiebitel si musi vybrat svazek ze své spotiebni
mnoziny, aby si zajistil existenci.

Je-li dan cenovy vektor p, hodnota p - x pro x € X nadm oznacuje cisté ndklady, tj. ptijmy spojené se
svazkem x odectené od prislusnych vydaju. Protoze navic spotiebitel obchoduje na trhu, jsou jeho mozné
vybéry omezeny pozadavkem, ze hodnota jeho spotfeby by neméla prevysit jeho poc¢atecni bohatstvi (prijem).
To lze zadat ve tvaru pevného nezaporného ¢isla w. Navic muze mit spotiebitel k dispozici pevny vektor
w € R! pocatecnich zdroji. Nutné pak w = p - w. Mnozina moznych spotiebnich svazkii, jejichz hodnota



neprevysi pocatecni bohatstvi spotiebitele se nazyva rozpoctova mnozina a je urcena vztahem
Bp,w)={x e X :p -z <w}. (2.1)

Konecné rozhodnuti spotiebitele pro vybér svazku ze spotiebni mnoziny zavisi na jeho zéalibach a pranich.
Ty jsou pak reprezentovany jeho relaci preference =, coz je binarni relace na X . Pro kazdé dva svazky
ravy x,y € X, x > y znamend, ze x je alespon tak dobré jako y. Vzhledem k témto preferencim si
spottebitel vybere nejvice preferovany svazek v rozpoctové mnoziné jako svuj poZadavek (poptavku). Ten je
pak definovan jako

o(p,w) ={z € B(p,w) : 2’ € B(p,w) = (x = 2’ nebo neplati ' > z)}. (2.2)

Veétsi cast teorie spotiebitele je zalozena spiSe na popisu chovani spotiebitele pomoci maximalizace
funkci uzitecnosti nez maximalizaci preferenci. Pfitom pojem relace preference je zédkladnéjsi pojem v teorii
spotiebitele a je tedy bran jako vychozi bod kazdé analyzy chovani spotiebitele. Vztah mezi relaci preference
a funkci uzitecnosti je hlavni kamen zakladu teorie spotfebitele. Nasledujici analyza je proto zalozena na
dvou c¢éstech. V prvni ¢édsti se budeme vénovat axiomatickym zakladum teorie preferenci a teorie uzitku
spolu se zdkladnim poznatky o spotiebitelovych pozadavcich. V nasledujici casti se budeme spise vénovat

~ e~/

3 Preference

Mezi alternativnimi svazky komodit ze spotfebni mnoziny mame vztah urceny relaci preference > na X.
Pro dva svazky = a y z X budeme cist vyrok x > y jako svazek komodit x je alespon tak dobry jako svazek
komodit y. Obvykle predpokladame tii zakladni axiomy vlozené na relaci preference, které casto povazujeme
za definici racionalniho spotiebitele.

Aziom 1 (Reflexivita)



Pro vSechna x € X plati z > z, tj. kazdy svazek je alespon tak dobry jako on sam.

Aziom 2 (Tranzitivita)
Pro kazdé tti svazky x,y, z € X takové, ze x =y, y = z plati z = z.

Aziom 3 (Uplnost)
Pro kazdé dva svazky z,y € X plati bud z = y nebo y = x.

Relace preference >, kterd splinuje vyse uvedené tii axiomy, se nazyva upiné predusporddania my budeme
mluvit o preferenénim usporddani. Ptitom lze z preferencniho usporadani odvodit dva jiné vztahy — relaci
ostré preference > a relaci indiference ~.

Definice. Svazek z je ostre preferovdn pred svazkem vy, tj. x>y pravé tehdy, kdyz x>y a neplati y>==x.
Svazek z je indiferentni se svazkem vy, tj. z~y pravé tehdy, kdyz x>y a y>=x.

Protoze je preferencni usporadani reflexivni a tranzitivni, je nutné relace ostré preference ireflexivni
a tranzitivni. Budeme dale predpokldadat, ze existuji alespon dva svazky =’ a z” tak, ze x'>z". Relace
indiference definuje na X relaci ekvivalence, tj. je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

Platnost téchto tif axiému neni zpochybnovana ve vétsiné teorii spotiebitele. Tyto axiomy ndm predstavuji
predpoklady, které vétsinou odpovidaji empirickym pozorovanim. Obcas ale nékteré chovani spotiebitele vy-
kazuje nekonzistenci zejména s tranzitivitou a tplnosti. Totiz, nékteri ekonomové argumentuji tim, ze je prilis
moc pozadovat po spotiebiteli porovnat vSechny mozné svazky, kdyz jeho skutecnd rozhodnuti budou reali-
zovana pouze na jisté podmnoziné spotfebni mnoziny. Empirickd pozorovani nebo experimentélni vysledky
casto indikuji netranzitivitu vybéru. To muze nastat v dusledku jednoduchych chyb, které jednotlivei délaji
v realném zivoté. Z druhé strany, tranzitivita muze byt narusena jako dusledek jistych teoretickych pticin.
Napriklad, jestlize mnozina spotfebitelu tvori domacnost, kde se rozhoduje podle pravidla vétsiny, relace
preference muze byt netranzitivni. Pritom lze misto tranzitivity pouzit slabsi axiomy, abychom dostali smys-
luplnou teorii.



Moznost definovani ostré preference >~ ze slabstho preferenc¢niho usporadani a obracené, indikuje v prin-
cipu mozny alternativni pristup vyjiti z relace ostré preference a odvozeni > a ~. To lze povazovat za vhodny
pristup v nékterych situacich, ktery je o néco obecnéjsi, protoze axiom uplnosti neméa takovou roli jako pro
preferencéni usporadani. Pritom vSak odvozena relace indiference nemusi byt tranzitivni. Z empirického po-
hledu je vsak pojem preferencéniho usporadani prirozenéjsi. Pozorovany vybér svazku = pred svazkem y lze
interpretovat ve smyslu preferen¢niho usporadani a ne ve smyslu ostré preference.

Axiomy 1-3 popisuji vlastnosti usporadéani relace preference, které maji intuitivni vyznam v teorii vybéru.
Pritom je nutno predpokladat jisté topologické vlastnosti relace >.

Nejvice pouzivany je nasledujici:

Aziom 4 (Spojitost)
Pro vSechna x € X jsou mnoziny 1(z) = {y € X : y=z} a [(z) = {y € X : x>y} uzaviené vzhledem k
mnoziné X.

Mnozina 1(z) se nazyva hlavni filtr a mnozina |(x) se nazyva hlavni idedl. Intuitivné axiom 4 pozaduje,
aby se spotfebitel choval konzistentné v malém okoli tj. je-li ddna néjaka posloupnost y, = y € X, y,, € [(z)
pro viechnan, jeiy € J(x). Podobné i dudlné. Zaroven dostavame, Ze pro preferencni usporadani > je prunik
hlavniho filtru a hlavniho idedlu trida indiference I(z) = {y € X : y~az} uzaviena mnozina vzhledem k
mnoziné X na zakladé axiomu 4. Alternativni svazky indiferentni s x tvori znamé krivky indiference pro
pifpad, kdy X C R? Mimo to okamzité z axiému 1-4 dostdvdme, ze mnoziny 1,(z) = {y € X : y>z} a
L (z) = {y € X : 2>y} jsou oteviené vzhledem k mnoziné X. Mluvime pak o ostrém hlavnim filtru a ostrém
hlavnim idedlu.

Pripomenme, ze mnoho znamych relaci preference nema vlastnost spojitosti. Nejznaméjsim prikladem je
lexikografické uspordadani, coz je ve skutecnosti relace ostré preference, jejiz tiidy indiference jsou jednoprv-
kové.

Definice. Budte x = (x1,...,2;), y = (y1,...,u) € R'. Pak ifkdme, Ze z je lexikograficky vétsi nez y a
rj=y; proj<k

piseme zLexy, jestlize existuje k, 1 < k <[ tak, ze
Tk > Yk-



Snadno se pak ovéri, ze filtr T(x) neni ani uzavieny ani otevieny.

Véta 3.1 [Schmeidler (1971)] Bud = tranzitivni bindrni relace na souvislém topologickém prostoru X . De-
finugme sdruZenou relace ostré preference > predpisem x>y pravé tehdy, kdyZ x>y a neplati y>=x. Zdroven
predpokladejme, Ze relace ostré preference je neprdzdnd tj. existuje alespon jedna dvojice T, y tak, Ze T=7.
Jsou-li navic vsechny hlavni filtry a hlavni idedly uzavrené a vSechny ostré hlavnd filtry a ostré hlavni idedly
otevrené, je relace = uplnd.

Dikaz. Dukaz zédsadné vyuziva tu skutec¢nost, ze jedind neprazdna obojetnd mnozina (tj. zaroven uzaviena
i oteviend) je cely topologicky prostor X. Ukazme tedy nejprve, ze mame-li dva prvky z a y tak, ze x>y, je
nutné
X ={z:2z-y} U{z: x>z}
Evidentne,
{z:z-ytU{z:a>2} C{z: 2=y} U{z: 2=z}

Zejména pak levd strana inkluze je oteviend mnozina a prava strana je uzaviena mnozina. Staci tedy
dokézat jejich rovnost. Predpokladejme, ze prvek u € 1(y), u ¢ 1,(y). Tedy nutné y~u tj. y>=u. Protoze
=y, je i x=utj. u € },(x). Analogicky, necht prvek u € (), u & | (z) tj. u=z. Pak i u=y tj. u € T,(y).

Predpokladejme nyni, Ze existuji dva nesrovnatelné prvky v X, feknéme v a w. Protoze existuje alespon
jedna dvojice prvku T, ¥ tak, ze T>7, je nutné

X ={z:2-y} U{z: 7>z}
Nutné tedy bud v>=% nebo T=v. Pfedpokladdejme nejprve, zZe v>=7. Odtud pak
X ={z:2-y} U{z:v>2}.

Protoze v a w nejsou srovnatelné, je w7y a v>=y. Pfitom mnoziny | (v) a J,(w) jso oteviené, tedy i
jejich prunik je oteviend mnozina. Protoze y € | (v) N (w), je prunik neprazdny a protoze v a w jsou
nesrovnatelné, nemohou oba prvky lezet v pruniku.



Ukazme, ze
{z:v=2z}N{z:w-z} ={z vz} U{z: wrz}.

Necht vz, w>z a z nelez{ v pruniku tj. napt. nelez{ v {s : v>=s}. Tedy z=v. Z tranzitivity pak w>v,
coz je spor. Podobné, nelezi-li zv {s : w>s}, je z=-w a tedy v=w, coz je opét spor. Celkem je pak {z :
vz} N {2z : w2z} uzaviend, neprazdna. Je tedy rovna X, coz je opét spor. Jsou tedy v a w srovnatelné. |

4 Funkce uzitec¢nosti

Problém reprezentace relace preference pomoci ¢iselné funkce byl vyfesen v publikacich Eilenberga (1941),
Debreua (1954, 1959 a 1964), Radera (1963) a Bowena (1968). Z historického pohledu pojem funkce uzitecnosti
je zékladni pojem pro miru spotiebitelovy spokojenosti. Pareto (1896) byl prvni, ktery rozpoznal, ze libo-
volna rostouci transformace dané funkce uzitecnosti zajisti identické maximaliza¢ni chovani spotiebitele.
Jejich dulezitost a metodologické dusledky rozpoznali Slutsky (1915) a Wold (1943-1944), ktefi provedli
prvni vaznou studii problému reprezentace.

Definice. Bud X mnozina a = bindrn{ relace na X. Pak funkce u : X — R je reprezentace relace = tj.
funkce uzitecnosti pro preferencni relaci >, jestlize pro vSechny prvky x,y € X plati:

u(x) > u(y) prave tehdy, kdyz z=y.

Je jasné, ze pro kazdou funkci uzite¢nosti u a kazdou rostouci transformaci f : R — R je slozeni
v = f owu také funkce uzitecnosti pro tutéz relaci preference >. Poznamenejme pro iplnost, ze v literatute
byly zavedeny zobecnéni vyse uvedené definice. Jejich pouziti v teorii spottebitele se vsak neukéazalo uzitecné.

Zakladni pozadavek na funkci uzitecnosti pro aplikace v teorii spotiebitele je, ze funkce uzitecnosti ma
byt spojita. Snadno je pak vidét, ze axiomy 1-4 jsou nutné podminky pro existenci spojité funkce uzitku.



Totiz axiomy 1-3 piimo plynou z definice reprezentace. Abychom dokézali nutnost axiomu 4 o spojitosti
funkce u, staci pozorovat, ze pro kazdy bod x € X plati

tr={zeX:u(z) >ux)}alr={2e X u(z) <u(x)},

coz jsou uzaviené mnoziny ze spojitosti funkce u.

Zakladni vysledek teorie uzitec¢nosti je, ze axiom 4 kombinovany s néjakymi slabymi predpoklady na
mnozinu X je dostatecnou podminkou pro spojitost funkce u.

Ptitom plati nésledujici tvrzeni dokdzané Debreuem (1964). Pfipomenme, ze dirou mnoziny S C [—o0, 00|
je maximalni nedegenerovany interval obsazeny v doplitku mnoziny S, ktery ma horni a dolni zdvoru obsazené
v mnoziné S.

Véta 4.1 Je-li S C [—o00, 00|, pak existuje rostouct funkce g : S — [—00, 0] tak, Ze vSechny diry mnoZiny
g(S) jsou oteviené.

Véta 4.2 Bud X topologicky prostor se spocéetnou bazi (resp. souvisly nebo separabilni topologicky prostor).
Ddle bud = spojité preferencni uspordddni definované na X . Pak exzistuje spojitd funkce uZitecnosti pro relaci
.

Dikaz. Dokazme tvrzeni pro piipad, kdy X ma spocetnou bazi. Nejprve najdéme vhodnou funkci uzitecnosti.
Necht tedy O,0,,... jsou oteviené mnoziny obsaZené ve spocetné bazi. Pro kazdé x uvazme mnoZinu
N(z) = {n : 2>z pro vSechna z € O,,} a definujme

1
v(x) = Z o
neN(z)

Je-li y=x, pak jei N(z) C N(y) a tedy i v(x) < v(y). Obracené, je -li y>x, pak existuje n € N(y) tak,
ze x € Oy, ale neplati n € N(z). Proto je i N(z) € N(y). Je tedy v funkce uzite¢nosti.



Definujme nyni novou funkci v = g o v, kde g je funkce z véty 4.1. Pak jsou dle této véty vSechny diry

mnoziny u(X) = g(v(X)) oteviené.

Abychom ovéfili spojitost funkce u, staci ukdzat, Ze pro viechna t € [—o0, 0o] jsou mnoziny u=!([t, oc])

a u([—o0,t]) uzaviené.

Je-li t € u(X), pak existuje y € X tak, ze u(y) = t. Pak zejména u'([t,0]) = {x € X : x>y} a

u ! ([—o0,t]) = {z € X : y=x}. Obé tyto mnoziny jsou uzaviené na zakladé spojitosti relace .

Pokud ¢t ¢ u(X) a neni-li ¢ obsazeno v néjaké dife, nutné plati
(a) t <inf{u(z):x € X} nebo
(b) t > sup{u(x):x € X}, nebo
() [t,00] = ([, 0] : @ € u(X), o < o0}
[—o0,t] = {[—00,a] : v € u(X), a0 < o0}

Plati-li (a), je nutné u™([t,00]) = X a u !([—o0,t]) = 0. Plati-li (b), je ziejmé u~'([t, oc])

u™!([~o0,t]) = X. Pritom jak X tak () jsou uzaviené mnoziny. Plati-li (c), je

u ([t,00]) = Nu({[a, 0] : @ € u(X), a0 < 00})
uH([—oo,t]) = Nut({[-00,a] : @ € u(X),a < co}).

Pfitom mnoziny na pravé strané jsou evidentné uzaviené, je tedy uzavieny i jejich prunik.

Necht tedy ¢ lezi v oteviené dite, tj. t €]a, b[, kde a,b € u(X). Pak
u ([t o0]) = u~([b, o0
u_l([_oov t]) = u_l([_ooa CZ])

Opétovné, mnoziny na pravé strané jsou nutné uzaviené. |

5 Vlastnosti preferenci a funkci uzitecnosti

V aplikacich se casto pridavaji dodatecné predpoklady na relace preference a funkce uzitecnosti. Budeme v

dalsim diskutovat ty nejvice rozsitené.



5.1 Monotonie, nenasycenost a konvexnost
Definice. Relace preference = na R' se nazyva monotonni, jestlize x > y a x # y implikuje x>y.

Tato vlastnost vyjadiuje, ze je preferované vice zbozi pred méné zbozim tj. vSechna zbozi jsou zadana.
Sdruzend funkce uziteénosti monotonniho preferenéniho uspofddani je rostouci funkce na R'.

Definice. Bod = € X se nazyva bod nasycenosti pro preferenéni usporddani >, jestlize x>y pro vSechna
y e X.

Je tedy bod nasycenosti maximalni prvek vzhledem k relaci preference. Vétsi dil teorie spotiebitele
se vénuje situacim, ve kterych takovato globalni maxima neexistuji nebo alespon diskusim o problémech
poptavky, pokud zlepSeni situace spotfebitele muze byt dosazeno zménou jeho spottebitelského svazku.
Jinak Feceno, situace, které budou diskutovany, budou nenasycené body.

Muzeme-li pro jisty bod x najit v jeho blizkém okoli zlepsSeni situace spotiebitele, fekneme, ze spotiebitel
je lokélné neuspokojeny v bodé x. Presnéji:

Definice. Rekneme, ze spotiebitel je lokdiné neuspokojensy v bodé x € X, jestlize pro kazdé okoli V' bodu
x existuje bod z € V' tak, ze z>x.

7 této vlastnosti vyplyva, ze je vyloucena existence tiidy indiference bodu x s neprazdnym vnitikem a
ze je tedy funkce uzitecnosti nekonstantni v okoli bodu .

Definice. Relace preference = na mnoziné X C R' se nazyva konvezni, jestlize je mnozina {y € X : y>=z}
konvexni pro vSechny body = € X.

Ptipomenme, ze funkce u : X — R se nazyva kvazikonkdond, jestlize plati min{u(x), u(y)} < u(Az+ (1 —
A)y) pro viechna x,y € X a vSechna A\,0 < A < 1. Evidentné pak je funkce uzite¢nosti u pro preferenéni
uspotradani > kvazikonkavni prave tehdy, kdyz je preferencéni usporadani konvexni. Je tedy kvazikonkdvnost
vlastnost piimo spojend s usporadanim a je zachovavana pfi rostoucich transformacich. O takovychto vlast-
nostech funkce uzitecnosti mluvime jako o ordindlnich vlastnostech na rozdil od kardindlnich vlastnosti, které
jsou spojené s urcitou reprezentaci u. Konkavnost je pak takovato kardinalni vlastnost.



Definice. Relace preference se nazyva ostre konvexnt, jestlize pro vSechna x, 2’ € X,z £ 2/, x=2', 0 < A < 1
implikuje Az + (1 — \)2’ > 2/. Piidruzend funkce uziteénosti ostie konvexni relace preference je vzdy ostie
kvazikonkavni. Pritom ostra konvexnost nam zarucuje neexistenci takovych relaci preference, pro které
piislusnd relace preference a tiida indiference nema vnitini body.

Je lehce vidét, ze hlavni filtry kvazikonkdavni funkce jsou konvexni. Je proto funkce uzitecnosti pro pre-
ferencni usporadani > kvazikonkavni prave tehdy, kdyz je preferencni usporadani konvexni. Je proto kvazi-
konkavnost zachovavana pti rostoucich transformaci. Takové vlastnosti jako kvazikonkavnost jsou nazyvany
ordindlni na rozdil od kardinalnich vlastnosti, které jsou vztazeny ke specifické funkci uzitecnosti u. Takovou
vlastnosti je napiiklad konkavnost.

Definice. Preferencni usporadani se nazyva ostre konvexni, jestlize pro kazdé dva svazky = a x’, x # 2/,
=’ apro0< A <1, Az + (1 —N)a'>2'.

5.2 Separabilita

Bud N = {N; ?:1 rozklad mnoziny {1,...,l} a predpokladejme, Ze spotfebni mnozina X mé tvar X =

H;?:lX ;. Takovéto rozklady vznikaji pfirozenym zpusobem, pokud uvazujeme spotiebu vzhledem k ruzné

dobé, misté apod. Receno jednoduse, separabilita pak implikuje, Ze preference pro svazky v kazdém ¢lenu

rozkladu (tj. pro kazdou dobu, misto apod.) jdou nezavislé na spotfebnich irovnich mimo tento ¢len rozkladu.
Bud J ={1,...,k} a pro vSechna j € J, z € X definujme

5175 = (33'1, vy L1, Tyt e ,[L’k).

/

Pro kazdé pevné x? preferencni usporddan{ > na X indukuje preferen¢ni usporadani =0 tak, ze x;= o2
J J

pravé tehdy, kdyz (x?,mj)i(x?,x;) pro véechna x;, 7, € ;.
Pritom takovéto indukované usporadani bude zdviset na specidlnim vybéru z;. Prvni pojem separability

tvrdi, ze tato usporddani pro pevné zvoleny index j nezavisi na vybéru x;.



Definice. Preferen¢ni usporadani > na mnoziné X = H;‘?:lXj se nazyva slabé separabilni, jestlize pro
viechna j € J, x?,y? € X =114, X;, =0 = =,0. Indukované usporadéni budeme znacit jako =;.
J J

Podobné, funkce uzitecnosti w : HleXj — R se nazyva slabé separabilni, jestlize existuji spojité funkce

v;:S; > R, jeJaV:RF— Rtak, ze u(z) = V(vi(x1), ..., ve(Tk)).

Véta 5.1 Bud = spojité uspordddni preference. Pak je = slabé separabilni prdvé tehdy, kdy? je kazdd spojitd
reprezentace = slabé separabilni.

Definice. Funkce uzitecnosti u : H?ZlXj — R se nazyva silné separabilni, jestlize existuji spojité funkce

v;:S; = R,j€JaV:R— R,V rostouc tak, ze u(x) =V <Zjejvj(93j)>.

ProtozZe je funkce V rostouci a spojit4, je funkce V! ou aditivni a reprezentuje stejnou relaci preference.
Je tedy problém nalezeni podminek na relaci preference, aby byla silné separabilni, ekvivalentni k nalezeni
podminek, za nichz existuje aditivni reprezentace.

Necht tedy u(z) = 3_,; vj(z;) oznacuje aditivni funkei uziteénosti vzhledem k rozkladu N. Uvazujme
néjakou neprézdnou vlastni podmnozinu I C J a dva svazky x a x’ takové, ze vSechny jejich komponenty
z; a o’ maji stejnou hodnotu 2% pro j € J — I. Muzeme proto psat = (z7,25 ;) a 2’ = (27,25 ;). Je-li u
aditivni, je bezprostiedné ziejmé, ze indukovand funkce na soucinu Il,¢7.5; je nezdvisla na specidlnim vybéru
hodnot 2_; a tedy je indukované preferenéni uspofdddn{ nezévislé na vybéru 29 _ ;. Tato vlastnost evidentné
plati pro kazdou neprazdnou vlastni podmnozinu I C J a je zaroven motivujicim prvkem pro definici silné
separabilni relace usporadani.

Definice. Preferenéni usporadani > na mnoziné X = Hg‘?:lXj se nazyva silné separabilni, jestlize je slabé
separabilni vzhledem ke vSem vlastnim rozkladum vSech moznych sjednoceni mnozin Ni,..., N. To je
ekvivalentni s tim, Ze preferencni usporadani je silné separabilni, jestlize pro kazdou nepréazdnou vlastni
podmnozinu I C J je indukované preferencni usporadani nezavislé na zvlastnim vybéru hodnot x% ;.



Véta 5.2 Bud = spojité uspordddni preference. Pak je = silné separabilni prdvé tehdy, kdy? je kazdd spojitd
reprezentace = silné separabilni.

5.3 Spojita poptavka

Je-li dédn cenovy vektor p # 0 a poc¢ateéni bohatstvi w, spottebitel si vybira nejlepsi svazek ze své rozpoctové
mnoziny jako svou poptavku. Pro preferencni usporadani spliujici axiomy 1-3 evidentné kazdy maximalni
prvek vzhledem k relaci preference zaroven maximalizuje odpovidajici funkci uzitecnosti a obracené, kazdy
bod maxima funkce uzitecnosti maximalizuje relaci preference. Zejména tedy oba ptistupy vedou ke stejnym
svazkum poptavky. Budeme nyni studovat zavislost poptavky na dvou vnéjsich parametrech, cené a bohat-
stvi.

Rozpoctovd mnozina spotiebitele byla definovdna jakozto B(p,w) = {z € X : p-x < w}. Necht S C
R oznacuje mnozinu dvojic cena-bohatstvi, pro které je piislusna rozpoé¢tova mnozina neprazdna. Pak 3
popisuje korespondenci z S do R’ (tj. mnozinovou funkci z S do P(R')).

Definice. Korespondence ¥ z S do T, kde T je kompaktni podmnozina z R', se nazyva horni hemispojitd
v bodé y € S, jestlize pro vSechny posloupnosti z, — z, y, — y takové, ze z, € ¥(y,) plati, ze z € P(y).

Vyse uvedend definice je ekvivalentni s tim, ze funkce ¢ mé uzavieny graf. Pfitom evidentné kazda horni
hemispojitd korespondence ¢ takové, ze ¥ (y) je jednoprvkova mnozina, je ve skute¢nosti spojitd funkce.

Definice. Korespondence v z S do T, kde T je podmnozina z R!, se nazyva dolni hemispojitd v bodé y € S,
jestlize pro kazdy bod zy € ¥(y) a pro kazdou posloupnost vy, — y existuje posloupnost z, — 2o tak, ze
Zn € ¥(y,) pro vsechna n.

Korespondence se nazyva spojitd, je-li jak horni hemispojita tak dolni hemispojita. Snadno lze pritom
dokazat nasledujici dvé lemmata.



Lemma 5.3 Korespondence rozpoctové mnoziny 5 : S — P(X) md uzavieny graf a jeji dolni hemispojitd v
kazdém bodé (p,w), pro ktery plati min{p -z :z € X} < w.

Ptitom podminka min{p -z : z € X} < w se obvykle nazyva podminka minimdlniho bohatstvs.

Jiz diive bylo poznamenédno, ze maximalizace pomoci preferen¢ni relace ¢i funkce uzitecnosti vedou
ke stejné mnoziné poptavkovych svazku, je-li preferencni relace reflexivni, tranzitivni a tuplna. Je-li tedy
u: X — R funkce uzitecnosti, 1ze definovat poptdvku uzivatele jako

p(p,w) = {z € B(p,w) : u(z) > u(a'), 2" € B(p,w)}, (5.1)
coz je ekvivalentni definici 2.2. Pokud navic bude funkce uzitecnosti spojitda a rozpoc¢tova mnozina [(p, w)
kompaktni, bude poptavkova mnozina ¢(p, w) neprazdna. Pak, aplikujeme-li Bergeho vétu, obdrzime nésledujici
lemma.

Lemma 5.4 Pro kazdou spojitou funkci uzitecnosti v : X — R je poptdavkovd korespondence ¢ : S — P(X)
tak, ze p(p,w) # 0 a ¢ je horni hemispojitd v kazdém bodé (p,w) € S takovém, Ze B(p,w) je kompakini a
min{p-z:2 € X} <w.

Z definice rozpoctové a poptavkové korespondence bezprostfedné plyne, ze o(Ap, \w) = ¢(p,w) pro
kazdé A > 0 a pro kazdou dvojici cena-bohatstvi (p, w). Totiz, z € B(p,w) <= p-x < w < (Ap)-x < (A\w)
<= x € B(Ap, \w). Podobné, z € p(p,w) <= x € B(p,w) a zaroven u(x) > u(z’) pro vsechna 'z € f(p, w)
< x € B(A\p, \w) a zéroven u(x) > u(z’) pro véechna 'z € f(Ap, \w) <= x € p(Ap, \w).

Pro konvexni preferenéni usporadéni bude korespondence poptavky bude pak ¢(p, w) konvexni mnozina,
coz je vlastnost, ktera hraje podstatnou roli v existenénich dikazech rovnovazného stavu. Je-li navic prefe-
rencéni usporadani ostte konvexni, je pak korespondence poptavky ¢(p, w) jednoprvkova mnozina tj. ziskdme
funkci poptavky. Horni hemispojitost pak implikuje obvyklou spojitost.

Lemma 5.5 Bud = ostre konvexni a spojité preferencni uspordddni. Pak je korespondence poptdvky ¢ : S —
P(X) spojitd funkce v kazdém bodé (p,w) € S, pro ktery je mnozina 5(p,w) kompakini a plati min{p - x :
r € X} <w. Navic, pro vdechna A > 0, plati p(Ap, \w) = o(p,w) tj. ¢ je homogenni funkce stupné nula.



Pro zbyvajici ¢ast tohoto prehledu budeme znacit jako f funkci poptavky.

5.4 Poptavka bez tranzitivity

Empirické studie chovani poptavky casto prokazaly, ze ne vzdy se spotiebitelé chovaji v souladu s pozadavkem
tranzitivity. Tato skutecnost byla ¢asto pouzivana jakozto argument proti obecnému predpokladu, ze zkouméani
maximalizace preferenci je vhodny zpusob pro studium teorie poptavky.

Sonnenschein (1971) ukézal, Ze axiom tranzitivity neni nutny pro dukaz existence a spojitosti poptavkové
koresponence. Podobnou situaci studoval i Katzner (1971), kde jsou preference definovany lokélné a tedy
jsou ziskany lokdlni vysledky pro funkci poptavky.

Definice. Korespondence poptavky ¢ : S — P(X) je definovana jako ¢(p, w) = {z € B(p,w) : x=2' pro véechna 2’ €

Véta 5.6 (Sonnenschein) Necht o(p,w) # 0 pro viechna (p,w) € S a predpoklddejme, Ze korespondence 3
je spojitd v bodé (pg,wo) € S. Je-li relace prefernce spojitd, je i korespondence poptavky ¢ horni hemispojita
v bodé (po, wp).

Predpoklad, ze mnozina ¢(p,w) # () pro vsechna (p,w) € S, je implikovén jistymi modifikovanymi
predpoklady na ostrou relaci preference, jak plyne z nasledujici véty.

Véta 5.7 (Sonnenschein) Necht = oznacuge spojitou relaci preference na mnoziné X tak, Ze mnozina {x’ :
'z} je konvexni pro vsechna x € X. Jestlize navic f(p,w) # 0, pak i p(p,w) # 0.

7 vyse uvedenych dvou Sonnenscheinovych vysledku plyne, ze muzeme ziskat spojitou funkci poptavky,
pokud nahradime tranzitivitu relace preference jeji konvexitou.

Dalsi vysledky v teorii netranzitivniho spottebitele byly ziskdny Shaferem (1974). Tento piistup formuluje
chovani spotiebitele jakozto maximalizace spojité ¢iselné funkce vzhledem k rozpoctovym omezenim. Tato
funkce, jejiz existence a spojitost nezavisi na tranzitivité, muze byt povazovéana za alternativni pristup k
reprezentaci relace preference.



Véta 5.8 (Shafer (1974)) Necht = oznacuje spojitou, uplnou a ostie konverni relaci preference na R.. Pak
existuje spojitd funkce k : RY. x R'. — R tak, Ze

1. k(z,y) > 0 <= x € 1,(y),
2. k(z,y) <0 <<=z € |,(y),
3. k(x,y) =0 < x>y ayrz,

4' k‘(x,y) = —k:(y,x).

Predpoklady véty jsou obvyklé az na to, ze je vynechan axiom tranzitivity. Za jeho predpokladu pak
existuje funkce uzitku a funkce £ muze byt definovana, ze k(x,y) = u(z) — u(y).

Stejné jako predtim, necht 8(p, w) oznacuje rozpoc¢tovou mnozinu spotiebitele. Pak poptdvka spotiebitele
sestava ze vSech bodu v rozpoctové mnoziné, kterd maximalizuji funkci k. Presnéji, poptavka je definovana
jako

o(p,w) ={z € B(p,w) : k(z,y) = 0 pro viechna y € B(p, w)}
nebo ekvivalentné
¢(p,w) = {z € B(p,w) : =y pro viechna y € B(p,w)}.

Predpoklad ostré konvexity garantuje, ze existuje jediny maximalni prvek. Nasledujici véta precizuje
maximaliza¢ni argument.

Véta 5.9 (Shafer) Za predpokladu véty 5.7 a pro kazdy kladny cenovy vektor p a kladné bohatstvi w je
poptavka z = f(p,w) = {z € B(p,w) : k(x,y) > 0 pro vsechna y € B(p,w)} a tato funkce f je spojitd v bodé
(p, w).



5.5 Poptavka za predpokladi separability

Separabilita preferenéniho usporadani a funkce uzitku, at uz slabd nebo silnd, ma dulezité dusledky pro
funkci poptavky. Za pouziti oznaceni a definic z odstavce 5.2 a za predpokladu separability funkce uzitku
muzeme psat

u(x) = V(v (z1),...,v(zE)), (5.2)

kde z;, j =1,..., k jsou vektory mnozstvi komodit v S; a X = S7 x - -+ x Si. Pak v;(x;) jsou funkce uzitku
definované na S;. Budeme pouzivat vektor p; pro ceny komodit v tiidé rozkladu V;.

Definice. Pro vSechny w; € RL definujme podrozpoctovou mnozinu
B (pj wy) = {x; € Sj 1 pj - x5 < wyl. (5.3)

Nyni muzeme zavést pojem podminéné poptavky fj (pj, w;) jakozto to z;, které maximalizuje funkeci
v;(z;) pres podrozpoctovou mnozinu 37 (p;, w;).

Definice. Podminénd funkce poptavky je definovana jako
Fpjwy) = {x; € B (ps,wy) s vj(5) > v;(29), 29 # 25,20 € B (pj, w;)}- (5.4)

Tyto podminéné funkce poptavky sdili vsechny vlastnosti obvyklych funkci poptavky az na to, ze jejich
definiéni obor a obor hodnot jsou omezeny proménnymi p;, w; a S;. Jsou-li dany v;(z;), p; a w;, je i poptavka
x; zndma. PFitom proménna w; nen{ ddna vnéjsné, ale jakozto ¢ast obecného optimalizaéniho problému. Bud
déle f;(p,w) j-podvektor funkce poptavky f(p,w). Pak je w; déno jakozto

wj(p,w) = pj - f;(p, w). (5.5)
Poznamenejme, ze v obecnosti je potieba celého cenového vektoru, abychom uréili wj. Kdyz pouzivame
w? vzniklé pomocf w;(p, w), 1ze otekdvat ze z podminénych funkef poptavky ziskdme tentyz vektor poptavky

jako f;(p,w).



Véta 5.10 Za predpokladu separability funkce uzZitku plati
fi(p,w) = f](pj, wj (p,w)) pro viechna j. (5.6)

Diikaz. Uvazme libovolné, ale pevné vektor (po,wo). Necht 2} = f; (o, w}(po, wo)) pro jisté j a necht
xo = f(po,wo). Evidentné, xo, € B;(po;, w;(po, wo)). Piedpokladejme, ze a5 # x¢,. Pak v;(z}) > vj(wo,) a

u(zo) = V(vi(xo,),---,v5(z0,);s -, vr(20,))
< V(vi(zo,), - vi(x}), .. v(xo,)), (5.7)

protoze je funkce V' monotoné rostouci v proménné v;(z;). Evidentné je prvek (zo., 2}) v rozpoctové mnoziné
J

*

B(p,w) a tedy predpoklad v;(z}) > v;(wo,) neplati. Tedy nutné v;(z}) = v;(zo;) tj. ¥} = x0,, protoze w;
je jediny vektor maximalizujici v;(x;) pfes vSechna x; € B;(po;, w](po,wo)). Proto podminka 5.6 plati pro
(po, wo). Protoze (pg, wp) bylo vybréno libovolné, plati pro vsechny pifpustné (p, w) a véta je timto dokdzana.

Vyznam véty 5.10 je dvoji. Nejprve je zfejmé, Ze ostatni ceny ovliviiuji poptavku pro x; pouze pomoci
skalarn{ funkce w3 (p,w), coz je podstatné omezeni na p;. Déle, pokud je mozné pozorovat a urcit bohatstvi w;
empirickou cestou, muzeme se koncentrovat na podminénou funkci poptavky, pro kterou pouze potiebujeme
znat pouze cenu p;. Jako priklad lze uvazit chovani poptavky v jistém casovém obdobi, feknéme jednom
roce. Za obvyklého (implicitniho) predpokladu separability béhem rtuznych casovych obdobi je pak pouze
nutné znat uplné ndklady pro tuto periodu (w;) a odpovidajici cenovy vektor (p;). V tomto kontextu
muzeme uvazovat (5.5) jako spotiebni funkci spjatou s celkovymi spotfebnimi naklady vzhledem k celkovému
bohatstvi a cenami pro vSechny periody.

6 Funkce nakladi a neprimé funkce uzitku

Alternativni ptistup v analyze poptavky byl proveden Samuelsonem v roce 1947. V soucasnosti mluvime o
tzv. dualité v analyze poptavky. V jistych ptipadech dosdhneme timto zptusobem ptiméjsi analyzy senzitivity



cen a dovoluje nam kratsi a transparentnéjsi prehled jistych klasickych vlastnosti funkce poptavky. Popisme
v kratkosti zakladni vlastnosti a vysledky pro podstatné omezenéjsi situace nez byly vyse uvedené. Tato
omezeni budou pouzita v néasledujicich paragrafech.

Od doposud budeme predpokladat, ze spotfebni mnozina X bude kladny ortant Rﬂr a ze vSechny ceny
a bohatstvi jsou kladné. Toto implikuje, Ze rozpoctova mnozina je kompaktni a ze podminka minimélniho
bohatstvi je splnéna. Zejména je pro spojitou funkci uzitku korespondence poptavky ¢ horni hemi-spojita.
Déle budeme piedpokladdt nenasycenost bud relace preference nebo funkce uzitku. To pak implikuje, Ze
spotfebitel pouzije vSechno své bohatstvi za maximalizace preferenci.

Je-li dana dosazitelnd droven funkce uzitku v = u(x),z € X, je ndkladovd funkce minimalni mnozstvi
nutné k ziskani tdrovné uzitku alespon takové jako v pro danou cenu p. Je tudiz nakladova funkce E :
R' x R — R definovana jako

E(p,v) = min{p - x : u(z) > v}. (6.1)

Pritom Ize snadno dokazat nasledujici vlastnosti nakladové funkce.
Lemma 6.1 Pokud spojitd funkce uZitku splnuje axiom lokdlni nenasycenosti, je pak ndkladovd funkce:
1. rostouci a spojitd v proménné v pro kazZdy cenovy vektor p,

2. neklesagici, pozitivné linedrné homogenni a konkdvni v promenné p pro kaZdou turoven uzitku v.

Necht nyni y = E(p,v) oznac¢uje minimalni tiroven ndkladi. Protoze je funkce E rostouci a spojitd v
proménné v, existuje jeji inverzni funkce v = g(p,y), kterd vyjadii uzitek v jakozto funkci nakladu a cen,
ktera se nazyva neprimou funkci uZitku. Je snadné vidét, ze

9(p,y) = max{u(z) : p- x = y}. (6.2)
Vzhledem k vlastnostem nékladové funkce je nutné neptimé funkce uzitku

1. rostouci a spojita v proménné y pro kazdy cenovy vektor p,



2. nerostouci v cenach a homogenni stupné 0 v ptijmech a cendach.

Zejména tedy z definice E' a g obdrzime nésledujici identity:

v=g(p, E(p,v)) ay = E(p,g9(p,y))- (6.3)

Je-li dén cenovy vektor p a tdroven uzitku v, je ndkladové minimum E(p, v) ziskdno na jisté podmnoziné
urcené F(p,v) a p. Jsou-li preference ostie konvexni, existuje jediny bod x € X minimalizujici néklady a
ozna¢me minimaliza¢ni funkci jako = = h(p,v).

Nutné pak z definice

E(p,v) =p- h(p,v). (6.4)

Funkce h se nazyva Hicksova funkce poptdivky kompenzovand prijmem, h je spojita v obou argumentech
a homogenni stupné nula v cenéch.

Uvazme nyni nas puvodni problém maximalizace funkce uzitku vzhledem k rozpoc¢tovym omezenim p-x <
w. Pak nas predpoklad lokalni nenasycenosti a ostré konvexity implikuje existenci spojité maximaliza¢ni
funkce f(p,w). Tato funkce se nazyva Marshallova trini funkce poptdvky a spliuje vlastnost

p-flp,w) =w. (6.5)

7 téchto definic ziskame druhou dvojici identit, které popisuji zakladni vztah mezi Hicksovou funkci
poptavky kompenzované prijmem a Marshallovou trzni funkci poptavky:

fp,w) = h(p,g9(p,w))
(6.6)
h(p,w) = f(p, E(p,w)).
Jednu z dulezitych vlastnosti Hicksovy funkce poptavky lze obdrzet bezprostifedné. Pro pevnou troven
uzitku v, uvazujme dva cenové vektory p a p’, déle asociacované vektory poptavky z = h(p,v) a 2’ = h(p',v).
Z toho, ze x a 2’ minimalizuji naklady, obdrzime

(p—1)-(z—2) <0 (6.7)



Pro zménu Apy = pi, — p). ceny jednotlivé komodity k tak, ze vsechny ostatni ceny zistanou konstantni
tj. App = pn — pj, = 0, h # k implikuje
Apy - Axy, < 0. (6.8)

Jinak feCeno, narust ceny jedné komodity nezpusobi narust poptavky pro tuto komoditu. Hicksova funkce
poptavky neni tedy rostouci funkci ceny. Tato vlastnost se obcas nazyva jako nekladnost vlastniho sub-
stitucniho efektu. Detailni diskuse pro diferencovatelné funkce bude provedena v dalsich paragrafech.

7 Vlastnosti diferencovatelné funkce uzitku
Nasledujici paragrafy se vénuji funkcim uzitku a poptavky za predpokladu diferencovatelnosti, ktey je stan-
dardnim ptedpoklad v teorii spotiebitelské poptavky.

Bud tedy u : X — R funkce uzitku, ktera je tiidy C? bez kritickych bodu * reprezentujici iplnou a
spojitou relaci preference tiidy C? na X, kterd je monotonni a ostfe konvexni. Pak je tato funkce

1. spojit4,
2. rostouci tj. u(z) > u(y) pro x >y, x # vy,
3. ostte kvazikonkavni tj. u(ax + (1 — a)y) > u(y) pro a € (0,1), x # y a u(x) > u(y).

4. dvojnasobné spojité diferencovatelna tj. jeji druhé parcialni derivace existuji a jsou spojitymi funkcemi
v proménné .

*Pro prvek x € U je derivace Df(x) v bodé x linedrn{ zobrazeni z R¥ do R™ (tj. matice parcidlnich derivaci). Pak fikdme,
ze x se nazyva singuldrni (kriticky) bod zobrazeni f, pokud tato derivace neni surjektivni zobrazeni. Poznamenejme, ze pokud
k < m, jsou v8echny prvky z U singularni. Singuldrni hodnoty jsou jednoduse obrazy vzhledem k f vSech singularnich bodu;
prvek y € R™ se nazyva reguldrni hodnota, pokud neni singuldrni hodnota.



Déle budeme predpokladat, ze derivace prvniho radu, tj. %, 1 =1,...,1, jsou kladné. Mluvime o tzv.

(2
margindlnich (meznich) uzitcich. Specialné pak vektor délky [ margindlnich uzitkua budem oznacovat wu,.
Protoze derivace druhého radu jsou spojité funkce jejich argumentu, mame nutné
0%u 0%u
&ri&rj 8:@,8@ I

uij

Bud tedy U,, Hessova matice fddu [ funkce uzitku u tj. matice druhych parcidlnich derivaci funkce u s
prvky w;;. Ze symetrie druhych parcidlnich derivaci pak mdme, ze Uy, je symetrickd matice tj. U, = UL .

Vlastnost ostré kvazikonkavnosti, kterou méa funkce uzitku, pak implikuje dalsi omezeni na prvni a druhé
derivace funkce uzitku.

Veéta 7.1 Bud u ostie kvazikonkdvni funkce uZitku. Pak pro viechny proky x € X plati
2TUuwz < 0 pro vsechna z € {y € R:iu,-y= 0}. (7.1)

Diikaz. Bud z € X libovolny. Necht z € R’ : u, - z = 0. Pak z Taylorova vzorce mame

Uy - 2 2T U0z
u(y) = u() + a=7— + a* === + o(y), (7:2)
kde y = x + az a p je redlna funkce spojita v okoli x tak, ze limyﬂ;% = 0. Tedy u(y) =
021Uy . L1 - UL,z - o . .
u(z) + o === + o(y). Predpoklddejme, ze > (0. Nutné pak existuje oy > 0 tak, ze pro vSechna
Q€ <—CL’0,060) platl’ f(Oé) = f(O) + %QQfII(O) + 0-<05)7 kde f(Oé) = u(:c + OéZ), f/(Oé) = Ugtaz " % f”(Oé) =
Upiozaraz > 0, o(a) = %. Pritom limaﬁoagg) = 0. Predpokladejme, ze o > 0. Pak z ostré

kvazikonkdvnosti min{ f(—a), f(a«)} < f(0) a z predchoziho f(a) — f(0) > 0 a f(—a) — f(0) > 0, coz je
T
spor. Tedy % <0.1



Vlastnost ostré kvazikonkavnosti funkce uzitku neni dostatec¢nd, abychom obdrzeli vSude diferencovatel-
nou funkci poptavky. Proto zavedeme nasledujici pojem.

Definice. Ostie kvazikonkavni funkce uzitku se nazyva silné kvazikonkduvni, jestlize
21U,z < 0 pro véechna z € {y € R' 1w, -y =0,y # 0} (7.3)

Tato dodatecna vlastnost je ekvivalentni regularité tzv. hraniéni Hessova matice

U[ECC uI
H_[ug 0] (7.4)

Veéta 7.2 Hranicni Hessova matice H ostre kvazikonkdvni monotonni rostouct funkce uZitku w je regquldrni
prave tehdy, kdyz je funkce uzitku silnée kvazikonkdvni.

Dikaz.Dokazme nejprve dostatecnost. Predpokladejme tedy, ze matice H je singularni. Pak existuje I-
rozmérny vektor z a skalar r tak, ze plati

Upez +ugr =0; uy-2=0; (27,7)#0. (7.5)

Necht z = 0. Pak r # 0. Tedy nutné z u,r = 0 vyplyva, Ze u, = 0, ale to je spor s monotonii funkce
uzitku. Necht tedy z # 0. Pak 0 = 270 = 27U,z + 2Tu,r = 27U,,2 < 0, spor se silnou kvazikonkavnosti.
Odtud pak dostdvédme, Ze nemiizeme najit nenulovy vektor (27, r) tak, ze (2T, r)H = 0 a tedy je H reguldrni.

Dokazme nyni nutnost. Budeme postupovat ve tifech krocich. Nejprve ukazeme, ze je-li H regularni,
muZeme najit realné ¢islo o tak, ze je pro véechna o < o* matice A(a) = Uy, + aul - u, reguldrni. Dale
ukazeme, ze za predpokladu ostré kvazikonkavnosti existuje redlné ¢islo f* tak, ze matice A(3) je negativné
semidefinitni matice. Posledni krok je kombinaci téchto dvou kroku.

Krok 1. Regularita matice H znamena, Ze pro vSechny nenulové [-rozmérné vektory c¢; takové, ze u, -c; = 0,
A(a)e; # 0 pro vsechna . Uvazme dédle vSechny vektory ¢, tak, Ze ulcy # 0 a normalizujme cy tak, Ze



ulcy = 1. A(a)ey = 0 znamend, 7e a = —ctUypco. Nechf o* = min{—clU,.co : ulcy = 1}. Pro a < o,

Ala)eg # 0 a A(a) je tedy reguldrni.

Krok 2. Je-li A(8) negativné semidefinitni matice pro néjaké 3 tj. ¢f A(8)c < 0 pro vsechna c. Odtud pak
pro vsechna 3 plati 27U,,z < 0 pro viechna z takovd, Ze ulz = 0. Specidlné, cT A(S)c < 0 pro vsechna 3 a
pro vechna z takovd, ze ulz = 0. Uvazme déle viechny takové vektory ¢, Ze ulc # 0 a normujme je tak,
7e ulc = 1. Pokud pak ¢f A(B)c < 0, je nutné 8 < —cl'U,,e. Polozme proto f* = min{c!U,,c : c'u, = 1}.
Proto je pak A(S) negativné semidefinitni, jestlize § < g*.

Krok 3. 7 kroku 1-2 plyne, ze existuje realné ¢islo v tak, ze A(f) je regularni a negativné semidefinitni pro
vSechna < v, pritom v < min{a*, 5*}. Ptitom z linedrni algebry vime, Ze negativné semidefinitni matice,
kterd je regularni, je nutné negativné definitni. Je proto 27 A(y)z = 27U,z < 0 pro vSechna nenulové z
takovd, ze ulz = 0 tj. u je silné kvazikonkdvni. |

To, co bylo Tfeceno o vlastnosti derivaci funkce uzitku wu, plati i pro kazdou diferencovatelnou rostouci
transformaci funkce u. To je zfejmé v pripadé, ze kladné znaménko marginalnich uzitku a dusledky silné
kvazikonkavnosti jsou zalozeny ptimo na vlastnostech preferenéniho uspoiadani tj. na monotonii a konvexité.

Popisme explicitné dusledky takovychto transformaci pro derivace. Bud tedy F dvakrit spojité diferen-
covatelnd rostouci transformace F': R — R tj. I/ > 0 (F’" a F” jsou skalary) a F” je spojita. Polozme
v(x) = F(u(zx)). Pak mezi prvnimi a druhymi derivacemi funkef u(x) a v(z) plati nasledujici vztahy:

ggz = F’ggl neboli v, = Fuy,

(7.6)

v o QPu n ( Ou Ou . L P

Protoze je I’ kladné, ma v, stejné znaménko jako u,. Naproti tomu prvky matice V,, nemusi mit stejné
znaménka jako prvky matice U,,. Mdme vsak, 7ze 27 U,,z < 0 pro kazdy vektor z € {y € R' : u,-y = 0,y # 0}
implikuje 27V,,2 < 0 pro kazdy vektor z € {y € R' : v, -y = 0,y # 0}. Skutetns, vl z = F'ulz = 0 a tedy
2 Viwz = 2T F'Uppz + 2T F'ugulz = F'2TU 2 + F/2Tugulz = F/2TU,,2 tj. oba vyrazy 27U,z a 27V,,2



maji stejné znaménko z kladnosti F’. Poznamenejme, Ze se nejedna o novy vysledek ale jiny zpusob dukazu,
ze ostra a silna kvazikonkavnost odrazeji vlastnosti relace preference.

Protoze ale marginélni (mezni) uzitky % nejsou invariantni vzhledem monotonnim rostoucim transfor-
7

macim, budou nds zajimat poméry dvojic marginalnich uzitki, napf.

%
aff = (7.7)
(9$j !

Nutné pak je vyraz 7.7 invariantni vzhledem k monotonnim rostoucim transformacim (F”, které je jak ve
jmenovateli tak citateli, se pokrati.). Zachovame-li nyni tiroven funkce uzitku konstantni a ménime-li pouze

promeénné z; a xj, obdrzime lokalné:
ou ou
dz* — ) dzt = 0. 7.8
(&) o (5 &

U; dx’
Ry = —=——2 7.9
J Uj dx} (7.9)

Tedy mame

R;; se nazyva margindlni (mezni) mira substituce i-té komodity za j-tou komoditu. Ptitom R;; repre-
zentuje mnozstvi komodity j vénované na vymeénu za zvySeni komodity ¢, pficemz mira uzitku zustava
konstantni.

O R;; budeme predpokladat, Ze je klesajici funkef x; tj. pii stejné mife uzitku bude mnozstvi komodity
x; mensi vénované na vymeénu za zvySeni komodity pfi vétsim x; nez kdyz je x; mensi. Predpoklad o DMRS
pro kazdou dvojici (7, j) plyne ze silné kvazikonkdvnosti funkce uzitku.

Klesajici margindlni mira substituce znamena, ze

OR;; OR;;
Yo R —2
&’ti J 0:10]-

<0, (7.10)



coz nam dava

1

u— (u“ui — QUinuij + ujju?) < 0. (711)
J

V}’fraz v zavorkach je roven 27U,z pro z, = 0, k #i,j a z; = —u; a z; = u,;. Protoze je vyraz u; > 0
a ul = 0, mame ze silné kvazikonkavnosti, Ze vyraz 7.10 je zdporny. Pfitom obracend implikace plyne pti

Jlstych dodatec¢nych predpokladech.
Pojem margindlni miry substituce byl tradi¢né pouzivan ve spojitosti se slabou a silnou separabilitou.
Nez se budeme této spojitosti vénovat, bude pro nas uziteéné si v§imnout dusledku diferencovatelnosti
funkce u(x) v piipadé (slabé) separability. Za predpokladu separability vime, ze

u(z) = V(vi(z1), ..., vk(xp)). (7.12)

Z diferencovatelnosti pro vSechna i € N;, 1 < j < k dostaneme, Ze

ou OV Ov;
7.13
ox; 61)] ox; ( )
ex1stuJe a tedy existuji i 6‘/ a ax Protoze v;(z;) mé vSechny vlastnosti funkce uzitku, je nutne > 0. Je
tedy i 2% > 0, protoze > 0.
Necht nyni i, k € V. Pak
02w _ oV 02, N 6V22 dvj Ov; | (7.14)
O0z;0xy  Ovj 0z;0xy, (%j ox; 0xy,
a pro véechna i € N;, k € N,, j # g mame
Pu  9V? 9u; O, (7.15)

Or;0ry  Ovjov, Ox; Oxy,



Zejména odtud obdrzime, ze existence a symetrie matice U,, implikuje existenci a symetrii Hessovy
matice V,,. V pripadeé silné separability je % = V' tj. stejnd pro vSechna j. Nutné tedy
J

duz) _ ., 0v;(;)
oz, =V oz, (7.16)

pricemz Hessova matice V,, ma vSechny prvky stejné.

Véta 7.3 Margindlni mira substituce mezi dvéema komoditami i a k leZicimi v mnoziné N; je nezdvisld na
trovni spotreby vné mnoziny N; tehdy a jen tehdy, kdyz je funkce uZitku slabé separabilni.

u

To znamend, Ze pro vsechna ¢ € N; je % soucinem spoleéného faktoru o;(x) a specifického faktoru

Bii(a;) 4. )
u
5o — Q(@)Bilx) (7.17)
To ale odpovidd tomu (viz 7.13), ze a;(z) = g—; a Bji(x;) = g—;ﬁ.

Véta 7.4 Margindlni mira substituce mezi dvéema komoditami 1 a k leZicimi po Tadé v mnoZiné N; a v
mnoziné Ny, g # j lze psdt jako podil dvou funkci ;;(x;) a Byr(xy) pravé tehdy, kdyz funkce u(z) uZitku je
silné separabilni. nezdvisld na drovni spotreby vné mnoziny N; tehdy a jen tehdy, kdyz je funkce uzitku slabé
separabilni.

7.1 Diferencovatelna poptavka

V lemmatu 5.5 jsou vysloveny podminky pro zajisténi existence spojité funkce poptavky f(p,w), kterd
je navic homogenni stupné 0 jak v cenach tak i v bohatstvi. V této ¢asti se budeme vénovat dusledkim
predpokladu diferencovatelnosti funkce uziteénosti pro funkci poptavky. Zejména bude studovana diferen-
covatelnost funkce poptavky.



Omezime se piitom na ten piipad, kdy bude spotiebni mnozina X otevieny kladny kuzel P C R'.
Abychom obdrzeli poptavkové svazky v P, budeme déle predpokladat, ze preferencni usporadani je mono-
tonni a tiidy C? a Ze uzdvéry kiivek indiference jsou celé obsazeny v P. Pak je za piedpokladu pozitivnich
cen a pozitivniho bohatstvi poptavkova funkce korektné definovana a jeji obor hodnot je podmnozinou
otevieného kladného kuzele P C R'. Navic piedpoklddejme, Ze spotiebitel vyuzije zcela své maximalizaéni
preference. Lze tedy jeho vybér omezit na ty svazky x € P, pro které plati p’x = w.

Je-li funkce uzitku spojité diferencovatelnd 2. stupneé, je pak funkce poptavky = = f(p,w) definovana v
2.2 nebo v 5.1 urcend jakozto feseni maximalizaéniho problému: maximalizujme funkci u(x) za omezujicich
podminek p’z = w. Staci pak utvotit Lagrangidn

L(z, A\, p,w) = u(x) — Mp'z —w), (7.18)

kde A je Lagrangeuv multiplikdtor.
Podminky prvniho stupné pro nalezeni stacionarnich bodu funkce u(z) ndm pak davaji

oL

— =u, — Ap=0, 7.19

By = U AP (7.19)

oL

s plr=0. (7.20)
Stejné jako v predchozim paragrafu budeme piedpoklddat, ze parcialni derivace u; > 0, ¢ = 1,...,n.

Jsou tedy nutné jak u, tak i p kladné vektory tj. prvky P, zejména tedy z 7.19 dostavame, ze Lagrangeuv
multiplikator A je kladné realné ¢islo.
Nutnd podminka druhého fadu pro nabyvani maxima je pak

2" Lypz < 0 pro viechna z € R' takova, ze pTz = 0. (7.21)
Pritom L., = % vycisleno v bodeé feseni systému 7.19 a 7.20. Za predpokladu ostré kvazikonkavnosti
funkce uzitku (viz 7.1) je tato podminka splnéna, protoze L,, = U,, a ddle p’z = 0 implikuje ulz = 0 na

zdkladé 7.19 a kladnosti \.



Systém 7.19 a 7.20 je systém [ + 1 rovnic v 2(I + 1) proménnych — vektory x,p € R' a skalary A a
w. Pro nas ucel budeme p a w povazovat za libovolné, pevné a x a A budou nezndmé proménné. Lemma
5.5 nam zarucuje existenci jediného feseni x = f(p,w). Zejména tedy existuje jediné feSeni pro A, totiz
Mw = \plz =ulx =ul f(p,w) tj. \ = O(p,w) = W.

Snadno se ovéri, ze TeSeni systému 7.19 a 7.20 je v proménné z invariantni vzhledem k monotonnim
rostoucim transformacim funkce u(x), ale proménna A uz ne. Pro takovouto transformaci F' jsou podminky
7.19 a 7.20 prevedeny na

Flu, — X'p =0, (7.22)

w—ple=0. (7.23)

A~ obdrzime rovnici 7.19. Evidentné je tedy fesenf

Podélime-li 7.22 vyrazem F’ > 0 a polozime-li A = 27
pro x invariantni, zatimco \* je Lagrangetuv multiplikator pro transformovany problém.
Vénujme se nyni diferencovatelnosti funkei f(p,w) a O(p,w) v bodé (2% \°, p,w), kde 2° = f(p,w),

A = O(p,w). Mdme

oty (Upedz) A — updA
tj.
U2 dx — pd\ — \dp = 0. (7.25)
Podobné,
dw = d(p"'z) = p"da + 2" dp(p, w), (7.26)
tj.
dw — pTdx — xOpo = 0. (7.27)

Piitom U, = U,,(z°) Po snadné tipravé pak obdrzime tzv. zdkladni maticovou rovnici poptdvky spotiebitele:



Ugy P de | _[ AE 0T dp
e[ ] - L] 2
kde F je identickd matice typu [ x [. Muzeme ptitom formalné psat
dz = X,dp + z,dw;  dX = A + A\,dw (7.29)

neboli

EEEEIES



Kapitola 3

Teorie ekonomické rovnovahy

Tato kapitola je podstatnym zpusobem zaloZena na ¢lanku S. Smalea [28] a monografii G. Debreua [7] ve
zpracovani v ramci diplomové prace Jiftho Novotného [21].

1 Zakladni pojmy

1.1 Prostor komodit

Prostor komodit je zdkladnim pojmem, na kterém stoji i cely matematicky aparat. Jeho podstatou je, ze
v ekonomice je dany pocet komodit (komoditou nerozumime jen zbozi ¢i sluzby, ale cokoliv, co lze pouzit
ke sméné, vcéetné prace, komodita je ur¢ena svymi fyzickymi vlastnostmi, datem a mistem, kdy a kde je
dostupnd). Necht je téchto komodit [, I € N. Akci jednotlivého ekonomického subjektu (v nasem pifpadé
i-tého spottebitele nebo vyrobce) mizeme zapsat jako komoditni vektor v komoditnim prostoru R!.

;= (', .., 2), 2" e R h=1,...1

87



Pomoci tohoto vyjadieni akce jednoho subjektu nyni muzeme popsat celou ekonomiku. Pokud je ucastniku
dany pocet, napt. m, pak budou vSechny akce v ekonomice popsany vektorem komoditnich vektoru z pro-
storu, z € R'™. Tedy

2= (21,...,0), B, €ER i=1,...,m.

1.2 Cenovy prostor

Cenovy prostor lze povazovat za dualni koncept ke konceptu prostoru komoditniho. Jako nejlepsi k ohod-
noceni komodit se hodi pravé ceny. Tzn. Zze ke komoditnimu prostoru piitadime cenovy vektor, pficemz
jednotlivé slozky si odpovidaji (i-té slozka cenového vektoru znaéi cenu i-té komodity). Aby cenovy pro-
stor odpovidal nejlépe realné situaci budeme uvazovat pouze nezdporné ceny - tuto mnozinu budeme znacit
R, =[0,00). * Tedy

p="....p"), p"eR, h=1,..1
je cenovy vektor. Dalsi podminkou je, Ze cenovy vektor je pro vSechny ucastniky stejny, takze vlastné repre-

zentuje cenovy systém. Hodnotu komoditniho vektoru v daném cenovém systému vyjadiime jako skalarni
soucin obou vektoru.

1.3 Agenti

vvvvvv

"agent”. Z ekonomického hlediska agentem rozumime jak spottebitele, tak vyrobce. Pro odliseni téchto pojmu
v matematickém konceptu zavedeme nasledujici znaménkovou konvenci pro rozliSeni vstupu a vystupu:
pro spottebitele budou vstupy kladné, vystupy zaporné, pro vyrobce naopak vstupy zaporné a vystupy

*Komodity s nulovou cenou se v ekonomické teorii nazyvaji volné.



kladné. Diky této konvenci v matematickém vyjadieni nemusime rozliSovat mezi pojmy spotiebitel a vyrobce
vysta¢ime pouze s pojmem agent. Je zaroven oSetiena moznost, Ze agent je soucasné vyrobcem i spotiebitelem.

1.4 Existence rovnovahy
Celkové nabidka S(p) a celkova poptavka D(p) jsou zobrazeni z cenového do komoditniho prostoru, tedy
S,D:R. —{0} - R".
Predpokladame, ze poptavka i nabidka jsou homogenni, tj. plati
D(p) = D(Ap), S(p) =S(Ap) pro A € (0,00).

Ekonomika je v rovnovéaze prave tehdy, kdyz zadny z agenti nechce zménit jeji stav. Veskeré vyrobené zbozi
je také poptavano a spotiebitelé plné uspokojuji své potieby.

Oznacime-li Z : R, — {0} — R', Z(p) = D(p) — S(p) jako previs poptdvky, pak hleddme takovy vektor p*,
pro ktery
Z(p*)=0.

Zobrazeni Z je spojité a homogenni, neboli

Z(Ap) = Z(p), pro vsechna A > 0.



1.5 Walrasuv zakon

Walrasuv zakon iika, ze celkova hodnota poptavky je rovna celkové hodnoté nabidky. Hodnotu nabidky lze
interpretovat jako rozpoctové omezeni celé ekonomiky a hodnota previsu poptavky je nulova:

l
p-Z(p)=0 &li » p"Z"(p)=0

h=1

I
Necht je S = {p € R.;||]p|> = >_(p')? = 1} prostor normalizovanych cenovych systémii. Homogenita Z

=1

nam dovoluje zuzit definicni obor Z na Sfr_l € R. Podle Walrasova zdkona je Z(p) tecna Sf[l v bodé p,
nebot vektor Z(p) je kolmy k p.

Slaby Walrasuv zékon tikd, ze pro kazdy cenovy vektor p € Rﬂr plati:

p-Z(p) <0.

Definice 1.1
Necht a € R a v € R, pak zapis v < a zhamen4, ze

v <a, proh=1,..,1L
Necht b € R av € R, pak zapis v < b znameni, ze
vt < b proh=1,..,1

Podobné i pro =, <, >, >.

Véta 1.1 (Debreu-Gale-Nikaido)
Necht je Z : R, — {0} — R' spojité a splituje slaby Walrasiv zdkon. Pak existuje p* € R', — {0} takové, ze



Z(p*) <0.
Dukaz viz [28, strana 338-339].

Poznamka 1.1
Pokud { : R\, — {0} = R, splituje Walrasuv zdkon a pro né&jaké p* plati Z(p*) < 0, pak bud Z"(p*) =0
nebo p** = 0.

1.6 Aproximace vicehodnotovych zobrazeni
S(T) zna&i mnozinu konvexnich podmnozin mnoziny 7' C R'.

Definice 1.2

Necht je K C R' kompaktni, T C R' kompaktn{ a konvexni. Pak zobrazenf ¢ : K — S(T) nazyvame
korespondence z K do T.

Graf korespondence ¢ je mnozina

Ly ={[z,y] € K xT; y € p(x)}.
e-okoli grafu I',, definujeme takto:
B.(I'y) ={y € K x T; dist(y,I',) <e}.
Véta 1.2
Jestlize je ¢ korespondence z K do T' s kompaktnim grafem I',, potom pro dané € > 0 existuje spojité

zobrazeni f : K — T takové, ze I'y C B.(I',).
Dukaz viz [6].



1.7 Vlastnosti konvexnich mnozin a obalu

Lemma 1.3
Soucet dvou konvexnich mnozin R je konvexni mnozina.

Dikaz:
Necht a,as € A a by,by € B, kde A a B jsou konvexni mnoziny. Pak plati

t(a1 + bl) + (1 — t)(ag + bg) = (ta1 + (1 — t)ag) + (tb1 + (1 — t)bg) € A+ B.

Lemma 1.4
Necht Y; znaé¢i konvexn{ obal mnoziny Y; v R', pak

Y-
j=1 j=1

Dikaz:
Staci dokazat, ze A+ B = A+ B. Tvrzeni pro vice mnozin se pak jiz jednoduse dokaze pomoci indukce.

Podle lemmatu 1.3 je A + B konvexn{ mnozina. Protoze A + B je nejmensi konvexni mnozina obsahujici
A+ B, plati

~ —_—

A+BDA+B.

vvvvvv

Pro mnozinu X C R! definujeme



tedy mnozina X, je mnozinou vsech konvexnich kombinaci n prvki z mnoziny X. Necht a1, ay € A, by, by € B
at,s € R takové, ze t,s € (0,1).
Plati
tay + (1 —t)as + sby + (1 — s)by =
ta; +tby + (s —t)by + (1 — $)bg + (1 — s)ag + (s — t)ay =
t(ar +b1) + (s —t)(ag + b1) + (1 — s)(ag + ba2). (1.1)

U X, = U Xor.

Dale dostavame

Z platnosti vztahu (1.1) vyplyvé, ze
As+ By C (A+B);CA+ B, (1.2)
Dale plati
X2k+1 — (sz)g (13)

Inkluze Xor+1 D (Xor) je ziejmda. Obracené:
Necht 2 € Xor1. Pak

2k+1 2k+1

i=1 =1

2k
Pokud 0 < Y t; < 1, pak
i=1
2k 2k t 2k+1 2k+1 t
Dot | e[| ]| X | € (e
i=1 =S i=2k+1 =261 Ny
i=1 1=2k+1



2k
Pokud > t; =0, pak

=1

ok
Analogicky pro Y t; = 1.
i=1
Nyni indukei dokézeme, ze

Pro k =1 to plyne z (1.2).
Déle pokracujeme indukci. Predpoklddame, ze inkluze plati pro k. Pro k + 1 pomoci vztahu (1.2) a (1.3)

dostaneme
Agert + Byt = (Agr )2 + (Bar )2 C (Age + Bar)s C

P e g

Tedy plati

oo (e o]

BQk - U (AQk _|’ B2k) g
=1

k=1

A+B = | Ax+
k=1 k

c A+B

—~——

Rovnost A+ B=A+ B tedy plati a lemma 1.4 je dokazano.

Lemma 1.5
Necht A znaéf uzévér mnoziny A. Pak plati

A+BCA+B.



Dukaz:
Necht a € Aa b€ B apro a, € A, resp. b, € B plati a,, — a, resp. b, — b. Pak plati, ze

a, +b, € A+ B

a zaroven
ay, + b, — a+b,

z ¢ehoz vyplyva
a+be A+ B.

2 Vyrobce

2.1 Uvod

Nyni se budeme zabyvat vyrobni stranou ekonomiky. Hlavni roli vyrobce je sestavit a uskutecnit svuj vyrobni
plan. Pro kazdého z n,j = 1,...,n vyrobctu to znamend urcit mnozstvi vSech svych vstupu a vystupu. Bod
y; € R' se nazyva produkce a oznacuje véechny dosazitelné i nedosazitelné produkce daného vyrobce, mnozina
dosazitelnych produkei se znaci Y; a nazyva se produkéni mnozina. Celkovd produkéni mnozZina a celkovd
dosazitelna produkcni mnozina vzniknou sec¢tenim dil¢ich mnozin, tedy:

y=>y a Y=>Y
P =1

Jelikoz timto sectenim dojde k odstranéni presunu komodit mezi vyrobci, predstavuje y ¢isty vystup ekono-
miky.



2.2

Vlastnosti produkénich mnozin

O produkénich mnozindch predpokladame (na nékterych mistech vykladu) nésledujici:

(a)

Y; je uzaviena.

) . q ’ 7 - ’ ’ . q 0 . . 0 ’
Ne(fht je y; pqsloupnost produkef dostupnych j-tému vyrobei a pokud y; — yj, pak je i y; dostupna
J-tému vyrobci.

Y je uzaviena.

0eY; (moznost zadné produkce)
Vyrobce méa moznost nedélat nic.

0eY.

YNn(-Y)={0} (podminka nendvratnosti)

Tato podminka tikd, Ze vyroba je ”jednosmérny proces”, kdy vystup jiz nelze znovu "rozlozit” zpét na
puvodni vstupy.

Y; je konvexni.
Pokud jsou y; a y? dosazitelné produkee, je dosazitelny i jejich vazeny prumeér ty; 4+ (1 — t)y; pro
libovolné ¢ € (0,1).

Y je konvexni.

Y D (—R.) (podminka volného pouziti)
Celkova produkce s nulovymi vystupy je dosazitelna. Tzn. Ze vyrobci pouzivaji vSechny vyprodukované
komodity jako vstupy.

Y-R,CY
Tato vlastnost je dusledkem vlastnosti (a’), (d’) a (e) pro Y, viz [7], strana 42.



7 téchto uvedenych podminek vychazi Arrowova-Debreuova véta uvedena v nésledujici kapitole. Produkéni
mnoziny maji nékolik dalsich vlastnosti.

(g) Nejprve necht R, = {z € Rz >0} aY C R', pak plati:
Y NR, c{0} (nemoznost volné produkee)
Vystupy dosazitelné celkové produkce s nulovymi vstupy jsou nulové.

(h) (Y;+Y;) CY; (aditivita)
Pokud jsou dva vyrobni plany dosazitelné samostatné, pak jsou dosazitelné i spole¢né.

(1) Y; je kuzel s vrcholem v bodé 0. (konstantni vynosy z rozsahu)
Tzn. y; € Y; = ty; € Y;,t > 0. Poméry vstupti a vystupt ve vyrobé jsou stejné, ale rozsah muze byt
libovolné méneén.

2.3 Maximalizace zisku

Kazdy raciondlné uvazujici a jednajici vyrobce (déle budeme uvazovat pouze tyto) se snazi maximalizovat
zisk z prodeje svych vystuptu. V daném cenovém systému p a pii produkei y; se tedy snazi maximalizovat
ziskovou funkci m;(p,y;) : Y; — R definovanou

m;i(p,y5) =P ;-
Pro tuto funkci plati

mi(tp, y;) = tmi(p, yj)-

Celkovy zisk vSech vyrobct je p-y. Vyrobce si vybird takovou produkei z produkéni mnoziny Y, kterd ma-
ximalizuje jeho zisk, tato se pak nazyva rovnovdznd produkce. Pokud p # 0 a y; je produkce maximalizujici
zisk, pak mnozina Y; lez{ v uzavieném poloprostoru pod nadrovinou H = {y € R',p-y = p - y;} uréenou
normélovym vektorem p. Mnozina maxim je ddna prunikem Y; a H.



Nabidkou j-tého vyrobce rozumime korespondenci S; : R' — {0} — Y. Vysledkem je mnoZina vsech
dosazitelnych produkci, které maximalizuji vyrobcuv zisk, tedy

Si(p) ={y€Yj; p-7=maxp-y}.
yeY;

Celkovd nabidka je korespondence S : R — {0} — Y definovdna takto:
S(p) =>_ S;(p)-
j=1

Celkova produkce y maximalizuje zisk na Y tehdy a jen tehdy maximalizuje--li zisk kazdé y; na Y;.

3 Spotrebitel

3.1 Uvod

Spotiebitel je v ekonomice charakterizovan svymi preferencemi a svym rozpoc¢tovym omezenim. Jeho hlavni
charakteristiky nam podavaji spotrebni mnozina X; a jeho preference. Spotrebni mnozina X; je mnozina
vSech dosazitelnych spotieb, spotfebu urc¢uje bod x; komoditniho prostoru. Spotfebitelovou roli v ekonomice
je vybrat si a uskutecnit spotfebni plan pro budoucnost, tzn. urcit mnozstvi vstupu a vystupu.

3.2 Vlastnosti spotiebnich mnozin

Uvazujme m spotfebitelu. Spotfebni mnozinu i-tého spotiebitele (i = 1,2, ...,
m) ozna¢me X;. Plati pro ni nasledujici podminky:

(a) X; je uzaviena mnozina.



(b) X; je zdola ohranicen4.
To znamend, Ze existuje takové d; € R!, ze X; C {x € R' | z > d;}, coz zapisujeme také X; > d;.

(¢) X; je konvexnli.
Tzn., pokud z} a x? jsou dvé mozné spotieby i-tého spotiebitele, je jeho moznou spotiebou i jejich
vazeny prumer tz; + (1 —t)z3, t € (0,1).

3.3 Preference spotrebitele

Zakladem zkoumani chovani spottebitele pti vybéru optimalniho spotiebniho kose jsou spotiebitelovy pre-
ference. Na jejich zakladé spotiebitel rozhoduje, ktera ze spotieb je pro néj ”lepsi’nebo "horsi”. Preference
zahrnuji faktory biologické, psychologické, kulturni, spolecenské a dalsi. Tyto preference popisuje iplné pre-
ferencni relace ”<”. Vyraz x! < x? znamend, Ze spotieba x] je pro spotiebitele "nejvyse tak dobrd”jako
spotfeba x?. Tato relace je reflexivni a tranzitivni.

Pro kazdé 7; € X; jsou mnoziny {x; € X;;x; X; T;} a {x; € Xi;x; =; T;} uzaviené v X; (podminka spoji-
tosti). Vyraz x] ~ z? znamend, 7ze spotiebitel je k obéma vybérum indiferentni, tedy Ze nemuze ici, ktery
je "lepsi”a ktery "horsi”. Tato relace je navic i symetrickd. Pro spotiebitelovy kose z} a x? plat{ x} ~ z?
pravé tehdy, kdyz

Bod z; € X; se nazyva nasyceni, pokud neexistuje lepsi dostupnd spotieba.



3.4 Uzitkova funkce

Spotiebitelovy preference reprezentuje uzitkovd funkce! u; : X; — R. Tato funkce je rostouci a plati pro ni
nasledujici podminka:

(z 2 y) & (u(r) < uly))

Uzitkova funkce ma nésledujici vlastnosti:
(a) w; nema maximum (podminka nenasycenosti). Va; € X;, 37; € X; : x; <; T;.

(b) u; spliuje podminku konvexity: pokud z, 2" € X; a w;(x) > w;(z’), potom w;(tx + (1 — t)z') > u;(2')
pro kazdé ¢ € (0,1).

Poznamka 2.1
Funkce u; je konkdvni a pfitom spliuje podminku konvexity (plati zdkon klesdjictho mezniho uzitku), nao-
pak konvexni funkce podminku konvexity spliiovat nemusi.

Dilezitym pojmem pro studium chovani spotiebitele je indiferencni plocha, kterou definujeme jako vrstev-
nici funkee u;, {x € R',u;(z) = c¢}. V dvourozmérném pifpadé mluvime o indiferenén{ kiivee, ta vyjadiuje
vSechny kombinace danych dvou komodit, které maji pro daného spottebitele stejny uzitek.

3.5 Rozpoctové omezeni

Spottebitel samozfejmé nemuze spotiebovavat do nekonecna, je ohranicen svym rozpoctovym omezenim.
Hodnota w; téchto prostfedku spotiebitele omezuje pti vybéru kombinaci komodit z komoditniho prostoru,
a to tak, ze nemuze tuto hodnotu prekrocit. Spottebiteli jsou tedy dostupné pouze ty komoditni vektory,

"Nutnou a postacujici podminkou existence spojité funkce uzitku je, aby mnozina A = {(x,y) € R’ x R,;z < y} byla
vzhledem k R' x R! uzaviena.



jejichz hodnota je mensi nebo rovna hodnoté jeho prostredkt w;. V daném cenovém systému pak rozpoctové
omezeni definujeme jako skalarni soucin

!
h o h ho_h
p-:v:E preax =w; plr € R, w; € R,
h=1

piicemz p jsou slozky cenového vektoru a x” slozky komoditniho vektoru.
!
Nadrovina {a € R'; Y p" - a" = w;} se nazyva rozpoctovd nadrovina. Nerovnost p - x; < w; tikd, ze z; lezi v
h=1

poloprostoru pod rozpoc¢tovou nadrovinou.
Kazdy spotiebitel disponuje majetkem e; € X;, pficemz existuje takové x; € X;, ze plati e; > x;. Pokud
uvazujeme ekonomiku se soukromymi vlastniky, potom 6;; znaci podil i-tého agenta v j-té firmeé s vyrobou

y; € R Je ziejmé, 7e 0 < 0;; <1 a > 0;; = 1. Pro dany cenovy systém p je bohatstvi i-tého agenta
j=1

w; :p'ei‘i‘zeijp'yj‘
j=1

Vektor w € R™ se nazyva rozloZent bohatstvi a jeho slozkami jsou hodnoty bohatstvi jednotlivych spottebiteli

(w;).

3.6 Rovnovaha spotrebitele

Spottebitel dosahuje optima, pokud si vybere takovy spotiebni kos z;, ktery mu v preferenénim usporadani
7 <" piindsi nejveétsi uzitek, a zaroven plati, ze vydaje p - x; na tento spotiebni koS jsou nejvyse rovny jeho
bohatstvi w;. Nami uvazovany racionalné jednajici spotiebitel si samoziejmé takovy koS vybere a bude jej
na trhu poptavat.

Spotiebitelovou poptdvkou rozumime korespondenci D;(p) : R — {0} — X; definovanou jako mnozinu vsech



dosazitelnych spotieb x; € X;, v nichz uzitkova funkce u;(x;) nabyvéa svého maxima na rozpo¢tové mnoziné
B; ={7 € X;; p-T < w;}, tedy

D;(p) = {T € B;; w;(T) = maxu;(z)}.

TEB;
Vsechny body z mnoziny D;(p) jsou navzajem indiferentni a pro vSechny z; € D;(p) a z; € B; plati nerovnost
x; =; «;. Pro poptavku samoziejmeé plati:
D;(tp) = D;(p), pro libovolné t > 0.

Celkovd poptdvka je korespondence D(p) : R' — {0} — |J X; definovand takto:
i=1

D(p) = ZDi(p)-

4 Rovnovaha ekonomiky

4.1 Definice rovnovahy

m n l

Rovnovdha ekonomiky je jejf stav (z,y,p), kdex € [[ Xi, y€ [[ Y, p €S- ={p e RL;|p|* = X (p)* =
=1 j=1 i=1

1}, ktery spliuje nasledujici podminky:

m n m
(A) Dosazitelnost, neboli >~ x; = > y; + Y e;.
i=1 j=1 i=1
(B) Kazdy spotiebitel se snazi maximalizovat svuj uzitek, neboli z; je spotieba, pii niz u; dosahuje maxima

na rozpoc¢tové mnoziné B, ={T € X;;p-T<p-e;+ >, 6;;p-y;}.
j=1



(C) Kazdy vyrobce se snazi maximalizovat svij zisk, neboli y; je vyroba, pii niz je m;(p,y;) = p - y;
maximalni na Y;.

4.2 Arrowova-Debreuova véta

Arrowova-Debreuova véta:

Pro ekonomiku spliujici podminky 2.2 (a’), (b%), (c), (d°), (e), (f) a 3.2 (a), (b), (c), 3.4 (a), (b) vzdy existuje
rovnovazny stav.

Nez dokazeme Arrowovu-Debreuovu vétu, uvedeme a dokazeme vétu 4.1 a vétu 4.6, které splnuji silnéjsi
predpoklady.

Definice 4.1:
Konvexni mnozina K se nazyva striktné konvexni, jestlize pro vsechna z,y € K, x # y a t € (0,1) je
tr + (1 —t)y € K°, kde K° je vnitiek K.

Véta 4.1:
Predpokladejme nyni, ze ekonomika popsand vyse splinuje kromé predpokladu Arrowovy-Debreuovy véty
tyto dodatecné podminky:

(1) Kazd4 Y; je uzaviena a striktné konvexni.

(2) Kazda wu; splnuje podminku ostré konvezity tj., pokud w;(z) > ¢, u;(2') > ¢, v # 2" a0 <t < 1,
potom u(tx + (1 —t)z’) > c.

Potom existuje rovnovazny stav.

Poznamka 4.1
Podminka (2) z véty 4.1 neznamenad, ze u; je striktné konvexni. Déle si uvédomme, Ze podminka ostré kon-



vexity je ekvivalentni s tim, ze funkce je ostte kvazikonkavni (viz str. 77).

K dukazu véty 4.1 budeme potiebovat nékolik lemmat.

Lemma 4.2: (zdkladni odhad)
Necht je Y uzaviend konvexn{ podmnozina R’ s vlastnostmi Y N (=Y) = {0} a Y D —R!,. Pak pro dané
b € R, a n prirozené existuje konstanta c takovd, ze pokud yi,...,y, € Y a Y y; > b, potom || y; ||< ¢ pro

Jj=1
vSechna j.

K dukazu tohoto lemmatu pouzijeme néasledujici tii tvrzeni. V nich oznacme K = {y € Y ||y|| = 1}.

Tvrzeni 4.1:
Pocétek 0 prostoru R’ nelezi v konvexnim obalu mnoziny K.

Dikaz:

Predpokladejme, ze ayxy + ...+ a,x, =0proz; € K,0 < a; <1, > a; = 1. Pak
i=1

—oxy =01 - 04+ asxo + ... + a2,
Protoze 0,25,...,x, € Y a 'Y je konvexni, lezi vyraz na pravé strané v Y. Vyraz —a;x; lze rozepsat takto:
—Qr1 = —(alxl + (1 - Oél) : 0)

Tedy —aqzy lezi rovnéz v =Y. Z toho vyplyva, ze aqxy € Y N (=Y) = {0}. Zaroven ||z1]| = 1, tedy oy =0,
coz je spor s predpoklady. 0 tedy nepatii do konvexniho obalu mnoziny K.



Tvrzeni 4.2:
Existuje ¢ = (¢*,¢%,...,¢") € R, ¢" > 0 pro viechna h, takové, ze pro viechna z € K plati ¢ -z < 0.

Dikaz:
Jestlize A C R! je kompaktni konvexni mnozina a bod b € R! nelezi v A, pak lze A od b oddélit nadrovinou
G171 + @re + ...+ qx; = c. Necht je nyni konkretné A konvexnim obalem mnoziny K, pak dle tvrzen{ 1
plati 0 ¢ A. Existuje tedy nadrovina, ktera oddéluje A a 0. Tato nadrovina ma rovnici - x = ¢. Pro vSechna
x € A plati nasledujici nerovnosti:
qg-xr < c¢

0=q-0 > c
Tedy pro vSechna x € K C A plati ¢-x < 0.
Navic pro vSechny vektory v" standardni baze v R' plati

—"e K a —¢"=¢q-(—") <0.

Tedy ¢" > 0, pro vSechna h.

Tvrzeni 4.3:
Existuji konstanty ¢ > 0 a # > 0 tak, ze pro vSechna x € Y, plati

q-x < f+e—elz.

Dikaz:
Necht ¢ € R' je vektor z tvrzeni 4.2. Nejprve definujme:
B = max{q-z;|z| <1}
—e = max{q-z;x € K}



Nyni rozlisime dvé moznosti:
(1) Necht [|z|| < 1. Potom
q-x<B<Bte—el,

nebot e — ¢||x|| > 0.
(2) Necht ||z|| > 1, pak % € K a plati:

lll

T
k4l
Tedy
—¢llz|| >q =
a odtud
q-x < —¢llz|| < —ellz]| + B+,
nebot

B+e>0.

Uvedend nerovnost tedy plati.

Dikaz lemmatu 4.2:
Necht ¢ € R je vektor z tvrzeni 4.2.

Predpoklddejme, ze ) y; > b pro y; € Y Potom plati:
j=1

n h
(z yj) -
j=1



Nerovnost vyndsobime é&islem ¢ > 0 a dostaneme

n h
<Z yj) " > b
j=1
Nyni vse secteme podle h a vysledkem je nerovnost

> yia=beq.
j=1

Odtud dostavame:
bog< Y yi-q< > ((B+e)—cllyl) =nB+e)—>_ |yl
j=1 j=1 j=1

Po uprave:
e llyill+b-q < n(B+e)
=1

2 1yl
j=1

1yl

n(B+e)—gqb
1>

IN

< n(B+e)—q-b _ c

)

Lemma 4.3:
Necht i = 1,...,m a necht X; > d;. Pro dané ¢; € R existuje a > 0 tak, Ze pro vSechna z; € X; takovd, ze

m
E X S (1,
=1



plati || z; ||< a, pro vsechna i.

Dikaz:
Plati nasledujici nerovnost:

@' < max(((d) ] | () ()
(en)* = 32 ()" + (@) )" = 35"+ (@)').....
(1) = 32 (de)" + (d)"]) = a®

Tedy |(2;)"| < a". Definujme a = 4/ > (a")2 + 1. Z toho dostdvame

Z <Z "2 11 =d%

h=1 h=1

!
ol < Y (a)?
h=1

Nabidka firmy j je definovana jako S;(p) = {7 € Y}; p-7 = maxyey,p- y}. Nyni necht b = >~ d; — Y e
i=1 =

a zvolme c¢ stejné jako v Lemmatu 4.2 tak, ze kdyz Y y; > b, potom | y; ||< ¢, pro vSechna j. Necht
j=1

}A/j =Y;N D, kde D, = {y € D4| y ||< ¢}. Pro p € R, — {0}, je §j(p) =7 € }A/] takové, ze funkce



7(p,y) = p-y, ma na 5/\; maximum v y. Potom se §j nazyva falesnd nabidka firmy j.

Lemma 4.4: R R R
Funkce 7(p,y) = p - y nabyvé na Y; svého maxima pravé v jednom bodé. Tedy funkce S; : Rﬂr —{0} - Y;
je dobie definovana. Déle je spojita a plati pro ni:

(1) S;(Ap) = S;(p) pro A > 0.
(2) Jestlize ||§j(p)|| < ¢, pak m(p,y) = p - y nabyva svého maxima na Y; rovnéz v bodé §j (p).

Dikaz lemmatu 4.4:

Sporem dokézeme, ze funkce 7(p,y) = p - y nabyva na S//\; svého maxima pravé v jednom bodé.

Necht 7(p,y) = p-y nabyvd svého maxima v bodech 7 a 7. Musime dokdzat, Ze ¥ a ¥ lezi na hranici. Kdyby
RS 3/}1-0, pak by pro vsechna t > 0 bylo

(T +tp)-p=17p+t|p|* > 7p

7 a y musi tedy lezet na hranici a plati
Py =Py =4

Predpokladejme, ze § # y. Potom funkce p - y nabyva svého maxima ve vsech bodech usecky 7y.
Plati tedy

p(ty+ (1 —t)y) =tpy+ (L —t)py = tq+ (1 —t)g =q.
Body t7 + (1 — t)y musi tedy lezet na hranici, coz je ovsem spor se striktni konvexitou mnoziny Y; N D...
Dikaz spojitosti funkce S; : R}, — {0} — Y, vynechdme. R
(1) Funkce 7(p,y) = py a m(Ap,y) = Apy nabyvaji svého maxima ve stejnych bodech mnoziny Y;. Tedy
S;i(Ap) = S;i(p)-
(2) Predpoklddejme, ze existuje 7 € Y\Y takové, ze py > pS (p).



Uvazujme usecku y §j (p). Tato usecka lez{ celd v Y;, nebot Y; je konvexni. Navic existuje € > 0 tak, ze pro
t € (0,¢) je
y=(1-1)S;(p) +ty €Y},

nebot ||5;(p)|| < c.
Potom

— -~

(0,7 =g = (1 —t)p- S;(p) +tpg > (1 —t)p- S(p) +tp- S;(p) = p- S;(p),

coZz je spor s tim, ze §j (p) je maximum 7(p,y) na }A/j
|

Poptdvkou i-tého spotrebitele rozumime D;(p) = {T € X;; u;(T) = max,ex, ui(z) a zdroven p- T < w;}.
Definujme @; : R\, — {0} — R jako falesny prijem spotiebitele i rovnosti @;(p) = p-e; + Zleijp : §j(p).
J:
n

n
Funkce @; je spojitd. Necht jsou b = > d; — > e;, ¢ jako v lemmatu 4.2 a e pocdtecni obdareni agenta,
i=1 i=1

vyberme ¢; € R tak, ze Z y; + e < ¢, pokud |ly;|| < ¢ pro vSechna j. Vyberme @ podle Lemmatu 4.3 a

Jj=1

necht )A(Z =X;ND,.

Falesnd poptdvka D; R. — {0} — X; je takové T, ze uy(%) = max{u(z);z € X;p-z < Wi(p)} a
B, ={r e X;;p -z <w(p}

Lemma 4.5: R
(1) Funkce u; nabyva na B, svého maxima pravé v jednom bodé, tedy funkce

Di(p) : R. — {0} — X, je dobfe definovana.
(2) Dilp) je spojit



(3) Dz‘()\p)A: D;(p). N
(4) Je-li || D;(p)|| < a, pak D;(p) je bodem, kde u; nabyvé svého maxima
na mnoziné
B, ={z € Xi;p-x < w(p)}

a p- Di(p) = w;(p).

Dikaz:

(1) B, je kompaktni, proto w; nabyva na B, svého maxima. Pfedpokladejme, ze u; nabyva svého maxima
v bodech T a 7, u;(T) = u;(¥). Jelikoz je B, konvexni, pak usecka tT + (1 — )z, t € (0,1) lezi v B,. Z
podminky striktni konvexity pro u; plyne

w(tT + (1 — 1)) > u(T) = u(x), prot € (0,1),

coz je spor s tim, ze u; nabyva v bodech T a ¥ svého maxima.
(2) Dukaz vynechdme.
(3) D;(Ap) nabyva maxima na mnoziné B),, pro niz plati

J§Ap = {z¢€ )A(i; Apz < w;(Ap) = Ape; + Gij)\pgj(p)}

j=1
= {z € X;;pr < w;(p) = pe; + Zleijpsj(p>} = B,
]:
Hledame tedy bod maxima stejné funkce na stejné mnoziné.
(4) Necht 7 € X; N D, N{z € R;zp < w(p)} s normou ||Z]| < a, navic je to bod, kde u; nabyva maxima

na B Déle méjme bod 7 € X; N {z € R';xp < w;(p)}. Predpokladejme, Ze u;(T) > u;(T). Pak tsecka T T
lezi cela v {z € R\yzp < wi(p)}, celd v X; a jeji ¢dst v D,. Tedy existuje t > 0, ¢t € (0,1) takové, ze

(1—t)f—|—t§5€Xiﬂ{x€Rl;xpgﬁi(p)}ﬂDazEp



7 podminky striktni konvexity na u; vyplyva, ze

wi((1 = BT +17) > u(T),

COZ je spor.
|
Dikaz véty 4.1:
Nejprve si zvolime konstanty. . .
b= di—> e

i=1 i=1

a ¢ zvolme podle Lemmatu 4.2. Déale necht
cy = (me+e',me+e* ... me+é),

kde (et,e?,...,¢e!) = i e;. Podle Lemmatu 4.3 zvolme a. Pro tato c a a dostaneme }A/J a X; a z nich falesnou

i=1
nabidku a falesnou poptavku.
Déle definujme funkce S, D, Z : R', — {0} — R' takto:

Z ma nasledujici vlastnosti :
(1) Je homogenni, nebot:

~

Z00) = D) = 50w = 3 Diw) — - §0) = S ei =



(2) Z je spojité.
(3) Spliuje slaby Walrasuv zdkon: Pro vsechna p je

Plati totiz

nebot

S
Podle véty 1.1 existuje p* € R, — {0} tak, ze Z\(p*) <
Definujme y; = S;(p*), ¥; = D;(p"). Protoze Z(p*) <

n m n n m n
fo—Zy;—Zeiﬁo a tedy foSZy}‘%—Zei.
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1 i=1

Dale plati

n

iy; Zix:_iez Zidi—Zei:b
j=1 i=1 1 i—1

i= = i=1
a tedy podle Lemmatu 4.2 [Jyi[| < c. Podle Lemmatu 4.4 je y; bodem maxima funkce m(p*,y) na Y;. Takze

je splnéna podminka (C) z definice rovnovahy.
Plati nasledujici nerovnosti

n m n n
fo SZy}HLZei Sm(c,c,...,c)jtZei: (me+et,me+e?, ... ,mc+e)=c.
i=1 j=1 i=1 i=1



Podle Lemmatu 4.3
7] < a.

Dle Lemmatu 4.5 je  bodem, kde u; nabyvé svého maxima na B;;. Tedy plati podminka (B), podle niz
spotrebitel maximalizuje svuj uzitek na své rozpo¢tové mnozineé.
Nyni dokazeme zbyvajici podminku (A). Necht

n m n

x * l
E xi—g yj+g e, — 2, 2 € R,.
i=1 j=1 i=1

Skaldrné vynasobime s p* a dostaneme

0> aip' =) yp = > ep’ =zp",
i=1 j=1 i=1

pricemz vSechny slozky z a p* jsou vétsi nebo rovny nule.
Ziejmé pro kazdé i je x} v dosazitelné spotiebé X;. Za predpokladu lokalni nenasycenosti existuje
v X, takové, ze * <; z;. To vylucuje moznost, ze p* - xf < w;(p*) a tedy p* - & > w;(p*). Z tohoto duvodu
muzeme nalézt bod na primce [z}, x}] razny od xf, ktery je preferovan pred z, ale je dost blizko x}, aby
vyhovél celkové nerovnosti. Ale to by odporovalo skutec¢nosti, ze z7 maximalizuje funkci u; na mnoziné
B ={z € X; | p" -z < w;(p")}, kde Wi(p*) = p* - &; + 37, 00" - .
Tedy pro kazdé @ plati:
n
j=1

Sumovanim pres ¢ ziskdme p* - z = 0.
Odtud plyne
z-p*=0.



Podle vlastnosti 2.2(e) produkénich mnozin,
Y—-R,CY= Z f

plati, ze
D oy—zeY.
j=1

Tedy existuji y; € Y; tak, ze

dyi=> yi—z
j=1 j=1
Potom . .
> v =p Zyj —2) Zy] = Q_v),
j=1 J=1

protoze p* - z = 0 a tedy Z pry; = Z Pry;
—1 =1

y; je maximum 7; na Y tedy
mi(p, ;) = py; < py; = 7D, y;)

Jelikoz ) py; = > py; musi byt
j=1 j=1

pY; = py;-
Tedy pro (p*, z*,y) plati (C). Navic

n m n m n

* *
D oai=) b)Y a—z=) yt) e
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1



tedy (p*,z*,y) spliuje podminku (A) dosazitelnosti stavu ekonomiky.
Protoze plati podminky (A), (B) a (C), je stav (p*, z*,y) rovnovdznym stavem ekonomiky a Véta 4.1 je tim
dokazana.

Zobecnénim véty 4.1 a dalsim krokem k dukazu Arrowovy-Debreuovy véty je nasledujici véta 4.6.

Véta 4.6
Necht jsou splnény predpoklady Arrow-Debreuovy véty a necht navic kazdd Y; je uzaviend a konvexni.
Potom existuje rovnovazny stav.

K jejimu dikazu budeme potiebovat definice falesné nabidky §j a falesné poptavky IA)Z jako korespondence.
Definujme korespondenci S;(p) : S, — Y; takto:

Sip)={7eY;=Y;ND,; p-J=maxp-y}.

YyeyY;
Lemma 4.7 (vlastnosti §])
Korespondence S; ma tyto vlastnosti:
(1) S;(p) je konvexni uzaviena mnozina.
(2) Graf I'g = {(p,y) € S x Y}, y € S;(p)} je kompaktni.
(3) Jestlize y; € Sj(p) a |ly;ll < ¢, pak y; € S;(p).
Dikaz: R
(1) Necht y1,y2 € Sj(p) jsou ruzné a libovolné. Potom 7(y;) = 7(ys). Necht y3 = ty; + (1 — t)ys pro né&jaké
te(0,1).
Plati

m(ys) = pys =ptyr +p(1 — )y = tpys + (1 — t)pys =
= tr(y) + (1 = t)7(y2) = 7(y1).



Tedy y3 je prvkem mnoziny §j (p).
(2) Dukaz vynechédme.
(3) Dukaz se provadi stejné jako v Lemmatu 4.4 (2).

Funkce w; : Sﬂr_l — R definovana takto:

@ip) =p-ei+» 0y-p-S;(p)

=1

je dobre definovana a spojitd. R R
Falesnou poptavku definujeme jako korespondenci D; : Sfl — X, urcenou vztahem

Di(p) = {T € X;N D,;funkece u;(x) nabyvd maxima v =
na B, ={z € X;;p-z <w;}}

Lemma 4.8 (Vlastnosti D;)

Pro korespondenci ﬁl plati:

(1) Dy(p) je konvexni a uzaviend mnozina.

(2) Graf T'p, = {(p,x) € S5 X;, = € Dy(p)} je kompaktni.
(3) Di(Ap) = Di(p) pro A > 0.

(4) Jestlize ; € Di(p) a ||z:]| < a, pak z; € Dy(p).

Dukaz:



(1) Nejprve ukdzeme, ze D;(p) je uzaviena. Pro T, € D;(p) plati, ze u;(%,) je bodem maxima funkce u;(x)
na mnoziné B(p). Necht T, — 2’ € By, jelikoz je u;(x) spojitd, plati

ui(z') = limw;(Z,) = Héagx w; (),
T&bp

tedy x € ﬁl(p) ﬁl(p) je uzaviena.

a
Nynf ukézi, ze D;(p) je konvexni. Pro body z,y € X; spliujict u;(z) = us(y) = max, 5 u;(z) plati

tpz + (1 —t)py <

pltz+ (1 -t)y) =
< t-wi(p) + (1 —t) - (p) = Wi(p).

Z toho vyplyva, ze tz 4+ (1 — t)y € Ep.
Podle vlastnosti (2.4b)
ui(tz + (1 = t)y) > wi(x) = maxu;(z).
rEB)p

Tudiz u;(tz + (1 — t)y) = maxu;(z) a z toho vyplyva, ze tz + (1 —t)y € ZA)Z(p) ZA?l(p) je tedy konvexni.
z€B)

(2) Dukaz vynechame.
(3) D;(A\p) nabyva maxima na mnoziné B),, pro niz plati

B\)\p = {r¢€ X3 Apa < wi(Ap) = Apei + 9ij>\p§j(p)}
j=1
= {7 € Xi;pr < w;(p) = pe; + Zlez'jpsj(p)} =B,
]:
Hledame tedy bod maxima stejné funkce na stejné mnozineé.
(4) Dukaz se provadi stejné jako v Lemmatu 4.5 (4).



Dikaz véty 4.6
Nejprve si opét zvolime konstanty.

i=1 =1

a ¢ zvolme podle Lemmatu 4.2. Dédle necht
cy = (me+e',me+e* ... me+éh).

Podle Lemmatu 4.3 zvolme a. Pro tato ¢ a a dostaneme }A/J a X; a z nich falesnou nabidku §j (p) s vlastnostmi
v Lemmatu 4.7 a faleSnou poptavku D;(p) s vlastnostmi v Lemmatu 4.8.
Vezmeme € > 0. Podle véty 1.2 existuje spojita funkce Sj; : Si_l — Y; tak, ze

nge C BE(ng).

Stejné pro lA)l dostaneme spojité zobrazeni ZA)iE : Sﬂ:l — )?l s vlastnosti
L. € B:(I'p,);

pro které navic na Si_l plati

p-Dilp) — @i(p) < ¢
p-Di-(p) < wi(p)+e.

Definujme Z. : Sl(l —~ Rl aZ.: Sfl — R! takto

\_/
'M
o

Z(p) = §f><>§§<
Z.0) ~ (- 20

v



Pak plati

Déle plati

I
[S)
(L)
S
=

|

NE
S
S
=

|
SU
=

|
<
=

_.|_
NE
S
=

ZE splnuje Walrasuv zakon. Podle véty 1.1 existuje p. € Si_l tak, ze

~

Z-(p:) < 0.

Podle poznamky 1.1 je bud R
Z"(p.) =0 nebo p=0. (4.1)

Z (4.1) a z nerovnosti pro p - Z.(p) plyne
ZL(pe) = (pe - Ze(pe))pl < 2¢ - pl < 22,

pokud p” # 0 nebo
Z!(pe) <0,



pokud p! = 0. Tedy
ZM(p.) < 2¢ pro véechna h.

Necht jsou y;. = §j€ (p.) a ;. = Dic(p.). Dale mdme posloupnost {ex}72, konvergujici k 0. Z ni lze vybrat
podposloupnost tak, ze
Pe, = P ESTY, Yo, — y; € §j(p), Tie, —> T} € lA?Z(p)
Stejné jako v dukazu véty 4.1 se ukaze, ze kdyz
v € 8;07) = llgjll <e.

potom y; € S;(p*), coz je podminka (C) z definice rovnovéhy, a ze kdyz
7} € Di(p") a |2}| <a,

potom z} € D;(p*), coz je podminka (B) z definice rovnovahy.
Nyni jiz zbyva pouze dokazat podminku A z definice rovnovahy.
Z definice Z" plyne, ze

n

n m

h h h
g T — E Yje — e; < 2e.
i=1 j=1

i=1
Limitnim prechodem dostaneme nerovnost

n

n m
g T, — g Y — e; <0.
i=1 j=1

=1

Tudiz plati

n m n
P EDBED SR
i=1 j=1 i=1



Nyni budeme postupovat stejné jako v dukazu véty 4.1.

Polozme
n m n
* *
E T, = E y; + E € — %
i=1 j=1 i=1

Skaldrné vynasobime s p* a dostaneme

0> @iy =3 uip' =D
i=1 j=1 i=1

!
, z € R,

* *
ep = zp,

pricemz vSechny slozky z a p* jsou vétsi nebo rovny nule. Odtud plyne

z-p-=0.

Podle vlastnosti 2.2(e) produkénich mnozin,

l
Y-R, CY=)Y
j=1

plati, ze
m

Zy;—zeY.

j=1
Tedy existuji y; € Y; tak, zZe

Syi=d u -z
j=1 j=1

Potom
m m m

O u) = -2 =0y

)= pz=p" (> _u).
j=1



protoze p* - z = 0 a tedy > p*y; = >_ p*y;.
= =1
y; je maximum 7; na Yj, tedy
(P, y;) = py; < py; = 7;(p,y;)
Jelikoz Y~ py; = > py; musi byt py; = py;.
= =1
Tedy pro (p*,z*,y) plati (C). Navic

n m n m n

* *
E %Zg yj—i-g 61'—225 yj+g €,
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

tedy (p*,x*,y) spliuje podminku (A) dosazitelnosti stavu ekonomiky.
Protoze plati podminky (A), (B) a (C), je stav (p*, z*, y) rovnovaznym stavem ekonomiky a Véta 4.8 je tim
dokézéana.

Nez za¢nu dokazovat vlastni Arrowovu-Debreuovu vétu musim jesté ukazat lemma o vlastnostech mnozin
Y;aY.

Lemma 4.9 - .

Necht Y} znaci uzéveér konvexniho obalu mnoziny Yj, neboli Y;* = Y;. Za predpokladu, ze ZIY} =Y je
j:

konvexni a uzaviena, plati

>
j=1

Dukaz:
7 377



Podle lemmatu 1.4 je

7 g”
Podle lemmatu 1.5 plati, ze

mo -
Pro vyraz ) Y; plati
=1

<
I

=<
Il
|~<
I
~
I
~

<
Il
—

<.
Il
-

a lemma 4.9 je tedy dokazano.

Dikaz Arrowovy-Debreuovy véty
Rozdil mezi Arrowovou-Debreuovou vétou a vétou 4.6 spociva v podminkdch kladenych na mnoziny Y;. Y

m
obecné nejsou ani konvexni ani uzaviené, pouze o Y Y; se pfedpokladd, Ze je uzaviena a konvexni.
Jj=1

Nyni misto Y; uvazujme Y = 37] Plati

Veya YveveYw
j=1 j=1



Aplikujeme-li vétu 4.6 na mnoziny Y;*, obdrzime rovnovazny stav (xf, (e p). Podle lemmatu 4.9 pro y; €Y/

plati, ze
m m
Syedv =y
j=1 j=1

Tedy existuji y; € Y, takové, ze

D= u (*)
j=1 j=1
Dokazeme, ze plati rovnéz

Vynédsobenim vyrazu (x) cenovym vektorem p dostaneme

m m
p-Oou)=p-O_u) (+)
j=1 j=1
p - y;j je maximum funkce p - y; na mnoziné Y;* 2 Y;, pro vsechna j. Plati tedy

Py =Dy

Aby platila rovnost (+), musi byt splnéna i rovnost ().
Nyni ovéiime, ze stav (z7,y;, p) splituje podminky rovnovahy, vime-li, ze (z},y},p) je rovnovazny stav a ze

Py =Dpoyiad Y=y
2 &

7j=1



n m n m n
(A) i =2+ ea=2y+ ) e

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
(B) 27 maximalizuje u; na mnoziné

B = {T€eXy;pT<p-e+) 0ij-pyjt=
j=1

= {TeX;pT<p-eit+ > 0;-p-y}
j=1

C) y; maximalizuje funkci p - y na Y;, nebot y* maximalizuje p -y na Y*

Yj y y naY; Y; jep-ymnay;
aplatip-y; =p-y;jaY 2 Y,

Arrowova-Debreuova véta je tedy dokazana.



Kapitola 4

Globalni analyza a ekonomie

V této casti ukazeme, ze existence rovnovaznych stavi muze byt dokazana pomoci Sardovy véty. Pritom
dikaz bude v jistém smyslu konstruktivni. Zaroven jsou dokazany optimizacni véty pro ekonomii blahobytu.

1 Existence rovnovazného stavu

Zakladni idea rovnovazného stavu je studium feseni rovnosti mezi poptavkou a nabidkou: S(p) = D(p). Pro
jednoduchy ptipad jednoho trhu, kde jsou ceny hodnoceny v terminech néjakého trzniho standardu, podava
nasledujici graf 4.1 opravnéni pro existenci rovnovazné ceny p*.

Teorie obecné rovnovahy se timto problémem zabyva pro vicero trhu. Presnéji: predpokladejme ekono-
miku s [ druhy zbozi. Pak poloprostor R, = {(z',...,2") : (Vi)(z' > 0)} bude pro nds hrat dvoji roli:
nejprve jakozto tzv. komoditni prostor, pricemz komodita je produkt nebo sluzba uréena k vyméné; prvek
T € RlJr se nazyva komoditni svazek. Tedy z je I-tice (z!,...,2') tak, Ze prvni soufadnice méfi mnozstvi
komodity éislo jedna, atd. Ale zaroven je Rﬂr bez pocatku prostor cenovych systéma; reprezentuje-li tedy
pE Rﬂr —{0},p=(p',...,p") mnozinu cen | komodit, je p' cena jednotky prvni komodity, atd.
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Obrazek 4.1: Rovnovazny stav

Predpokladejme, ze studovana ekonomika ma (axiomaticky) zavedené funkce poptivky a nabidky D, S :
Rﬂr —{0} — R z mnoziny cenovych systému do prostoru komodit. Pak D(p) je komoditni svazek pozadovany
ekonomikou (nebo jejimi tcastniky celkové) za ceny p. Jinak feceno, za ceny p = (p',...,p') lze koupit
komodity v mnozstvi D(p). Problém nalezeni rovnovdiného stavu je nalezeni a studium (za vhodnych
podminek na D, S) cenového systému p* € R, — {0} tak, ze D(p*) = S(p*).

Polozme Z(p) = D(p) — S(p). Pak Z : R\, —{0} — R' se nazyva nadbytek poptdvky a budeme tedy hledat
fesenf p* € R, — {0} tak, ze

Z(p*)=0. (1.1)

V této casti vlozime na Z podminky, které jsou primérené z hlediska ekonomie a pak ukazeme existenci



reSeni rovnice 1.1 pomoci konstruktivniho postupu aparatem diferencialniho poctu. To vSe provedeme, aniz
bychom presli k mikroekonomickym zakladum nadbytku poptavky. V dalsi ¢asti podame klasicky mikro-
ekonomicky pristup k nadbytku poptavky pomoci agregace poptavkovych funkei individudlnich ucastniku
ekonomiky pro piipad ekonomiky iplné smény.

Podminky na funkci nadbytku poptavky jsou

Z: R — {0} — R je spojita funkce, (1.2)

Z(A\p) = Z(p) pro vsechna A > 0. (1.3)

Tedy Z je homogenni funkce; jestlize se ceny kazdé komodity imérné zvétsuji ¢i zmensuji, funkce nad-
bytku poptavky se neméni. To ovsem predpokladd, ze se pohybujeme uvnitt iplné nebo uzaviené ekonomiky
tak, ze ceny komodit nejsou zavislé na komodité lezici mimo systém.

p-Z(p) =04 ) p'Z'(p)=0. (1.4)

Vyse uvedend rovnost tvrdi, ze hodnota funkce nadbytku poptavky je nula a rovnost 1.4 se nazyva
Walrasuv zdkon. Tuto rovnost muzeme chapat tak, ze poptavka v nasi ekonomice je v souladu se zdroji
ekonomiky. Jednad se o omezeny rozpocet spotieby. Celkova hodnota poptavky je rovna celkové hodnoté
nabidky tucastniky ekonomiky. Bezpochyby je Walrasuv zédkon nejpropracovanéjsi ze vSech podminek, které
jsme vlozili na funkci Z. Mikroekonomické opodstatnéni podame pozdéji.

Nez zavedeme nasi posledni podminku na funkci nadbytku poptavky, podame geometrickou interpretaci
piedchozich podminek. Bud S5 = {p € RL : |]p|]> = 3.._,(p))* = 1} prostor normalizovanych cenovych
systému. Na zakladé homogenity funkce Z se sta¢i omezit na jeji restrikci na mnozinu Sf[l. Podle Walrasova
zédkona je funkce Z kolmd k prostoru S4 ' v kazdém bodé; jinak feceno p - Z(p) = 0 nefika nic jiného, nez
ze vektor p je kolmy k vektoru Z(p). Muzeme tedy povazovat Z za pole te¢nych vektoru na mnoziné Si[l.
Déle definujeme S*' = {p € R': []p||> = S, (p")* = 1}



Posledni podminka na funkci nadbytku poptavky je hrani¢ni podminka:
Z' >0, jestlize p' = 0. (1.5)

Piipomenime, ze Z(p) = (Z'(p),...,Z(p)) a p = (p',...,p!). Podminka 1.5 mizeme byt jednoduse
interpretovéana nasledovné: je-li i-t4 komodita volna (je volné k dispozici, protoze jeji cena je nulova), pak
zaru¢ené pro ni bude funkce nadbytku poptavky nezaporna. V nasem modelu maji komodity pozitivni
hodnotu.

Veéta 1.1 Jestlize je funkce nadbytku poptdvky Z : Rl+ — {0} — R! spojitd, homogenni, spliuje Walrasiiv
zakon a hraniéni podminku t). podminky 1.2, 1.3, 1.4 a 1.5, pak existuje cenovy systém p* € Ri — {0} tak,
ze Z(p*) = 0. Nalezeni cenového systému p* bude provedeno konstruktivné.

Dukaz véty 1.1 bude proveden pomoci vét 1.2 a 1.7.
Véta 1.2 Bud f: D' — R spojité zobrazeni spliujici ndsledujici hranicni podminku
(Bp) Pokud je x € D', pak f(z) neni ve tvaru uz pro Zddné p > 0.

Pak ezistuje prvek x* € D' tak, Ze plati f(z*) = 0. Pritom D' = {z € R": ||z|]> = 3\, (z%)> < 1} a
§D! = 871 = € B flafl? = L, ()2 = 1},

Obecné pak D! = {z € R : ||z||? = S\, (z%)> < 7*} a DL = {z € R': ||z|]> = 3L, (2))? = 2} pro
vsechna r kladn. Pfitom specidlné mame hladké zobrazeni j;_; : S'™! — D!=! C R'=! definované predpisem
jl,1($1, ce ,LEZ) = (131, ce ,:cl,l).

Pro dukaz véty 1.2 pouzijeme dva hlavni vysledky globalni analyzy a jejich aplikace pro ekonomii — tj.
Sardovu véta a véta o implicitn{ funkei (véta o inverznim zobrazeni). Abychom mohli vyslovit tyto véty, je
nutno vyuzit ideu singuldrniho bodu (kritického bodu) diferenciovatelného zobrazeni f : U — R", kde U je

oteviend podmnozina kartézského prostoru R*. Rekneme, ze f je t¥idy C”, jestlize véechny derivace do fadu



r véetné existuji a jsou spojité. Pro prvek z € U je derivace Df(z) v bodé x linearni zobrazeni z R* do R"
(tj. matice parcidlnich derivaci). Pak fikame, ze x se nazyva singuldrni (kriticky) bod zobrazeni f, , pokud
tato derivace neni surjektivni zobrazeni. Poznamenejme, Ze pokud k < n, jsou vSechny prvky z U singularni.
Singuldrni hodnoty jsou jednoduse obrazy vzhledem k f vSech singuldrnich bodu; prvek y € R™ se nazyva
requldrni hodnota, pokud neni singularni hodnota.

Véta 1.3 Véta o implicitni funkci. Je-li y € R" reguldrni hodnota zobrazeni f : U — R™, které je tridy
Cl, U otevrend v R*, pak bud f~1(y) je prdzdnd mnozina nebo f~1(y) = V, V je podvarieta U dimenze
k—n.

Pritom V je podvarieta U dimenze k—n, pokud pro kazdé x € V muzeme najit diferencovatelné zobrazeni
h: N(x) — O s nasledujicimi vlastnostmi:

—_

. h ma diferencovatelnou inverzi,
2. N(z) je oteviené okoli bodu z € U,
3. O je oteviend mnozina obsahujici bod 0 € R¥,
4. h(N(z)NV)=0NC, kde C je systém soufadnic v R* dimenze m.
Véta 1.4 Véta o inverzni funkci. Necht Gi(xy, ..., Tn,y1,...,Ys), @ = 1,...,k jsou funkce tridy C",

r > 1, definované na okoli W bodu (ay,...,an, by, ..., b;) € R"* které spliuji Gi(ay, ..., an, by, ..., b;) =0
a

0Y;
Pak existuji okoli U bodu (ay,...,a,) € R" a okoli V bodu (b, ...,by) € R* tak, 2e UxV C W a ke kazdému
bodu (z1,...,x,) € U ezistuje pravé jeden bod (y1,...,yx) € V, pro néjz plati Gi(x1,...,Tn,y1,...,yx) = 0.
Takto uréené funkce y; = fi(x1,...,x,) jsou rovnéz tridy C". Obéas o nmich mluvime jakozto o Tesenich
soustavy rovnic G; = 0.

0G;
det ( (al,...,an,bl,...,bk)) # 0. (1.6)
1<i,j<k



Véta 1.5 Sardova véta. Je-li zobrazeni f : U — R", U oteviend v R*, dostateéné diferencovatelné (tridy
C",r>0ar>k—n), pak mnozina singuldrnich hodnot md miru nula.

Pfipomindme, ze mnozina S C R" ma (Lebesgueovu) miru nula, jestlize pro kazdé £ > 0 existuje takova
posloupnost krychli Z;, i =1,2,..., ze S C |J;°, Z; a pro objemy volZ; téchto krychli plati Y .-, volZ; < e.
Sjednoceni spo¢etné mnoha mnozin miry nula mé opét miru nula.

Poznamenejme, ze Sardova véta ma sice jednotnou formulaci, ale z obsahového hlediska se déli na tti
vyznamové odlisné piipady. Pii k < n celd mnozina f(U) sestava z kritickych hodnot — zde vkladdme
prostor mensi dimenze do prostoru vétsi dimenze a pak ma elementarné f(U) miru nula. I pro k = n jde o
jednoduché tvrzeni, které lze snadno dokazat ptimo. Teprve ptipad n < k predstavuje obtiznou ¢ast Sardovy
vety. Pritom o mnoziné kritickych hodnot hladkého zobrazeni nelze tvrdit vice, nez ze ma miru nula. Tato
mnozina muze byt napiiklad hustd v R". Dukaz Sardovy véty lze najit napiiklad v monografii [18]. M&-li
mnozina singularnich hodnot miru nula, fekneme, ze mnozina regularnich bodu md plnou miru. Obé z vyse
uvedenych vét lze piimo aplikovat na piipad f : U — C, kde U je podvarieta dimenze k prostoru R™ a
V' je podvarieta dimenze n prostoru R?. V tomto piipadé je derivace Df(x) : T,(U) — Ty (V) linedrni
zobrazeni na tecném prostoru.

Pro diikaz véty 1.2 uvazme funkci b : D' — R! tiidy C?, ktera spliiuje nasledujici hrani¢ni podminku:

(SB) f(x) = —x pro viechna z € §D".

Problém je pak najit z* € D! tak, Ze plati h(2*) = 0. Abychom jej vytesili, definujme pomocné zobrazen{
g: D' — E — S'=! piedpisem g(z) = HZ(SH’
Evidentné, ¢ je tiidy C? a tedy dle Sardovy véty dostdvame, Ze mnozina reguldrnich hodnot m4 plnou miru
v S Bud nyni y € S = 6D! takova reguldrni hodnota tak, ze g~'(y) je neprazdnd mnozina (jinak by
totiz méla mnozina g(D'— E) = S""! miru nula, coZ je nemozné). Pak dle véty o implicitn{ funkci dostdvéme,
7e g~ (y) je 1-dimenziondln{ podvarieta, kterd musf obsahovat —y podle hraniéni{ podminky (SB). Bud’ nyni
V komponenta ¢g~1(y) obsahujici prvek —y (totiz y € D! implikuje —y € D', g(—y) = HZE z;n =i =)
Zejména tedy musi V byt regularni kiivka zacinajici v bodé —y a otevienou v opa¢ném konci. Pfipomenme,

kde E = {z € D' : h(z) = 0} je mnoZzina feSen{ nasi rovnosti.



ze kiivka e se nazyva regularni kiivka tridy C*, jestlize ke kazdému bodu této kiivky existuje na této kiivce
okoli, které je obloukem tiidy C*.

Zéroven je prinik V N dD! = {—y} z hraniénf podminky (SB) a nutné je bod —y obsaZzen ve V pouze
jednou jakozto poc¢atecéni bod, protoze je V reguldrni v bodé —y. Specidlné je V uzaviena podmnozina D' — E
a tedy vsechny jeji limitni body lezi v E. Zejména tedy je mnozina E neprazdnéd a pokud zacneme z bodu
—y, musime jednou dokonvergovat k E. Tim jsme podali geometricky konstruktivni diukaz existence bodu
x* € D' tak, ze plati h(z*) = 0.

Poznamenejme, ze pro priblizeni si konstruktivni povahy vyse uvedeného feseni muzeme ukazat, ze V'
je Tesici kiivka globdlni Newtonovy obycejné rovnice Dh(m)% = —Ah(x), kde A = £1 je vybrano tak, ze
ma stejné znaménko jako Dh(x) a zavisi na x. Je-li totiz derivace Dh(z) regularni, pak Eulerova metoda
diskrétni aproximace nam dava

Tp = Tp-1+F (Dh(xn—l))_lh(xn—l)a
coz neni nic jiného, nez Newtonova metoda pro feseni rovnice h(x) = 0.
Nyni predpoklddejme, ze funkce h : D' — R' je pouze spojitd a stale splituje h(z) = —x pro viechna
x € §D'. Definujme nové spojité zobrazeni hy : D}, — R! piedpisem

ho(z) = h(z) pro |z|| <1,
ho(x) = —x  pro ||z|| > 1.
Bud déle €;,7 = 1,2,..., 00 posloupnost redlnych ¢isel konvergujici k nule. Pro kazdé i piirozené zkon-

struujeme hladkou tj. C* aproximaci h; funkce hg tak, ze ||h;(z) — ho(z)|| < &;. Bud' déle ¢, hladkd funkce
na R' tak, ze [¢, = 1 a nosi¢ funkce ¢, je obsazen v disku D! o poloméru r > 0. Ukazme konkrétn{
konstrukei funkce ¢,. Zavedme nejprve pomocnou funkci

() 0 pro <0
xTr) = 1
v ez pro x> 0.



Tato funkce je hladka. Pak fukce (x4 r)p(r —x) je tiidy C'*, je kladnd v intervalu (—r,7) a rovna nule

mimo tento interval. Funkce
!

Y(xy, ... x) = H o(r; +1)p(r — ;)

l

je tiidy C®°, je kladnd v intervalu (—r,7)" a rovnd nule mimo tento interval. Funkce ¢, = fL ma tedy

"
vSechny pozadované vlastnosti. Navic plati, ze

Or(x1, . 1) = @p(—x1, .oy x) = = (T, ..., — ).

/_c: zor(z) = 0.

Pfipomenme, ze nosicem funkce ¢ : U — R rozumime uzavér mnoziny bodi, v nichz ma ¢ nenulovou
hodnotu.

Definujme pak funkei h;(y) = [ ho y — z)gr (x)dz = [ ho(z)e,, (y — x)dz tak, aby bylo r; dostatecné
malé vzhledem k ¢; a vzdy bylo T; < 5

Pak h; aproximuje stejnomérné ho (Viz 27], VIIL, 7, 2.) v kazdém intervalu a h;(x) = —z pro z € 6D},
(totiz hi(z) = [ ho(x—2)¢r, (2)dz = [(z—2)p,,(2)dz = [ —zp,,(2)dz+ [ z¢,,(2)dz = = [ @, (2)dz = —2).
Prlpomenme ze posloupnost h; konverguje stejnomérné k hy v intervalu A, ex1stuje li pro kazdé (:1510 e>0
takové prirozené ¢islo ig, ze ||hi(x) — ho(z)|| < € pro kazdé x € A a pro kazdé ¢islo i > .

Miizeme pak aplikovat vySe uvedeny vysledek na h; a pak tedy existuje z; € 0D, tak, ze h;(x;) = 0.
Evidentné, z; € D' a zdroveii z; — {x € D' : ho(z) = 0} (Ize se omezit na vybranou podposloupnost) tj.
existuje x € §D' tak, ze h(x) = 0. Totiz, pro viechna & > 0 existuje is tak, ze ||ho(z;) — 0[] = ||(ho(x;) —
hi(z;)) + (hi(z;) — 0)|| < 6 pro vSechna i > is5 tj. ||ho(z)|| = 0.

Dokazme nyni vétu 1.2 v plné obecnosti. Bud tedy funkce f : D! - R pouze spojita a necht spliuje
podminku (Bp). Definujme nové spojité zobrazeni fy : D) — R' takové, e f(z) = —x pro xz € 6D}

Specialné 1ze tedy spocitat, ze



predpisem
flz) = flz) pro |[|z|] <1,
f@) = @@=l f/llzl]) + (]| = D(=z)  pro [lz[| > 1.
7 piedchézejicich vysledkli pak vime, Ze existuje z* € §D} tak | Ze f(m) = 0. Nutné pak ||z*|| < 1. Jinak

by totiz nastal spor s hraniéni podminkou (Bp). Tedy existuje z* € D' tak , ze f(z) = 0, ¢imz je dikaz
vety 1.2 ukoncen.

Abychom mohli ziskat hlavni vysledek — vétu 1.1, bude nutno modifikovat vétu 1.2 z kouli na simplexy.
Definujme

A = {pe Rl+ : Zlézl pZ =1} 0A, = {pe A : (TP =0)}
Ay = {zeR:}  p =0}

a
pe = (1/1,...,1/1) € Ay, Pe je stied simplexu A;.

V dalsim budeme pracovat se spojitymi zobrazenimi ¢ : A; — Ay, kterd budou spliiovat nasledujici
hrani¢ni podminku:

(B) Pokud je p € A1, pak ¢(p) neni ve tvaru p(p — p.) pro zadné pu > 0.

To nefika nic jiného, nez ze pro hrani¢ni bod p nelezi ¢(p) na polopfimce se smérnici p — p,.

Lemma 1.6 Necht D = D'NA,. Pak mezi mnozinami Dl La nD(Dl 1) DN DY x R existuje vzdjemné
Vi
Y

jednoznacnd korespondence pomoci zobrazeni projekce mp : D — D\/ a zobrazeni np : Dl%l — D; pritom
1

(@1, 1) = (@1, ae, S ).



Diikaz. Nejprve ukdzeme, zZe obé zobrazeni jsou korektné definovana tj. ze plati mp(x1,...,2;) € D'7! pro
Vi

(z1,...,21) € np(D'TY) a np(21,...,2.1) € np(D'TH) pro (21,...,2-1) € D'T'. K tomu staci ovéfit, ze
Vi Vi

x1-1)|| < 1. To ale vede na maximalizacéni dlohy

4

||7TD("E17"-7$Z)|| < % a ||T]D<J:17"'7

max 01 22
za podmlnek (P,)

za podminky (P,)
-1 1
Zz 1 2 S
Prvni je pak trivialné splnéna a druhd je ekvivalentni s maximaliza¢nimi tlohou

max 3 o + (2 @)’

za podmlnky
-1
Zz 1 'CE % !

Pomoci varia¢niho poctu pak snadno ovéfime, ze maximum tlohy (P’,) nastdvd napi. v bodu z; = x5 =

(P7)

a mé hodnotu 1.

1
= T7_ =
Ny
A VA itu j - D'TY). Navic

Pritom je vidét, ze slozeni obou téchto zobrazeni ndm dava identitu jak na Diﬁl tak na np(D'y
Vi

jsou tato dvé zobrazeni linedrni izomorfizmy mezi ¥y a R~



Véta 1.7 Bud ¢ : Ay — Ag spojité zobrazeni spliugici ndsledujici hranicéni podminku (B). Pak existuje
proek p* € Ay tak, Ze plati p(p*) = 0.

Abychom dokazali vétu 1.7 pomoci véty 1.2, budeme konstruovat homeomorfismus zachovavajici paprsky.
Definujme tedy zobrazeni h : A; — Ay predpisem h(p) = p — p.; déle bud A : Ag — {0} — RT zobrazen{
definované predpisem A(p) = —% . mi:_p_. Polozme pak ¢ : D — h(A;) jakozto ¥ (p) = )\(ﬁ)p. Evidentneé, 1

je zobrazeni zachovavajici paprsky.
Uvazujme nyni kompozici o : D — Ay,

DA AN AL S A,

Tvrdime pak, Ze « spliiuje hrani¢ni podminku (Bp) véty 1.2. Bud tedy ¢ € 6D a necht p = 9(q) + p. =
h=(1(q)). Ale dle podminky (B) neexistuje zaddné kladné u tak, ze ¢(p) = p(p — p.) neboli ekvivalentné
a(q) = u(p — pe). To je rovnocenné s tim, ze neexistuje zadné kladné u tak, ze a(q) = p(q) a protoze 1
zachovava paprsky, mame, ze neexistuje zadné kladné p tak, ze a(q) = p(q), coz je presné naSe tvrzeni.
Okamzité pak z véty 1.2 dostavame, Ze existuje prvek ¢* € D tak, ze plati a(q*) = 0. Polozime-li pak
p* =1(¢*) + pe, obdrzime p(p*) = 0 a véta 1.7 je dokdzana.

Abychom dokézali 1.1, definujme pomoci funkce nadbytku poptavky Z : R, — {0} — R’ novou funkci
¢+ Ay — Ag predpisem ¢(p) = Z(p) — (22:1 Z’(p)) p. Poznamenejme, ze 22:1 o(p) = 22:1 Z'(p) —
S Zi(p) S pf = 0. Je tedy ¢ korektné definované a je ziejmé spojité, jakozto slozeni spojitych funkei.
Zérovenn pokud p € 0A;, je nutné p' = 0 pro jisty index i a tedy ¢'(p) = Z'(p) > 0 dle podminky
1.5. Je tedy podminka (B) véty 1.7 splnéna pro zobrazeni ¢. Existuje tedy p* € A; tak, ze ¢(p*) = 0.
Tedy Z(p*) = Y.._, Z'(p*)p*. Uvazme nyni skaldrni soucin obou stran rovnosti s vektorem Z(p*). Pak
Z(p)|]>=Z(p*) - Z(p*) = Yoo, ZH(p*) (p* - Z(p*)) = 0 dle 1.4. Tedy i Z(p*) = 0 tj. véta 1.1 plati.

Je vsak vhodné pfipomenout, ze pfirozeny rovnovazny stav muze nastat i v ptipadé, ze D(p*) # S(p*).
Uved'me nésledujici graf 4.2 jednoho trhu pro cenu p = 0.

Tedy pro piebytek poptavky je nekdy cenovy vektor p* € R\ — {0} s vlastnost! Z(p*) < 0 nazyvén
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Obrazek 4.2: Ptirozeny rovnovazny stav

rovnovaznym stavem. Jinak muzeme o takovémto p* € R, — {0} uvazovat jakozto o rovnovdze k volnému
pouZiti, pro pozdéjsi se zbaveni prebytku nabidky pak méame rovnovéazny stav Z(p) = 0.

Tvrzeni 1.8 Pokud funkce Z : RL — {0} — R! spliuje Walrasiiv zdkon 1.4 a zdrovern Z(p*) < 0, pak pro
viechna i bud Z'(p*) = 0 nebo p** = 0.

Totiz jinak by existoval index i tak , ze Z'(p*) < 0 a p** > 0. Zaroven pro véechna i mame Z°(p*)p** < 0
a tedy 22:1 Z(p*)p** < 0, coz je spor s Walrasovym zdkonem.



Véta 1.9 ( Debreu-Gale-Nikaido) Bud funkce Z : R, — {0} — R' spojitd funkce spliiujici slaby tvar Wa-
lrasova zdkona

p-Z(p) <0. (1.7)
Pak ezistuje cenovy systém p* € R, — {0} tak, Ze Z(p*) < 0.

Poznamenejme, ze véta 1.9 implikuje vétu 1.1. Totiz, splnuje-li funkce Z predpoklady veéty 1.1, pak dle
véty 1.9 existuje cenovy systém p* € RL — {0} tak, ze Z(p*) < 0. Podle tvrzeni 1.8 pro vsechna i bud
Z'(p*) = 0 nebo p** = 0. Ale dle hrani¢ni podminky 1.5 je pro p** = 0 nutné Z*(p*) > 0 tj. Z°(p*) =0 a
tedy celkem Z(p*) = 0.

Abychom mohli dokazat vétu 1.9, zavedeme funkci f : R — R predpisem [(t) = 0 prot < 0 a
B(t) =t pro t > 0. Definujme dale funkci Z : R\ — {0} — R' nésledovné: Z'(p) = B(Z'(p)) pro viechny
indexy 7 a cenové vektory p. Podobné jako v diukazu véty 1.1 definujme zobrazeni ¢ : Ay — A predpisem
op) = Z(p) = (L1 Z'(0)
o(p*) = 0. Tedy Z(p*) = Zi: 7 (p*)p*. Uvazme nyni skalarni soucin obou stran rovnosti s vektorem Z(p*).
Pak Z(p*) - Z(p*) = Z Z'(p*) (p* - Z(p*)) < 0 dle 1.7. Tedy Zizlﬁ(Zi(p*)) - Zp*) < 0. Ale ziejmé
B(t)t >0prot>0a [(t ) 0 pro t <0 . Nutné tedy Z%(p*) < 0 pro vSechna i tj. Z(p*) < 0 tj. véta 1.9
plati.

Jiné prirozené zobecnéni vét 1.1 a 1.9 bude pro ptipad, ze p* — 0 implikuje Z'(p) — oo (viz 4.3). Tato
véta 1.10 je prirozenym zobecnénim Arrow-Hahnovy véty.

Predpokladejme nyni, ze funkce prebytku poptavky Z je definovana pouze na jisté podmnoziné D
mnoziny R, — {0} tak, ze D obsahuje mnozinu int(R, — {0}) a pokud p € D, pak A\p € D pro vsechna A
kladné. Uvazme funkci Z s nésledujicimi vlastnostmi:

p. Pak ¢ spliuje predpoklady véty 1.7. Existuje tedy vektor p* € A; tak, ze

N——

Z : D — R je spojita funkee, (1.8)
Z(A\p) = Z(p) pro vsechna A > 0 a pro vSechna p € D, (1.9)
p- Z(p) <0 pro viechna p € D, (1.10)
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pr — P & D implikuje > ~ Z'(p;) — oo. (1.11)

=1

Véta 1.10 Bud funkce Z : D — R' funkce spliiujici 1.8, 1.9, 1.10 a 1.11. Pak existuje cenovy systém
p* € D tak, ze Z(p*) < 0.

Uvazme funkci § : R — R stejné jako v dukazu véty 1.9. Definujme pak novou funkci o : R — R v



zavislosti na pevné zvoleném kladném ¢islu ¢ predpisem

0 prot<O0,
prot > c,
jinak.

at) =

ol =

Definujme pomocnou funkei Z : R, — {0} — R' ndsledovné:

1 pokud p € D,
(1-a (S 270) ) 8(Zi@) +a (Xio 27(0)  jinak

pro vSechny indexy ¢ a cenové vektory p. -
Podobné jako v dikazu véty 1.1 a 1.9 definujme zobrazeni ¢ : Ay — Ay predpisem ¢(p) = Z(p) —

<Zizl7(p)) p. Pak ¢ spliuje predpoklady véty 1.7. Existuje tedy vektor p* € A; tak, ze ¢(p*) = 0.

7'(p) =

Tedy Z(p*) = 22:1 Ei(p*)p*. Nejdrive predpokladejme, ze p* € D. Uvazme nyni skaldrni soucin obou stran
rovnosti s vektorem Z(p*). Pak stejné jako v dukazu 1.9 dle 1.10 dostaneme Z(p*) - Z(p*) < 0. Tedy

I I I I
> (1-0 (3 20) ) sz + o (Y z00) 3200 <o
i=1 j=1 j=1 i=1
Protoze pro vSechna redlnd t plati ta(t) > 0, nutné pak

> (1 —a (Z Zj(ﬁ))) B(Z'(p")Z' (p") < 0.

i=1 j=1

Tedy



Zéroven pro viechna realna t plati (1 — a(t)) > 0 tj. S0, B(Z(p*)) - Z(p*) < 0.

Ale ztejmé B(t)t > 0 prot > 0a B(t)t = 0 prot < 0. Nutné tedy Z%(p*) < 0 pro vSechna i tj. Z(p*) < 0.

Necht p* € D. Pak Z(p*) = (1,...,1) tj. Ip* = Z(p*) = (1,...,1) tj. p* = p. € D, spor. Tedy véta 1.9
plati.

2 Ekonomika tplné smény: existence rovnovazného stavu

Tento odstavec se skladd ze dvou casti; v prvni z nich budeme uvazovat silnéjsi predpoklady s durazem
na diferenciovatelnost, pticemz v druhém budeme pracovat v obecnéjsim ramci. Existencni tvrzeni jsou
specidlnimi piripady Arrow-Debreuovy véty.

Uvazme nejprve jednoho tcastnika s prostorem komodit P = {x € R' : z = (2},... 2", (Vi)(2? >
0)} C Rﬂr. Tedy prvek x € P bude reprezentovat svazek komodit spojenych s timto ekonomickym agentem.
Budeme predpokladat, ze preferencni relace na P je reprezentovana funkci uzitecnosti u : P — R tak, ze
tcastnik preferuje prvek z € P pred prvkem y € P piesné tehdy, kdyz u(z) > u(y). Podmnoziny u~!(c) pro
¢ € R (vrstevnice funkce u) nazyvame indiferentnimi kiivkami (pro preferencni relaci). V dalsim budeme
predpokladat silny predpoklad klasického typu:

Funkce u : P — R je tifdy C*. (2.1)

Bud nyni g(x) orientovany jednotkovy normalovy vektor k indiferentni kiivce u='(c) pro ¢ € R tak, ze
¢ = u(z). Miuzeme pak vyjadiit g(x) jakozto Hz%zg;”, kde gradu = (5‘%‘1,...,%). Pak je g : P — Si7!
zobrazeni tiidy C'. Toto zobrazeni hraje zdkladni roli v analyze preferenci spotiebitele a teorie poptavky.

Nas dalsi predpoklad je monotonie neboli vice je lépe tj.

g(z) € PN S =int(S"!) pro viechna z € P. (2.2)

ou
dxt

Tedy 2.2 znamend, ze vSechny parcialni derivace £% jsou kladné.



Nasge treti hypotéza je konvexnost a to opét v silném a diferencovatelném tvaru. Pro = € P je derivace
Dg(z) linearni zobrazeni z R' do kolmé nadroviny g(z)* k vektoru g(z). Mizeme pak uvazovat o g(x)*
jakozto o tetném prostoru Ty (S™™') nebo o tetné roviné k indiferentn{ kiivce. Pak restrikce Dg(z) z
nadroviny g(z)* do sebe je symetrické linedrni zobrazeni.

Restrikce Dg(x) z nadroviny g(z)* do sebe mé zaporné vlastni hodnoty. (2.3)
Ekvivalentni podminka k 2.3 je

Druhd derivace D?u(x) jakozto symetrické bilinedrni forma ome-
zend na teénou nadrovinu g(z)* k indiferentn{ kiivce v bodé z je (2.4)
negativné definitni.

Ekvivalenci mezi 2.3 a 2.4 lze ukdzat nasledovné: bud Du(z) : R' — R bud prvni derivace funkce u v

bodé z s jddrem oznacenym Ker (Du(x)). Pak mame v - g(x) = Du@®) D4l € Ker (Du(z)) prave tehdy,

= lgradu(@)]]®
kdyz v - gradu(z) = 0 tj. v - g(x) = 0 tj. v € g(x)*. Necht vy, vy € Ker (Du(z)). Pak v, - g(z) = M%

Derivujeme-li obé strany podle x, mame

=0

D2u(z) (1) jgradu(a)]| — Du(@)(or)D (gradu(o)]])
[lgradu(z)|[? '

vy - Dg(z) =

2
Tedy v; - Dg(z) = D u(@)(w)

— lgradu(@)]]

Pripomenme nésledujici dvé tvrzeni z linedrni algebry ([5]).

Tvrzeni 2.1 Bud A matice nad télesem T, magicich n viastnich hodnot (ne nutné navzdjem rizngjch). Pak
matice A je podobnd Jordanové matici.



Tvrzeni 2.2 Bud f, requldrni kvadratickd forma na redlném vektorovém prostoru V,, a bud A jeji matice
vzhledem k bazi M prostoru V,. Oznacme D;,i = 1,...,n determinant dil¢i submatice matice A, kterd
vznikne z matice A vynechdnim poslednich n — i 7adku a poslednich n — i sloupcu. Pak fy je pozitivné
definitni, prdave kdyz D; > 0,i =1,...,n.

Daéle je vhodné si uvédomit, ze forma fy je pozitivné definitni, pravé kdyz — fo je negativné definitni.

Nyni muzeme dokonéit dukaz ekvivalence podminek 2.3 a 2.4. Totiz, ma-li matice Dg(x) vSechny vlastni
hodnoty zaporné, mé v odpovidajici bazi Jordanuv (trojiuhelnikovy) tvar B tak, Ze na diagonéle jsou zaporna
¢isla. Polozme A := —B. Pak A mé na diagondle pouze kladna ¢isla a dle 2.2 je odpovidajici forma k

2
A pozitivné definitni, tj. odpovidajici forma k Dg(x) negativné definitni. Obrdcené, bud forma H?ﬁ(ﬂ%

negativné definitni, A vlastni ¢islo matice Dg(x) a v ptislusny nenulovy vlastni vektor. Pak

_ D*u(z)(v,v) —0

AMv-v)=v-(\v) =v-(Dg(z)v) = Tgradu(a)] :

Tedy A < 0, coz se mélo dokazat. Ukazme nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.3 Pokud funkce uzitecnosti u : P — R spliuje 2.3, je nutné u='([c,0)) ostte konvexni pro
vsechna ¢ € R.

Ukazeme, ze minimum funkce u na kazdém intervalu nemuze nastat ve vnitiku tohoto intervalu. Presnéji,
necht x, 2’ € P tak, ze u(z) > ¢, u(z’) > c¢. Necht ddle S = {y : y = Az +(1—-X\)z’,0 < X < 1} je odpovidajic
interval s krajnimi body x,2’ € P. Necht dale z* = XMz + (1 — A*)2’,0 < A* < 1 je bod minima pro funkci
u na S. Pak o* = 2/ — A*(2’ — z). Navic Du(z*)(v) = 0 pro v = 2’ — x. Protoze * je bod minima, nutné
D?u(x*)(v,v) > 0. To je viak spor 2.4, ze D*u(z*) < 0 na Ker (Du(z*)). Je proto u vétsi nez c na S.

Zaverecna podminka na funkci u je hraniéni podminka a jejim dusledkem je zbaveni se pripadnych
problému spojenych s hranici podprostoru Rl+:

Indiferentni kiivka u=!(c) je uzaviena v R! pro vSechna c. (2.5)



To lze interpretovat jakozto podminku, ze ucastnik si preje vlastnit od kazdé komodity alesponn néco. Je
napiiklad pouzita v préci [7] (1959).

Odvod'me si nyni funkci poptdvky od funkce uZitecnosti icastnika. Piedpoklddejme proto, Ze mame ddn
cenovy systém p € intRﬂr = P a vektor bohatstvi w € R, . Tato definice R, je vhodné ackoliv ne zcela
dusledna. Uvazujme déle rozpoctovou mnozinu B,,, = {x € P : p-x = w}. Muzeme pak za B,, povazovat
za mnozinu komodit, které ziskdme za ceny p pro bohatstvi w. Poptavka f(p,w) je komoditni svazek maxi-
malizujici uzitecnost na mnoziné B, ,,. Poznamenejme, ze B, ,, je ohranic¢end a neprazdna a tedy funkce u
omezend na B, ,, m4 kompaktni indiferentni kiivky. Zejména tedy ma funkce u na B, ,, maximum, které je
jediné dle predpokladu konvexity 2.3 a dle 2.3.

Je tedy x = f(p,w) poptdvka naseho ucastnika pii cendch p a bohatstvi w. Pfitom je vidét, ze poptavka
je spojité zobrazeni f : intRl+ — Rt — P. Tedy z = f(p,w) je maximum funkce u na B,,,, derivace Du(x)
omezend na B, je nulovd neboli plati g(x) = H%\I’ Z definice p - f(p,w) = w a f(Ap, \w) = f(p,w) pro
vSechna A > 0. Celkem pak:

Tvrzeni 2.4 Indiwvidudlni poptivka je spojité zobrazeni f : mtRlJr — R — P a spliuje

Déle ukazeme nasledujici znamou skutecnost [8].
Tvrzeni 2.5 Funkce poptdvky je tridy C. Obecné, funkce poptdvky je stejné tridy C™ jakozto funkce g.
Poznamenejme nejprve, ze z tvrzeni 2.4 mame zobrazeni

p:P— (ntST) x Ry, p(z) = (9(z),2 - g(2)),



co7 je inverzni zobrazen{ k restrikei f na mnozinu (intS!) x Ry. Protoze ¢ je tiidy C?, bude f tiidy C*
dle véty o implicitni funkei 1.4, pokud derivace Dy(x) je regularni pro vSechna z € P.

Abychom ukdzali, ze Dp(x) je reguldrni, staci overit, ze Dy(z)(n) = 0 implikuje n = 0. Necht tedy
n € R'. Pak

Do (x)(n) = (Dg(z)(n),n - g(x) + z - Dg(x)(n)).

Je-li tedy Dp(x)(n) = 0, pak Dg(x)(n) = 0 tj. n € KerDg(z). Alein-g(z) =0 tj. n € g(x)*. Zaroveii
vime z 2.3 Ze restrikce Dg(z) z nadroviny g(z)* je regularni tj. KerDg(z) N g(x)* = {0}. Tedy n = 0.

7 vyse uvedeného okamzité plyne, ze mizeme psat R = KerDg(z) @ g(z)* tj. kazdy vektor z R! lze
jednoznacné zapsat jakozto n = n; + na, m - g(x) = 0, Dg(z)(n2) = 0.

gix)*

Obrazek 4.4: Funkce uzitku a poptavka



Muzeme pak orientovat primku KerDg(x) tak, ze fekneme, ze vektor n € KerDg(x) je pozitivni, pokud
n - g(x) > 0. Zaroveii méame: protoze Dg(x) je vidy reguldrni, je i kitvka g~ (p) s p = g(z), p € S'=* pevné,
reguldrni. Mluvime pak o krivce rozvoje prijmi. V bodé x € P je tecnd piimka k g~'(p) praveé pifmka
KerDg(x) (z definice). Tuto kfivku lze pak interpretovat jakozto kiivku poptavky rostouci s bohatstvim pii
pevnych cendch. Muzeme pak uvazovat bohatstvi jakozto funkci w : P — R definovanou jako w(x) = x-g(x).
Pak w je ostre rostouci podél kazdé kiivky rozvoje pifjmu. Skutecné, kiivka ¢g~'(p) je diferencovatelné
parametrizovatelnd podle w.

Predpokladejme nyni, ze bohatstvi tcastnika pochazi z obdateni e z P a je funkci w = p - e ceny p.
Posledni vlastnost poptavky je dana tvrzenim:

Tvrzeni 2.6 Bud p; posloupnost cenovijch vektori leZici v intRlJr konvergugici k p* € 5Rl+ pro 1 — oo. Pak
I|.f(ps, pi - €)|| = o0 pro i — oo.

Diikaz. Necht neplati, ze ||f(p;,p; - €)|| = oo pro i — oco. Pak pro néjaké z* € R, existuje vhodnd podpo-
sloupnost 7;, j = 1,2,...,00 tak, ze f(pi,,p;, - ) — x*. Totiz pak vsechny prvky f(ps;,p;; - €) lezi v néjaké
kompaktni kouli tj. z této posloupnosti lze vybrat konvergentni podposloupnost. Muzeme tedy v dalsim
bez jmy na obecnosti predpoklddat, ze posloupnost f(p;,p; - €) — z*. Pro kazdé i polozme w; = p; - e.
Pak e € By, w; tj. u(f(pi,pi - €)) > u(e). Specidlné f(p;,p; - €) € u*([u(e),0)). Z uzavienosti mnoziny
u ! ([u(e),>0)) pak nutné z* € u=*([u(e),00)). Dle 2.5 mame, ze x* € P. Proto je g(z*) definovano a rovno
p*. Ale protoze p* € (SRZJr dostavame spor s naSim predpokladem monotonie 2.2.

Ekonomika plné smény sestava z: m ucastniku se stejnym prostorem komodit P. Ucastnik i pro i =
1,...,m ma preference reprezentovany funkci uzitecnosti u; : P — R splnujici podminky 2.1, 2.2, 2.3 a
2.5. Zaroven predpoklddejme, ze kazdy ucastnik + ma k dispozici obdateni e; € P. Tedy pro cenovy systém
p; € R, — {0} je bohatstvi ucastnika i rovno p - e;.

Muzeme pak interpretovat tento model jakozto ekonomii smény, ve které se kazdy ucastnik pokousi smeénit
své obdarené komodity za svazek komodit, ktery by zvysil jeho uspokojeni pii omezeni danym rozpoctem.
Pojem ekonomiky lze predstavit nasledovneé:



Stav ekonomiky se skldda z alokace x € P™, x = (x1,...,x,) a cenového systému p; € Sf[l. Alokace
se nazyva pripustnd, pokud > x; = > e;. Tedy celkové zdsoby ekonomiky uklddaji omezeni na alokace;
neexistuje produkce. Stav (x,p) € P™ X Si_l se nazyva konkurencni ( Walrasoviv) rovnovazny stav, pokud
splituje podminky (A) a (B):

(A) DT =) €
coz neni nic jiného, nez podminka piipustnosti.
(B)  Pro vSechna i, x; maximalizuje u; na mnoziné zasob {y € P:p-y=p-e;} tj. i = f(p,p - ).

Poznamenejme, ze podminka (B) se nezméni (diky monotonii funkce w;), jestlize mnozinu zasob na-
hradime mnozinou {y € P : p-y < p-e;}. Dale pfipomenme, zZe podminku (B) lze nahradit podminkami
(B1) a (B2):

(B1) p-x; = p-e; pro véechna i.
(B2) Pro v8echna i, g;(x;) = p;.

Véta 2.7 Bud ddna ekonomika uplné smény tj. m obchodniki s obdarenimi e;, 1 < i < m a preferencemi
reprezentovanymi funkcemi uZitecnosti u; : P — R spliujicimi podminky 2.1, 2.2, 2.3 a 2.5. Pak existuje
rovnovdzny stav ekonomiky tj. miZeme najit x; € P, 1 < i < m a cenovy vektor p € Sﬂr_l splnugici (A) a

(B).

Prevedme podminky (A) a (B) do problému poptdvky a nabidky. Bud tedy S : R, — {0} — R.
konstantn{ zobrazeni, S(p) = 3 e;. Podobné klademe D : intR, — {0} — R\ D(p) = 3" fi(p,p - €;), kde
fi(p,p - €) je poptdvka urcend funkef u;. Definujme nadbytek poptavky Z : intR!, — {0} — R' predpisem
Z(p) = D(p)— S(p). Poznamenejme, Ze rovnovazné podminky (A) a (B) jsou splnény pro vektor (z, p) préve
tehdy, kdyz Z(p) = 0 a z; = f;(p,p - ;). Budeme aplikovat vétu 1.10. Ovéime, Ze jsou splnény podminky
1.8, 1.9, 1.10 a 1.11. Evidentné, Z je spojita funkce, Z je homogenni, protoze jak S tak D jsou homogenni
funkce, Z spliuje slaby Walrasuv zakon. Totiz zejména pro p € intRlJr mame

p-Zp)=p-Dp)—p-Sp)=> p-filp.p-e) =D p-e;=» (p-ai—p-e;)=0.



Ovéime podminku 1.11. Méme pkézat, 7ep, > D€ intRl+ implikuje 22:1 Z7(pr) — oo. Ale to je pravé
tehdy, kdyz Zj > fi(pk, pr - €;)) — o0o. Z tvrzeni 2.6 mame, ze pro kazdé i plati || fi(px, pk - €;)|| = oo pro
k — oo tj. 25':1 (fi<pk,pk - ¢;))? = 00. Z nezapornosti f; pak nutné i Zézl fi(pr, pr - €;)? — oo. Celkem pak
Zj > fi(prs i - €;)7 — 0o. Tedy existuje cenovy vektor p* € intR!, tak, ze Z(p*) < 0. Z véty 1.8 pak nutné
Z(p*) = 0.

Vénujme se nyni ekonomice tplné smény takové, ze budeme predpoklddat pouze spojité preference.
Uvazme nyni preference na celém prostoru komodit Rﬂr reprezentované spojitymi funkcemi w : Rl+ — R.
Nahradme podminky 1.8, 1.9, 1.10 a 1.11 nésledujicim podminkami:

Funkce u : R\ — R je spojit4. (2.6)

u(Azr + (1 = N)z') > ¢, pokud u(z),u(z’) >cal < A <1. (2.7)

Predpokladejme déle, ze kazdy obchodnik mé k dispozici, kromé preferenéni funkce wu;, obdafeni e; € P.
Zejména tedy ma k dispozici kladné mnozsti kazdé komodity.

Veéta 2.8 Jsou-li ddny preferencni funkce uzZitku u; : Rﬂr — R, 1 < i < m splnugici 2.6, 2.7 a obdarent
e; € P, 1 <i<m, existuje pak rovnovdzny stav volného pouziti (z*,p*). Tedy

1Y@ < )6 a

2. Pro vSechna i, x maximalizuje u; na mnoziné zdisob {z; € Rﬂr cpt e < pfeel.

Diikaz. Nez budeme konstruovat funkci poptavky, zbavime se ¢asti komoditniho prostoru blizké nekoneénu.
Presnéji, vyberme redlné ¢fslo ¢ > || Y, e;]| a polozme X, = D, N R. . Definujme déle pfidruzenou funkeci
falesné poptdvky f; : (R, — {0} x R — X_) ndsledovné:

filp,w) := o, u(zy) = max{u;(z) : @ € By},



kde EWU ={z € X.: p-x <w}. Protoze je mnozina Ep,w kompaktni, konvexni a neprazdnd, okamzité plyne
z ostré konvexity u;, ze je funkce f;(p,w) dobie definovana.

Véta 2.9 Funkce falesné poptivky f; : (R, — {0} x R, — X,) je spojitd, je homogenni tj. fi()\p, Aw) =
fi(p,w) pro vsechna X >0 a p- fi(p,w) < w. Zdroven, pokud ||fi(p,w)|| < ¢, pak mazimum f;(p,w) funkce
u; existuje na mnoziné By, = {x € R\ :p-x <w} ( pravdivd poptdvka) a navic plati f;(p,w) = fi(p,w).

Dikaz. Je evidentni, ze funkce falesné poptavky fl je spojita, je homogenni a p - fi(p, w) < w.

Ukazeme zbyvajici cast véty. Necht &; = fi(p,w) tak, ze ||fi(p,w)|| < ¢. Uvazme x; € B,,, tak, ze
wi(z;) > ui(2;). Necht S = {y :y = Ax; + (1 — \)2;,0 < A < 1} je odpovidajici interval s krajnimi body
x;, ;. Pro vechna z; # #; na mnoziné SN X, mame u;(z;) > w;(Z;) z ostré konvexity, coz je spor s vybérem
Z; jakozto bodu maxima funkce falesné poptavky. I

Nyni definujme funkce D(p) = > fi(p,p e;), S(p) = > ;e a 7 R. — {0} — R' jakozto Z(p) =
ZA?(pA) —S(p). Pak evidentné Z spliuje slaby Walrastiv zdkon a tedy dle véty 1.9 existuje cenovy vektor p tak,
ze Z(p) = 0. Polozime-li tedy 2; = f;(p,w), mdme > &, = > .e; a ||fi(p,w)|| < c. Tedy dle 2.9 je nutné
T; = fi(p,w) = fi(p,w) = x;. Zejména je tedy vektor (zy, ..., Z,,,p) rovnovaznym stavem volného pouZiti
ekonomiky iplné smeény. |

Predpokladejme nyni, ze funkce uzitku wu; : Rﬂr — R spliuje néasledujici
Podminka nenasycenosti: Funkce u; : R, — R nemd maximum.

Pak muzeme bez tjmy na obecnosti tvrdit, ze vektor komodit f;(p,w) = x; spliuje dokonce rovnost
p-fi(p,w) = w. Jinak bychom totiz mohli vybrat komoditn{ vektor z; € R, mimo B,,, tak, ze u;(z}) > u;(1;),
coz je opét spor podminky ostré konvexity a vybérem z; jakozto bodu maxima na B,,. Celkem tedy
dostaneme, ze pro obvyklou funkci nadbytku poptavky Z(p) plati Walrasuv zakon v rovnovédzném stavu.



3 Paretova optimalita

Budeme nyni pracovat na néjaké oteviené mnoziné W C R"™ a funkcemi tiidy C? u; : W — R, 1 < i <
m. Muzeme pak W povazovat za prostor stavi néjakého sdruzeni, pricemz clenové tohoto sdruzeni maji
preference reprezentované funkcemi uzitku u;. Bod x € W se nazyva Paretovym optimem, pokud neexistuje
zadny prvek y € W tak, ze u;(y) > u;(z) pro vSechna ¢ a pro néjaké ig u, (y) > i, (). O takovém y fikame,
ze dominuje stav x. Je-li m = 1, je Paretovo optimum pravé obycejné maximum. Bod = € W je lokdlni
Paretovo optimum, jestlize existuje okoli N bodu z a x je Paretovo optimum pro funkce uzitku u; : W — R,
1 <4 < m omezené na okoli N. Bod © € W se nazyva silné Paretovo optimum, jestlize y € W splnuje
w;i(y) > wu;(x) pro véechna i, pak nutné z = y. Podobné, bod = € W se nazyva lokdlni silné Paretovo
optimum, jestlize existuje okoli N bodu z a x je silné Paretovo optimum pro funkce uzitku w; : W — R,
1 <1 < m omezené na okoli N. Poznamenejme, ze tyto definice lze zavést obecné, napi. pro libovolnou
podmnozinu W C R™.

Véta 3.1 Bud u; : W — R, 1 <i < m, funkce tridy C?, kde W je otevrend podmnozina R™. Je-lix € W
lokdlni Paretovo optimum, existuji nezdpornd c¢isla Ny, ..., A\yn > 0, alespon jedno z nich nenulové tak, Ze

Z AiDu;(xz) = 0. (3.1)

Pokud navic plati, Ze

Z NiDPug(x) je negationé definitni na (A Duy(z), . . ., Ay D (2))7F, (3.2)

je x bod lokdlniho silného Paretova optima.

Poznamenejme, ze polozime-li m = 1, n = 1, je véta 3.1 standardni véta matematické analyzy funkci
jedné proménné pro maximum. Je-li m = 1 a n libovolné, jedna se o ptipad maxima funkce vice proménnych.



Véta 3.2 Stiemkeho véta Proto, aby systém linedrnich rovnic Ax = 0 meél kladné teseni x > 0,z € R™
je nutné a dostatecné, aby byl prinik mnozin {Ap:p € R"} a R — {0} prdzdny.

Véta 3.3 Tuckerova véta Systém linedrnich rovnic Ax = 0,2 > 0 a systém linedrnich nerovnic ATp >0
magji vidy dvojici veseni (x,p) takovou, Ze ATp +x > 0.

Ditkaz véty 3.1. Necht Pos = {v € R™ : v = (v1,...,Un),v; > 0}, Pos piislusny uzdvér. Pfitom
w=(ug,...,Uy): W — R™ Bud x lokdlni Paretovo optimum a piedpoklddejme, ze ImDu(x) N Pos # ().
Pak existuje v € R™ tak, ze Du(x)(v) € Pos. Dale bud «a(t) kiivka zacéinajici v z, obsazend ve W takové,
ze o/(0) = v. Pak, z Taylorova rozvoje funkei u;, dostavame, Ze existuje to tak, ze pro vSechna i a t < tg
je ui(a(t)) = u(a(0)) + tDu(z)(v); + Ri(t);, kde RlT(t) — 0 prot — 0, Du(z)(v); > Ri(t); tj. u;(a(t)) >
ui((0)) = u;(x) tj.  neni Paretovo lokdln{ optimum. Nutné tedy ImDu(x) N Pos = (.

Predpokladejme nyni, ze rovnice A - Du(z) = 0 mé pouze trividlni nezdporné feseni. Pak dle 3.3 plati, ze
existuje vektor v € R™ tak, ze Du(x)(v) € Pos, coz neni mozné. Tedy rovnice A - Du(z) = 0 mé netrividlni
nezaporné teseni, ¢imz je dokazana prvni ¢ast véty.

Ukazme vyse uvedené ptimo pomoci aparatu linedrniho programovani:

Priméarni uloha

max y . A

za podminek (PU)
At

(Duy(z), ..., Dup(x)) - : =0
Am

A >0



a dudlni tloha

min )7, 0-v;
za podminky (DU)

(v1,..., ) - (Dug(z),...,Duy(x)) >

Protoze vsak primarni uloha je neomezend pravé tehdy, kdyz existuje netrividlni nezaporny vektor A
spliiujici A - Du(z) = 0 a dudln{ tloha nem4 pifpustné reseni prave tehdy, kdyz ImDu(z) N Pos = (), mdme
z véty o dualité prvni ¢ast nasi véty.

Predpokladejme nyni, ze druha cast nasi véty plati pro pripad A\; > 0, 1 < ¢ < m a uvazme obecny
piipad. Precislujme indexy tak, ze A\; > 0,1 <<k, \; =0, k+1 <i < m. Pak podminky 3.1 a 3.2 jsou

tytéz pro optimalizaci uy, ..., u,, v bodé x a optimalizaci uy,...,u; v bodé x. Protoze ale dle predpokladu
je véta platna v tomto pripadé, je x lokalni silné Paretovo optimum v bodé x pro funkce uq, ..., ug. Je tedy
x lokalni silné Paretovo optimum v bodé x pro funkce uq, ..., u,,.

Staci se tedy omezit na dukaz pripadu, kdy jsou vSechna A; kladna. Predpokladejme pro jednoduchost,
ze bod x je pocatek R™ a ze u(x) = 0 € R™. Muzeme tedy v dalsim volné pouzivat oznaceni = pro libovolny
bod z W. Zejména tedy podminka, ze 0 € W je bod lokalniho silného Paretova optima, je ekvivalentni
podmince, ze existuje okoli N pocatku 0 ve W tak, ze (u(N) — {0}) N Pos = ). Ukdzeme tedy, 7e existuje
takovéto okoli N.

Oznaéme K = KerDu(0) jadro linedrnfho zobrazeni Du(0) a K+ jeho ortogonalni doplnék.

Lemma 3.4 Ezistuji redlnd cisla r,6 > 0 tak, Ze pokud ||z|| < r, v = (x1,23), v € K, 15 € K+ a
l|z2|] < d||x1|], pak plati pro nenulové x nerovnost A - u(z) < 0.



Dikaz.Necht H = Y, A\;D?u;(0). Protoze H je negativné definitn{ na K, je H(z,z) < —o||z||* pro néjaké
vhodné kladné ¢islo ¢ a pro vsechny vektory x € K (totiz staci se omezit na jednotkovou kouli v K, tam
mé funkce H maximum, které je nutné zéporné a rovno —o).

Necht nynf x € R", x = (11, 29), 1 € K, 19 € K*. Pak miizeme psét H(z,x) = H(xy, z1)+2H (21, 79) +
H(zg,x9). Ale vime, ze |H(x1,x2)| < C||z1]| - ||z2|| & |H (22, 22)| < Cil|z2|| - ||22|] pro vhodné nezéporné
konstanty C' a (.

Muzeme tedy vybrat vhodnd dostatecné mald kladnd éisla n,d tak, ze pokud ||xs|| < d||z1]|, pak
H(z,x) < —n||z||>. Aplikujeme-li Taylorovu vétu o rozvoji pro ||z|| < r, u(z) = Du(0)(z) + D*u(0)(z, ) +
R3(z), kde |\ Rs(2)| < Z||z]|?. Pak A\-u(z) = A-Du(0)(2)+A-D*u(0)(z, z)+A-Rs(z) < —nl|z|[*+A-Rs(z) < 0.
I

Oznaéme nynf J = ImDu(0) a pisme pro u € R™ jako u = (ug, up), uq € J, up € J*.

Lemma 3.5 Jsou-li dina redlnd ¢isla o > 0 a 6 > 0, existuje redlné ¢islo s > 0 tak, Ze pokud ||z|| < r,
= (11,72), 11 € K, 13 € K+ a ||za]| > §||21]], pak nerovnost ||up(z)|] < af|uq(z)]].

Diikaz. Restrikce Du(0)g: : K+ — ImDu(0) zobrazeni Du(0) : R — ImDu(0) je linedrni izomorfismus.
Totiz, je-li Du(0)(z) = Du(0)(y) je nutné Du(0)(z —y) = 0 t.j. z —y € K N K+ = {0} tj. * = y. Necht
z € ImDu(0). Pak existuje x € R™ tak, ze Du(0)(z) = z. Ale v = x; + 29, 7, € K, 75 € K*. Tedy
z = Du(0)(z) = Du(0)(z1) + Du(0)(x2) = 0 + Du(0)(z2).
Zaroven poznamenejme, ze pro kazdy linearni izomorfismus v euklidovském prostoru existuji kladné
konstanty ki, ko > 0 tak, ze
kalz]| < [[F(2)]] < Kol |]]

pro vSechna x. Specidlné tedy existuji kladné konstanty c;, co > 0 tak, ze

[|Du(0)(x)|| = ||Du(0)(x2)|| > ci||xe]| pro vSechna x = 1 + x5
> c||z|]  pokud [|za|| > §l[x].



Rozvinme u(z) do Taylorovy rady. Pak
U () + up(x) = u(z) = Du(0)(x) + R(z).

Ptitom pro 8 > 0 muzeme predpokladat, ze ||R(z)|| < B||z|| pro ||z|| < s, s > 0 vhodné redlné ¢islo.
Piitom R(x) = R,(x) + Ry(z), Ra(z) € J, Ry(z) € J*. Tedy

[lua()]| = [[Du(0)(x) + Ra(2)|| = |[Du(0)(2)]] = [| = Ra(2)[| = (¢ = F)]|«]]

[lus(@)]| = [[Ro ()| < B[]

Zvolme (3 tak, ze % < a. Pak ||up(z)]] < allug(x)]]. |

Dokoncéeme nyni dukaz véty 3.1. Vyberme « z lemma 3.5 tak, ze pokud ||uy(z)|| < alluq(x)|], pak
u(z) ¢ Pos — {0}.
Ukézeme nyni, ze rovnice A - Du(z) = 0 md kladné feseni pravé tehdy, kdyz ImDu(0) N Pos = (.
Ukazme vyse uvedené pomoci aparatu linearnitho programovani:
Primarni uloha

maxa\;

za podminek (PU;,)
A1

(Duy (), ..., Duy(z)) - : =0
Am

A >0



a dudlni tloha

max )7 0-v;
za podminky (DU;)

(v1, ..., 0n) - (Dug(x),...,Duy(z)) > (0... ).

A~
10
Protoze vSak vSechny priméarn{ dlohy (PUj) jsou neomezené pravée tehdy, kdyz existuje netrividlni kladny
vektor A spliujici A - Du(z) = 0 a vSechny dudlni dlohy (DU,) nemaji pfipustna feseni pravé tehdy, kdyz
ImDu(0) N Pos = {0}, méme z véty o dualité nase tvrzeni o priniku ImDu(0) N Pos.
Vyberme tedy kruh se sttedem 0 a polomérem 7y < min(r,s), r z lemmatu 3.4 a s z lemmatu 3.5, 0 z
lemmatu 3.5 dle lemmatu 3.4. Nutné pak u(x) ¢ Pos — {0} pokud ||z|| < 7 tj. 0 je bod lokélniho silného
Paretova optima. |

Ptejdéme nyni k rozsiteni véty 3.1 o podminky omezeni. Jsou tedy funkce tiidy C? wy, ..., u,, definovany
na néjaké oteviené mnoziné W C R! spolu s omezenimi danymi podminkami tvaru gs(z) >0, 8 =1,...,k,
kde g5 : W — R je funkce tifdy C*. Muzeme vyjddrit tento problém jakozto hledén{ optima restrikei funkef
Uy, ..., Uy, na mnozing Wy C R Wy ={x e W :gg(z) >0,8=1,...,k}.

Véta 3.6 Bud u;: Wy — R, 1 < i < m, funkce jako vijse uvedeno, x € Wy lokdlni Paretovo optimum. Pak
existugi nezapornd cisla A1, ..., Ay >0, p1, ..., 1k > 0, alesporni jedno z nich nenulové tak, Ze

> AiDui(z) + > psDgs(x) =0, (3.3)
5

)

pricemz g = 0 pro gz(z) # 0.
Pokud navic plati, ze >, \;D*u;(x) + >s psD*gs(x) je megationé definitni na

(MDuy (), ..., Ay D (), 11 Dgi (), . . ., ptx Dgi ()T, (3.4)

je x bod lokdlniho silného Paretova optima.



Dikaz. Abychom dokdzali prvni ¢ast véty, predpoklddejme (bez tijmy na obecnosti), ze gz(z) = 0 pravé pro
vechna 8 =1,...,k a definujme zobrazeni ¢ : W — R™"* predpisem ¢ = (u1,...,Un, g1, .., gr). Tvrdime
pak, ze ImDy(z) N Pos = (). Jinak by, analogicky jako v 3.1, existoval vektor v € R! tak, ze Dyp(x)(v) € Pos
a necht a(t) bud ktivka ve W spliujici «(0) = z, o/(0) = v. Pro dostatetné mald € je a(e) € Wy a dominuje
a(0) = x. Tedy x neni lokdlni Paretovo optimum. Nutné tedy ImDp(x) N Pos = (). Existuje pak vektor
(AL, -y Ay i1, - -+ i) € Pos — {0} normalni k podprostoru ImDy(z), stejné jako ve vété 3.1. Tim jsme
dokézali prvni ¢ast vety 3.6.

K dukazu druhé ¢asti nejprve poznamenejme, ze z definice lokédlniho silného Paretova optima plyne pro
bod x € Wy, ze pokud bod z je bodem lokélniho silného Paretova optima pro funkci ¢ na W, pak je i bodem
lokalniho silného Paretova optima pro funkce uq, ..., u,, na Wy. Ale z 3.1 vime, ze z je bodem lokalniho
silného Paretova optima pro funkci ¢ na W. |

Zakonceme tento odstavec s nékolika poznamkami:
1. Véta 3.1 je specialni pripad véty 3.6 pro k = 0.

2. Predpokladejme, ze g, spliuji podminku nedegenerovanosti v -bodé x € W,. Pak je mnozina vektoru
Dgs pro § takové, ze gg(x) = 0, linedrné nezavisld tedy specidlné alespon jedno J; je kladné.

3. Pokud je ve vété 3.6 m = 1, neni prvni ¢ast nic jiného nez Kuhn-Tuckerova véta. Je-li navic splnéna
podminka nedegenerovanosti, lze volit A\; = 1.

4 Zakladni véta ekonomiky blahobytu

Vratme se nyni k ekonomice iplné smény z odstavce 2. Pfitom funkce uzite¢nosti u; : P — R i—tého

obchodnika, i = 1,..., m spliuji podminku 2.1 tj. Ze funkce u; : P — R je tiidy C?, podminku monotonie
2.2 tj., ze gi(r) € PN S = int(S"") pro viechna z € P, zde g;(z) = %, kde gradu; = (2%,...,34),



podminku konvexnosti 2.3, ze restrikce Dg;(x) z nadroviny g;(z)* do sebe ma zdporné vlastni hodnoty a
nakonec je hrani¢ni podminku 2.5, Ze Indiferentni kiivka u; (c) je uzaviend v R! pro véechna c.

Nebudeme vsak predpokladat, ze bohatstvi ucastnika pochazi z obdateni e; z P a je funkci w; = p - ¢;
ceny p. Budeme ale predpokladat, ze uplné zdroje nasi ekonomiky jsou dany pevnym vektorem r € P.

Pak mnozina W dosazitelnych alokaci neboli stavii mé tvar

W:{xGPm:x: (xl,...,xm),xieP,in:r}_

Funkce individualniho uzitku u; : P — R i-tého ucastnika nam indukuje zobrazeni v; : W — R tak, ze
vi(x) = u;(x;). Je prirozené si klast otazku, jak vypadaji Paretové optimélni stavy pro funkce vy, i = 1,...,m.
Plati:

Véta 4.1 Nasledujici tii podminky na alokaci x € W vzhledem k indukovanym funkcim uzitku v; - W — R
jsou ekvivalentni:

1. x je lokdlni Paretovo optimum.

2. x je lokdlni silné Paretovo optimum.

3. gi(x;))=pe€ Sf[l pro vechna i.

Pritom mnozZinu vsech takovychto x oznacime 6.

Dikaz. Poznamenejme, ze evidentné podminka (2) implikuje podminku (1). Ukazme, ze (1) implikuje (3).
Abychom to dokézali, sta¢i ndm pouze piedpokladat o funkcich u; : P — R, Ze jsou tiidy C*.
Predpokladejme tedy, ze x € W je lokalni Paretovo optimum. Z prvni ¢asti véty 3.1 mame, ze existuji
nezapornd ¢isla A, ..., A, > 0, alespon jedno z nich nenulové tak, ze Y, A\;Dv;(z) = 0tj. >, A\;Du;(z;) = 0.
Bez ijmy na obecnosti lze predpokladat, ze napiiklad A; je kladné. Uvazme nyni vektor T = (Z1,...,Tpm) €



k
(RN)™ tak, ze >, T; = 0, tj. jednd se o tecny vektor k W. Je-li navic specidlné T = (1,0, ... ,O,/—/f\l, 0,...,0),
mame pak Y .\ Duz(xl)( ) = M Duy(21)(T1) — M Dug(2)(Z1) = 0 pro véechna 7; € R!. Nutné tedy, protoze
Duj(x;) € P pro vSechna j, A\ je kladné, je i A\, kladné a A\yDuy(z1) = AyDuy(zx). Po podéleni normou pak
91(z1) = gx(zk). Je tedy podminka (3) splnéna.

Abychom dokézali ekvivalenci téchto ti{ podminek, zbyva ukazat, ze pokud z spliuje podminku (3), pak
plati (2) tj. x je lokalni silné Paretovo optimum.

Lemma 4.2 Bud u: P — R funkce spliugici 2.3. Pokudy € P, u(y) > u(x) a x # y, pak Du(x)(y—z) > 0.
Pak iy -g(x) >z - g(x).

Dikaz. Pro 0 <t <1 dle 2.3 je nutné u(z) < u
tj. plati (d/dt)u(x+t(y —x))|i=o0 > 0 tj. Du(z)(
v bodé z dostdvame u(z + t(y — z)) = u(z) +

(x+t(y—=)). Nutné tedy je jeji derivace v bodé x nezdporné

y—x) > 0. Predpokladejme, ze Du(z)(y —x) = 0. Rozvojem

0+ P2U($)(t(y — ), t(y — x)) +Rs(t). Tedy pro dostatetné
<0

mald t je u(x) > u(x + t(y — x)), coz je spor s vyse uvedenym.

Chceme nyni ukdzat, Zze x je bod lokdlniho silného Paretova optima. Necht nyni y je takovy bod, Ze
vi(xr) < v;(y) pro vSechna i. Chceme ukéazat, ze © = y. Predpoklddejme opak. Pak pro néjaké ig vime, ze
plati yi, - iy (Tiy) > 4y - 9o (i, ). Polozme p = g, (x;,). Pak p = ¢;(z;) pro vSechna i. Tedy >, vi-p > >, ;- p.
Ale protoze y € W, nutné » .y, =r=> x;tedyi)  y,-p=r=>_,x;-p. Nutné pak pro vSechna i mame
r; = y; tj. x =y tj. x je silné Paretovo optimum.

Zavedme nyni pojem rovnovdiného stavu ekonomiky blahobytu. Rekneme, Ze stav (x,p) € W x Sf[l
je rovnovaznym stavem ekonomiky blahobytu, jestlize i-ta projekce wx; je bodem maxima funkce wu; na
rozpoCtové mnoziné B,,., = {x € P : p-x = p- z;}. Mnozinu vSech rovnovaznych stavu ekonomiky
blahobytu budeme oznacovat A. Z této definice plyne, ze bod (z,p), v = (z1, ..., Tm),z; € P,p € Sﬂr_l lezi
v A, pokud plati:



(1g) X@i=r,
(2g) gi(z;) = p pro vSechna i =1, ..., m.

Méme-li navic k dispozici udaje o individualnich obdafenich e; € P,i = 1,...,m tak, ze > ,e; = r,
dostavame Walrasuv rovnovazny stav

Bg) p-es=p-x,i=1,...,m.

Véta 4.3 Mezi mnozinami 6 a A existuje vzdjemné jednoznacénd korespondence B : A — 6 definovand
predpisem [((x,p)) =z a a: 0 — A definovana ndsledovné: a(x) = (x, g1(x1)).

Dikaz. Evidentné, § je korektné definovand surjekce. Totiz, vzorem prvku z je prvek (z, g;(z1)). Ukazme,
ze je i injekce. Necht B(z,p) = B(x,q). Pak nutné p = g;(x1) = ¢. 1

V dalsim budeme o funkcich uzitku u; piedpoklddat pouze, Ze jsou tiidy C?. Oznaéme 0, podmnozinu
mnoziny W, kterd sestava z lokalnich silnych Paretovych optim.

Tvrzeni 4.4 Je-li bod x € W bod lokdlniho optima pro indukované funkce uzitku na W, pak

1. existuji nezdpornd c¢isla Ay, ..., Ay > 0, alespon jedno z nich nenulové tak, Ze

coz implikuje, Ze g;(x;) jsou nezdvislé na i.
Pokud navic plati, Ze
Z N D?u;(2)(T;) je zdpornd na mnoziné takowyjch T, Ze
i

2T =0, %; - gi(z;) = 0 pro vSechna i a pro jisté iy je Ty, # 0, je x bod lokdlniho silného Paretova
optima tj. x € 0.



Dikaz. Stejné jako ve vété 3.1 vime, ze ImDu(z)NPos = (), tj. existuje vektor A tak, ze rovnice A\-Du(z) =0
mé& netrividlni nezdporné teseni A, ¢imz je pomoci 4.1 dokdzdna prvni ¢ést véty. Polozme K = {7 : > iT=
0,7; - gi(x;) = 0 pro véechna i}. Pak K je vektorovy podprostor a forma H = >, \;D%u;(z) je negativné
definitni na mnoziné K. Plati pak zejména obdoba lemmat 3.4 a 3.5. Tedy pak nutné mame x € 6. |

Studujme nyni situaci z véty 4.1 pro prostory komodit s hranici. Predpokladejme, ze kazda funkce uzitku
u; : R, — R je restrikce funkce t¥idy C* na néjaké oteviené mnoziné obsahujici mnozinu R, . Specidlné pak
méme definovany derivace Du;(z) a D*u;(x) na hranici 0R!, a podminky 2.2 a 2.3 maji smysl i pro hranién{
body.

Bud r € intR, vektor celkovych zdsob. Polozme déle Wy = {z : . € R{", Y ;T = r}. Pak W, je prostor
pripustnych stavii nasi ekonomiky tiplné smény. Bud déle W relativni okoli mnoziny Wy vzhledem k mnoziné
W, ={z 2 € R™ Y x; = r} tak, ze funkce v; : W — R jsou zde definovany jakozto v;(x) = u,(x;),
i = 1,...,m. Necht jsou dale funkce omezeni g¥ : W — R uréeny piedpisem g¢F(z) = z¥. Pak nalezen{
optima ve Wy je ekvivalentnf nalezeni optima pro funkce v; : W — R s omezenimi gF(z) > 0.

Véta 4.5 Necht funkce u; : R\ — R spliiuji

graduz‘(l‘i) 1—1
(1) = ———— € 5, 4.1
g ( ) gradUi(Ii)H + ( )
pro vsechna i a
D*u;(z) je negativné definitni na g;(x;)". (4.2)

Je-li bod x € Wy bod lokdlniho optima pro indukované funkce uzitku na Wy, pak

1. existuji normovany nezdaporny vektor p € Sf[l a nezdpornd cisla Ay, ..., Ay, > 0, alespon jedno z nich
nenulové tak, Ze
p > NiDu;(x;) pro véechna i,
pricemZ rovnost nastdvd v k-té souradnici, jestlize x¥ # 0.

Pokud navic plati, Ze



p-x; # 0 pro vsechna 1,

je x bod lokdlniho silného Paretova optima.

Diikaz. Pro omezeni g¥(z) = z¥ vime, ze Dg/(2)(Z) = T pro viechny vektory T € (R)™ takové, ze
>.;T; = 0. Dle véty 3.6 vime, ze existuji nezapornd ¢isla Ay, ..., A\, >0, p1, ..., > 0, alespon jedno z

nich nenulové tak, ze

Z)\Duz ;) (T;) Z/ﬂx]—()

pficemz pg = 0 pro z] #0.
Provedme nyni konkrétni volbu E{ =1, fi: = —1 a necht vSechny ostatni soufadnice jsou nulové. pak
nutné ' .
NiDu;(2:) ()’ + p1] = MDug(2x) (Tn)” + pp,

piicemz Duy,(z)(Tx)? znaci j-tou soutadnici vektoru Dug(xy,)(Ty). Celkem tedy je vektor ¢ = A\ Duy(zx) + g

nezavisly na indexu k. Pritom u; = (,u}{, ooy pk) >0 anutné uy -z, = 0. Poznamenejme ze q je nenulovy
vektor (jinak by nutné véechna \; a ] byla nulovd). Polozme p = ” T Polozime-li X, = lel’ ,UZ Hpj”, mame
pak

p = N Dug (k) + 1,
pticemz N, > 0, pj, > 0, pj. - 2 = 0. To ale nenf nic jiného, nez prvni ¢ast nasi véty.

Abychom dokézali zbyvajici ¢dst véty, uvazme prvek y € Wy tak, ze w;(y;) > u;(x;) pro vsechna i. Dle
lemmatu 4.2 plati Du;(x;)(y; —x;) > 0, ptiemz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz y; = z;. Plati ale zdroven,
ze

Pz = NDui(x;) -z + - xp = NDu(x;) - 24

Nutné tedy je A; # 0, protoze p - x; # 0. Zopakujeme-li tuto tvahu jesté jednou, obdrzime nerovnost

p(yi — ) > i - Y 8. p-Yi > D Xy



pficemz rovnost nastava prave tehdy, kdyz y; = x;. Z druhé strany nutné > .y, =r = x; tj. > . p-y; =
p-r=),p-x; apro viechna ¢ skutetné nastava rovnost. |

Zaved'me nyni pojem rovnovdziného stavu ekonomiky blahobytu pro Wy. Rekneme, ze stav (z,p) € Wy X
Si_l je rovnovaznym stavem ekonomiky blahobytu, jestlize i-ta4 projekce x; je bodem maxima funkce u;
na rozpoc¢tové mnoziné B, .., = {vr € P : p-x < p-x;}. Mnozinu viech takovychto rovnovaznych stavu
ekonomiky blahobytu budeme oznacovat Ag. Pokud bod (z,p) lezi v Ag, pak Y. x; = 1.

Véta 4.6 Pokud (x,p) € Ay, existuji nezdpornd ¢isla \; > 0, i = 1,...,m a nezdporné vektory p; € Rﬂr,
i=1,...,m tak, Ze v; - p1; = 0 a p = N Duy(w;) + p;. Obrdcené, pokud (z,p) € Wy x S tak, Ze p-x; # 0
pro vsechna i a navic A\; > 0, p; € Rl+, i=1,...,m spliuji vyse uvedené, pak (z,p) € Ay.

Diukaz. Protoze z; je maximum funkce w; na B, ,.,, pro vSechna i, existuji \;,o; > 0 a nezdporné vektory
Wi € Rﬂr, ¢t =1,...,m ne vSechny nulové tak, ze

pro véechna z; € R'.
To je ekvivalentni s tim, ze
AiDu(2i) + pi = oip, i -2 = 0.

Pokud by o; = 0, nutné i A; = 0, p; = 0. Muzeme tedy délit obé strany rovnosti o; a po preznac¢eni mame

Tim jsme dokazali prvni ¢ast. Pro dikaz druhé ¢asti predpokladejme, ze existuje y; € B, .0, tak, ze u;(x;) <
wi(y;). Pak dle 4.2 plati Du;(x;)(y; — z;) > 0 apro p-y; > y; - \iDui(x;) > p-x;, i # 0. Tedy v; & By,
spor. Celkem (z,p) € Ao. |



Ve zbyvajici ¢asti tohoto odstavce budeme piedpokladat, ze Du;(z;) € intSY' a D?ui(x;) < 0 na
KerDu;(z;). Rekneme, ze pro bod z € W, existuje izolovand komunita O C S C {1,...,m}, jestlize
pro kazdy prvek i € S a kazdy nenulovy prvek ] # 0 dostavame, ze z;, = 0 plati pro vSechna k ¢ S.

Lemma 4.7 Predpoklidejme, Ze x € Wy je bez izolovanyjch komunit a Ze i,q € {1,...,m} jsou dva ucastnici
nasi ekonomiky. Pak existuje posloupnost iy, ... i, agenti tak, Ze iy = 1,1, = q a posloupnost zboZi ji, ..., jn
tak, Ze xfl’j £ 0 a pro vsechna k nutné bud ji1 = ji nebo iy = iy.

Dikaz. Sporem. Bez ijmy na obecnosti lze fici, ze ¢ = i; = 1 a uvazme vsechny posloupnosti (i1, ... ,1,),
(J15- -+ Jn) vySe uvedeného tvaru tak, ze iy = 1. Oznacme S jakozto podmnozinu vsech moznych i,

dosazitelnych timto zpusobem. Je-1i S # () vlastni, pak m4 z izolovanou komunitu. |

Dusledek 4.8 Necht bod x € Wy nemd izolované komunity. Pak existuje jeding odpovidajici cenovyj vektor
pe St

Diikaz. Stejné jako ve véte 4.5 a dle véty 3.6 vime, ze existuji nezdporna ¢isla Ay, ..., A\, >0, pq, ..., g >0,
alespon jedno z nich nenulové tak, ze
p = ANiDug(x;) + s,

pricemz p;-x; = 0. Bez Gjmy na obecnosti muzeme ptecislovat zbozi a ucastniky tak, ze icastnik 1 ma néjakou
¢ast zbozi 1 tj. x1 # 0. Normujme vektor p nésledovné: p! = 1. Pak p' = 1 = \{Duy(21)* + pl = M\ Duy(z1)?,
protoze ul = 0. Je tedy \; jednoznaéné uréeno. Bud ¢ né&jaky jiny Gcastnik. Uvazme posloupnost iy, .. ., iy,
agentu tak, ze i1 = 1,7, = ¢ a posloupnost zbozi ji,...,J, tak, ze xf: # (0 a pro vsechna k nutné bud
Jk+1 = Jk nebo ipy1 = 4. Piedpoklddejme indukci, Ze A, je urceno pro vsechna | < k a chceme urcit \;, .
Jsou dvé moznosti: bud i,_; = i), a pak i, = Ai,_, nebo ix_1 # i a potom ji_1 = ji a oba tcastnici ij_1, ix
maji nenulové mnozstvi zboz{ ji. Mdme tedy rovnosti p’* = X\, Du;,_ (w;,_,)* a p’* = \;, Du;, (z;, ).
Zname tedy p’* a ndsledné );, . Opét jsme zde pouzili tu skutecnost, ze odpovidajict ,ug byla nulova. Zejména
tedy méme tedy az na nasobek jednoznaéné uréené vsechny koeficienty ;. Bud’ déle k néjaké zbozi. Vyberme
index i tak, ze 2¥ # 0. Pak p* = \;Du,(z;)"* jednoznaéné urcuje p*, coz dokazuje nase tvrzeni. |



Nasledujici vztah mezi Paretovymi optimy a rovnovaznymi stavy vyplyva bezprostiedné z 4.8.

Veéta 4.9 Jestlize ekonomika splnuje predpoklad neexistence izolovanych komunit pro vsechna Paretova op-
tima, pak mezi mnoZinou 6y Paretovijch optim a mnozZinou Ny rovnovdzniych stavi existuje vzdjemné jed-

noznacnd korespondence Py : Ng — 6y definovand predpisem Bo((z,p)) = x a ag : Oy — Ao definovina
ndsledovneé: ag(x) = (z, g1(x1)).






Kapitola 5

Existence rovnovahy v konkurenéni
ekonomice

Tato kapitola je podstatnym zpusobem zalozena na ¢lanku Gerarda Debreuho [10].

1 Uvod

Matematicky model konkurenéni ekonomiky od L. Walrase (1874-1877) byl koncipovéan jako pokus vysvétlit
rovnovazny stav dosazeny velkym poc¢tem malych tcastniku ovliviujicich se skrze trh. Sdm Walras chape, ze
predlozena teorie bude neuplnéd bez matematickych argumenti podporujicich existenci alespon jednoho rov-
novazného stavu. Nicméné vice nez pul stoleti rovnost mnoha rovnic o mnoha proménnych zistala pouhym
nepresveédcivym argumentem ve prospéch existence rovnovahy konkurenéni ekonomiky. Studium existenéniho
problému zacalo na poc¢atku ticatych let, kdyz Neisser (1932), Stackelberg (1933), Zeuthen (1933) a Schlesin-
ger (1935) urcili nekolik jeho zékladnich rysu a kdyz Wald (1935, 1936a, 1936b) ziskal jeho prvni feseni. Po
dalsich asi dvaceti letech byla otazka existence rovnovahy konkurencni ekonomiky znovu oteviena v dilech
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Arrow a Debreu (1954), McKenzie (1954, 1955), Gale (1955), Debreu (1956), Kuhn (1956a,1956b), Nikaido
(1956), Uzawa (1956) a mnoha dalsich autort, jejichz piispévky za poslednich dvacet pét let tvoii bibliografii
s vice nez 350 polozkami.

V téchto dilech muzeme rozpoznat ctyti odlisné, ale blizce souvisejici pristupy k existenénimu problému.
(1) Za prvé, dukazy existence rovnovahy v konkurenéni ekonomice byly shodné ziskény aplikaci véty o pevném
bodé Brouwerova ¢i Kakutaniho typu nebo podobnymi argumenty. Tyto pristupy, které nabyvaji v soucasnosti
nejveétsi dulezitosti, jsou naplni této kapitoly. (2) V poslednim desetileti byly vyvinuty vykonné kombina-
torické algoritmy pro pocatecni priblizné feseni rovnovahy v konkurenéni ekonomice. Tyto algoritmy, které
nabizeji konstruktivni odpovéd na existencni otdzku, jsou probrany v kapitole 21 knihy knihy [3] Scarfem,
ktery zastdva hlavni roli v této oblasti vyzkumu. (3) Neddvno byly teorie o indexu pevného bodu zobrazeni
a teorie stupné zobrazeni pouzity pro zjisténi existence rovnovéhy v konkurenéni ekonomice v Dierker (1972,
1974), Mityagin (1972), Smale (1974), Balasko (1975, 1978), Varian (1975a, 1975b), Nishimura (1978), Kal-
man a Lin (1978a, 1978b) a Kalman, Lin a Wiesmeth (1978). Dierker se v kapitole 17 knihy [3] dotyka
nekterych téchto otazek. (4) Nakonec, v roce 1976 Smale navrhl diferencidlni proces, jehoz konvergence
k ekonomické rovnovize nabizi alternativni konstruktivni feseni existencniho problému. [Smale (1976)].
Tento piistup je predmétem 8. kapitoly knihy [3].

2 Simultanni optimaliza¢ni pristup

Ackoliv prvni dukaz existence rovnovahy konkuren¢ni ekonomiky popsal Wald (1935, 1936a, 1936b), dva
¢lanky od von Neumanna (1928, 1937) znamenaly dulezity krok pro rozvoj v padeséatych letech. V prvnim
z téchto ¢lanku von Neumann zjistil dvojici rovnovaznych strategii pro dvouclennou hru s nulovym souctem,
sedlovy bod pro uzitek obou hracu. V druhém studoval problém existence rovnovahy pii vyvazeném rustu,
k teorii her. V Teseni jeho nového problému sedlového bodu, von Neumann dokézal topologické lemma, které
preformulovano v Kakatuni (1941) ve vétu o pevném bodé pro zobrazeni se stalo silnym néstrojem pro dukaz
ekonomické rovnovahy.



Pred uvedenim Kakutuniho véty uvedeme prislusejici pojmy.
Meéjme dvé mnoziny S a T, korespondence ¢ z S do T pritazujici kazdému prvku x z S neprazdnou
podmnozinu ¢(x) z T'. Graf korespondence ¢ je podmnozina kartézského souc¢inu S x T' definovand jako

G(p) ={(z,y) € S x Ty € p(z)}.

Korespondence ¢ je konvexni, kdyz T' je redlny vektorovy prostor a pro kazdé x z S je mnozina ¢(x)
konvexni. Korespondence ¢ z podmnoziny S euklidovského prostoru do podmnoziny T euklidovského pro-
storu je shora polospojitd (u.h.c.) v bodé x° z S, kdyz existuje okoli z° na némz je ¢ omezend a pro kazdou
posloupnost 27 v S konvergujici k 2° v S a kazdou posloupnost y? konvergujici k 4° v T', a pro kazdé ¢, kde
y? € ¢(z7), pak plati y° € p(x°). Struengji

(27— 2% y? =y, y? € p(x9)] = [y° € p(2”)].

Tato definice horni polospojitosti ¢ v 20 ziejmeé implikuje, Ze ¢(z°) je kompaktni. Horni polospojitost
¢ na S je definovana jako horni polospojitost v kazdém bodé S. Poznamenejme, ze kartézsky soucin u.h.c.
korespondenci je u.h.c. Presnéji, uvazujme pro kazdé ¢ = 1,...,n korespondenci ¢; z S do T" a pro kazdé z
v S definujme ¢(z) = X", p;(x). Kdyz kazdé ¢; je u.h.c. v 2%, pak ¢ je ziejmé wh.c. v 2.

Nakonec, je-li ¢ korespondence z mnoziny S zobrazené na sebe samu, prvek 2° z S je pevny bod ¢ ,
kdyz 2° je prvkem ¢ (z°).

Véta 2.1 (Kakutani) Je-li S neprdzdnd, kompaktni, konverni podmnozina euklidovského prostoru a ¢ je
u.h.c., konvexni zobrazeni z S na S, pak ¢ ma pevny bod.

Aplikace tohoto vysledku byla pouzita v Nash (1950), jehoz vétu nyni uvedeme a dokézeme. To ukazuje
vhodnost Kakutaniho véty pro dikazy existence ekonomické rovnovahy. Uvazujme hru n-hraca. Hrac ¢
vybere strategii z mnoziny .S;, ktera je neprazdnd, kompaktni, konvexni podmnozina euklidovského prostoru.
Ve skutecnosti S; je mnozina pravdépodobnosti nad koneénou mnozinou cistych strategii ¢ -tého hrace. N
-tice strategii vybrdna n hréci je prvek s = (sq,...,s,) z kartézského soucinu S = x_,S;. Vysledny uzitek



pro i-tého hrace je redlné ¢islo f;(s). O uzitkové funkei f; se predpokladd spojitost na S a linearita v s;.

Tedy ve hie zkoumané Nashem je f; linedrni vzhledem k proménnym (si,...,s;,...,s,). Formalné je hra
definovana n mnozinami S, ...,.5, a n funkcemi fi,..., f,.
Ozna¢me N mnozinu {1,...,n} vSech hrdcu a N\ ¢ mnozinu {1,...,i—1,i+1,...,n} v8ech hracu kromé

i-tého. N-prvkovy vektor strategii s* je Cournot—Nashova rovnovéha, kdyz pro kazdé : € N, s maximalizuje
fi(si, 5}‘\[\1.) na 9;, tedy kdyz kazdy hra¢ vybere strategii maximalizujici jeho uzitek pii danych strategiich
ostatnich hracu.

Véta 2.2 (Nash) Je-li pro kazdé i € N, mnozina S; neprazdnd, kompaktni, konverni podmnozina eukli-
dovského prostoru, a f; je spojitd redlnd funkce na S = X enS;, linedrni v i-té proménné, pak hra (s;, fi)ien
md rovnovdzny bod.

Diikaz. Pro kazdé i definujme zobrazeni y; z S do S; nasledovné. Vezméme prvek s z S, pak
pi(s) = {z € Sil fi(w, swvi) = T;le%xfi(y, SN\i) b

Tedy p;(s) je mnozina strategii i-tého hrace maximalizujici jeho uzitek pii danych strategii ostatnich hraca
popsanych vektorem s. Tedy p;(s) je nezavisld na s;. Bude vyhodné pouzit y; v uvedeném tvaru. Pozna-
menejme, ze maximalizaéni operace vystupujici v definici u; muze byt provedena, jelikoz f; je spojita a S;
je kompaktni, neprazdnd. Zejména p;(s) je neprdzdné. Zobrazeni ju; je také konvexni, nebot f; je linedrni
v s; a mazimalizacni operace je provddéna na konvexni mnoziné. Nakonec ukdzeme, Ze yu; je u.h.c. Necht
(s7) je posloupnost v S konvergujici k s a (z7) je posloupnost v S; konvergujici k z° a takova, Ze pro
kazdé q je x? € p;(s?). Uvazujme libovolny bod y v S;. Pro kazdé ¢ plati f;(x9, s‘]’\,\i) > fily, s‘}v\i). V limitée
fi(2O, 59\/\1) > fily, s(])\,\i). JelikoZ tato nerovnice plati pro kazdé y v S;, mame dokéazano z° € p;(s°).
Ted definujme zobrazeni i z S do S jako

p(s) = Xy pi(s).



Hy(s) w(s)

S
2 S

S1 Ky (s)
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Bod s* z S je Cournot—Nashovym rovnovaznym bodem pravé, kdyz pro kazdé i, sf € p;(s*); tedy kdyz
s* € p(s*) (obrézek 5.1).

Pojem Cournot—Nashova rovnovazného bodu je proto ekvivalentni s pevhym bodem zobrazeni p. Exis-
tence takového pevného bodu je dokazana v aplikaci Kakutaniho véty, jejiz predpoklady splhujeme. m

Predchazejici predstavu rovnovahy a Nashovy véty muzeme zobecnit tak, aby byly aplikovatelné na ruzné
ekonomické problémy. V tvodu zobecnéni studujme ekonomického tcastnika, jehoz prostiedi je popsano
prvkem x z mnoziny X. Tento ucastnik musi vybrat jednu akci z mnoziny vSech moznych akei Y. Kdyz je
jeho prostiedi prvek x z X, pak je omezen na vybér neprazdné podmnoziny ¢(x) z Y. Kdyz vybere akci y
z @(x), jeho uzitek je f(z,y), kde f je redlnd funkce definovand na X x Y. V daném prostiedi x se tcastnik
snazi vybrat z ¢(z) akei maximalizujici jeho uzitek. Oznaéme mnozinu optimalnich akei

) ={y € v(@)| fr,y) = max f(z,2)}.

V dikazu existence rovnovahy jsme se snazili opiit o u.h.c. korespondenci p. Abychom obdrzeli vlastnost
existence rovnovahy pro u potiebujeme dva dalsi pojmy spojitosti pro korespondence. Do jisté miry symet-
ricky k definici u.h.c. feknéme, Ze korespondence ¢ z podmnoziny S euklidovského prostoru do podmnoziny
T euklidovského prostoru je zdola polospojitd (I.h.c.) v bodé z° z S, kdyZz pro kazdou posloupnost z¢ z S
konvergujici k 2° v S; a kazdé 3° z p(2°) existuje posloupnost y? v T konvergujici k y° takova, ze pro kazdé
q je y? € p(x?). Strucénéji

(29 — 2%,4° € p(2")] = [BI)y? = 1v°, y* € ()],

L.h.c. na S je definovana jako L.h.c. v kazdém bodé S. A spojitost korespondence v bodé nebo na mnoziné je
definovana jako konjunkce u.h.c. a Lh.c. S pomoci téchto pojmi muzeme vyslovit nésledujici lemma [Berge

(1963, VI1.3)].

Lemma 2.3 Necht X a 'Y jsou podmnoZiny euklidovského prostoru. Jsou-li funkce f a korespondence ¢
spojité, pak zobrazeni p je w.h.c.



Dikaz. Uvazujme posloupnost (z9) v X konvergujici k 2° v X a posloupnost ¢ v Y konvergujici k y° v Y
tak, ze pro kazdé q je y? € u(x?). Jelikoz pro kazdé q je y? € p(z?) a ¢ je uw.h.c., pak y° € p(2?). Za druhé,
necht z je libovolny bod z (2°). JelikoZ ¢ je Lh.c., pak posloupnost (z9) v Y konvergujici k z je takova,
ze pro kazdé ¢ plati 29 € ¢(z?). Tedy pro kazdé g plati f(x9,y9) > f(x9,29). V limite f(x°,¢%) > f(z°,2°).
Jelikoz nerovnost plati pro libovolné z v (z°), dokézali jsme, Ze y° € u(z°). =

Nyni studujme spolecensky systém slozeny z n icastniku. i-ty ucastnik si musi vybrat prvek z mnoziny A
jeho predem moznych akci, o které se predpoklada neprazdnost, kompaktnost a ze je konvexni podmnozinou
euklidovského prostoru. Kdyz ostatni ucastnici mimo i-tého vyberou akce (as,...,a;-1,a;41,...,a,), pak
volba i-tého tcastnika je omezena na neprazdnou podmnozinu A; urcéenou predchozi (n — 1)-tici. Formélné
definujme korespondenci p; z A = x7_;A; do A; tak, ze spojime prvek a z A s neprazdnou podmnozinou
vi(a) z A, na kterou je volba i-tého ucastnika omezena. Mnozina ¢;(a) je ziejmé nezavisla na i-té slozce
a, ale stejné jako difve, shleddvdme vyhodnéjsi definovat ¢; na A nez na xjen;A;. Zobrazeni ¢; je dle
predpokladu spojité a konvexni.

Uzitek i-tého tucastnika vyplyvajici z volby n-tice a je redlné ¢islo f;(a), kde funkce f je spojitd na
A a kvazikonkdvni vzhledem k a;. Mé&me a v A, kazdy ucastnik, feknéme i-ty, uvazuje akce any; dalsich
ucastniku jako dané a vybira vlastni akci y tak, aby mazimalizoval sviij uzitek f;(y, any\;) na mnoziné ¢;(a),
na kterou je omezen. To znamena, ze -ty ucastnik vybira prvky z

pila) = {z € gila)l filw, any) = max fily, ami)}-

Prvek a* z A je rovnovdzny bod, kdyz pro kazdé i € N slozka af maximalizuje f;(-, a}‘v\i) v p;(a*), tedy pro
kazdé i € N, af € p;(a*). Definujme zobrazeni pz A do A

pla) = Xenpi(a),

prvek a* z A je rovnovazny bod praveé kdyz a* € u;(a*); jinak feceno, praveé kdyz a* je pevny bod zobrazeni
. Pouzitim Kakutaniho véty obdrzime



Véta 2.4 Je-li pro kazdé i € N mnoZina A; neprdzdnd, kompaktni, konvexni podmnozina z euklidovského
prostoru, f; je spojitd redlnd funkce na A = X enAj, kvazikonkdvni v i-té proménné a @; je spojitd konvexni
korespondence z A do A;, pak spolecensky systém (A;, fi, pi)ien md rovnovdzng bod.

Dikaz. Kdyz korespondence ¢; a funkce f; spliuji predpoklady Lemmatu 2.3, korespondence y; je u.h.c.
Navic pro kazdé a z A, mnozina p;(a) je konvexni, protoze je to prusecik mnozin ¢;(a) a {x € A;|fi(z, an\;) >
MaXycy,(a) fi(Y; anyi)}, a obé jsou konvexni. Mnozina A je neprazdnd, kompaktni a konvexni. Nakonec i
korespondence p je u.h.c., nebot je kartézskym soucinem u.h.c. korepondenci. Tedy korepondence 1 z A do
A ma pevny bod. =

Praveé ukézany obecny model spolecenského systému obsahuje jako specidlni ptipad nasledujici ekono-
miku [Arrow a Debreu (1954)]. Utastnici ekonomiky vyrabéji, obchoduji a spotfebovavaji ¢ komodit. Kazdé
z téchto komodit je zbozi nebo sluzba se specifickymi fyzikalnimi vlastnostmi s ptistupem ve specifickém
case a na specifickém misté [a pii specifické udalosti, kdyz neurcita exogenni udélost ovliviiuje ekonomiku;
Arrow (1953); Debreu (1959)]. Ruzné druhy lidské prace jsou rovnéz mezi komoditami.

Rozlisme dva druhy tdcastniku, jmenovité spotiebitele a vyrobce. Spotreba i-tého spotiebitele (i =
1,...,m) je {-tice mnozstvi ruznych komodit, které tento spotiebitel spotiebovava ¢i vyrabi (druhé vy-
jadtuje lidskou préci). Vstupy jsou vyjadieny kladnym ¢islem a vystupy zapornym. Tedy spotieba je bod z;
v komoditnim prostoru R’. Avsak spotieba nemiize byt vybrana libovolné v R’. Napi. kombinace maljch po-
travinovych vstupu a velkych pracovnich vystupt v urcité periodé je vyloucena. Ozna¢me jako X; neprazdnou
podmnozinu R¢, mnozinu moznych spotieb i-tého spotiebitele. Preference tohoto spotiebitele jsou popsany
uplnou, reflexivni, tranzitivni, bindrni preferencéni relaci <; na jeho spotifebni mnoziné X; a x <; 2’ ¢teme
jako a2’ je prinejmensim tak Zdadouct jako spotreba x. Uplnost preferencni relace znamena, ze pro libovolnou
dvojici (z,2") spotieb i-tého spotiebitele plati x <; 2’ a/nebo 2’ =<; x. Reflexivita znamend, ze pro libovol-
nou spotiebu x i-tého spotiebitele plati x <; x. Tranzitivita znamend, kdyz x,y, z jsou tfi spotieby i-tého
spottebitele, pak [xr <; y a y <; z] implikuje [z =X; z]. Relace ostré preference x <; 2’ je definovand jako
x =; o' a soucasné neplati x' <; x.

Méjme cenovy vektor p z R’ prostoru cen véech komodit, ¢istd hodnota spotieby x; i-tého spotiebitele
je skaldrni soucin p - ;. Ten muze byt nanejvys roven jeho bohatstvi w;.



S timto omezenim i-ty spotfebitel usiluje o naplnéni svych preferenci <;, tedy usiluje o vybér maximalniho
prvku relace X; z mnoziny {z € X; | p-x < w;}. K tplnému popisu charakteristik i-tého spotiebitele, a
k vysvétleni, jak je jeho bohatstvi tvoreno, budeme specifikovat pocdtecni obdareni komoditamsi jako vektor
e; v prostoru komodit R' a jeho podily ze zisku virobci, kde 6;; je podil ze zisku j-tého vyrobce, ktery

vlastni i-ty spotiebitel, kde i = 1,...,m a j = 1,...,n. Cisla 0;; jsou kladna nebo nulova a pro kazdé j,
> 0i; = 1. Tedy pokud zisk j-tého vyrobce je r;, bohatstvi i-tého spottebitele je w; = p-e; + Z?:1 Oi;r;.
Produkce j-tého vyrobce (7 = 1,...,n) je také (-tice mnozstvi ruznych statkd, které spotiebovava a

které vyrabi, pricemz jeho vstupy znac¢ime zapornymi cisly a jeho vystupy kladnymi. Tedy jeho vyroba je
bod y; v prostoru komodit R' a jeho technologické znalosti uréuji neprdzdnou podmnozinu Y; z R’ jeho
moznych vyrob. Pro dany cenovy vektor p v R j- ty vyrobce usiluje o takovy vybér Y; ze své mnoziny vyrob
Y;, ktery maximalizuje jeho zisk p - y;.

Celkem ekonomika & je popsédna m-tici (X, N e;), mn podily (6;;) a n-tici (Y;), nebo strucnéji

<
&= ((Xla iy ei)a (eij)a (Y;))
Stav ekonomiky £ je m-tice (z;) spotieb ruznych spotfebiteld, n-tice (y;) vyrob ruznych vyrobcu a
cenovy vektor p. Stav ((z7), (y;),p*)) je rovnovdzny, pokud:
“ 1z % 2 . oy R * * n * *\.

(a) pro kazdé i, x¥ je nejlepsi prvek pro ~; z {z € X; | p* -2 <p*-e; + Zj:1 0™ - v5 };

(b) pro kazdé j, y5 maximalizuje p* - y; v Yj;

() 2o,z — Z?:1 y; — > i€ =0.

Podminka (a) fikd, ze kazdy spotiebitel si vybral z mnoziny svych spotieb spotiebu, kterd nejlépe uspo-
kojuje jeho preference pod jeho rozpoc¢tovym omezenim. Podminka (b) ¥ikd, ze kazdy vyrobce maximalizoval
svuj zisk ve své mnoziné vyrobnich moznosti. Podminka (c) ikd, ze pro kazdy statek previs poptdvky nad
nabidkou je nula. Rovnovdha definovana podminkami (a), (b) a (c¢) je konkurenéni ve vyznamu, ze kazdy
subjekt se chova jako by nemél zadny vliv na ceny a povazuje je za dané pii vybéru své ¢innosti.



Nicméneé nejdiive budeme studovat specialni pripad volné dostupné rovnovahy definované jako stav eko-
nomiky splnujici (a) a (b) jako predtim, ale misto (c),

() 2 =307 = S — Sl e <0sp > 0ap 2" =0,

Podminka (d) je smysluplnd pouze tehdy a jen tehdy pokud vsechny statky mohou byt volné vyuzity.
V tomto piipadé cenovy vektor p* musi ziejmé mit vSechny své ¢leny vétsi nebo rovny nule. Protoze pokud
statek m& zapornou cenu, vyuzitim tohoto statku vyrobci mohou neomezené zvysovat jejich celkovy zisk a
podminka (b) bude porusena. Rovnovaha také vyzaduje aby na trhu kazdého statku byla vyrovnana nabidka
s poptavkou, nebo nabidka prevysovala poptavku pii nulové cené.

Abychom mohli zformulovat vétu 2.5, musime také formélné definovat dosaZitelny stav ekonomiky
podminkami:

(a’) pro kazdé i, z; je z X;;
(b’) pro kazdé j, y; je z Yj;
(€) Do wi— Z?:l Y — > i e < 0.

To tika, ze spotieba kazdého spotiebitele je v mnoziné jeho moznych spotieb, vyroba kazdého vyrobce
je v mnoziné jeho moznych vyrob a pro kazdy statek poptdvka je nejvyse vyrovnana s nabidkou. Rikdme,
ze spotreba x; je dosaZitelnd pro i-tého spotrebitele, pokud tu je dosazitelny stav ekonomiky piidélujici mu
;. Dosaitelnd spotiebni mnozina X; i-tého spotebitele je mnozina jeho dosazitelnych spotieb.

Koneéné pro dva vektory = a y z R', "z < y’znamend "z < y a x # y”, zatimco "z < 3’ znamend
Pa <y pro kazdé h =1,...,1". Uzavieny kladny kuzel R, z R' je {z € R' | > 0}.

Véta 2.5 Fkonomika £ md volné dostupnou rovnovdihu, pokud pro kazdé 1,
X; je kompaktni a konvexnt,

je tu neuspokojend spotreba v Xi,



mnozina {(z,2') € X; x X; | z~a'} je uzaviend,
pokud = a x' jsou dva body z X; takové, Ze x <; x' a r je redlné cislo z [0,1], pak x <; (1 —r)x + ra,
existuje 9 v X; takové, Ze 19 < e;;

pro kazdé j, Y; je kompaktni konvexni mnozina obsahugici 0.

Predpoklad nenasycenosti (neuspokojend spotieba) znamend, ze pro kazdé x v X, je tu 2’ v X; takové,
zexr <; 1.

Uzavienost preferenci implikuje [napt. Debreu (1959)], ze je tu spojitd uzitkova funkce u; zastupujici
=, ve smyslu, ze o je ekvivalentni k u;(x) < w;(2). Navic predpoklad konvexity <, znamena, 7e u; je
kvazikonkavni. Abychom toto dokézali, staci poznamenat, ze pokud x a 2’ jsou dva body z X; takové, ze
2@’ ar je redlné éslo z [0,1], pak 2~ (1—r)z+ra’. Vskutku pokud je ! v usecce [z, 2/] takové, 7e ' <;
pak ze spojitosti u; bude existovat x? z [z!, z] takové, ze x' <; x* <; z. Tedy 2 <; ¥’ a x' je mezi 2% a 2’
a ruzné od x%. Z predpokladu konvexity preferenci uéinéného v tvrzeni teorému, dostaneme, 22 <; z!, spor
(obrazek 5.2).

Predtim nez dokadzeme vétu 2.5, zformulujeme si dvé lemmata. Uvazujme neprazdnou kompaktni pod-
mnozinu S z R' a definujeme funkci p — M(p) z R' do R jako M(p) = max,csp - x. Jako zvldstni pipad
Berge(1963, VI.3), mame

Lemma 2.6 Pokud S je neprdzdnd kompaktni podmnozina z R', pak funkce M je spojitd.

Dukaz.

(a) M je dolni polospojitd. Necht p° je bod z R!, 2° je bod z S takovy, ze p° - 2° = M(p°), a ¢ je ostie
kladné redlné ¢islo. Pro p dost blizké p®; dostaneme p - 2° > p° - 2° — &, proto M (p) > M(p°) — .
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(b) M je horni polospojitd. Znovu, necht p° je bod z R, a ¢ je ostte kladné realné éislo. Uvazujme libovolny
bod z z S. Pak existuje oteviené okoli U(z) bodu p" a oteviené okoli V(z) bodu x takové, ze [ p € U(x)
ay € V()] implikuje [p-y < p° -z + €]. Oteviend okoli V(z) pokryvaji kompaktni mnozinu S. Proto
existuje kone¢na posloupnost V(z;),...,V (k) z nich, kterd také pokryva S. Necht U° = ﬂle Ul(z;).
U? je oteviené okoli p°, ze kterého vezmeme libovolny bod p. Necht y je kterykoliv bod z S. Existuje
iz {1,...,k} takové, ze y € V(x;). Ponévadz p je v U(z;), dostaneme p -y < p° - x; + &. Proto
p-y < M(p°) + . Nasledné pro kterékoliv p € U°, M (p) < M(p°) + .

Nechf nyni p je cenovy vektor v R a w realné &islo a definujme rozpoctovou mnozinu i-tého spotrebitele
spojenou s dvojici (p,w) jako
Bilp,w) ={x € X; | p-z <w}.
Predpokladame-li, Zze spotiebni mnozina X; je neprazdna a kompaktni, oborem piislusného (; je mnozina
D = {(p,w) € R | w > minp- X;}. Z lemmatu 2.6 plyne, Ze funkce p — minp - X; je spojitd. Disledkem
toho je mnozina D uzaviena. Nasledujici lemma 2.7 dava podminky, za kterych je ptislusné §; spojité.

Lemma 2.7 Pokud X; je neprdzdnd, kompaktni a konvexni a w® > minp® - X, pak prislusné 3; je spojité
v (p°, w).
Dikaz. Graf ptislusného f; je mnozina

{(pw,x) e Dx X; |p-x <w}

ktera je uzaviena. Proto f3; je horni polospojita.
Abychom uk4zali, ze 3; je dolni polospojitd v (p°, w?), predpokldddme posloupnost (p?, w?) v D konver-
gujici k (p°, w?) a bod 2° v B;(p°).

(i) pokud p° - 2% < w?, pak pro ¢q dostatecné velké, p? - 2° < w? a konstantni posloupnost 27 = 2% spliiuje
podminky, které se objevuji v definici dolni polospojitosti.



(i) pokud p°- 2% = w®, vybereme bod z° v X; tak, 7ze p® - 2% < w®. Tedy p°- 2% < p®- 2% a pro ¢ dostatecns
velké, nadrovina {z € R' | p?- z = w?} protina pifmku prochézejici body 2° a 2° v prave jednom bodé
z4. Definujme 27 jako z? pokud z¢ je mezi 2° a 2° (odtud v X;), a jako z° pokud z? nenf mezi z° a
2% (odtud mozn4d ani nemusi byt v X;). Posloupnost 27 spliiuje podminky, které se objevuji v definici
dolni polospojitosti (obrazek 5.3).

Obrazek 5.3: Tlustrace pojmu ze stranky 180



Dikaz véty 2.5:
Poznamenejme nejprve, ze ve volné dostupné rovnovédze ((z7),(y;),p*) nemizeme mit p* = 0, protoze v
tomto piipadé -ty spotiebitel nebude mit rozpoctové omezeni a nasledné si vybere spotifebu mimo X, t.j.
nedosazitelnou spotiebu. Navic nahrazeni cenového vektoru p* cenovym vektorem Ap*, kde A je ostie kladné
realné ¢islo, neméni zddnou z rovnovaznych podminek.

Tedy muzeme omezit hledani rovnovazného cenového vektoru p* > 0 na simplex

I
P:{pERﬂr!thzl}.
h=1

Pro dany cenovy vektor p v P, j-ty vyrobce maximalizuje svij zisk ve své vyrobni mnoziné Y;. Jeho

maximalni zisk zavisly na p znac¢ime
7;(p) = maxp-Y;.

Podobné, pro dany vektor p v P i-ty spotiebitel maximalizuje svou uzitkovou funkci u; ve své rozpoctové

mnoziné .
Bilp)={reXi|p-v<p-e+ Zeijﬂ'j(p)}-
j=1

K prevedeni ekonomiky £ do tvaru obecného modelu spolecenského systému predstaveného drive, zave-
deme fiktivni trzni subjekt, jehoz role je vybrat cenovy vektor v P a jehoz uzitkova funkce ¢ je definovana
nasledovné. Pokud -ty spotfebitel ¢ = 1,...,m si vybere spotiebu x; a j-ty vyrobce vyrobu y;, vysledny
pievis poptdvky nad nabidkou je Y ., z; — Z?Zl y; — > iv, e;. N&3 trzni subjekt vybere cenovy vektor p v
P tak, ze udéla tento previs poptavky tak drahy, jak jen to bude mozné. Tedy

n

t((w), (y;),p) =p- [Z Ti — Zyj - Zei]‘

Jj=1



Maximalizace této funkce podle p souhlasi s béznym pohledem na zpusob, jakym ceny plni svou trzné-
vyrovnavaci ulohu tim, ze délaji statky s kladnym ptrevisem poptavky drazsi a statky se zapornym previsem
poptavky levnéjsi, a tim tedy ceny zvysuji hodnotu pievisu poptavky.

Spolecensky systém muze byt nyni plné specifikovan. Subjekty jsou m spotiebitelu, n vyrobcu a trh.
Jejich mnoziny akef jsou pak (X;), (Y;) a P. Uzitkova funkce @; i-tého spotiebitele je definovana jako

;i ((7:), (y5),p) = wi(z).

Uzitkova funkce v; j-tého vyrobce je definovana jako

v;i((2:), (y5),p) =P - Y;-

A uzitkova funkce trhu je .

Zbyva definovat pro kazdy subjekt mnozinu, na kterou je omezen, aby si vybral svou vlastni ¢innost,
pokud cinnosti ostatnich subjekti jsou dané. Pro j-tého vyrobce tato mnozina je Y; a pro trh to je P.
Tedy pro téchto n + 1 subjektt odpovidajici korepondence ¢ objevujici se v definici spolecenského systému
jsou konvexni (”convex-valued”, tj. ¢(z) je konvexni mnozina pro vsechna x) a konstantni (odtud okamzité
spojita). Pro i-tého spotiebitele klademe

wi(p) =p-ei+ Y 0ym(p),
j=1

a definujeme (3! vztahem:

Bil(@:), (y5),p) = Bi(p) = {z € Xi | p- 2 < wilp)}-

Ponévadz 0 € Y}, pro kazdé p v P, 7;(p) > 0. Navic nerovnost 29 < e; implikuje, ze pro kazdé p v P,
p-2? <p-e;. Tedy
Vp € Pminp - X; < w;(p) (2.1.).



Nésledné pro kazdé p z P mnozina ((p) je neprazdna. Je také konvexni. Abychom ukézali, ze vSechny
podminky teorému 3 jsou splnény, musime nyni ovéfit, ze prislusna 3] je spojita. Z lemmatu 2.6 funkce 7,
je spojitd pro kazdé j. Proto funkce w; je spojita. Spojitost piislusné 5} nyni plyne z lemmatu 2.7 a z (2.1.).

Tedy z véty 2.4, md pak spolecensky systém, ktery jsme si zavedli, rovnovahu ((x}), (y;), p*). Pro kazdé
j, ¥; maximalizuje zisk v zdvislosti na p* v Y}, odtud m;(p*) = p* - y;. A pro kazdé i, z7 maximalizuje funkci
u; v mnoziné Fi(p*) = {z € X; [ p* - v < wi(p")}, kde wi(p*) = p* - &; + 3_7_, Oi;p* - ;-

Odtud

Vi,p*eaf <pteeit Y Ouptyl,

=1
obdrzime sec¢tenim pres i,
m m m n
k * % * *
E p-xiég p-emtg E Oiip” - y; -
i=1 i=1 i=1 j=1
~ ’ ’ ~ ’ e ~ > z. ~ ~ . m 7
Prevracenim pofadi ve dvojité sumé a piipomenutim, ze pro vsechna j, > ", ©;; = 1 mame
m m n
>k * * * *
Epwég p-eﬂrg Py
i=1 i=1 j=1

neboli . . .
T2 SETD S piv P
i=1 i=1 j=1

S oznacenim z* vektoru prebytku poptavky mezi hranatymi zavorkami, pfepiSeme posledni nerovnost
jako p* - z* < 0. Nicméné p* maximalizuje uzitkovou funkci trzniho zprostredkovatele v P. Proto pro kazdé
p € P musi p-2* <0. To znamend, ze z* < 0, nebot jestlize h-t4 souiadnice z* byla kladn4, staci abychom
brali za p kladny jednotkovy vektor v h-té soufadnici osy R’, abychom ziskali skaldrni soucin p - z*.

Nerovnost z* < 0 ndm zajisti, ze stav ((x7), (yj), p*) je dosazitelny. Ziejmé pro kazdé i je ] v dosazitelné
spotiebé X,. Za predpokladu nenasytnosti existuje z; v X; takové, ze z* <; z,. To vylu¢uje moznost, ze



p*-xf < w;(p*). Z tohoto duvodu muzeme nalézt bod na piimece [z}, x}] ruzny od z}, ktery je preferovén pied
x}, ale je dost blizko z}, aby vyhovél celkové nerovnosti. Ale to by odporovalo skutec¢nosti, ze x7 maximalizuje
funkei w; na mnozine S}(p*). Zavérem

pro kazdé ¢ plati: p* - 27 =p* - e; + Z Oip" - y;-
j=1

Sumovanim pres 7 ziskdme p* - z* = 0. Tato rovnost, spolu s nerovnosti z* < 0 a vztahem p* € P ukazuje,
ze predpoklad (d) v definici rovnovahy volné dostupnosti je splnén. [ ]

Nicméné véta 2.5 je nedostatecna v nékolika ohledech. Ptedpoklad volné dostupnosti by mél byt explicitni.
A piedpoklad, Ze mnoziny X; a Y} jsou ohranicené, je obtizné ospravedlnit. Ziejmé ohranicené mnoziny
produkce vylucuji standardni piripad technologii s konstantnimi vynosy z rozsahu vyroby. Proto se pokusime
dokédzat nésledujici vysledek [Arrow a Debreu (1954) modifikovali dle ndvrhu Uzawy (1956) hypotézu, ze
kazda vyrobni mnozina Y; je konvexni, slabsi hypotézou, Ze jejich soucet ¥ = Z?:1 Y; je konvexni].



Véta 2.8 Fkonomika £ je v rovnovdze, jestlize pro kazdé i:

X, je uzavrend, konvexni a md dolni hranici pro <,

neexistuje uspokojend spotreba v Xi,

mnozina {(z,2') € X; x X;|z~x'} je uzaviend,

jestlize x a x' jsou dva body z X; takové, Ze v <; ¥’ a r je redlné ¢islo z intervalu [0, 1],
pak x <; (1 —r)z +ra,

existuje 0 je v X; takové, Ze 19 < e;,

pro kaZdé j:

0eY,

Y je uzavrend a konvexnt,
Y n(-Y) = {0},

Y O (—=R%).

Dolni omezeni predpokladu ve spotiebé je odvozeno od toho, ze mnozstvi, které spotiebuje jednotlivec je
ohraniceno zespodu 0, zatimco mnozstvi, které vyrobi néjaka tovarna béhem urcité doby je ziejmé shora
ohraniceno absolutni hodnotou.

Konvexita celkové produkce Y vyjadiuje myslenku, ze celkova technologie hospodarstvi odpovida zédkonum
nerostoucich vynosu z rozsahu. Nezvratny predpoklad Y N(—Y) = {0} znamend, ze jestlize celkova vyroba y
ruznd od 0 je moznd, pak vyroba —y (ve které vSem vstuptim jsou pfifazeny vystupy a naopak) neni mozné.
Posledni predpoklad vyluéné vyzaduje volnou dostupnost vseho zbozi.

Dikaz véty 2.8
Dukaz se sklada z konstrukce hospodéarstvi £ vyhovujici predpokladum véty 2.5 takové, ze rovnovaha volné
dostupnosti £ dava rovnovahu &.



V prvnim kroku této konstrukce dosadime v definici £ misto Y; uzaveér }}j z jeho konvexnfho obalu Yj, tj.

> %=y
j=1

Dukaz této rovnosti spoc¢iva na dvou skute¢nostech:

(1) Soucet konvexniho obalu konetného souboru mnozin je roven konvexnimu obalu jejich souctu. Protoze
predpokldddme, ze Y7, V; =Y je konvexni, musi Y 7 | Y; =Y.

(2) Soucet uzaveéri koneéného souboru mnozin je obsazen v uzdvéru jeho souctu. Proto Y77 V; C Y.

Protoze Y je dle piedpokladu uzaviend, musi > 7, E_G cY.

Ale Y; C Y; pro viechna j znamens Y C > i Y}, coz spoletné s > i Y; CY dava vysledek.

Necht pak £ je hospodéistvi ziskané substituci Y; za Y; pro viechna j a necht ((x;), (y;),p) je dosazitelny
stav £. Mame 327 2, — 327 e < > -1 ;- Navic je kazdd mnozina X; ohranicena zespodu vektorem X;.
Proto >0, y; >3-, Xi— >, e To vyplyva ze zédkladniho odhadu v Lemmatu 2.3, Appendix I z [28], ze
pro vSechna j je mnozina ?} dosazitelnych vyrob j-tého vyrobee v hospodafstvi € ohranicena. Nyni nerovnost
Yo <D0 e+ 00 y; ukazuje, ze pro dosazitelny stav hospodarstvi £, je 2™ a; ohranicena shora.
Protoze kazdé z; v této sumé je ohraniceno zespod, je kazdé x; opravdu ohranicené. Konecné, protoze dve
hospodéfstvi € a & maji stejnou celkovou produkei Y, je z; dosazitelnd spotieba h-tého spotiebitele v &€
tehdy a jen tehdy, jestlize je to také dosazitelna spotieba i-tého spotiebitele v S._ Zavérem, pro vsechna i je
mnozina X; dosazitelnych spotteb i-tého spotiebitele (v € nebo ekvivalentné v £ ) ohranicena.

K tplné konstrukei hospodaistvi & zvolime kompaktni, konvexn{ mnozinu K z R’ obsahujici ve svém
vnitiku vSechnu dosazitelnou spotiebu X, a viechnu dosazitelnou produkci }A/} a definujeme

X, =X,NnK aY¥;=Y;nK.



Hospodaistvi & je ziskéno z & zéménou viech X; za X; a viech Y za }7 Vsimnéme si, ze stav ((z;), (y;),p)
je dosazitelny pro & tehdy a jen tehdy, jestlize je dosazitelny pro £. Proto mnozma dosazitelné spotieby
1-tého spotiebitele v £ je opét X;. Vsimnéme si rovnéz, ze podle nerovnosti » ., ) < ZZ | €i, Je stav ve
kterém -ty spotiebitel spotfebovava 29(i—1,...,m) a j-ty vyrobce vyrabi 0(j = 1,...,n) dosazitelny v &,
a tudiz i v €. V disledku toho pro vsechna i je 9 € X; a pro vSechna j je 0 € Y

Nyni ovéiime, zda hospodarstvi £ vyhovuje véem predpokladum véty 2.5. Ve skutecnosti exisuje pouze
jeden predpoklad, pro ktery to neni hned zfetelné, a to je predpoklad nenasytnosti. Uvazujme proto spotiebu
x z X;. Predpokladem nenasytnosti véty 2.8 je spotieba 2’ v X takova, ze x <; . Protoze z je ve vnitiku
K, muzeme vzit piimku [z, 2] bodu 2” ruzného od z, ale dostate¢né blizko k = z K. Diky konvexnosti X
je bod 2" v X; a proto tedy i v X;. Diky konvexité predpokladu preferenci véty 2.8 je x <; 2. V souhrnu:
je dana néjaka spotieba v X,-, zde je striktné preferovana spotieba v X,.

Tudiz jsme stanovili, ze hospodafstvi & ma rovnovéhu volné dostupnosti (%), (y,), p*). Necht

m n m
IR W o
i=1 j=1 i=1
je skupinovy ptrebytek poptavky. Podle definice rovnovahy volné dostupnosti je
z<0ap*-z=0.
Protoze y; € 3}] pro vsechna j, vektor y = > y; ndlezi do Y. Navic pro A z intervalu [0, 1] vektor
(1/A\)z nédlezi do Y, protoze Y D (—RY). Diky konvexité Y je vektor (1 — Ay + A((1/)\)z) také v Y. A

inklinuje k 0 a pfipomenutim, ze Y je uzaviena, ziskdme y + z € Y. Nyni definujme y* = y + 2z a zvolme
v kazdém Yj vektor y; takovy, ze 337y =y* =y + z.

Rovnost
m n m
* *
E T; — E yi — E e; =0
i—1 j=1 i=1



predpoklddd, ze stav ((x}), (y;),p*) je dosazitelny pro hospodaistvi £ a odtud i pro hospodaistvi £ Ziejmé

pro vSechna ¢ nalezi x} k dosazitelné spotiebé X;, a pro vSechna j nalezi y; k dosazitelné produkei Y
Budeme dokazovat, ze stav ((z}), (y}),p*) je opravdu rovnovahou hospodarstv1 & zalozeném na (i) a (ii).

(i)

y; maximalizuje zisk pomérné k p* v Y; pro vsechna j a p* - y;x = p* - y;.

Protoze p*z = 0 je p* Zj 1Y; =p" Zj 1 ;- Avsak pro vsechna j jsou y; a yj v Y a y; maximalizuje
zisk pomérné k p* v Y Proto )7, y; maximalizuje zisk pomérné k p* v 37 Y Tak deld > 7, y7.

Zrejmé pro vsechna j maximalizuje y; zisk pomérné k p* v Y/J To znamend, ze p* - y; = p* - y; pro
vSechna j.

Zbyvé dokazat, ze y; maximalizuje zisk pomérné k p* v Y; pro vSechna j. Predpokladejme opacné, ze
existuje y; v Y; takové, ze p* -y > p* - y;*. Jak jsme zaznamenali y; nalezi do Y ktera je obsazena
ve vnitiku K. Proto miuzeme nalézt na pifmee [y7, y]] bod 7 ruzny od y;, ale dostatecne blizko k y;
v K. Protoze bod yj nalezi také do Y], nalezi i do YJ Ale p* yj > p* - y;%, coz odporuje faktu, ze y;

maximalizuje zisk pomérné k p* v Y/j
Pro viechna i je ¥ nejlepsi prvek ~; i v {x € Xj|p* - = < p* - e; + > -1 Oy i}

Podle definice rovnovéhy volné dostupnosti pro hospodéistvi & je x} nejlepsi prvek Riv

n
Bi(p") = {l‘ eXilp - x<p ety O5-p -yj} :
j=1
A jak jsme ukazali p* - yf = p* - y; pro vSechna j. Nynf pfedpokladejme, Ze existuje x; v X; takové,
ze pt-al < p*oe+ Z;L:1 Oip” - y; a x} =; x}. Protoze zj je ve vnittku K muzeme nalézt na piimce
[zF, 2] bod ! rizny od z* ale dostatecné blizko 2 v K. Bod z je ziejmé také v X;, a proto i v X;.
Navic o7 =; xf ap*-a! <p*-e; + Z?zl ©i;p* - ¥, coz je ve sporu s optimalitou x} v §i(p*).



O

V minulych nékolika letech poskytovaly predchazejici tii véty modely, ve kterych predpoklady tvorené
preferencemi byly vyznamné oslabeny. Schmeidler (1969) zavedl existenci konkurenéni rovnovahy pro hos-
podafstvi s nepretrzitymi cCiniteli bez predpokladanych preferenci. Pro hospodétstvi s koneénou mnozinou
¢initelu, Sonnenschein (1971) obdrzel existenci bez prechodnych predpoklddanych preferenci a Mas-Colell
(1974) dokéazal vétu o existenci, kterd se obejde bez uplnosti tak dobie jako bez transitivity. Nyni je nasim
zameérem predstavit hlavni myslenku Mas-Colellovy prace a jeho pokracovéni u Galeeho a Mas-Colella (1975),
Shafera and Sonnenscheina (1975a, 1975b) a jinych autoru, zaméfenim na zobecnéni véty 3 zasluhou Shafera
and Sonnenscheina.

V souladu se symbolikou véty 2.4 zavedeme P; z A do A; definovanim

Pi(a) = {xz € Ai|fi(ar, ..., ai-1,2,aiy1, ..., an) > fi(a)}.

Pro vSechna a z A tato korespondence specifikuje mnozinu takovych akci, ze i-ty agent ostie preferuje
a;,pokud ostatni agenti maji zaddny akce (ay,...,a;_1, a1, ..., a,). S pomoci tohoto nového pojmu koncepce
muzeme definovat rovnovdhu socidlniho systému jako prvek a* z A takovy, ze pro viechna i € N, al € ¢(a*)
a Py(a*) N ¢i(a*) =0

Za predpokladu véty 2.4, mé P; otevieny graf (diky spojitosti f;) a pro vSechna a € A, je mnozina P;(a)
konvexni (diky kvazikonkavnosti f; v jeho i-té proménné). Dle definice P; musi a; ¢ P;(a) nebo ekvivalentné
a; ¢ coP(a); pro vsechna a € A, kde co znamena konvexni obal.

Alternativni pristup sestava se stanoveni jednoduchého konceptu korespondence P; z A do A; a z predpokladu,
ze P, m& otevieny graf pro véechna a € A, a; & coP;(a). Véta 6 tvrdi, Ze tyto predpoklady, coz jsou zna¢né
oslabeny spojitost f; a kvazikonkavnost v jeho i-té proménné, postacuji k zajisténi existence socialni rov-
novahy.

Véta 2.9 Jestlize mnozina A; je neprdazdnd, kompaktni a konvexni podmnoZzina euklidovského prostoru pro
vSechna i € N, ezistuje otevieny graf korespondence z A do A; takovy, Ze a; & coP;(a) pro vsechna a € A a
¢; je souvisld, konvexni korespondence z A do A;, pak socidlni systém (A;, P;, ¢i)ien md socidlni rovnovdhu.



Dikaz.[Shafer-Sonnenschein (1975 b)] G(FP;), graf P; je oteviend podmnozina A x A;. Tudiz existuje souvisld
realnd funkce g; na A x A;, kterd ma nulové hodnoty na uzaviené mnoziné A x A; \ G(P;) a kladné hodnoty
na G(F;). Naptiklad je mozné vzit g;(a,x) jako vzdalenost z (a,x) do A x A\ G(F;).

Nyni definujeme korespondenci p; z A do A; jako

o) = {o € ol ) = max (e},

tj. 1i(a) je mnozina maximalizujicich prvka g;(a, ) v ¢;(a). Podle lemmatu 2.3 je korespondence p;(a) shora
polospojita. V dusledku toho korespondence a — co y;(a) z A do A; je také shora polospojita [Nikaido (1968,
Th. 4.8) nebo Hildenbrand (1974, p. 26)|. Toto ihned pfedpokldda, ze korespondence z A do A definovana

p(a) = Xiencop;i(a)

je shora polospojita. Proto podle Kakutaniho véty ma korespondence p pevny bod a*.

Pro vechna i € N je a* € cop;(a*). Nicméné p;(a*) C ¢;(a*), které je konvexni. Proto af € ¢;(a*). A tak
zbyva dokézat, ze P;(a*) N ¢;(a*) = 0. Predpoklddejme naopak, ze je zde bod y lezici v Py(a*) N ¢;(a*).
Dvojice (a*,y) patii do G(Pi). V dusledku toho g;(a*,y) > 0, coz znamena, ze g;(a*,z) > 0 pro kazdé = in
wi(a*). Proto pi(a*) C Py(a*). Ale to znamend, ze a; € coP;(a*), spor. m

3 Prebytek poptavky

V predeslé casti jsme studovali problém existence konkurenéni rovnovahy pro transformujici se hospodarstvi
vcetné problému existence rovnovahy ve spolecenském systému slozeného z konecného poctu cinitelu, a
zaroven jsme hledali jejich maximalni uzitkové funkce, nebo-li vice obecné, snazili jsme se optimalizovat jejich
preference. V této ¢asti budeme zkoumat druhy mozny pristup, ktery se soustiedi na prebytek poptavky
korespondence hospodarstvi.



Necht je £ ekonomika stejné jako ve vété 2.5 a uvazme jednoduchy cenovy vektor p z P. Necht j-ty
vyrobce maximalizuje svij zisk vzhledem k p ve své vyrobé Y;. Ozna¢me mnozinu jeho zisku ziskaného ma-
ximalizaci vyroby jako n;(p) a jeho maximélnf zisk jako m;(p). i-ty spotfebitel maximalizuje svoji uzitkovou
funkci v; na mnoziné svého rozpoctu

Bi(p) = {:v eXp-x<p-e +Z@u7rj(p)} :
j=1

Ozna¢me mnozinu maximélni uziteénosti spotieby pod donucenim jako £!(p). Tak i-ty spotiebitel zvoli
libovolny prvek x; v &/(p) a j-ty vyrobce zvoli libovolny prvek y; v n;(p). Sdruzeny piebytek poptavky
D i1 Ti— D1 Y — Do € je prvek mnoziny

Cp) =D& =D nilp) = > e
i=1 j=1 i=1

Korespondence ¢ z P do R’ tak definovana se nazyva korespondence piebytku poptavky hospodarstvi
E. A p* dava rovnovahu volné dostupnosti hospodarstvi £ tehdy a jen tehdy, jestlize existuje vektor z*
z ((p*) takovy, ze z* < 0 a p*-2z* = 0. Opravdu, jak jsme nyni ukézali, p* davd rovnovdhu volné dostupnosti
hospodéistvi £ tehdy a jen tehdy, jestlize ¢(p*) protind — R’ . Vskutku, jestlize ¢(p*) N(—RY) # 0, vezmeme
bod 2* z tohoto pruniku. Protoze 2* € ((p*) pro vSechna i, existuje x} v {(p*) a pro viechna j existuje y;

v 1;(p*) takové, ze
m n m
S P S
i=1 j=1 i=1

A protoze z* < 0 stav ((7), (y;), p*) je dosazitelny. V dusledku toho pro viechna i je z; v X;. Ale neexistuje

A

nasycend spotieba v X; a to znamenad, jak jsme vidéli na konci dukazu véty 2.5, ze pro vSechna i

preat=pt e+ Y Oup ey,
j=1



Sumaci pres i ziskdme p*z* = 0.

Nyni se podivame na vlastnosti korespondence (. Je ddno p z P pro vSechna i, mnozina & (p) je konvexni
(protoze je to mnozina maximalizdtoru kvazikonkdvnich uzitkovych funkei u; na konvexni mnoziné S.(p)),
a pro vSechna j je mnozina 7;(p) konvexni (protoze je to mnozina maximalizatoru linedrni ziskové funkce
y — p -y na konvexni mnoziné Y;). Proto pro vSechna p € P je mnozina ((p) jako suma konvexnich mnozin
také konvexni. Podle lemmatu 2.7 je pro vSechna i korespondence ! spojita, proto je podle lemmatu 2.3
korespondence & shora polospojita. Také plati, ze podle lemmatu 2.3 je pro vSechna j korespondence 7); shora
polospojita. Proto je korespondence ( jako suma hornich polospojitych korespondenci také shora polospojita.
Konecné, pro vSechna p € P, pro v8echna ¢ a pro vSechna z; z &(p), pro vSechna j a pro vSechna y; z 7;(p)
dostaneme .

P Sp'€i+z@z‘jp'yj-
j=1

Odtud sumaci pres ¢ pro viechna p z P a vSechna z z ((p) dostaneme P -z < 0. Stru¢néji pro vsechna p
z P mame p - ((p) < 0. Shrime: korespondence ( je shora polospojita a pro vsechna p z P je mnozina ((p)
kompaktni, konvexni a spliiuje nerovnost

p-¢(p) 0. (3.1)

Existence cenového vektoru p*, pro ktery ((p) protind —R’, bude odvozena z nésledujici poucky [Gale
(1955), Nikaido (1956), a Debreu (1956)]. V jejfm tvrzeni oznaéfme poldru kuzele C' s vrcholem 0 € R’
vyrazem C° = {y € R'|ly -z < 0 pro véechna 2 € C}. Rekneme, Ze kuzel s vrcholem 0 je degenerovany
kdyz je prazdny nebo jestlize obsahuje pouze pocatek, a ze uzavieny konvexni kuzel s vrcholem 0 je pointed,
jestlize neobsahuje zddnou pifmku. S oznacuje jednotkovou kouli {x € Rf|||z|| = 1}, tj. mnozinu bodd R’
s Euklidovou normou. (Obrazek 5.4).

Véta 3.1 Jestlize C je nedegenerovany pointed uzavieny konvexni kuZel s vrcholem 0 v R’ a ¢ je konvexni
shora polospojitd korespondence z CNS do R takovd, Ze pro kazdé p z CN.S mdme p-$(p) < 0, pak existuje
p* 2 C NS takové, zZe p(p*) N C° £ (.



Obrazek 5.4: Ilustrace pojmu ze strany 192

Diikaz. Poznamenejme nejprve, Ze vnitiek C° neni prazdny. Jinak by byl konvexni kuzel C° obsazen v nadro-
viné H. V dusledku toho pifmka D kolma k H v 0 by byla obsazena v C%, coz je pél C°. Nicméné C° = C
[Rockafellar (1970, kapitola 14)]. Takto by byla D obsazena v C, coz je spor s predpokladem, ze C' je pointed.
Vyberme vektor ¢ ve vnittku C° a definujeme

H={peClg-p=—1}.

Necht U je okoli g obsazené v C° a necht p je libovolny bod C rizny od 0. Pro vSechna y € U plati
y - p < 0. To implikuje ¢ - p < 0. Proto kazdy bod p € C ruzny od 0 m4 jedinou projekci p/—q - p z 0 do II.
Mnozina II je zfejmé uzaviena a konvexni. Je také ohranicena. Abychom to vidéli, predpoklddejme opak, tj.



ze je tam posloupnost p,, € II takovd, ze ||p,|| — +o00. Posloupnost p,/||p,|| nélezi do kompaktni mnoziny
S. Proto muzeme vybrat podposloupnost p/, z p, takovou, ze p/,/||p.|| — p°. Nicméné pro vsechna n plati
L
127 127

V limité ¢ - p® = 0, coz odporuje skutecnosti, ze pro p° v C rtizné od 0 plati ¢ - p° < 0.

Projekce p = p/||p|| z 1T do C' N S je homeomorfismus. Proto korespondence ¢ z 1T do R’ definovand
qg(p) = ¢(p/||p||) je shora polospojita. Je také konvexni a pro vsechna p v II plati p - g%(p) < 0. Protoze II je
kompaktni, horni polospojitost korespondence quS na II implikuje existenci ohrani¢ené podmnoziny Z C R’
takové, ze pro kazdé p v II je gg(p) obsazeno v Z. Mnozina Z je ziejmé kompaktni a konvexni. Vezméme
libovolny bod z ze Z a necht u(z) je mnozina bodu, ve kterych se realizuje maximum funkce p +— p- 2 z II
do R, tj.

u(z) ={pellp-z=maxIl- z}.
Podle lemmatu 2.3 je korespondence p shora polospojitd. Mimoto pro v8echna z ze Z je mnozina pu(z)

konvexni, protoze je to mnozina bodu, ve kterych se realizuje maximum linearni funkce na konvexni mnoziné.
Uvazujme nyni korespondenci 9 z II x Z do sebe definovanou

b(p, 2) = u(z) x ¢(p).

Mnozina IT x Z je neprazdna, kompaktni a konvexni. Korespondence v je shora polospojita a konvexni.
Proto podle Kakutaniho teorému ma pevny bod (p*, z*). Tedy

p* € u(z") a 2" € (p°).

Prvni z téchto vztahu implikuje Zze pro vSechna p v I plati p- z* < p*- z*. Druhy pak implikuje, ze p*z* < 0.

Proto pro vSechna p z IT (a v dusledku toho pro vsechna p z C) plati p- z* < 0. Odtud z* € C°. =
Protoze pélara R, je —R’, existence cenového vektoru p* z P takového ze ((p*)N(—R’) # 0 ihned plyne

z vysledku, ktery jsme pravé dokézali. Véta 3.1 zavadi existenci cenového vektoru davajictho zaporny nebo



nulovy prebytek poptavky jako ptimy dusledek hluboké matematické ivahy, Kakutaniho teorému pevného
bodu. Lze se otazat, zda predchéazejici dukaz neuziva zbyteéné mocné nastroje. Tato otazka byla zaporné
zodpovézena v Uzawa (1962a), ktery ukazal, ze véta 3.1 pfimo implikuje Kakutaniho vétu o pevném bodu.
Necht 1) je shora polospojitd konvexni korespondence z P do sebe. UkdZeme, Ze 1) mé pevny bod.

Obrazek 5.5: Vysvétleni pojmu ze stranky 196

Pro vsechna p z P definujme H(p) jako nadrovinu prochézejici nulou, ortogondlni k p a necht ¢(p) je
ortogondlni projekce ¢(p) do H(p). Korespondence ¢ je shora polospojita a pro kazdé p z P je mnozina ¢(p)
konvexnf splitujici p - ¢(p) = 0. Dle Véty 3.1 existuje p* z P takové, ze ¢(p*) N (—R’) # 0. Necht y je bod
z tohoto priniku, a necht z je bod z P projekce na y rovnobézné s p*. Potom x — ¥ je rovnobézny s p* a y



je kolmy na p*, tj. y(z —y) = 0. Odtud yz = yy (obrazek 5.5). Nicméné y < 0 a x > 0 implikuje yz < 0,
proto yy < 0. Odtud yy = 0 a y = 0. Dale 0 € ¢(p*) a p* € Y(p*).

Ekvivalence Kakutaniho véty a véty 3.1 nestaéi k dukazu, ze prvni z nich (nebo vysledek stejné sily)
je nutna k existenci rovnovahy pro korespondenci previsu poptavky vytvorené trznimi silami, kterd ma
vlastnosti jmenované ve (3.1), coz umoznuje ziskani rovnovahy zdkladnimi prostiedky. Proto je otézkou,
zda pro danou korespondenci ¢ majici vlastnosti (3.1) existuje ekonomiha generujici korespondenci previsu
poptavky.

Vyuzivame opakované skutecnost, ze v ekonomice s predpokladem nenasycenosti spotiebitel, jejichz
preference splnuji podminky konvexity z vét 2.5 a 2.8, je kazdy z nich svazédn rozpoctovym omezenim
a v dusledku toho je hodnota previsu poptavky rovna nule. Tato podminka znamé jako Walrasuv zakon lze
formalné vyjadrit jako

pro kazdé p z definiéniho oboru ¢ plati p - {(p) = 0.

Prace charakterizujic{ funkci previsu poptévky (Shafer a Sonnestein, kap. 14 knihy [3]) déva odpoved
na predeslou otdzku v pifpadé, Ze ¢ je spojitd funkce spliiujici Walrasuv zédkon. Necht K je néjakd dand
podmnozina relativniho vnittku P, pak ekonomika s ¢ spottebiteli vytvaii funkci previsu poptavky shodujici
se na K se (. Tento vysledek, spolecné s Uzawovou poznamkou, ukazuje, ze dukaz existence rovnovahy
vyzaduje matematicky aparat stejné sily jako teorie pevného bodu.

Ve zbytku této ¢asti budeme studovat pripad jednoduché ekonomiky s ¢ komoditami a m spotiebiteli.
Mnozina spotieby i-tého spotiebitele je uzavieny kladny kuzel Rﬁ v prostoru komodit R’ a jeho relace
preference =<; splnujici nasledujici predpoklady:
uzavienost: mnozina{(z,2’) € RY x R |z <; 2’} je uzaviend
monotonie: necht x a z'jsou dva body z Rﬁ takové, ze x < 2/, pak = <; 2/

Vezmeéme kladny cenovy vektor p > 0 a majetek w > 0, pak rozpoc¢tova mnozina

Bi(p,w) = {z € R, |px < w}



i-tého spotiebitele je kompaktni a neprazdnd. Navic (p,w) ma okoli, na kterém je /3; omezend. Podle lem-
matu 2.7 je f5; spojitd v bodé (p,w).

Z uzavienosti relace preference vyplyva [napf. Debreu(1959)] exitence uzitkové funkce reprezentujici =;
na Rﬂ_. Maximalizace u; na rozpoctové mnoziné f;(p, w) dava mnozinu
E(p,w) = {z € Bi(p,w)| pro kazdé y € Bi(p,w) a y =; x} nejlepsich prvku R} pro =; pii rozpoc¢tovém
omezeni pr < w. Dle lemmatu 2.3 je korespondence poptavky &; shora polospojita.

Monotonnost relace preference implikuje, ze rozpoctové omezeni je zavazné, tj. p-&;(p, w) = w, coz udava
nésledujici chovéni korespondence ; [Hildebrant (1974, str.103, Dusledek 1)]. Pro vektor z z R’ definujeme
normu |z| = 22:1 |zh|.

Potom vzdélenost od pocdtku 0 k X C R’ je déna jako d[0, X] = inf,cx|z|.

Uvazujme posloupnost (p,, w,) v P X R konvergujici k (pg,wo) pro vsechny ¢, p, nalezi do relativniho
vnittku P a w, > 0, zatimco py nélezi do relativni hranice 0P a wg > 0.

Jinymi slovy ¢, p, > 0, zatimco py ma nékteré slozky nulové. Za téchto podminek posloupnost d[0, &;(p,, w,)]
jde do +o00, jak bude néasledné dokazano.

Lemma 4
Jestlize relace preference je uzaviend a monotonn{ na R ,p, > 0 z P konverguje k py z P, w, > 0z R
konverguje k wy, pak d[0, & (pg, wq)] — +00.

Diikaz
Piedpokladejme, Ze tento zavér neplati. Pak existuje podposloupnost (p, w;) z (pg, wy) takova, ze d[0, & (p), w;)]
je omezend. Pro kazdé q Ize vybrat a7, z d[0, §;(p],, w;)] takové, Ze x;, je omezené. Proto lze z (p|, wy, x;,) vybrat
podposloupnost (p], wy, )Akonvergujici k (po, wo, To). Necht B je uzaviend koule se stiedem 0, xq ndlezi do
jejiho vnitiku a definujme 5; jako

Pokud wq > 0, pak korespondence BZ je dle lemmatu 2.7 spojita na (pg, wp). Dle lemmatu 2.3 je x¢ nejlepsi



prvek z ﬁz(po, wp) vzhledem k relaci preference, prestoze je zg z vnitiku B a py ma nékteré - slozky nulové.
Proto existuje x z ﬁz(po, wy) takové, ze o < z, tudiz ¢ < x, coz je spor s optimalitou xy z @ (po, wo).O
Nyni zavedeme dodatecnou podminku na relaci preference <;:

Slabd konvezita: Necht x, 2’ jsou prvky RY takové, ze x <; 2’ ar € [0,1], pak z <; (1 — r)z + ra’.

Tento predpoklad znamena, ze pro vSechna p >0z P aw > 0 € R je mnozina &(p, w) konvexni.

Korespondence poptavky &; je definovana pro vsechna (p,w) € P x R takova, ze p > 0 a w > 0, jeji
hodnoty jsou konvexni podmnoziny Rﬂ, je shora polospojita, spliiuje rovnost py;(p,w) = w a mé hranic¢ni
vlastnost

jestlize (pg,w,) je posloupnost z P x R konvergujici k (po, wo)

(i) pro kazdé ¢,p, > 0 a w, > 0,
(i) po € OP a wy > 0, pak d[0,&;(py, wy)] — +00.

Misto puvodni relace preference splnujici podminky uzavienosti, monotonie a slabé konvexity muzeme
vzit korespondenci &; spliujici predeslé (podstatné slabsi) predpoklady. Nyni definujeme ekonomiku & speci-
fikovanou pro kazdé i = 1, .., m, korespondenci poptavky &; a poc¢atecni dotaci e; > 0z R’ i-tého spotiebitele.
Formélné € = (&, €;)i=1,.m

Pro dany cenovy vektor p > 0 je hodnota dotace i-tého spotiebitele rovna pe;, poptavkova mnozina
&i(p, pei), previs poptavky je &(p, pe;) — e; a previs poptavky celé ekonomiky £ je

C(p) = _[&ilp,pe:) — ei].
i=1

Vlastnosti korespondence ¢ celé ekonomiky £ jsou ihned ziskany z podminek pro individualni korespon-
dence, ( je definovéno pro vsechna p > 0 z P, jeho hodnoty jsou podmnoziny R, je zdola ohrani¢end, shora



polospojita a splnuje

Walrasuv zdkon: Pro vsechna p > 0z P plati p-((p) =0
Podminku ohranicenosti: Pokud p, > 0 z P konverguje k p, € P, pak d[0, ((p,)] = +oo.

Tyto vlastnosti zajistuji existenci vektoru cen p, pro ktery plati 0 € ((p). Hildebrandové formé (1974,
str.150,Lemma 1) predchazeli McKenzie (1954), Gale (1955), Nikiado (1956), Debreu (1956), Arrow a Hahn
(1971), Dieker (1974, cast 8). Uvedeny dikaz je od Neuefinda (1977).

Véta 3.2 Necht korespondence  je konvexni, zdola omezend, shora polospojitd, spliuje Walrasiv zdkon
a podminku ohranicenosti. Pak existuje p* > 0 z P takové, ze 0 € ((p*).

Diikaz. Necht

¢
E={pePlp">0adze((p) tak, ze Zzh <0}
h=1

Protoze ( je zdola ohrani¢end, pro ménici se p € E je vzdélenost d[0,((p)] omezend. Z podminky
ohranicenosti plyne, ze v E neexistuje posloupnost p, jdouci k py € 9P. V dusledku toho je vzdalenost
od p k OP zdola omezens kladnym redlnym cislem. Tedy existuje konvexni kuzel C' s vrcholem v 0 € R’
takovy, ze £ C int C a C'\ 0 C int RY. Aplikac{ véty 3.1 na kuzel C' a korespondenci ¢ obdrzime p* € CN P
takovy, ze ((p*) N C® # 0. Necht z je prvkem tohoto pruniku. Podle Walrasova zdkona (1/¢,..,1/¢) nélezi
do F, a proto i do C a Zizl M < 0. Pak p* patif do E, resp. int C. Navic, diky dalsimu uzit{ Walrasova
zékona, plati p* - z = 0. Tato rovnost pro p* €intC a z € C*' ddvd 2 =0. =

Nyni zavedeme dodate¢nou podminku na relaci preference.

Ostrd konvezita: Nechf z,2' jsou dva ruzné body z RY takové, ze z <; 2/ a r je redlné cislo z (0,1),
pak x <; (1 —r)x + ra’.



Tato podminka mé za dusledek, ze mnozina &;(p, w) mé jediny prvek, ktery oznac¢ime f;(p,w). Tak je
v ekonomice &£, pro vSechna ¢ = 1, .., m, specifikovana poptavkova funkce f; a pocateéni obdareni e;. Funkce
previsu poptavky F' je definovana pro kazdé p > 0 z P nasledovné

m

F(p) = Z[fi(pvpei) — el
i=1
Kazdy bod (p,w), pro ktery p > 0,w > 0, ma okoli, v némz je f; ohranicend. V takovém okoli polospoji-
tost shora korespondence (p, w) — fi(p, w) znamend spojitost funkce f;. Proto je funkce F' spojité pro kazdé
p > 0. Dalsi vlastnosti funkce F' vyplyvaji z vlastnosti korespondence (. Konkrétné je F' zdola omezena,
splnuje

Walrasiuv zdkon: Pro vsechna p > 0z P plati p- F(p) =0

Podminku ohrani¢enosti: Pokud p, > 0 z P konverguje k py € 0P, pak |F(p,)| — +o0.

Jako dusledek Véty 8 [Dieker(1974, cast 8)] uvedeme, ze tyto vlastnosti implikuji existenci cenového
vektoru p, pro ktery F(p) = 0.

Disledek 3.3 Necht F je spojitd, zdola omezand, spliuje Walrasiv zdkon a podminku omezenosti, pak
existuje p* > 0 takovy, zZeF (p*) = 0.

Piima cesta k obdrzeni tohoto dusledku zavisina ruzné normalizaci vektoru p, ktery omezime, aby mél
jednotkovou euklidovskou normu. Tedy p nalezi do kladné ¢asti jednotkové koule se stredem v pocatku

S={peRp>0|p| =1}

Z Walrasova zakona vyplyva, ze vektor F(p) je pro cenovy vektor p z S kolmy k p, a proto ho lze vzit
jako tecnu k S v bodé p. Jinymi slovy F' muze byt brano jako vektorové pole na S. Z podminky omezenosti



a predpokladu existence dolni meze pro F' vyplyva, ze F'(p) smétuje k hranici 9S. Existuje (pomoci obvyklého
argumentu jako v ¢asti 6) p* z S takové, ze F(p*) = 0 (Obrazek 5.6).

Obrazek 5.6: Ilustrace pojmu ze strany 201






Kapitola 6

Dynamické systémy s aplikacemi v ekonomii

Tato kapitola je podstatnym zpusobem zalozena na ¢lanku H.R. Variana [30]. Pfindsi prehled nékterych
zakladnich matematickych vysledku tykajicich se dynamickych systému, které prokazaly svou uzitecnost v
ekonomii.

1 Zakladni pojmy

1.1 Dynamicky systém v R"

Stav systému je slozeny z celkového popisu, co potfebujeme znat k tomu, abychom mohli popsat budouci
zmény systému. Ve vétsiné ekonomickych aplikacich je stav systému popsan n-tici redlnych cisel. Stavovy
prostor systému je slozen ze véech moznych nebo prislusnych stavi. Témeér ve vSech ekonomickych aplikacich
je stavovy prostor povazovan za podmnozinu R". V nékterych aplikacich je pak stavovy prostor povazovan
za topologicky ekvivalent jednotkového kruhu,

D" ={zxeR":||z|| <1}
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Piiklad 1.1 Predpokladejme standardni obecny model rovnovahy, kde méame k-rozmérny vektor prebytkovych
poptéavek, z(p) je homogenni funkce k nezapornych cen. Potom ziskdme stavovy prostor ekonomiky jako
mnozinu vSech nezapornych cen, Ri.

Mnohem vhodnéjsi volba stavového prostoru muze byt zalozena na poznatku, ze ceny mohou byt nor-
malizovdny za pozadavku, ze Y . p? = 1. Takovyto stavovy prostor bude pravé kladny ortant jednotkové
sféry,

Sl ={x e D" ||z|]| = 1,2 > 0}.

Poznamenejme, Ze S*~! je topologicky ekvivalentni jednotkovému kruhu dimenze k — 1.

Oznaé¢me X stavovy prostor systému, ktery spliiuje dané podminky. Stavovd prechodovd funkce T je
funkce z X x R do X. Ptitom redlnou ¢ast chapeme jako ¢as a T'(x,t) ndm udava stav systému v case t,
jestlize v case 0 se systém nachéazel ve stavu x. Ve vétsiné aplikaci neni stavova prechodova funkce zadana
explicitné, ale implicitné, a to systémem diferencidlnich rovnic,

i(t) = St) = filni(t),. w(t),
1=1,...,n.
QIZ(O) = Zo;-

Vektorové pak:
a(t) = fl=z(t)),

z(0) = .

Necht = : R — X je feSenim tohoto systému diferencidlnich rovnic s po¢dtetni podminkou z(t) = .
Potom pomoci z(t) definujeme stavovou prechodovou funkei takto:

T(xo,t) = x(t).



Nékdy chceme zduraznit zavislost stavu v ¢ase t na pocateénim stavu x. V takovémto pripadé definujeme
operdator toku diferencidlni rovnice ®4(x) jako:

O, (z) =T (x,t).

Dynamicky systém potom definujeme jako stavovy prostor se stavovou prechodovou funkei.

Pékny zpusob vizualizace téchto predstav je pres pouziti vektorového pole. Tim zde myslime pritazeni
vektoru f(x) kazdému bodu x ze stavového prostoru. Krivky resent (tzn. trajektorie, orbity atd.) pro systém
diferencidlnich rovnic & = f(x) budou praveé obrazy funkce ®,(x), kde ¢ bude prochazet pres viechna redlna
¢isla a x pres S. Je zfejmé, Ze jestlize x je bodem kiivky feseni ®,(-), potom f(z) je tetnym vektorem k této
kiivce v bodé x. Viz obrazek 6.1 na strané 206.

1.2 Dynamické systémy na varietach

V nékterych ekonomickych aplikacich chceme, aby byl stavovy prostor mnohem obecnéjsi nez R™ nebo D™.
Vhodnou koncepci se zdd byt pojem stavového prostoru na wvarietdch. Nejdiive budeme definovat uzavreny
poloprostor H™ = {(x1,...,2m) € R™ : x, > 0}. Potom definujeme pojem difeomorfismu. Zobrazeni
f: X =Y je difeomorfismus, jestlize f je homeomorfismus a jak f tak f~=! jsou diferencovatelné. Nakonec
muzeme definovat pojem wvariety.

Definice. Podmnozina X C R¥ je hladkou m-varietou, jestlize pro kazdé x € X je okoli U N X difeomorfn{
s otevienou podmnozinou V N H™ poloprostoru H™. (Ctenéf by mél byt upozornén, ze toto se obvykle
nazyva varieta s hranici. Jelikoz vsak vétsina variet, které zde budeme uvazovat, bude mit hranice, jevi se
uspornéjsi pouzivat tuto terminologii.)

Necht z je bodem m-variety X. Necht ¢ je difeomorfismus mezi U N X a V N H™ vzhledem k x. Potom
g se nazyva parametrizaci U N X.

Jelikoz g je zobrazenim mezi R* a R™, jeho derivace je reprezentovana matici Dg(z) fadu k x m. Tecnym
prostorem variety X v bodé x je obraz prostoru R™ podle linedrniho zobrazeni Dg~!(y), kde y = g(z).
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7 geometrického pohledu chapeme varietu jako zobecnéni myslenky m-dimensionalni roviny a tecny
prostor jako zobecnéni pojmu tecné nadroviny.

Vektorové pole na varieté X je zobrazeni f : X — R™ takové, ze f(x) je teénym prostorem variety X
v bodé z. Tedy f muzeme povazovat za definici obyc¢ejného systému diferencialnich rovnic na podmnoziné
prostoru R¥. Pomoci vét o existenci a jednoznaénosti miizeme najit feseni x : R — RF k tomuto systému
diferencidlnich rovnic. Jelikoz je vzdycky tecny vektor k z(¢) v bodé z teénou k povrchu variety x, musi
lezet kiivky feseni diferencialniho systému ve varieté X. Takto vlastné vektorové pole f definuje prirozenym
zpusobem dynamicky systém na X.

2 Zakladni nastroje

Pro dany systém diferencialnich rovnic a stavovy prostor se objevuje fada otazek:

1. Euxistence teseni: Zda pro dané @ = f(z) a x(0) = x¢ existuje nutné feseni z(t). Jaké ma vlastnosti
x(t)?

2. Ezistence rovnovdahy: Vyskytuji se néjaké body z*, pro néz plati f(x*) = 07
3. Pocet rovnovaznych stavi: Kolik existuje rovnovaznych stava?
4. Lokalnt stabilita rovnovdhy: Pokud je systém slabé vychylen z rovnovahy, vrati se do ni?

5. Globdlni stabilita rovnovdhy: Jestlize zacneme z libovolného stavu z, je systém schopen se dostat do
rovnovazného stavu?

6. Fxistence cyklu: Jestlize zacneme ve stavu z, vratime se do néj zpét?

Nésledujici pasaze popisuji nékteré z matematickych nastroju pouzivané pro reseni predeslych otazek.



2.1 Existence, jednoznacnost a spojitost reseni

Necht f: X — R" a & = f(z) definuje systém diferencialnich rovnic s po¢atecnimi podminkami z(0) = zy.
Resenim systému je diferencovatelna funkce x : I — X, kde I je interval v R tak, ze:

(1) dE(t) = fa(t)),
(2) z(0) = x.
7 existence a jednoznacnosti feseni plyne:

Véta 2.1 Necht X je otevrend podmnoZina R™ a necht zo je prvkem X. Necht f: X — R™ je spojité
diferencovatelnd funkce. Pak existuje a > 0 a jediné reseni x : (—a,a) — X diferencidlni rovnice & = f(x),
které spliiuje pocdatecni podminku x(0) = xq.

7 této véty plyne, ze pro existenci Teseni staci, ze f je spojita. Z jednoznac¢nosti feSeni plyne jedno dulezité
topologické omezeni, ze vysledné grafy (krivky) se nesmi kriZit. Tento druh regularity je velmi dalsim cennym
omezenim pro spojitou diferencovatelnost. Velmi casto néas zajima vyvoj tvaru vyslednych kiivek na zakladée
pocatecnicj podminek. Zejméno, pokud se vysledné kiivky méni spojité, pak, pokud z,y jsou dostatecné
blizko, pak ®;(x) a ®,(y) jsou taky blizké.

Véta 2.2 Necht f je definovdna stejné jako v predchozi vété a mecht y : [to,t1] — X je resenim naseho
systému tak, Ze y(to) = yo. Pak existuje okoli U(yo) bodu yo tak, Ze pro libovolné xo z U(yo) existuje Teseni
y: [to,t1] = X tak, Ze x(ty) = xo a néjakd konstanta K tak, Ze

ly(t) — z(t)| < Klyo — zolexp(|K(t — t))|), pro vSechna t € [tg, t1].

Tato véta tikd, ze tok diferencialni rovnice ®;, : X — X je spojity jakozto funkce x.



2.2 Existence rovnovahy

Rovnovdha dynamického systému & = f(x) je bod x*, pro ktery f(z*) = 0. Pokud dynamicky systém je v
rovnovaze, zustane v ni naporad. Resme otazku, jak se dynamicky systém dostane do rovnovazné situace.

Véta 2.3 Necht f: D™ — R" je spojité vektorové pole na jednotkové kouli, které na hranici koule sméruje
dovnitr; tj. x - f(x) < 0 pro vSechna x € D™ tak,ze ||x|| = 1. Pak existuje x* € D" tak, Ze f(z*) = 0.

Samoziejmé véta je pravdiva pro libovolny stavovy prostor homeomorfni ke kruhu.

Piiklad 2.4 Vezméme v tivahu Walrasuv model popsany v piikladé 1.1, strana 204. Uvazujme z(p) jakozto
funkci na S _’fl. Méjme tii predpoklady o z:

1. Spojitost: Funkce z(p) : S¥~' — R* je spojita.
2. Walrasiv zdkon: p- z(p) = 0 pro p € S5
3. Vhodnost: z;(p) > 0, pokud p; =0,i=1,... k.

Pak existuje p* € S%! tak 7e z(p*) = 0. Pro pochopeni si piedstavme, ze Walrasiv zdkon implikuje
,ze z(p) musi lezet v te¢ném prostoru pro Si_l a z vhodnosti pak plyne, ze z(p) sméfuje dovnitt pro p na
hranici S i‘l. Vysledek pak plyne z predchozi véty.

Predpoklady véty mohou byt oslabeny nékolika zpusoby. Napriklad nasledujici predpoklad nahradi Wal-
rasuv zakon.

4. Zddnd inflace: Pro kazdé p € S neexistuje ¢ # 0 tak, ze z(p) = tp.

Vsimnéme si, ze muzeme zobrazit z(p) na tecny prostor pro S ﬁ_l bez zavedeni nové rovnovahy.
Obdobné okrajové podminky v existencni vété mohou byt zbyteéné velmi omezujici. Slabsi nahrazeni je
predpoklad, ze f nikdy nesméfuje piimo ven z hranice D".



5. Nikdy nesméruje ven: Pro kazdé x € D", ||z|| = 1 neexistuje t > 0 tak, ze f(x) = ta.

Abychom omezili tento ptipad na puvodni pripad, poznamenejme jen, ze muzeme D™ uzaviit koull o
poloméru 2. Na hranici koule definujeme vektorové pole -x = —xz/||z||, jez evidentné smétuje dovnitf. Nyni
plynule rozsifime toto vektorové pole na puvodni pro D™ tak, ze bereme konvexni kombinace f(z/||z||) a
—x/||z||. Jednoduse vidime, ze nové konstrukce nezavadi zadné nové nulové body, takze aplikujeme piimo
existencni tvrzeni.

2.3 Jednoznac¢nost rovnovahy

Predpokladejme, ze mame hladky dynamicky systém na kouli, ktery ukazuje dovniti na hranicich koule. 7Z
posledniho odstavce vime, ze existuje alespon jedna rovnovaha x*. Za jakych podminek bude pouze jedna
rovnovaha? Zékladnim nastrojem, ktery nam odpovi na tuto otazku, je Poincarého index vektorového pole.

Rozmysleme si prvné jednorozmérny pripad. Necht -x = f(z) definuje hladké vektorové pole na jednot-
kovém intervalu, které ukazuje na hranici dovnitf; tj. f(0) > 0 a f(1) < 0. Potom se ukéze nékolik ziejmych
veéct:

1. Kromé ,,degenerovanych“ pripadu existuje konecny pocet rovnovah.
2. Obecné je toto ¢islo liché.

3. Jestlize f'(z*) ma ve vSech rovnovaznych bodech pouze jedno znaménko, muze existovat pouze jedna
rovnovaha, viz obr. 6.2.

Ukazuje se, ze vsechny tyto postfehy muzeme zobecnit pro vicedimenzionalni pripady. V tomto ptripadé
bud f : D* — R™ hladké vektorové pole na kouli D", které ukazuje dovnitf na hranici D™. Necht z* je
rovnovazny stav. Index I(z*) stavu z* je definovan jako:



P

Obrézek 6.2: Jednoznacénost rovnovazného stavu



+1 jestlize det(—Df(z*)) > 0,
—1 jestlize det(—Df(z*)) >0,
¢islo zavisejici na topologickych tvahéch
jestlize det(—Df(z*)) =0.
Nyni mame zakladni vétu diferencialni topologie:

Véta 2.5 (Poincaré-Hopf) Predpoklidejme, Ze f: D™ — R"™ md konecény pocet izolovanych rovnovdh x;,
1=1,...,k, a Ze f sméruje dovnitr na hranici D™. Potom

k

=1

Piiklad 2.6 Aplikujme nyni tuto vétu na problém jednoznacnosti Walrasovy rovnovahy. Méjme vektorové
pole dané z : S_kfl — RF. Abychom mohli vypoéitat index kazdé rovnovahy, potiebujeme zvolit lokaln{
parametrizaci g : S¥~' — RF71. Je geometricky jasné, ze projekce na R*~! miize slouzit jako odpovidajici
parametrizace. Algebraicky to pouze znamend, ze zapiseme k X k Jacobiho matici Dz(p*) a vynechdme
posledni fadek a sloupec. Index rovnovéhy I(p*) je determinant det(—Dz(p*)) Jacobiho matice typu (k —
1) x (k —1). Nyni muzeme pouzit Milnoruv argument a dojdeme k tomu, ze jestlize det(—Dz(p*)) # 0 ve
vSech rovnovahach pro p*, pak existuje pouze omezeny pocet rovnovah.

Jednoznacnost potom vyplyva jednoduse: jestlize je det(—Dz(p*)) > 0 ve vSech rovnovahach, muze byt
pouze jediné. Jestlize je pouze jedind rovnovaha, pak det(—Dz(p*)) > 0.

2.4 Lokalni stabilita rovnovahy

Necht z* je rovnovéha dynamického systému. Pfiblizné feceno, tato rovnovaha je lokdiné stabilni, jestlize se
systém vraci k z* z okolnich stavi. Jestlize by rovnovdha byla ekonomicky vyznamna v systému, ktery by
zustaval stabilni po jakoukoliv dobu, potom by méla byt lokalné stabilni. Budeme nize formulovat presnou
predstavu tohoto pojmu a prozkoumame dale kritéria stability:



Definice. Rovnovéha je lokdlné asymptoticky stabilni, jestlize existuje néjaké ¢ > 0 takové, ze |rg —x*| < ¢
implikuje, ze ®,(zq) konverguje k z* pro ¢ jdouci do nekonecna.

Véta 2.7 Necht z* je rovnoviha funkce f : X — R" a necht Df(x*) md vsechny vlastni hodnoty zdporné.
Potom je x* lokadlné asymptoticky stabilni.

Priklad 2.8 Uvazujme Walrasuv model rovnovahy popsany diive (Piiklady 1.1, 2.4 a 2.6). Zde bude dobré
vybrat trochu odliSnou normalizaci pro ceny. Nastavme k-tou cenu rovnu jedné a méfme ostatni ceny vzhle-
dem k ni. Necht z je zobrazeni, které piifazuje k k — 1 normalizovanym cendm k — 1 prebytki poptdvky.
Podle Walrasova zékona, jestlize p* > 0 a z;(p*) = 0, 22(p*) =0, ..., zx_1(p*) = 0, pak zx(p*) = 0; potom
rovnovahy systému p = z(p) jsou presné Walrasovy rovnovahy p*, které budou lokdlné stabilni, jestlize
Dz(p*) mé vsechny vlastni hodnoty zédporné. Jaka je ekonomickd interpretace této podminky?

Podle Slutského rovnice muzeme psat Dz(p*) jako

D) = 3 8.67) + o Vilw") = S0 + Y ().

kde S;(p*) je substitu¢ni matice pro i-tého spotiebitele (o niz je zndmo, ze je negativné definitni) a Y;(p*)
je duchodovy efekt pro i-tého spotiebitele. Matice S(p*) je negativné definitni a proto méa vsechny vlastni
hodnoty zdporné; proto jestlize neni ,agregatni duchodovy efekt“ Y (p*) ptilis veliky, pak systém p = z(p)
bude lokélné stabilni v p*.

2.5 Globalni stabilita rovnovahy

Necht z* je rovnovdha dynamického systému. Potom z* je globdlné stabilni, jestlize se x(t) priblizuje k
x* pro t jdouci do nekonecna, pro libovolnou pocateéni podminku zy. Tedy z* je globalné stabilni, jestlize
limy oo ®;(z) = =* pro vSechna . Zrejmé globélni stabilita implikuje lokélni stabilitu; avsak globalni stabilita
je o mnoho silngjsi podminka. Kdy fekneme, ze je dynamicky systém globalné stabilni? Zakladnim nastrojem
je pojem Lyapunovovy funkce.



Definice. Necht & = f(z) je dynamicky systém na X s rovnovdhou z*. Pfedpoklddejme, ze muzeme najit
diferencovatelnou funkci V : X — R takovou, ze

V(z*)=0, V(z)>0 pro z#x*,
DV (z(t))/dt <0 pro z # x*

Potom V nazyvdme Lyapunovovou funkci. Pritom druha podminka ndm rikd, ze derivace funkce V' podél
trajektorii systému V(x) je na X negativné definitni.

Zakladnim vysledkem je:

Véta 2.9 Bud f : X — R" dynamicky systém s X kompaktni a s rovnovihou x*. Predpoklddejme, Ze
muzeme najit Lyapunovovu fci pro tento systém. Potom x* je globdlné stabilni rovnovdha.

Bohuzel obecné neexistuje jednoduchy zptisob nalezeni Lyapunovovy funkce. Ve vétsiné ekonomickych
aplikaci jsou ale Lyapunovovy funkce prirozené. Lyapunovova metoda poskytuje postacujici podminku sta-
bility. Pokud médme vhodnou funkci, ovéteni je snadné.

Priklad 2.10 Necht p* je rovnovaha Walrasova systému p = z(p). Predpoklddejme, ze z(p) se tidi ,slabym
axiomem odhalenych preferenci® tak, ze p* - z(p) > 0 pro vSechna p # p*. Potom p* je globélné stabilni
rovnovaha. Abychom toto mohli dokazat, potfebujeme ukézat, ze stavovy prostor lze vybrat kompaktni a
systém pripousti Lyapunovovu funkeci. Vynechdme prvni ¢ast dukazu a jednoduse ukazeme, ze V(p) muze
byt vybrdno tak, aby V(p) = ||p — p*|[> = 0, (i — p})*.

Pro provedeni dukazu staci derivovat V (p(t)):

dV Z pl (t)



a pouzit skutecnost, ze p;(t) = z;(p(t)):

W) _, sz 4(0() = Yo O50(0) | = ~2" =) <0,

pricemz posledni krok plyne z Walrasova zakona a slabého axiomu odhalenych preferenci.

2.6 Existence cykla

Necht f: X — R™ & = f(z) je hladky (smooth) dynamicky systém. Bod x je v uzavrené orbité, jestlize x
neni rovnovaha, ale ®,(z) = = pro néjaké t # 0. Tedy, stav je v uzaviené orbité, jestlize se systém nakonec
vraci do tohoto stavu. Uzaviené orbity se obvykle nazyvaji cykly. Uzitecné kritérium pro existenci uzavienych
orbit je Poincaré-Bendixsonova véta. Abychom mohli uvést tuto vétu, potfebujeme nékteré definice.

Bod y € X je w-limitnd bod pro z, jestlize existuje posloupnost t,, — 0o, kterd ma limitu lim,,_,®;, (y) =
x. w-limitnd mnoZina pro x, L,(x) je mnozina vsech limitnich bodu pro z.

Jestlize z* je rovnovazny bod, pak L, (z*) je tvoren pouze bodem z*. Jestlize x* je globalni stéld rov-
novaha, pak L,(z) = x* pro libovolné = € X. Jestlize z lezi na uzaviené orbité C, pak L,(z) = C. Ve
vyssich dimenzich mohou mit w-limitni mnoziny slozité struktury. Nicméné v dvourozmérnych systémech je
jejich struktura celkem jednoducha:

Véta 2.11 Neprdzdnd kompaktni w-limitni mnoZina spojité diferencovatelného systému v R?, ktery neobsa-
huje rovnovazny bod, je uzavrend orbita.

Piiklad 2.12 Méjme Walrasidnsky systém se tfemi druhy zbozi tak, ze p = z(p) definuje dynamicky systém
na S%. Predpoklddejme, Ze tento systém ukazuje dovnitt z hranice SJQF, a berme tento systém jako dynamicky
systém na D?. Vime, 7e musi existovat nejméné jedna rovnovéha p*, kde z(p*) = 0. Piedpoklddejme, 7e
vSechny rovnovazné body jsou zcela nestdlé (totally unstable) ve smyslu, ze vlastni hodnoty Dz(p*) jsou
kladné. Potom musi existovat uzaviend orbita - ,trzni cyklus®.



Dikaz je ptimou aplikaci Poincaré-Bendixsonovy véty. Nejprve si v§imnéme, ze muze existovat pouze
jedna rovnovéha p*. Zvolme ngjaké jiné p € D* a uvazme w-limitni limitu L, (p). Ta je neprazdnd, uzaviena
a tedy kompaktni podmnozina na D?. Déle neobsahuje Zaddny rovnovazny bod kromé p*, ktery je jediny a
nestabilni. Tedy L (p) musi byt uzaviena orbita.

3 Neékteré specialni druhy dynamickych systémi

Doposud jsme se zabyvali obecnymi dynamickymi systémy. V této kapitole se budeme zabyvat dvéma
specidlnimi typy dynamickych systému, které se casto vyuzivaji v ekonomii.

3.1 Systémy gradientt

Dynamicky systém na X, f : X — R", © = f(x) se nazyva systém gradienti, pokud existuje néjakd funkce
VX — R, kde f(z) = —DV/(z). Funkce V(z) se ¢asto nazyva potencidlovd funkce systému; f(x) se nazyva
gradient V na z.

Geometricka interpretace gradientnich systému je dulezita. Na obrazku 6.3 na strané 217 je nakreslen
graf potencidlové funkce V : R? — R a také vrstevnice (level sets) tohoto grafu v R?.

Smérovd derivace (directional derivative) V(x) ve sméru h = (hy,...,hy,), ||h|] = 1 se definuje jako
DV (x)-h. Smérova derivace ukazuje, jak rychly bude piirustek funkce V' ve sméru h. Navic, jak vyse uvedeny
vzorec naznacuje, je presnou projekci DV (z) na vektor h. Proto je jasné, Ze projekce bude maximalizovéna,
pokud DV (x) sdém ukazuje ve sméru vektoru h. Takze mame péknou geometrickou interpretaci gradientu:
ukazuje ve sméru, kde je prirustek V nejrychlejsi.

Navic neni tézké vidét ze vektor DV (x) musi byt kolmy na vrstevnice V' v bodé z. Na vrstevnicich V' v
bodé x jsou spolu propojeny body s konstantni hodnotou V' = const. Proto smérova derivace V' ve sméru
teény na vrstevnici V' na x musi byt nulova. To ale fikd, ze vektor DV (z) je kolmy na libovolny teény vektor
a proto je kolmy na vrstevnice samé.
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Obrazek 6.3: Systém gradientu



Podle téchto sledovéni velice lehce zkonstruujeme trajektorii & = —DV/(z), jakmile zndme funkci V.
Typicky priklad je na obrazku 6.3. Nékteré specialni vlastnosti systému gradientu jsou:

Véta 3.1 Necht f: X — R" je ddna predpisem © = f(x) = —DV (), kde V : X — R je néjakd hladkd
funkce. Pak plati:

1. Je-li x* izolované minimum V, je x* asymptoticky stabilni rovnovdha pro & = —DV (x);
2. KazZdy w-limitni bod trajektorie je rovnovdha.

3. Vlastni hodnoty Df(x) jsou redlné pro vSechna x € X.

Cast 3. véty 3.1 plyne z toho, ze Df(z) je presné —D?*V (z) a musi tedy byt redlnd symetrickd matice.
Casto je dulezité vedet, ze opak plati. Pokud mame dynamicky systém na X, & = f(x) tak, ze Df(x) je vzdy
redlnd symetrickd matice, pak existuje potencidlova funkce V : X — R takova, ze f(x) = —DV(x).

Piiklad 3.2 Uvazme ponékud stylizovany Walrasiansky model, kde spotiebitelé maji uzitecnostni funkce
linedrni v penézich. Problém maximalizace uzitecnosti spotiebitele 7 je:

max u;(z;) +m; za podminky p-x; +m; = w;,

r; = pozadavek i-tého spotiebitele na zbozi (zl,...,z%),
m; = pozadavek i-tého spotiebitele na penize,
kde B e L ..
w; = pocatecni obdareni i-tého spotiebitele penézi,
p = cenovy vektor o slozkach (py,...,pk)-

Poptavkové funkce i-tého spotiebitele z;(p) musi spliiovat podminky 1. fadu,

Sui(zi(p))/oxl =p;,  j=1,....k

neboli vektoroveé
Du;(zi(p)) = p.



Diferencovanim této identity podle p dostaneme

D?u;(z:(p)) - Dzi(p) = E.

Tedy
Dz;(p) = [D*u;(:(p))]

Odtu pak Jakobian pro poptavkovou funkci kazdé osoby je inverze Hessianu funkce uzitku.

Nyni necht w je néjaka agregatni nabidka k zbozi a definujme piebytkovou agregatni poptdvkovou funkci
z(p) = > xi(p) — w. Uvazujme dynamicky systém p = z(p). Po spocitdni je pak Dz(p) redlnd symetricka
matice, takZe mame systém gradienti. Neni piilis obtizné najit potencidlovou funkci tohoto systému. Necht
je vi(p) = w;(x;(p)) neptima funkce uzitku funkce i-té osoby. Pak potencidlova funkce systému p = z(p) je

déna jako

V(p) = vilp) +pw.

=1

Dalsi vlastnosti pak vyplyvaji velice rychle. Pokud predpoklddame, ze u;(x;) je ostie konkdvni funkce,
D?u;(x) bude negativné definitni matice. Proto ma véechny vlastni hodnoty zdporné. Aplikaci piedchozich
vysledkti uvidime, ze systém ma jedinou globdlni stabilni rovnovahu, ktera fakticky minimalizuje sumu
nepiimych funkei uzitku.

3.2 Hamiltonovské systémy

Bud & = f(z,y), ¥ = g(x,y) dynamicky systém pro z a y na X x Y C R" x R". Tento systém se nazyva
hamiltonovsky systém, pokud mame funkci H : X x Y — R, hamiltonovskou funkci tak, ze:

T = f(x,y) - DyH<J},y)7



Hamiltonovské systémy vychazeji uplné piirozené z klasické mechaniky a slouzi k sjednoceni studia
mnoha jevu v této oblasti. Ekonomové si neddavno zacali uvédomovat mnoho jejich ptirozenych aplikaci v
ekonomii.

Zakladnim znakem hamiltonovskych systému v ekonomii je, ze maji obvykle zddouci vlastnosti stability.
V klasické teorii hamiltonovskych mechanismu je H kvadraticka, takze hamiltonovské systémy jsou linedarni
systémy diferencialnich rovnic. V tomto piipadé, klasicka Poincarého véta ukazuje, ze je-li A vlastni hod-
nota linedrniho systému v bodé (z*,y*) pak —\ je také vlastni hodnota. Proto rovnovdhy hamiltonovskych
systému jsou symetrické sedlové body. Obecné, kdyz jsou hamiltoniany nelinearni, stejny typ sedlovych bodu
se vyskytuje, pokud je funkce H(z,y) konkavni v z a konvexni v y.

4 Neékteré nové techniky

V této casti se budeme zabyvat dvéma novymi oblastmi studia dynamickych systému a diskutovat jejich
potencialni aplikace v ekonomii.

4.1 Strukturalni stabilita

Bud f: X — R" vektorové pole na néjakém stavovém protoru X. Potom, pfiblizné feceno, je tento systém
strukturdlne stabilni, jestlize mald vychylka ve funkci f nezméni topologickou strukturu vektorového pole
i = f(z). Uvazme napiiklad piipad, kde X = R? a f(x) = Az, kde A je reguldrni matice typu 2x2. Potom
vime, ze pocatek je jedinym rovnovaznym bodem v systému a topologickd povaha toku kolem pocatku je
déna povahou vlastnich hodnot matice A.

Pro 7vétsinu”voleb A bude systém dany & = Ax strukturalné stabilni, protoze malé vychylky v A nezméni
znaménko vlastnich hodnot. Jedind vyjimka je, kdyz obé vlastni hodnoty maji redlnou slozku nulovou. V
tomto piipadé se tok systému sklada z uzavienych orbit obklopujicich pocatek. Nicméné malé vychylky
A, které davaji vlastnim hodnotam nenulové realné slozky, ukazuji tok bez jakychkoli uzavienych orbit.
Topologicka struktura systému ukazuje drastickou zménu - mame piipad strukturdlni nestability.



Vratme se nyni k puvodnimu nastaveni pro vektorové pole & = f(x). Vezméme za stavovy prostor tohoto
systému D™. Necht V je prostor vsech spojité diferencovatelnych funkci z D™ do R™ a opatfeny standardni
normou pro funkce tifidy C*; dvé funkce jsou blizké, jestlize jejich funkéni hodnoty jsou blizké a jejich
derivace jsou blizké. Potom muzeme bréat perturbaci (vychylku) f jako volbu néjaké funkce v néjaké e-kouli
se stfedem f.

Chceme, aby topologicka struktura pole & = f(x) byla invariantni vzhledem k malym vychylkdm f. Co
to znamenda? Jak muzeme popsat predstavu, ze dvé vektorova pole maji stejné kvalitativni rysy?

Souvisejici pojem je pojem topologické ekvivalence. Zhruba feceno, toky dvou dynamickych systému na
D™ jsou topologicky ekvivalentni, jestlize existuje homeomorfismus h : D™ — D™, ktery prenese orbitu z
jednoho toku na orbitu toku druhého. Homeomorfismus muzeme uvazovat jako spojitou zménu soutradnic,
takze topologicka ekvivalence dvou toku znamend, ze muzeme najit spojitou zménu souradnic tak, ze jeden
tok vypada jako druhy.

Nakonec definujeme pojem strukturdini stability. Dynamicky systém @ = f(z) na D" je strukturdlné
stabilni, jestlize existuje néjaké okoli funkce f takové, ze pro kazdou funkci g v tomto okoli, tok indukovany
polem & = g(x) je topologicky ekvivalentni s tokem f. Volné feceno, dynamicky systém je strukturdlné
stabilni, jestlize malé vychylky puvodni funkce f nezmeéni kvalitativni povahu toku.

4.2 Teorie katastrof

Meéjme dynamicky systém dany f: X x A — R", & = f(x,a). Systém je zde uvazovén jako parametrizovany
néjakym parametrem a = (ay, ..., a,). Ptedpokladejme, Ze parametr a je pomalu proménny v case. Vétsina
malych ¢asovych zmén v a nezpusobi radikalni zmény v kvalitativni povaze dynamického systému. Nicméné
nékdy dostaneme opravdu strukturalni zménu.

Napiiklad, méjme systém na R' dany

& =2z*+a.

Jestlize a je kladné, neexistuje rovnovaha systému. Jestlize a je nulové, existuje pravé jedna rovnovaha,



r* = 0; a jestlize a je zdporné, existuji dvé rovnovahy 27 = —a'/?, x5 = +a'/?.

Topologickd povaha systému prodéld radikalni zménu, kdyz a prochdzi nulou. Rikdme, ze nula je bod
katastrofy systému & = 2% + a.

Cilem teorie katastrof je klasifikovat vsechny cesty, ve kterych systém muze prodélat strukturalni zménu.
Bohuzel tento cil je velmi daleko. Soucasny stav této teorie je dobfe rozvinuty pouze ve studiu lokdlnich
katastrof systémi gradienti.

Necht V' : R" x R" — R je potencidlni funkce pro systém gradienti. R" interpretujme jako stavovy
prostor systému a R" jako parametricky prostor. Potom rovnovahy systému

& =D,V(z,a),

jsou préave singularity funkce V' (z,a); * je rovnovéha tehdy a jenom tehdy, pokud se D,V (z,a) rovnd nule.
Tedy otazka, jak se zméni povaha systému @ = D,V (z, a),, kdyz se zméni a, se muze zredukovat na hledani
singularit V(z,a).

Pitklad uvedeny vyse @ = 22 + a odpovidé této konstrukci, protoZe je to systém gradientt s V(x,a) =
23/3 + ax.

Pozoruhodné je, ze pro r <= 4, ze existuje pouze sedm odlisnych druhu ,stabilnich“ singularit. Je to
sedm zéakladnich katastrof podle Thomova klasifikacniho teorému. Zhruba fec¢eno, , nedegenerovand‘ singu-
larita V' (z,a) muze byt klasifikovédna jako jeden z téchto sedmi zakladnich typu. Piiklad uvedeny vyse, kde
V(x,a) = 23/3 + az, je pitklad prekladové (zahybové) katastrofy, nejjednodussi elementdrni katastrofy.



Kapitola 7

Dualita v mikroekonomii

1 Uvod

Co se mysli tim, kdyz se tekne, Ze existuje dualita mezi nédkladovou a produkéni funkei? Predpokladejme,
ze je ddna produkcni funkce F a ze u = F(x), kde u je maximélni mnozstvi vyroby (produkce), které
muze byt vyrobeno technologii béhem urcitého obdobi, jestlize vektor vlozeného (vstupniho) mnozstvi
X = (x1,X2,...,Xy) je uzit béhem obdobi. Tudiz produkéni funkece F' popisuje technologii dané firmy.
Na druhou stranu minimdlni celkové ndklady firemni vyroby na nejmensi vystup (produkci) drovné u dané
vstupnimi cenami (py, pa, ..., pny) = p jsou definovany jako C'(u,p) ) a to je samozfejmeé funkce u, p a dané
produkéni funkce F'. To co neni tak samoziejmé, je to, ze (za urcitych podminek regularity) ndkladovd funkce
C'(u, p) rovnéz zcela popisuje technologii dané firmy, tj. dand firemni nédkladové funkce C' muze byt pouzita
k definovani firemni produkcéni funkce F. Tudiz se jednd o dualitu mezi nakladovou a produkéni funkei v
tom smyslu, ze kazda z téchto funkei muze popisovat technologii firmy stejné dobre.

V prvni ¢asti této kapitoly rozvineme tuto dualitu mezi ndkladovou a produkéni funkei podrobnéji.
V druhé ¢ésti odvodime podminky regularity, jez nédkladové funkce C' musi mit (bez ohledu na tvar funkce
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nebo zvlastnich regularnich vlastnosti produkéni funkce F), a ukdzeme, jak muze byt produkéni funkce
zkonstruovana z dané nakladové funkce. Ve tieti ¢asti rozvineme tuto dualitu mezi nakladovou a produkéni
funkci vicero formalnéjsim zpusobem.

Ve ctvrté ¢asti budeme uvazovat o dualité mezi (piimou) produkéni funkei F' a vzéjemné si odpovidajici
nepiimou produkéni funkei G. Dand produkéni funkce F', vstupni ceny p = (p1, po, - - -, pn) & vstupni rozpocet
y dolaru, neprimé produkéni funkce G(y, p) je definovana jako maximalni vystup (produkt) u = F'(x), ktery

o o , ’ , o , s Te N
muze byt vyroben (vyprodukovan) danym rozpoc¢tem vynucenym vstupnimi naklady p'x =", pix; < y.
Tudiz nepiiméa produkéni funkce G(y, p) je funkei maximdalniho piipustného rozpoctu y, vstupnich cen p,
se kterymi vyrobce pocita a produkéni funkci F' vyrobce. Za uréitych regularnich podminek se ukaze, ze G
muze také zcela popisovat technologii a tudiz je tu dualita mezi pfimou a nepiimou produkéni funked.

Vyse uvedené duality mezi ndklady, produkei (vyrobou) a nepiimou produkéni funkei se také muze
interpretovat v kontextu teorie spotieby: prosté nechat (dovolit) F' byt uZitkovou funkci spotrebitele, x
vektorem nakoupeného zbozi (nebo néjemné), u uzitkovym stupném spotiebitele a y prijmem spotiebitele
nebo vydaji (ndklady) na N komodit. Potom C'(u, p) je minimalni naklad (vydaj) dosahujici uzitkovy stupen
u dany tak, ze spotfebitel po¢ita s cenami p za zbozi a to je dualita mezi uzitkovou funkci F' spotiebitele
a funkci C| kterd je ¢asto nazyvana ndkladovou (vijdajovou) funkci v kontextu teorie spotiebitele. Podobné
G(y,p) muze byt nyni definovéana jako maximéalni uzitek, ktery spotiebitel muze dosdhnout tak, ze pocita
s cenami p a piijem y vydd na N komodit. V souvislosti se spotiebitelem je GG nazyvéna jako neprimd
uZitkovd funkce spotiebitele.

Tudiz kazda z nasich dudlnich teorii ma dveé interpretace: jednak v souvislosti s vyrobou a jednak v souvis-
losti se spotfebitelem. V ¢asti 2 chceme vyuzit vyrobni teoretickou terminologii kvili konkrétnosti. Nicméné
v nasledujici ¢asti budeme pouzivat vice neutralni terminologii, ktera bude zahrnovat jak produkéni tak i
spotfebni interpretaci. Produkéni resp. uzitkovou funkci F' budeme nazyvat agregacni funkce, nakladovou
resp. vydajovou funkci C' ndkladovd funkce a neprimou produkéni resp. uzitkovou funkei G neprimd agregacni
funkce.

V pété ¢asti je zavedena funkce vzdélenosti D(u, x). Vzdalenosti funkce poskytuje jesté dalsi zpusob cha-
rakteristiky technologie. Hlavni pouziti vzdélenostni funkce je v konstrukei Malmquistova (1953) mnozstevniho



indexu.

V ¢asti 6 prodiskutujeme nékolik dalsich teorii duality: tj. prodiskutujeme dalsi metody pro ekvivalentni
popis technologie, bud’ lokalné nebo globélné, v jednovstupém nebo v N-vstupém kontextu. Ctendi, ktery
se zajima o aplikaci, muze preskocit ¢ésti 3 — 6.

Matematické teorie prezentované v ¢asti 2 — 6 mohou vypadat jen jako ¢isté teoretické vysledky (pro
matematické ucely) bez praktického vyuziti. Avsak toto neni ten piipad. V ¢asti 7 — 10 predvedeme nékteré
aplikace difve rozvinutych teorii. Tyto aplikace spadaji do dvou hlavnich kategorii: 1)méteni technologii nebo
preferenci (¢ast 9 a 10) 2)odvozeni srovnatelnych statistickych vysledku (¢ast 7 a 8).

V c¢asti 10 se zamérime na firmy, které mohou produkovat mnoho vystupt, zatimco zpracovavaji mnoho
vstupt (kdezto predtim jsme se zabyvali pouze jednim vstupem). Uvedeme nékteré teorie duality a pov§imneme
si jejich nékterych aplikaci.

Nakonec v ¢asti 11 a 12 se kratce zminime o nékterych dalsich oblastech ekonomiky, kde mohou byt
dudlni teorie aplikovany.

Diikazy jsou v nékterych ¢astech vynechany : dikazy mohou byt nalezeny v odkazované literatufe nebo
v Diewertovi (1982).

2 Dualita mezi nakladovou (vydajovou)
a produkéni (uzitkovou) funkci: ZjednodusSeny pohled

Predpokladejme, ze mame dénu N-rozmérnou vstupni produkéni funkei F: v = F(x), kde u je mnozstvi vy-
produkovaného vystupu za urcitou dobu a x = (x1,...,xy) > Oy je nezdporny vektor vstupu zpracovaného
za tuto dobu. Dale predpokladejme, ze vyrobce muze nakoupit mnozstvi zpracovavanych vstupu za pevné
kladné ceny p = (p1,...,pn) >> Oy a Ze se vyrobce nepokusi mit monopolni silu na trhu vstupu.*

*V césti 11 je tato podminka zmirnéna.



Ndakladovd funkce vyrobce C' je definovana jako vysledek problému minimalizace ceny vyroby pii za-
chovani vystupni urovné u, za podminky, ze vyrobce pocita se vstupnim vektorem cen p:

C(u,p) = mxin{pTx : F(x) > u}. (2.1)

V této ¢asti je ukazano, ze nakladova funkce C' vyhovuje prekvapivému poc¢tu podminek regularity, bez
ohledu na funkcionalni tvar produkéni funkce F', poskytujici jen feseni cenového minimaliza¢niho problému
2.1. V nasledujici c¢éasti je ukézano, jak tyto podminky regularity nakladové funkce mohou byt puzity
v piipadé dukazu komparativnich statistickych teorii o odvozeni poptavkové funkce pro vstupy ([24]).

Driive nez zavedeme vlastnosti nakladové funkce C, je vhodné dat prostor nasledujicim minimaliza¢nim
podminkam regularity produkéni funkce F':

Predpoklad 1 pro F
F je spojité shora, tj. pro vSechna u € rangeF je L(u) = {x:x > Oy, F(x) > u} uzaviend mnozina.
Jestlize F' je spojita funkce, pak samoziejmé F' bude rovnéz spojita shora. Predpoklad 1 je dostatecny
k implikaci toho, ze feeni cenového (nakladového) minimalizac¢niho problému 2.1 existuje.
Nasledujicich sedm vlastnosti pro nédkladovou funkci C' muze byt nyni odvozeno jen za predpokladu, ze
produkéni funkce F' vyhovuje predpokladu 1.
Vlastnost 1 pro C
Pro kazdé u € prostor F' a p > Oy, C(u,p) > 0, tj. C je nezdporna funkce.

Dikaz.

C(u, p) min{p’x : x > Oy, F(x) > u}
p'x*, kde x* >0y a F(x*) > u

> 0, nebof p> Oy a x* > Oy.



Vlastnost 2 pro C

Jestlize p > Oy a k > 0, potom C(u,kp) = kC(u,p) pro kazdé u € rangeF’, tj. ndkladova funkce je
(jednoznacné) linedrné homogenni ve vstupnich cendch pro fixni vystupni trover.

Dikaz. Necht p > Oy, k > 0 a u € rangeF. Pak
C(u,kp) = min{(kp)'x: F(x) > u}
= k min{p’x: F(x) >u} =k C(u,p).

Vlastnost 3 pro C

Jestlize néjaka kombinace vstupnich cen roste, pak minimalni produkéni néklady realného vystupu tirovné
u se snizi, tj. jestlize u € rangeF a p' > pY, pak C(u,p') > C(u,p°).

Dukaz.
C(u,p")

min{p*’x : F(x) > u}

p'’, kde x' > Oya F(x') > u
p"Tx! nebotf p* > pa x' > 0y

(AVARYS

min{p” x : F(x) > u},nebot x' je
X

pripustny pro minimalizaci nakladi,

ale neni nutné optimélni

C(u,p°).

Vlastnosti nakladové funkce byly intuitivné zfejmé z ekonomického pohledu. Ale nésledujici dilezité
vlastnosti nejsou tak intuitivné ziejmé.

Vlastnost 4 pro C

Pro vSechna u € rangeF', C'(u,p) je konkdvni funkce p.



Dtikaz: Nechf u € rangeF’, p® > Oy, p! > Oy a 0 < X < 1. Pak

C(u,p’) = min{p”x: F(x)>u} =p""xa
C(u,p') = min{pTx: F(x)>u} =p'Tx" Nyni
C(u, A\p° + (1 = A)p)

min{(Ap” + (1 - \)p")"x: F(x) > u}

(Ap° + (1= 1)ph) =
— >\p0TX)\ 4 (1 . )\>p1TX)\

Ap?Tx? 4 (1 — A)p''x!, nebot x* je pifpustné pro

v

minimalizaci ndkladu ve spojitosti s cenovym
vektorem vstupti p’ a p!, ale nenf nutné
optimalni pro tyto tlohy

= AC(u,p°) + (1 = \)C(u,p").

Zékladni idea ve vyse uvedeném dikazu je opakované pouzita v dudlni teorii. Vzhledem k neintuitivni
povaze vlastnosti 4 je asi vyhodné poskytnout geometrickou interpretaci ve 2—vstupovém piipadeé (tj. N = 2).

Predpokladejme, Ze vyrobece produkuje vystup tirovné u. Definujme mnozinu S° jako mnozinu nezdpornych
kombinaci vstupi, které jsou bud na nebo pod optimdlni nékladovou ¢drou (izokvantou), kdy vyrobce pocitd
s cenami pY; tj. SO = {x: p"’x < C(u,p®),x > Oy}, kde C° = C(u, p°) = p*?x° je minimum produkénich
nékladi vystupu u danych tak, Ze vyrobce po¢ité s cenami p° > Oy. Vsimnéme si, Ze vektor vstupt x° fesi
nakladovou minimaliza¢ni ilohu v tomto ptripadé. Nyni predpoklddejme, ze vyrobce pocita se vstupnimi ce-
nami p' > Oy a definujme S, C1, a x! analogicky, tj. S = {x: pTx < C(u,p'),x > Oy},C* = C(u,p') =
PTx! kde vektor vstupt x! fesi ndkladovy minimalizaéni problém, kdy vyrobce poéitd s cenami p'.

Necht 0 < A < 1 anyni predpoklddejme, Ze virobce pocitd s prumérnymi cenovymi vstupy Ap°+(1—\)p'.



Definujme S*, C* a x* jako predtim:

S* = {x:(p"+ (1= Np")'x < Cu, Ap® + (1 = A)p'),x > On},
C* = Cu, p°+ (1= A)p*) = (Ap° + (1 — A\)pH)Tx*,

kde x* fesi nakladovy minimaliza¢ni problém, kdy vyrobce pocita s primérnymi cenami Ap® + (1 — \)p.
Nakonec uvazujme nakladovou izokvantu, ktera by byla vysledkem, jestlize vyrobce spotfebovava prumeér ze
dvou poéatecnich ndkladi AC° + (1 — \)C!, odpovidajicich priméru cen vstupi Ap® + (1 — A\)p'. Mnozina
nezdpornych kombinaci vstupi, kterd je bud na nebo pod nakladovou linif, je definovédna jako mmnoZina
S*={x:(Ap"+ (1 - N)pH)Ix < XC°+ (1 — \)C', x > 0y}. K ukédzéni konkavnosti C' potiebujeme ukazat,
7e C* > \C%+ (1 —\)C*! nebo (ekvivalentné) potiebujeme ukézat, ze S* obsahuje mnozinu S*. To mize byt
dokazano tak, Ze ndkladova izokvanta pifslusici mnoziné S*, L* = {x : (A\p’+(1-\)p')Tx = A\C°'+(1-\)C'}
protind prinik ndkladovych izokvant pifslusicich mnozinam S° a S*. Nakladové izokvanta pifslusici mnoziné
S LA ={x: (Ap’ + (1 — A)p")Tx = C*} je ziejmé soubéznd (paralelni) s L*. A koneéné L* musi byt bud
shodnd s L* nebo lezet nad ni, protoze kdyby L* byla pod L*, tak by existoval bod na u izokvanté, ktery
by lezel pod alespoii jednou z nékladovych izokvant L° = {x : p’"x = C°} nebo L' = {x: p'Tx = C'}, coz
by odporovalo minimalizaci ndkladi v x° nebo x*.

Vlastnost 5 pro C

Pro v8echna u € rangeF, C'(u, p) je spojita v p pro p > Oy. [Dukaz této vlastnosti je zalozen na vysledcich
ve Fenchelovi (1953, str.75) a Rockafellarovi (1970, str. 82).]

Vlastnost 6 pro C

C(u,p) je neklesajici v u pro pevné p, tj. jestlize p > Oy, u’, u' € rangeF, a u° < u!, pak C'(u’,p) <
C(u', p).



Dukaz:
Necht p > On, u®, u' € prostor F a u’ < u'. Pak

Cu',p) = m)jn{pTx CF(x) >u'}

Vv

min{p’x : F(x) > u°}, nebot kdyby u° < u', pak

{x:F(x)>u'} C {x: F(x) > 4"} aminimum
p’xnad vétsi mnozinou nemize rist

C(u,p).

V porovnani s predchézejicimi vlastnostmi nakladové funkce vyzaduje nasledujici vliastnost silny mate-
maticky aparat. Protoze tyto matematické zavéry jsou uzitecné nejenom v této kapitole, ale i v kapitolach
nasledujicich, na chvili odbo¢ime a uvedeme je.

V nésledujicich definicich necht S znaéi podmnozinu R, T je podmnozinou R¥, {z"} je posloupnost
bodu z mnoziny S a {y"} posloupnost bodu z mnoziny 7'. Pro tplnéjsi diskusi o nésledujicich definicich a
teoriich — viz. [3, Chapter 1 of the Handbook, Green a Heller].

Definice:

® je korespondence (mnohoznaéné zobrazeni) z S do T, jestlize pro kazdé x € S existuje neprazdna
mnozina obrazu ®(x), kterd je podmnozinou 7.

Definice:

Korespondence ® je shora semispojitd (neboli shora hemispojitd) v bodé z° € S, jestlize lim, 2" = 29,
y" € ®(z"), lim, y" = 3°, implikuje y° € ®(x°). Korespondence ® je zdola semispojitd v bodé z° € S,
jestlize lim, 2™ = 20, y° € ®(x°) implikuje, Ze existuje posloupnost {y"}, tak ze y* € ®(z") a lim,, y" = y°.

Korespondence ® je spojitd v 2° € S, jestlize je shora a zdola semispojitd v bodé °.

Lemma 2 [Berge (1963, p. 116)]:



® je shora semispojitd korespondence na S pravé tehdy, kdyz graf ® = {(z,y) : * € S,y € ®(x)} je
uzaviend mnozina S x T
Theorem shora semi-spogitého mazima [Berge (1963, p. 116)]

Necht f je shora spojitd funkce definovand na S x T, kde T je kompaktni (uzaviend, ohranicend)
podmnozina R¥. Piedpoklddejme, Ze ® je korespondence z S do T a Ze ® je shora semi-spojitd na S.
Pak funkce g definovand g(z) = maxy{f(x,y) : y € ®(x)} je jednoznacéné definovana a je shora semi-spojita
na S.

Theorem mazxima [Debreu (1952, pp. 889 — 890); (1959, p. 19); Berge (1963, p. 116)]

Necht f je spojitd funkce realnych hodnot definovand na S x 7', kde T je kompaktni podmnozina R.
Necht @ je korespondence z S do T' a necht ® je spojitd na S. Definujme (maximum) funkce g jako g(z) =
max,{f(z,y) : y € ®(x)} a korespondenci £ jako {(x) = {y : y € ®(z) a f(z,y) = g(z)}. Potom funkce g je
spojita na S a korespondence ¢ je shora semi-spojita na S.

Vlastnost 7 pro C'

Pro kazdé p > Oy, C(u,p) je zdola spojitd v u; tj. jestlize p* > Oy, u* € range F, u" € rangeF pro
vechna n, u! <w? <... alimu" = v*, pak lim, C(u", p*) = C(u*, p*).

Diukaz vlastnosti 7 se nachéazi v Diewert (1982).

Za tucelem priblizeni této vlastnosti v C, ¢tenar muze zjistit, ze je vyhodné zvolit N = 1 a nechat
produkéni funkce F'(x) jako nésledujici krokovact funkei (shora spojita) [Shepard (1970, p. 89)]:

F(z) = {0, jestlize 0 <z <;1, jestlize 1 <z < 2;2, jestlize2 <z <3;...}.
Pro p > 0 je odpovidajici ndkladova funkce C'(u, p) nésledujici (zdola spojitd) krokovaci funkce:

C(u,p) = {0, jestlize 0 = u;p, jestlize 0 < u < 1;2p, jestlize 1 <u < 2;...}.



Vyse uvedené vlastnosti nakladové funkce maji empirické dusledky, jak si ukdzeme pozdéji. Nicméné,
jeden dusledek muze byt uveden na tomto misté. Predpokladejme, ze muzeme sledovat naklady, vstupni ceny
a vystup (zisk) pro firmu a predpokladejme dale, ze mame ekonometricky odhadnutou néasledujici linearni
nakladovou funkei:

C(u,p) =a+ BTp+~yu (2.2)

kde « a v jsou konstanty a 8 je vektor konstant. Muze byt (2.2) skuteénou nékladovou funkei firmy ?
Odpoveédi je ne, jestlize firma konkurencné minimalizuje naklady a jestlize jedna ze dvou konstant « a v je
nenulovd, v tomto piipadé C' nevyhovuje Vlastnosti 2 (linedrni homogenita cen vstupu).

Nyni predpokladejme, ze mame urcenou néjakou skutecnou nakladovou funkci C' firmy, ale Ze nezname
produkéni funkei F' firmy (s vyjimkou toho, ze F' spliiuje Predpoklad 1). Jak muzeme pouzit danou nédkladovou
funkei C'(u, p) (spliujici vyse uvedené vlastnosti 1 — 7) k vytvoreni pislusné produkéni funkce F'(x) firmy 7

Odpovidajici k produkéni funkei u = F(x) je skupina produkénich isoploch {z : F(x) = u} nebo
skupina rovinnych mnozin L(u) = {z : F(x) > u}. Pro kazdé u € prostoru F' muze byt ndkladova funkce
pouzita k vytvoreni krajni aproximace mnoziny L(u) nasledujicim zpusobem. Vyberte ceny vstupu p' > Oy
a nakreslete povrch izokvanty {z : p*z = C(u,p')}. Mnozina L(u) musi lezet nad (a protinat) touto
mnozinou, protoze C(u,p') = min,{pTz : x € L(u)}; tj. L(u) C {z : pTz < C(u,p')}. Vyberte dalsi
dodatecné vstupni cenové vektory p* > Oy, p® > Oy, ... a graf povrchu izokvanty {x : p'Tz = C(u,p')}. Je
lehce vidét, ze L(u) musi byt podmnoZinou vech mnozin {x : p'Tz < C(u,p')}. Tedy:

L(u) C () {z:p"2s < Clu,p)} = L*(u), (2.3)

p>0nN

tj. L(u) mnozina skutecnych produkénich moznosti musi byt obsazena v mnoziné L*(u) krajnich apro-
ximovanych produkénich moznosti, ktera je obdrzena jako prunik vSech opérnych celkovych nakladovych
poloprostorti na skuteéné mnoziné technologii L(u).



x Na obréazku (2.1) je L*(u) oznacena pferusovanou
i PR carou. Povsimnéte si, ze okraj (hranici) této
mnoziny vytvaii aproximace skuteénych isokvant
u a ze tyto aproximované isokvanty se kryji se
skuteénymi jen zcasti, nemaji zpétné zakiiveni a
nekonvexni ¢asti skute¢nych isokvant.

Jestlize jiz byla skutetnd skupina mnozin L*(u)
aproximovanych produkénich moznosti vytvorena,
aproximované produkéni funkce muze byt defi-

Colpg

I
|
|
|
|

W‘A-Mv% novana jako

xc;’+(1_)‘)c(:' F*(z) = max{u:z € L*(u)}

Ap5 + (1-A)p!

pg + (1-1p3 = max{u : pT$ < C(“ap) (24)
e pro kazdé p > Oy}

pro x > 0Oy. VSimnéme si, ze maximalizacni
problém definovany ve (2.4) mé nekonecny pocet
omezeni (jedno omezeni pro kazdé p > Oy ). Tedy
(2.4) muze byt pouzito k definovani aproximované
produkéni funkce F™*, mame-li pouze nékladovou
Obrazek (2.1) funkci C'.

Je jasné (viz. obréazek 2.1), ze aproximovana produkéni funkce F* se nebude obecné prekryvat se skuteénou
funkci F. Je tedy také jasné, ze z hlediska sledovaného trzniho chovani, jestlize vyrobce konkurenéné mi-
nimalizuje naklady, potom nezalezi, zda vyrobce minimalizujici ndklady podléhd omezeni produkéni funkce
dané jako F' nebo F™*: pozorovana trzni data nas nikdy neprivedou ke zjisténi, zda vyrobce ma vyrobni funkci
F' nebo aproximovanou funkci F™.

Je také jasné, ze jestlize chceme, aby se aproximovana produkéni funkce F* kryla se skuteénou funkei F,



pak je nezbytné, aby F' splnovala néasledujici dva predpoklady:

Predpoklad 2 pro F
F je neklesajici, tj. jestlize * > z' > Oy, pak F(z?) > F(z!).

Predpoklad 3 pro F

F' je kvazi-konkavni funkce, tj. pro kazdé u € prostoru F', L(u) = {x : F(x) > u} je konvexni mnozina.

Jestlize F' splnuje Predpoklad 2, potom zpétné zakfiveni izokvant nemuze nastat, jestlize F' splnuje
Predpoklad 3, potom nekonvexni izokvanty, znazornéného modelu, na obrazku 2.1, nemohou nastat.

Neni prilis obtizné si vSimnout, ze pokud F' spliuje Predpoklady 1-3 a nakladova funkce C' se pocita
podle (2.1), potom aproximovand produkéni funkce F* (spocitand podle (2.4)) se bude kryt se skutecnou
produkéni funkei F, tj. je zde dualita mezi ndkladovymi funkcemi spliujicimi Vlastnosti 1-7 a produkénimi
funkcemi spliujicimi Predpoklady 1-3. Prvni ¢lovék, ktery dokazal Theorem formélni duality byl Shephard
(1953).

V nésledujici ¢asti si uvedeme podobny Theorém duality po zavedeni nékterych silnéjsich podminek na
prislusnou produkéni funkei F.

Nésledujici vysledek je podklad pro mnoho teoretickych a empirickych aplikaci teorie duality.

Lemma 3 [Hicks (1946, p. 331); Samuelson (1947, p. 68); Karlin (1959, p 272); a Gorman (1976)]

Predpokladejme, ze produkéni funkce F' splnuje Predpoklad 1 a ze nakladovéa funkce C' je definovéna
pomoci (2.1). Necht u* € prostoru F, p* > Oy a predpokladejme, Ze z* je fesen{ minimalizace ndkladu pii
produkci u*, kdyz ceny vstupu p* existuji, tj.

C(u*,p*) = min{pTx : F(z) > u*} = pTa*. (2.5)

Jestlize navic je C' derivovatelna podle cen vstup; v bodé (u*, p*), pak:

= V,C0 ), (2.6)



kde
V,C(u*,p*) = [0C(u*, pt, ..., pi/Op1, ..., 0C(u*, pt, ..., py)/Opn]"

je vektor prvnich parcialnich derivaci C' podle slozek cenového vektoru vstuptu p.

Dukaz:
Libovolny vektor vhodnych vstupnich cen p > Oy, z* je pripustny pro problém minimalizace nakladu
definovany pomoci C'(u*, p), ale neni nutné optimélni, tj. pro kazdy p > 0y mame nasledujici nerovnost:

et = O (u',p). (2.7)

Pro p > Oy definujme funkci g(p) = pTa* — C(u*,p). Z (2.7) plyne, ze g(p) > 0 pro p > Oy a z (2.5)
g(p*) = 0. Tedy, g(p) nabyvé globdlniho minima v p = p*. Protoze g je diferencovatelnd v p*, musi byt
splnéna prvni nezbytnd podminka pro lokalni minimum:

Vpg(p") = 2" = V,C(u",p") = Oy,
které implikuje (2.6). Q.E.D.
Tedy derivace ndkladové funkce vyrobce C'(u,p) podle cen vstupu p davd vyrobcuv systém funkef
poptavky po vstupech, ktery minimalizuje néklady z(u,p) = V,C(u, p).
Vyse uvedena lemma by méla byt peclivé srovnana s nasledujicim zavérem.
Lemma 4 [Shephard (1953, p. 11)]

Jestlize ndkladova funkce C(u,p) splituje Vlastnosti 1-7 a navic je diferencovatelnd podle cen vstupu
v bodé (u*, p*), pak

z(u*, p*) = V,C(u*,p"), (2.8)
kde z(u*,p*) = [z1(u*,p*),...,zx(u*,p*)]’ je vektor mnozstvi vstupti minimalizujici naklady potfebnych
k vytvoreni u* jednotek vystupu, mame-li ceny p*, kde prislusnd produkéni funkce F* je definovana pomoci
(2.4), u* € prostoru F* a p* > 0Oy.



Rozdil mezi Lemmatem 3 a Lemmatem 4 je, ze Lemma 3 predpokldda existenci produkéni funkce F'
a nestanovuje vlastnosti nakladové funkce, kromé derivovatelnosti, zatimco Lemma 4 predpoklada pouze
existenci nakladové funkce splnujici ptislusné podminky regularity a odpovidajici produkéni funkce F™* je
Lemma 3: za ucelem ziskdni podobného systému vstupnich poptavkovych funkei, vSe, co musime udélat
je predpokladat funkéni tvar C', ktery spliuje piislusné podminky regularity a derivovat C' podle slozek
cenového vektoru vstupu p. Neni nutné odhadnout odpovidajici produkéni funkei a také neni nutné trvat na
nékdy obtizné algebte pii derivovani funkci poptavky po vstupech prostirednictvim Lagrangeovych technik.

Historické pozndmky

Tvrzeni, ze existuji dva nebo vice ekvivalentni zptusoby popisujici vykony a technologii, tvori jadro teorie
duality. Matematickym zdkladem pro ekonomickou teorii duality je Minkowského Véta (1911), uvedend
v Fenchel (1953, p. 48-50) a Rockafellar (1970, p. 95-99): kazdd uzaviend konvexni mnozina muze byt
reprezentovana jako prunik svych opérnych podprostoru. Tedy, za jistych podminek, uzaviena konvexni
mnozina L(u) = {z: F(x) > u,z > Oy} muze byt reprezentovana jako prunik podprostoru generovanych
nékladovymi izoplochami dotykajicimi se mnoziny produkénich moznosti L(w), N, {z : p"z > C(u,p)}.

Jestlize spotiebitel (vyrobce) mé rozpocet y > 0, ktery spotiebuje na N komodit, pak maximalni uzitek
(nebo vystup) pii cendch p > 0y muze obdrzet jako feseni rovnosti y = C'(u, p) nebo fesenim

1= C(u.p/y) (2.9)

(kde upotiebime linedarni homogenitu C' v p) pro u jako funkci normalizovanych cen, p/y-. Nazvéme vyslednou
funkei G, tak ze u = G(p/y). Alternativné, G muze byt definovéana piimo z produkéni funkce F' nésledujicim
zpusobem pro p > Oy, y > 0:

G*(p,y) =max {F(z):p'z <y,z >0y} (2.10)

G<§> = max {F(x): (g)T:cg 1,1:20N}.

nebo



Houthakker (1951-52, p. 157) nazval funkci G neprimou uzitkovou funkci a, stejné jako nédkladovou funkei
C, také mize charakterizovat preference nebo technologické zvlastnosti za jistych podminek (Cést 4 déle).
Duvod pro uvedeni tohoto u této ¢asti oddilu je, ze historicky to bylo zavedeno do ekonomické literatury
pred nékladovou funkci od Antonelliho (1971, p. 349) v 1886 a potom Koniisem (Konyus) (1924). Tedy,
prvni ¢lanek, ktery pripustil, ze preference mohou byt ekvivalentné popsany piimou nebo nepiimou funkci
uzitku ukdzal Konyus a Byushgens (1926, p. 157), ktefi si vSimli, ze rovnice u = F(x) a u = G(p/y) jsou
ekvivalentni pro stejné body, ale v odlisnych soutadnicich: prvni rovnice je v bodovych souradnicich, zatimco
druhd v rovinnych a te¢nych souradnicich. Konyus a Byushgens (1926, p. 159) také zavedli minimalizacni
problém, ktery dovoluje odvodit primou uzitkovou funkci z nepiimé uzitkové funkce a, konecné, znazornili
do grafu ruzné preference v cenovém prostoru pro piipad dvou druhu zbozi.

Teorie duality v anglicky psané literature pravdépodobné zacala dvéma clanky od Hotellinga (1932,
1935), ktery asi jako prvni ekonom uzil slovo dualita:

Stejné tak jako mame uzitkovou funkci u spotiebnich veli¢in, jejichz derivaci
jsou ceny, tak mame dudalné funkci cen, jejiz derivaci jsou spotiebni veliciny.
[Hotelling (1932,p. 594)].
Hotteling (1932, p. 594) také pripustil, ze ndkladové funkce muze byt zobrazovana kiivkami, které jsou
konkavné rostouci, tj. poznal, ze nakladova funkce C'(u,p) by vyhovovala doplnéné podmince v p.
Hotelling (1932, p. 590; 1935, p. 68) také zavedl ziskovou funkci I1, kterd poskytuje jesté dalsi zpusob jak
muze byt popsana technologie klesajicich vynosu z rozsahu. S pouzitim naseho zapisu je funkce I definovana
jako
II(p) = max {F(z) —pz} (2.11)

Hotelling urcil, Ze poptévkové funkce, maximalizujici zisk [z1(p), ..., zx(p)]" = 2(p), mohou byt obdrzeny
diferencovdnim ziskové funkce, tj. z(p) = —V,II(p). Tedy, jestlize je II tiidy C?, tak lze snadno odvodit Ho-
tellingovy podminky symetrie (1935, p. 69):

8:172- 821_1 835j
_ _ 9Ty 2.12
op; () 0D, () (p) (2.12)




Roy (1942, p. 20) definoval nepifmou uzitkovou funkci G* jako v (2.10) vySe a potom odvodil analogii
Lemma 3, vyse uvedené, kterd je nazvdna Royova identita (1942, pp. 18-19),

Y\ _ VG (p,y)
x (y) = .G (2.13)

kde z(p/y) = [x1(p/y), - .., za(p/y)]" je vektor poptévkovych funkei maximalizujicich uzitek ziskanych tak,
ze spotiebitel (vyrobce) mé ceny p > Oy a duchod y > 0 na spotiebu. Roy (1942, pp. 24-27) ukézal, ze G*
se snizuje v cené p, v duchodu a homogenni stupné 0 v (p,y); tj. G*(A\p, \y) = G*(p,y) pro A > 0. Tedy
G*(p,y) = G*(p/y,1) = G(p/y) = G(v), kde v = p/y je vektor normalizovanych cen. V ¢lanku z roku 1947
Roy odvodil nasledujici verzi Royovy identity (1947, p. 219), kde nepiima uzitkové funkce G je pouzita misto

G*:
= E ,=1,2,...,N. 2.14
(97)1 / ()U] , ! T ’ ( )

Francouzsky matematik Ville (1951, p. 125) také odvodil uzitecné vztahy (2.14) v roce 1946. Snad proto
by méla (2.14) byt nazyvéana Villeho identita. Vllle (1951, p. 126) si vsiml, ze jestlize prima uzitkova funkce
F(r) je linedrné homogenni, potom nepifimd funkce G(v) =  max  {F(z) vTz < 1,
r > Oy} je homogenni stupné —1, tj. G(Av) = A 'G(v) pro A > 0,v > 0, a tedy —G(v) =
= Zjvzl v; (0G(v)/0v;). Substituce posledni identity do (2.14) dévé jednodussi rovnici (viz. také Samuelson
(1972)]:

zi(v) = —0InG(v)/0v,, i=1,2,...,N. (2.15)

V tomto oddile by mél byt také uveden Antonelli (1971, p. 349), ktery ziskal Royovu verzi identity v 1886
a Konyus a Byushgens (1926, p. 159) téméi odvodili toto v roce 1926 nésledujicim zpusobem: vzali v tivahu
problém minimalizovaného nepifmého uzitku G(v) s normalizovanou cenou v pii omezeni v’z = 1. Jak si
Houthakker (1951-52, pp. 157-158) pozdéji v§iml, tento minimalizaéni problém s omezenim generuje piimou
uzitkovou funkci, tj. pro x > Oy mame:

F(z) = mvin{G(v) vz < 1,0>0n} (2.16)



Konyus a Byushgens ziskali podminky prvniho fddu pro problém (2.16): V,G(v) = px. Jestlize vylou¢ime
Lagrangetv multiplikdtor 1 z tohoto posledniho systému rovnic uzitim v'z = 1, ziskdme vztah oz =
V.G(v)/vTV,G(v), ktery je v (2.14) zapsan ve vektorovém tvaru. Konyus a Byushgens vsak tento posledn{
krok presné neprovedli.

Jiné pozoruhodné pojednani napsal Wold (1943-44). Definoval zde nepiimou uzitkovou funkci G(v)
(nazval ji ,funkce cenové preference®) a ukazal, ze plochy indiference cenového prostoru jsou konvexni
k pocatku nebo linedrni,tj. ukazal, ze G(v) je kvazikonvexn{ funkce' pii normalizovanych cendch v. Woldova
rand prace je shrnuta v Wold (1953, str. 145-148).

Malmquist (1953, str. 212) také definuje neptimou uzitkovou funkci G(v) a ukazuje, Ze je to kvazikonvexni
funkce ve v.

Jestlize produkéni funkce F' vyjadiuje konstantni vynosy z rozsahu produkce (tj. F(Ax) = AF(x)
pro véechna A > 0,2 > Oy) a je spojitd, potom se odpovidajici ndkladova funkce rozkladd nasledujicim
zpusobem:

Necht u > 0,p > Op; potom

Clu,p) = min{p'a: Fz) = u}
= min{up' (z/u) : F(z/u) > 1}
= u mZin{pTz D F(2) > 1}
u C(1,p). (2.17)

(Vyse uvedeny dukaz predpokldda, ze existuje alespon jedno z* > 0 takové, ze F(x*) > Oy, takze mnozina
{z : F(z) > 1} je neprazdna.) Samuelson (1953-54) predpokladd, ze produkéni funkee F' je linedrné homo-
genni a podléhd zobecnénému zdkonu klesajicich vinosiu, F(x' + x7) > F(x') + F(x”) (ktery je ekvivalentni
konkdvnosti F', pokud je F' linedrné homogenni). Definuje (str. 15) jednotkovou nakladovou funkci C'(1, p)
a zjistuje, ze C(1,p) méa stejné vlastnosti v p jako F' v z. Také poznamenéava (str. 15), Ze rovina na plose

TFunkce G je kvazikonvexni pravé tehdy, kdyz (—G) je kvazikonkavni.



odpovidajici jednotkovému vystupu (oblast nekoneéné substituénosti) bude odpovidat rohu na jednotkové
nékladové ploge. Tuto poznamku uéinil jiz Shephard (1953, str. 27-28).

Shephardova monografie z roku 1953 se zd4 byt prvnim modernim, pfesnym pojednanim o teorii duality.
Shephard (1953, str. 13-14) uvadi, ze nakladovou funkci C(u, p) muzeme interpretovat jako opérnou funkei
pro mnozinu {z : F'(xz) > u}, a uziva tohoto faktu k urceni vlastnosti C'(u, p) vzhledem k p. Shephard (1953,
str. 13) také zminuje Minkowského vétu (1911) o konvexnich mnozindch a Bonnesenovu a Fenchelovu mono-
grafii o konvexnich mnozinach. Musime poznamenat, ze Shephard neobjevil pfimo dualitu mezi produkénimi
a nakladovymi funkcemi, objevil dualitu mezi produkénimi a distanénimi funkcemi, kterou budeme definovat
v dalsi ¢asti, a pak mezi distanénimi a nakladovymi funkcemi.

Shephard (1953, str. 4) definuje homotetickou produkéni funkci. Je to takova funkce, kterou lze napsat
ve tvaru

kde f je homogenni funkce stupné jedna a ¢ je spojitd, rostouci funkce f. Sezndmime se s nasledujicimi
dodateénymi predpoklady o F' (nebo f):

Predpoklad 4 o F
F je (nezédporné) linedrné homogenni; tj. jestlize x > Oy, A > 0, pak F(Ax) = A\F(x).
Predpoklad 5 o F
F je slabé pozitivni; tj. pro kazdé x > Oy, F'(z) > 0, ale F'(z*) > 0 pro alesponi jedno z* > Q.
Nyni muzeme usuzovat, ze ¢(f) je spojitd, rostouci funkce jedné proménné pro f > 0 a ¢(0) = 0.

Za téchto podminek existuje inverzni funkce ¢!, kterd m4 stejné vlastnosti jako ¢. Pro vsechna f > 0
plati ¢~ p(f)] = f. Jestlize f(z) splituje vyse uvedené predpoklady 1, 4 a 5, potom se nakladovéa funkce



odpovidajici F(z) = ¢[f(z)] rozkladd ndsledovné:
necht v > 0,p > Oy; pak
C(u,p) min, {p'z : ¢[f(x)] > u}
= min{p’: f(z) > ¢~ [u]}
= ¢ u]ming{p"(x/¢7 [u]) : fx/d7 [u]) > 1}, (2.18)
kde ¢~ tu] > 0 pro u > 0,
= ¢ '[ule(p),

kde c(p) = min,{p' 2 : f(2) > 1} je funkce jednotkovyjch ndkladi, kterd odpovida linedrné homogenni funkci
f, nezéaporné (kladné) linearné homogenni, neklesajici, konkavni a spojité funkei p (viz vyse vlastnosti 1-5).
Nebudeme, jako obvykle, schopni odvodit puvodni produkéni funkei ¢[f ()] z ndkladové funkce (2.18), ledaze
by f také spliiovala vyse uvedené predpoklady 2 a 3. Shephard (1953, str.43) obdrzel faktorizaci (2.18) pro
nakladové funkce odpovidajici homotetickym produkénim funkeim.

Shephard (1953, str.28-29) uvadi ruzné praktickd vyuziti teorie duality:

(i) jako pomucka pii agregaci proménnych,

(ii) v ekonometrickych studiich produkce v piipadé, ze nejsou dostupnd vstupni data, ale naklady, vstupni
ceny a vystupni data dostupna jsou,

(iii) jako pomucka pti odvozovéni srovnévacich neménnych vysledku.

Shephard odvodil, nebo predpovédél mnoho teoretickych vysledku a praktickych aplikaci teorie duality.

Vénujme se nyni uréitym vysledkum odvozenym v této kapitole. McFadden (1966) ukézal, ze minimum
z definice (2.1) existuje, pokud F' spliuje predpoklad 1. Vlastnost 1 obdrzel Shephard (1953, str. 14),
vlastnost 2 Shephard (1953, str. 14) a Samuelson (1953-54, str. 15), vlastnost 3 Shephard (1953, str. 14),
vlastnost 4 Shephard (1953, str. 15) [nasi metodu dukazu pouzil McKenzie (1956-57, str. 185)], vlastnosti 5
a 6 Uzawa (1964, str. 217) a konecné vlastnost 7 ziskal Shephard (1970, str. 83).



Metodu konstrukce mnozin piibliznych produkénich moznosti L*(u) pomoci ndkladové funkce odvodil
Uzawa (1964).

Velmi dulezita je skutecnost, ze priblizné izokvanty neobsahuji zpétné zahnuti, nebo nekonvexni ¢ésti
pravych izokvant. V souvislosti s teorii spotiebitele na to upozornuje Hotelling (1935, str. 74), Wold (1943,
str. 231; 1953, str. 146) a Samuelson (1950b, str. 359-360) a v souvislosti teorie produkce McFadden (1966,
1978a). Abychom tuto skute¢nost zduraznili, budeme citovat Hotellinga a Samuelsona.

Jestlize bude mit indiferen¢ni kfivka pro ndkupy vinity charakter, na nékterych ¢astech bude kon-
vexni k poc¢atku a na ostatnich ¢astech konkdavni. Musime uéinit zavér, ze muzeme povazovat za
podstatné pouze ty casti, které jsou konvexni k pocatku. Ostatni jsou vpodstaté nepozorovatelné.
Muzeme je objevit pouze v nespojitostech, které mohou nastat v poptavce s nestalymi cenovymi
pomeéry, které vedou k nec¢ekanym zménam smeéru teény ke grafu poptavky v misté nespojitosti,
pokud je primka pootocena. Ale zatimco takovéto nespojitosti mohou odhalit existenci mezery,
nemohou nikdy zméfit jeji hloubku. Pokud existuji konkavni ¢ésti indiferenénich kiivek a jejich
vicerozmérné zobecnéni, museji navzdy zustat v neméfitelné temnoté. [Hotelling(1935, str.74),
vlastni preklad]

Musime poznamenat, ze na konkurenénim trhu nemuzeme pozorovat body, kde jsou indiferen¢ni
kiivky spiSe konvexni nez konkavni. Takové body jsou navéky zahaleny v temnoté — pokud
neucinime naseho spotiebitele monopolistou, ktery si vybird mezi zbozim lezicim na velmi kon-
vexni rozpoctové krivce, (kterda zohledniuje cenu zbozi, které spotiebitel nakupuje). V monop-
sonnim pripadé muzeme v bodé rovnovahy klidné odvodit sklon spotiebitelovy indiferenéni kiivky
od sklonu pozorovaného omezeni. [Samuelson (1950b, str. 359-360), vlastni preklad]

N4&s dukaz lemmatu 3 sleduje dukaz pripsany Diamondem a McFaddenem (1974, str. 4) M. W. Gormanovi,
nicméné stejnd metoda dukazu byla pouzita také Karlinem (1959, str. 272). Hicksuv a Samuelsonuv dukaz
lemmatu 3 predpokladé diferencovatelnost produkénich funkei a uziva podminku prvniho fadu pro nékla-
dovou minimalizaci soucasné s vlastnostmi omezeni. V nasi citaci uvedené vyse Hotelling (1932, str. 594)



naznacuje, ze také obdrzel Hicksovy (1946, str. 331) a Samuelsonovy (1947, str. 68; 1953-54, str. 15-16)
vysledky v nepatrné odlisném kontextu.

3 Dualita mezi ndkladovymi a agregaé¢nimi (produkénimi nebo
uzitkovymi) funkcemi

V této casti predpoklddejme, ze agregacni funkce F' spliiuje nasledujici vlastnosti:

Podminky I pro F

(i) F je realnd funkce N proménnych definovand na nezéporném ortantu 2 = {z : = > Oy} a spojitd na
svém definicnim oboru.

(ii) F je rostouct, t.j. " > x' > Oy implikuje F'(z") > F(2').
(i) F je kvazikonkdvnd funkce.

Poznamenejme, ze uvedené vlastnosti (i) a (ii) jsou silngjsi nez predpoklady 1 a 2 o F' u¢inéné v predchozi
¢asti. To znamend, ze muzeme odvodit o néco silnéjsi podminky pro nékladovou funkei C'(u, p), kterd od-
povidd F'(z) spliujici podminky I.

Necht U je obor hodnot funkce F. Z (i) a (ii) je vidét, ze U = {u : u < u < 4}, kde w = F(Oy) < 4.
Poznamenejme, ze nejmensi horni zavora u muze byt konecné ¢islo nebo 4+o00. Pii aplikaci teorie spottebitele
nemame duvod predpokladat, ze @ je kone¢né ¢islo (tj. @ muze byt rovno —oo), ale to jenom mirné ubird
na obecnosti.

Definujme mnozinu kladnych cen P = {p: p > Oy}.

Veta 1



Jestlize F' spliituje podminky I, pak C(u,p) = min.{p'x : F(z) > u} je definovand pro vSechna u € U
a p € P splnujici podminky IT uvedené nize.
Diikaz viz. Diewert(1982).

Podminky II pro C

(i) C(u,p) je redlnd funkce N + 1 proménnych definovand na U x P bodové spojitd v (u,p) v definiénim
oboru.

(ii) C(u,p) =0 pro kazdé p € P.

(iii) C(u,p) je rostouci v u pro kazdé p € P; t.j. pokud p € P,u/,v” € U pii ' < u”, potom C(u/,p) <
C(u”,p).

(iv) C(u,p) = +oo pro kazdé p € P; tj. jestlize p € P,u" € U,lim, u" = @, potom lim,, C'(u", p) = +00.

(v) C(u,p) je (pozitivné) linedrné homogenni v p pro viechna u € U; tj. w € U, X\ > 0,p € P implikuje
Cu, Ap) = AC(u, )

(vi) C(u,p) je konkdvni v p pro vsechna u € U.

(vii) C(u,p) je rostouci vp prou >uau € U.
(viii) C je takova, ze funkce F*(x) = max,{u: p'x > C(u,p) pro kazdé p € P,u € U} je spojita pro x > Oy.
Dusledek 1.1

Jestlize C(u,p) spliuje podminky II uvedené vyse, potom defini¢ni obor C' muze byt rozsiten z U x P na



U x Q. Rozéffend funkce C' je spojitd v p prop € Q= {p:p > Oy} pro viechna u € U. *
Dusledek 1.2

Pro kazdé x > Oy, F*(x) = F(z), kde F* je funkce definovand nakladovou funkci C' v bodé (viii) podminek
IL.

Dusledek 1.2 ukazuje, ze nakladova funkce dokéze kompletné popsat produkéni funkei, kterd splnuje
podminky I; tj. uzijeme-li McFaddenovu (1966) terminologii, ndkladova funkce je postacujici statistika pro
produkéni funkei.

Dukaz véty 1 je ptimy s vyjimkou bodu (i) a (viii), které obsahuji vlastnost spojitosti produkéni nebo
nakladové funkce. Spojitost se jevi jako obtizny pojem teorie duality. Proto se snazime této vlastnosti
v predchozi ¢asti vyhnout tak, jak je to jen mozné. O problému spojitosti jiz diive diskutovali Shephard
(1970), Friedman (1972), Diewert (1974a), Blackorby, Primont a Russell (1978) a Blackorby a Diewert (1979).

Abychom dokézali vztah mezi spojitosti L(u) a tim, ze C'(u, p) je spojita na U x P, pozadujeme, aby byla
funkce F' rostouci (vlastnost I(ii)).* Pokud je vlastnost I(ii) nahrazena predpokladem slabé monotonie (tak,
jako nas stary predpoklad 2 o F' z predchozi ¢ésti), pak ndhorni rovina na grafu F' (,tlusté“ indiferenéni
plochy v jazyce teorie uzitku) zpusobi nesouvislosti v C' vzhledem k w [srov. Friedman (1972, str. 169)].

Poznamenejme, ze 11(ii) a II(iii) implikuji, ze C'(u,p) > 0 pro u > @ a p > Oy a ze II(iv) neni nezavisla
vlastnost C', protoze plyne z II(ii), (iii), (v) a (vi). poznamenejme také, ze F' neni ryze kvazikonkavni, tj. ze
mnozina produkénich moznosti L(u) = {z : F(x) > u} je ryze konvexni.

Konecné, je zrejmé, ze mame-li danou pouze ndkladovou funkci podniku C, muzeme pouzit funkci F™* defi-

1C(u,p) nemusi byt striktné rostouci v u, pokud p lezi na hranici Q. Napt. uvazme funkci f(z1,22) = 1, kterd méa dudlni
nékladovou funkei C'(u, p1,p2) = pru, kterd nenf rostouci v u, pokud p; = 0.

$Friedman (1972) ukazuje, ze I(ii) a spojitost shora (piedpoklad I o F' v predchozi ¢ésti) postacuji k implikaci joint spojitosti
C na U x P. Nicméné, pokud nebudeme pfedpoklddat vlastnost aditivity F, ze spojitosti zdola nemuzeme vyvodit, ze C(u,p)
je rostouci v u pro p € P (vlastnost, kterd plyne z I(i) az I(ii)).



novanou ve smyslu nédkladové funkece v II(viii), abychom vytvofili produkéni funkei podniku. Tato skutecnost
je formalné zapséana v nasledujici véte.

Veta 2

Jestlize C spliuje podminky IT uvedené vyse, potom F™* definovand I1(viii) spliiuje podminky I. Navic, pokud
C*(u,p) = ming{p'x : F*(x) > u} je ndkladovd funkce definovana F*, potom C* = C.

Disledek 2.1

Mnozina supergradientu C' vzhledem k p v bodé (u*,p*) € U x P,0C(u*,p*) je mnozinou feseni problému
nakladové minimalizace min,{p* "z : F*(x) > u*}, kde F* je agregaéni funkce odpovidajici dané nakladové
funkei, kterd spliuje podminky II. [Supergradienty splnuji z* € OC(u*,p*) pravé tehdy, kdyz C(u*,p) <
C(u*,p*) + 2*T(p — p*) pro viechna p > O]

Dusledek 2.2 [Shephardovo (1953, str. 11) lemmal]

Jestlize C spliiuje podminky II a kromé toho je diferencovatelné vzhledem k cendm vstupu v bodé (u*, p*) €
U x P, potom fesenf z* problému nékladové minimalizace min,{p*'z : F(z) > u*} je jediné a je rovno
vektoru parcidlnich derivaci funkce C'(u*, p*) podle prvku vektoru cen p; tj.

" =V,C(u*,p"). (3.1)

Ptedchozi dvé véty poskytly verzi Shephardovy (1953, 1970) véty o dualité mezi ndkladovymi a agerga¢nimi
funkcemi. Podminky pro C', které odpovidaji nasim podminkam I pro F, se zdaji byt zfejmé kromé bodu
[I(viii), ktery nezbytné zarucuje spojitost agrega¢ni funkce F* odpovidajici dané nédkladové funkci C.
Podminku II(viii) muzeme vynechat, jestlize zesilime podminku II(iii): C(u,p) je rostouci v u pro kazdé
p nalezejici do S = {p : p > Oy, 14p = 1}. Lze ukdzat, Ze vysledné F* je spojité [srov. Blackorby, Pri-



mont a Russell (1978)]. Mnoho uZiteénych funkcionalnich tvarii vak nesplituje zesfleni podminky II(iii).
Alternativni metoda, jak se zbavit podminky II(viii), krerd zachovava spojitost piimé agregacni funkce F™*
odpovidajici dané nékladové funkci C, je objevit lokalni véty o dualité, tj. predpokladejme, ze C spliuje
podminky II(i)-II(vii) pro (u,p) € U x P, kde P je nyni omezeno na kompaktni, konvexni podmnozinu
kladného ortantu. Lokélné spojita funkce F™* muze byt definovand pomoci C' a naopak méa C' jako svou
nékladovou funkci na U x P. Tento piistup provozuji Blackorby a Diewert (1979).

Historické pozndmky

Véty o dualité mezi F' a C' dokézali za ruznych podminek Shephard (1953, 1970), McFadden (1962), Chipman
(1970), Hanoch (1978), Diewert (1971a, 1974a), Afriat (1973a) a Blackorby, Primont a Russel (1978).

Véty o dualité mezi C' a droviovymi mnozinami F, L(u) = {z : F(z) > u} dokdzali Uzawa (1964),
McFadden (1966, 1978a), Shephard (1970), Jacobsen (1970, 1972), Diewert (1971a), Friedman (1972) a
Sakai (1973).

4 Dualita mezi primymi a neprimymi agregacnimi funkcemi

Predpoklddejme, ze piimé agregacni (uzitkové nebo produkéni) funkce F' spliuji Podminky I vypsané
v predchozi ¢asti. Zakladni optimaliza¢ni problém, o kterém budeme v této ¢asti uvazovat, je problém maxi-
malizace uzitku (nebo vystupu) F(x), ktery podléha rozpoctovému omezeni p'z < y, kde p > Oy je vektor
cen komodit (nebo vstupu) a y > 0 je mnozstvi penéz, které muze spotiebitel (vyrobce) utratit. Protoze
y > 0, miZzeme rozpoctové omezeni p'x < y nahradit v’z < 1, kde v = p/y je vektor normalizovanych cen.

INapi. uvazme funkci C(u,p) = b' pu, kde b > Oy, ale b neni > Oy. Tato funkce odpovida Leontiefové agregacni funkci
nebo agregacni funkci s pevnymi koeficienty.



Neprima agregacni funkce G(v) je definovand pro v > Oy jako

G(v) =max{F(z):v'2 <1,z > 0n}. (4.1)
Véta 3

Jestlize piimé agregacni funkce F' spliuje podminky I, potom nepiima agregacni funkce G spliuje nasledujici
podminky:

Podminky I1I pro G

(i) G(v) je redlnd funkce N proménnych definovand na mnoziné kladnych normalizovanych cen V = {v :
v > Oy} a na tomto definicnim oboru je spojitd.

(i) G je klesajict; tj. jestlize v > v' > Oy, pak G(v") < G(v').
(iii) G je kvazikonveznina V.

(iv) Gl je takové, ze funkce Fi(z) = min, {G(v) : v’z < 1,v > Oy} definovans pro z > Oy je spojité na
tomto definiénim oboru a ma spojité rozsiteni** na nezéporny vysek Q = {z: z > Oy}.

IG zde je rozsiteni G na nezaporny vysek, které je definovano Fenchelovou (1953) uzdvérovou operac; tj. definujme nadgraf
ptvodniho G jako I' = {(u,v) : v > On,u > G(v)}, definujme uzavér T jako T' a definujme roziirené G jako G(v) = inf,{u :
(u,v) € T} pro v > Oy. Vysledné rozsiiené G je zdola spojité (mnoziny {v : G(v) < u,v > Ox} jsou uzaviené pro viechna
u). Pokud je oborem hodnot funkce F mnozina U = {u : & < u < u}, kde @ < @, potom obor hodnot nerozsifeného G je
{u: 7% < u < @} aobor hodnot rozsifeného G je {u : & < u < u}, takze pokud @ = 400, potom G(v) = 400 pro v = Oy a
definovand pro ostatni body v na hranici nezdporného ortantu.

** [ je rozsifens na nezdporny vysek Fenchelovou uzdvérovou operaci: definujme podgraf pivodniho F jako A = {(u, ) :
2> Oy, u < F(z)}, definujme uzéver A jako A a definujme rozsiienou F' jako F(z) = sup,{u : (u,z) € A} pro z > Oy
Jestlize je nerozsitena funkce a spojitd pro x > Oy, lze dokézat, Ze rozsirena funkce F je spojita shora pro x > Oy. Podminka
ITI(iv) implikuje, Ze rozsitend funkce F' je spojitd zdola pro = > O .



Dusledek 3.1

Piimé agregacni funkce F' muze byt opét ziskdna z nepiimé agregacni funkce G; tj. pro z > Oy, F(z) =
min, {G(v) :v'z < 1,v > Oy}

Dusledek 3.2

Necht F' splituje podminky I a necht z* > Oy. Definujme uzavienou konvexni mnoZinu normalizovanych
opérnych nadrovin v bodé z* jako uzavienou konvexn{ mnozinu H(z*) = {z : F(z) > F(x*),r > Oy}.1T
Pak (i) H(z*) je mnozina feseni nepiimého uzitkového (nebo produkéniho) minimalizaéniho problému
min,{G(v) : v'z* < 1,v > Oy}, kde G je nepifma funkce, kterd odpovidd F podle definice (7.4) a (ii)
pokud v* € H(x*), pak z* je feSenim piimého uzitkového (nebo produkéniho) maximalizaéniho problému
max,{F(z):v*"z <1,z > 0y}

Disledek 3.3 [Hotellingova (1935, str. 71); Woldova (1944, str. 69-71; 1953, str. 45) identital

Jestlize F' spliuje podminky I a navic je diferencovatelnd pro z* > Oxn s nenulovym vektorem gradientu
VF(xz*) > Oy, potom z* je feSenim piimého uzitkového (nebo produkéniho) maximalizaéniho problému
max,{F(z) : v*Tx < 1,z > Ox}, kde
VF(z*
o= VP (4.2)
x*TVF(z¥)

Systém rovnic (4.2) zname pod pojmem systém inverznich poptdvkovijch funkct, i-ta rovnice

pi/y = v = [0F(x")/0x;] / [Z T;0F (v /8:1:']]

T Jestlize v* € H(z*), pak v*Tz* = 1,2* > Oy a F(z) > F(z*) implikuje v* "2 > v*T2* = 1. Uzavienost a konvexnost
H(x*) ukézal Rockafellar (1970, str. 215).




vyjadiuje cenu i-té komodity p; podélenou vydaji y jako funkci vektoru mnozstvi x*, které si spotiebitel
nebo vyrobce vybere, pokud bude maximalizovat F(z) pfi rozpoctovém omezeni v*'z = 1.

Nyni budeme predpokladat, ze mame danu dobfe se chovajici nepiimou agrega¢ni funkci G' a ukazeme,
ze pomoci této funkce 1ze definovat dobte se chovajici funkci F' takovou, ze G je jeji neptiméa funkce.

Veta 4
Predpokladejme, ze G spliuje podminky III. Potom F (x), kterd je definovand pro x > Oy

F(z) = mvin{G(v) vz < 1,0 >0y} (4.3)

mé rozsifeni na x > Oy, které spliiuje podminky I. Navic, jestlize definujeme G*() = max,{F(z) : v a <
1,2 > On} pro v > Oy, potom G*(v) = G(v) pro vSechna v > Oy.

Dusledek 4.1

Necht G spliuje podminky III a necht v* > Ox. Definujme uzavienou konvexni mnozinu normalizovanych
opérnych nadrovin v bodé v* jako uzavienou konvexni mnozinu H*(v*) = {v : G(v) < G(v*),v > Oy }. Pak (i)
H*(v*) je mnozina Feseni pifmého uzitkového (nebo produkéniho) maximalizaéniho problému max,{F(x) :
v Tz < 1,2 > 0y} kde F' je piimé funkce, kters odpovidd dané nepifmé funkci G' podle definice(4.3) a (ii)
pokud z* € H(v*) , pak v* je feSenim piimého uzitkového (nebo produkéniho) minimalizaéniho problému
min, {G(v) : v z* < 1,0 > Oy}

Dusledek 4.2 [Villeova (1946, str. 35); Royova (1947, str. 222) identita]

Jestlize G splnuje podminky III a navic je diferencovatelnd pro v* > Oy s nenulovym vektorem gradientu
VG(v*) < Oy , potom z* je jedinym feSsenim piimého uzitkového (nebo produkéniho) maximalizaéniho



problému max,{F(z) : v*Tz < 1,2 > Oy}, kde

VG (v*)

*

(4.4)

8
Il

Vidime, ze (4.4) poskytuje protéjsek Shephardovu lemmatu v predchozi ¢asti. Jak uvidime pozdéji,
Shephardovo lemma a Royova identita jsou zédkladem pro mnoho teoretickych i empirickych aplikaci.

Zavérem poznamenejme, ze podminka III(iv) se zda byt také trochu divna. Umoznuje ndm odvodit
pifmou agregaéni funkei z dané nepifmé funkce spliujici podminky I11.%#

Historické poznamky

Véty o dualité mezi pfimymi a nepiimymi agregacnimi funkcemi dokézali Samuelson (1965, 1969, 1972);
Newman (1965, str. 138-165); Lau (1969); Shephard (1970, str. 105-113); Hanoch (1978); Weddepohl (1970,
kap. 5); Katzner (1970 str. 59-62); Afriat (1972a, 1973c) a Diewert (1974a).

Préace, které uvadeéji do souvislosti predpoklady na systém poptavkovych funkci spotiebitele a piimou
agregacni funkci F' (problém integrovatelnosti) napsali Samuelson (1950b); Hurwicz a Uzawa (1971); Hurwicz
(1971) a Afriat (1973a, b).

Geometrickou interpretaci Royovy identity najdeme v Darrough a Southey (1977), néktera rozsiteni viz
Weymark (1980).

#Bez podminky III(iv) muZzeme stale vyvozovat spojitost F (z) pies z > Oy, ale vyslednd F nemus{ nutné mit spojité
rozsifeni na x > Oy. (Pokud F' neni nutné konkdvni, ale je pouze kvazikonkdvni pro = > Oy, jeji rozsifeni nemus{ byt nutné
spojité.) Diskuse a pifklady k problému spojitosti viz Diewert (1974a, str. 121-123).



5 Dualita mezi primymi agregacnimi
a distan¢nimi nebo deflacnimi funkcemi

V této ¢asti budeme uvazovat o ¢turté alternativni metodé charakterizace preferenci spottebiteli nebo tech-
nologii. Tato metoda je zvlasté uzitetnd pro definici jisté tiidy indexnich ¢isel podle Malmquista (1953, str.
232).

Jako obvykle, necht F'(z) je agregacni funkce spliujici podminky I uvedené vyse v ¢dsti 3. Pro u nélezejict
do vnitiku oboru hodnot F' (tj. u € int U, kde U = {u: u < u < u}) a x > Oy, definujme distancni nebo
deflacnd funkci.* T Pojem deflacni funkce pro D je vystiznéjsi z ekonomického pohledu. D jako

D(u, x) Emgx{k;:F(%) Zu,k:>0}. (5.1)

Takze D(u*,x*) je nejvétsi cislo, které bude snizovat (zvySovat pokud F(z*) < u*) bod z* > Oy na hranici
mnoziny uzitkovych (nebo produkénich) moznosti L(u*) = {x : F(z) > u*}. Pokud D(u*,z*) > 1, pak
x* > Oy produkuje vyssi stupen uzitku, nebo produkce nez stupen oznaceny u*.

Ukézalo se, ze matematické vlastnosti D(u,x) podle x jsou ty samé jako vlastnosti C'(u, p) podle p, ale
vlastnosti D podle u jsou prevracené vlastnostem C podle u, jak ukazuje nasledujici véta.

Veéta 5
Pokud F spliiuje podminku I, potom D definované v (5.1) spliiuje Podminku IV nize.

Podminka IV pro D

*Shephard (1953, str. 6; 1970, str. 65) zavedl distanén{ funkei do ekonomické literatury. Uzil mirné odlisné, ale ekvivalentni
definice D(u,z) = 1/ miny{A : F(Az) > u, A > 0}.

fMcFadden (1978a) a Blackorby, Primont a Russell (1978) nazvali D transformacni funkci. V matematické literatuie [napi.
Rockafellar (1970, str. 28)] je D nazyvéano jako mérnd (kontrolng) funkce.



(i) D(u,x) je funkce nabyvajici redlnych hodnot s N + 1 proménnymi definovanymi na intU X intQ) = {u :
u<u<u}x{x:x> 0y} aje spojitd na této oblasti.
(ii) D(u,x) = +o0 pro kazdé x € int2; tj. u" € intU, limu" = u,x € intf) 1mp11kuJe lim, D(u™,x) = 400
(iii) (u x) je klesajici v u pro kazdé x € int€); tj. jestlize x € intQ, v, u” € intU s v < u”, potom
D, x) > D{u", ).
(iv) D(u,x) = 0 pro kazdé x € intQ); tj. u" € intU, limu"™ = u,x € int{) implikuje lim, D(u",x) = 0
(v) D(u,x) je (pozitivné) linedrné homogenni v x pro vsechna u € intU; tj. u € intU, A > 0,x € int()
implikuje D(u, Ax) = AD(u, x).
(vi) D(u,x) je konkavni v x pro vSechna u € intU
(vii) D(u,x) je rostouci v x pro vsechna u € intU; tj. u € intU, x',x" € intQ) implikuje D(u,x’ + x") >
D(u,x’).
(viii) D je takové, ze funkce

F(x) = {u:u € intU, D(u,x) =1} (5.2)

definovana pro x > Oy mé spojité rozsiteni na x > Op.
Dusledek 5.1

F(x) = {u: u € intU, D(u,x) = 1} = F(x) pro kazdé x > Oy a tudiz F = F; tj. puvodn{ agregacni
funkce F' je ziskédna z distancéni funkce D podle definice (5.2) pokud F' spliuje Podminku I.

Stejné tak jako pro ndkladovou funkci C(u,p) popisovanou v Sekci 3, D splaujici Podminky IV na
intU x intQ) muze byt jednoznacné rozsitena na intU x € pouzitim Fenchelovy uzavérové operace. Muze
byt ovéfeno, ze rozsifena D spliuje Podminky IV (v), (vi) a (vil) na intU x Q, ale spole¢nd Podminka
spojitosti IV (i) a podminky monoténnosti v u nemusi byt splnény. Mélo by byt také poznamendno, ze
jestlize Podminka I (iii) (kvazi-konkdvnost F') by byla vynechéna, platnost Véty 5 by byla zachovéna s tim
rozdilem,ze by musela byt vynechana Podminka IV(vi) (konkavnost D v x).

_ Nasledujici véta ukazuje, ze deflacni funkce D muze byt také pouzita pro definici spojité agregacni funkce
F.



Véta 6

Jestlize D spliiuje Podminky IV, ma F definovand v (5.2) pro x € int{) rozsffeni na ), které spliuje
Podminky I. Navic, jestlize definujeme deflacni funkci D* korespondujici s F' jako

D*(u,x) = {k : F(%) = u,k > 0}, (5.3)
potom D*(u,x) = D(u,x) pro (u,x) € intU x intfQ.
Dusledek 6.1

Pokud D spliiuje Podminky IV a navic je spojité diferencovatelnd v (u*, x*) € intU xintQd s D(u*,x*) =1

a % < 0, potom x* je feseni pifimé maximaliza¢ni tlohy maxX{F(x) cvttx < 1,x > Oy}, kde Fje

definovéno v (5.2) a v* > Oy je definovano jako
v = Vi D(u", x"). (5.4)
Navic, F' je spojité diferencovatelnd v x* s

= e —VyD(u*, x*)
VF(x') = OD(u*,x*)/Ou’

(5.5)

Tudiz spottebitelsky systém inverznich poptavkovych funkci muze byt ziskan diferencovanim deflacni
funkce D spliujici Podminky IV ( plus diferencovatelnost) podle slozek vektoru x.

Historické pozndmky

Véty o dualité mezi distanénimi nebo deflaénimi funkcemi D a agregacnimi funkcemi F' byly dokézany
Shephardem (1953,1970), Hanochem (1978), McFaddenem (1978a) a Blackorbyem, Primontem a Russellem
(1978).



Je zde tada zajimavych souvislosti (a vét o dualité) mezi piimou a nepiimou agregacni, nakladovou a
defla¢ni funkci. Naptiklad Malmquist (1953, str. 214) a Shephard (1953, str. 18) ukazuji, ze se defla¢ni funkce
pro nepiimou agregacni funkci, max,{k : G(7) < u,k > 0}, rovnd ndkladové funkci , C(u,v). Uplny popis
téchto vzajemnych vazeb a dalsich vét o dualité s ruznymi podminkami regularity mohou byt nalezeny v
dilech Hanocha (1980) a Blackorbyho, Primonta a Russella (1978). Nékteré aplikace jsou v Deatonovi (1979).

Lokélni véty o dualité mezi deflacni a agregacni funkei jsou v dilech Blackorbyho a Diewerta (1979).

6 Dalsi véty o dualité

Konkavni funkce mohou byt také popsany pomoci konjungovanych funkci. Navic se ukézalo, ze uzaviené
konvexni mnoziny mohou také byt za urcitych podminek (viz Rockafellar (1970, str. 102-105) a Karlin
(1959. str. 226-227)) popsany pomoci konjugované funkce. Tudiz piim4 agregacni funkce F', majici mnoziny
na konvexni trovni L(u) = {x : F(x) > u}, muze byt také popséna svoji konjugovanou funkei stejné tak
jako svoji nakladovou, deflaéni ¢i nepfimou agregacni funkci. Tento piistup pomoci konjugovanych funkci
byl zapocat Hotellingem (1932, str. 36-39; 1960; 1972) a rozsifen Samuelsonem (1947, str. 36-39; 1960; 1972),
atd. Nebudeme se zabyvat timto piistupem detailné, i kdyz v dalsi ¢asti si zopakujeme tésnou spojitost vét
o dualité mezi uzitkovou a transformovanou funkei.

Dalsi tiida vét o dualité ( které také zacal Hotelling (1935, str. 75) a Samuelson(1960)) je ziskédna
rozdélenim komoditniho vektoru x > Oy na dva vektory x' a x? a potom definovanim spotiebitelskou
proménnou agregatni funkei ( alternativné je nazvana podminkovou nepiimou funkei uzitku) g jako

g(xl,p2,y2) = maxx2{F(X1,x2) pTx? <y x? > On,, (6.1)

kde p? > Oy je pozitivni spotiebitelsky cenovy vektor zbozi x2, a y? > 0 je spotiebitelsky rozpocet, ktery
byl uréeny na utracenf za zbozi x?. Mnozina fegeni (6.1), x*(x*, p2, 3?), je spotiebitelskd podminéna (na x!)
poptavkova korespondence. Pokud ¢ spliiuje nalezitosti podminek regularity, podminéné poptavkové funkce
mohou byt generovany aplikovanim Royovy identity (4.4) na funkci G(v?) = g(x',v?, 1), kde v* = p?/y%.
Pro formalni véty o dualité mezi primou a variabilné nepfimou agregacni funkci viz. Epstein, Diewert a



Blackorby, Primont a Russell. Pro dalsi aplikace této duality viz. Epstein ( pro aplikace spottebitelské volby
v nejistoté) a Pollak a Diewert (estimace preferenci pro vefejné zbozi pouzitim trznich poptavkovych funkei).
Koneéné, variabilné nepriméa funkce uzitku muze byt pouzita pro dukaz Hicksovy verze véty o slozeném zbozi
- skupina zbozi se chova stejné jako jedna komodita, pokud se ceny ve skupiné zbozi méni ve stejném pomeéru
- pro aplikace pri méné striktnich podminkéach nez u Hickse viz. Pollak, Diewert a Blackorby, Primont a
Russell.

Nyni struéné pojedndme o rozsahlé literature, tj. o dusledcich ruznych specidlnich struktur jedné z
mnoha ekvivalentnich reprezentaci technologie (jako tFeba piimé ¢i nepiimé agregacni funkce nebo nékladova
funkce). Napiiklad Shephard ukézal, ze homoteticita piimé funkce implikuje, ze ndkladové funkce je fakto-
rovana do ¢~ !(u)c(p)( viz rovnice (2.18)). Jinym piikladem specidlni struktury je separabilita. Reference,
které se zabyvaji implikacemi separability a/nebo homoteticity zahrnuji Shephard, Samuelson, Gorman, Lau,
McFadden, Hanoch, Pollak, Diewert, Jorgenson a Lau, Blackorby, Primont a Russell a Blackorby a Russell.
Pro implikace separability a/nebo homoteticity na Slutského koeficientech nebo na parcidlnich elasticitédch
substituce viz Sono, Pearce, Goldman a Uzawa, Geary a Morishima, Berndt, Blackorby a Russell, Diewert
a Blackorby a Russell. Pro implikace Hicksovy Véty o agregovanych elasticitach substituce viz. Diewert.

Pro empirické testy predpokladu separability viz. Berndt a Christensen, Burgess a Jorgenson a Lau; pro
teoretické diskuse o téchto testovych procedurach viz. Blackorby, Primont a Russell a Jorgenson a Lau, Lau,
Woodland a Denny a Fuss.

Pro implikace predpokladu konkavnosti piimé agregacéni funkce nebo predpokladu konvexity neptimé
agregacni funkce viz. Diewert.

Vyse zminéné véty o dualité jsou v podstaté ”globalni”. ” Lokélni” ptistup uvedl ve své praci Blackorby
a Kiewer, kde je predpokladano, ze dana nékladové funkce C'(u, p) spliuje Podminky II na U x P, kde U je
konecny interval a P je uzaviena, konvexni a ohrani¢ena podmnozina pozitivnich cen. Potom zkonstruovali
odpovidajici pfimou agregacni, nepiimou agregacni a defla¢ni funkci, které jsou dualni k dané ”lokalné” platné
nakladové funkci C. Dukazy téchto ”lokalnich”vét o dualité se ukazaly byt mnohem jednodussi nez od-
povidajici "globélni”véty o dualité presentované v tomto ¢ldanku ( a jinde), a to z toho duvodu, protoze

problém spojitosti se neobjevuje diky predpokladu, ze U x P je kompaktni. Tyto "lokalni”véty o dualité



jsou prospésné v empirickych aplikacich, protoze ekonometrické estimace nakladovych funkei casto nesplnuji
prislusné podminky regulariy pro vSechny ceny, ale podminky mohou byt splnény na mensi podmnoziné cen,
ktera je empiricky relevantni mnozinou cen.

Epstein rozsitil teorii duality tak, aby pokryvala vice obecnych maximaliza¢nich dloh. V Epsteinovi je
uvazovana nasledujici iloha maximalizace uzitku, kterd se objevila v kontextu teorii volby v podminkéach
nejistoty:

MaXy i 2 {F(x,x',x%) 1 x > Oy, x' > Oy, x> > Oy, (6.2)

p' x+p'x' <y p'x+p’Tx* <y, (6.3)

kde x predstavuje soucasnou spotfebu, x' piedstavuje spotiebu ve stavu i(i = 1,2), p je soucasny cenovy
vektor, p’ je diskontni budouci cenovy vektor, ktery nastane jestlize nastane stav 7 a y* > 0 je spotiebitelsky
diskontni prijem jestlize nastane stav . V Epsteinovi je uvazovana nasledujici maximalizacni 1loha:

Hl)é(lX{F(X) :x > Oy, c(x, ) <0}, (6.4)

kde ¢ je dana omezovaci funkce, ktera zavisi na vektoru parametru a.

Nebudeme se snazit provést detailni analyzu Epsteinovych vysledku, ale radéji budeme prezentovat vice
abstraktni verzi jeho zakladni techniky, kterd snad zachyti zaklad teorie duality. Zakladni maximaliza¢ni
uloha, kterou jsme studovali je maxx{F(x) : x € B(v)}, kde F je funkce N redlnych proménnych x
definovanych na néjaké mnoziné S a B(v) je omezujici mnozina , kterd zavisi na vektoru o M parametrech
v, které se méni na mnoziné V. Nase predpoklady o mnozinach S a V' a o omezujici mnoziné odpovidajici
B jsou:

(i) S a V jsou neprézdné kompaktni mnoziny v RV a RM.
(ii) Pro kazdé v € V, je B(v) neprazdnd a B(v) C S.
(iii) Pro kazdé x € S, je inverzni korespondence B~'(x) neprdzdnd a

B\(x)C V. (6.5)



(iv) Korespondence B je spojita na V.
(v) Korespondence B~! je spojitd na S.

Nase predpoklady na zakladni funkci F' jsou:

(i) F je redlnd funkce N proménnych definovand na S a je na S spojita.

(6.6)
(ii) Pro kazdé x* € S, existuje v* € V takové, ze F(x*) = maxx{F(x) : x € B(v*)}.
Funkce G dualni k F' je definovand pro v € V takto:
Gv) = m)?x{F(x) :x € B(v)}. (6.7)

Veta 7

Jestlize S,V a B splauji (6.4) a F' spliiuje (6.5), potom G definovana v (6.6) spliiuje nédsledujici podminky:
(i) G je redlnd funkce M proménnych definovand na V' a je na V spojita.

(6.8)
(i) Pro kazdé v* € V, existuje x* € S takové, ze G(v*) = min,{G(v) : v € B~}(x*)}.
Navic, defnujeme-li funkci F* dudlni k G pro x € S takto:
F*(x) = min,{G(v) : v € B~'(x), (6.9)

potom F*(x) = F(x) pro kazdé x € S.



Dusledek 7.1

Necht x* € S a definujeme H(x*) jako mnozinu v* € V takovych, ze F(x*) = max,{F(x) : x € B(v*)}.
Jestlize v* € H(x*), potom x* je feSenim max.{F(x) : x € B(v*)} a v* je fesenim min, {G(v) : v €
B71(x")}.

Diukaz viz. Diewert (1982).

Vsimnéte si, ze predpoklad na F' (6.5) (ii) je ndhrazka naseho starého predpokladu kvazi-konkdvnosti
v Sekci 4 a mnozina H(x*) definovand v dusledku 7.1. nahrazuje mnozinu normalizovanych pomocnych
nadrovin, které se objevuji v dusledku 3.2.

Diky symetrické podstaté nasich predpokladu, je ziejmé, ze dukaz nasledujici véty je stejny jako dukaz
véty 7 az na to, ze nerovnosti jsou prevracené.

Véta 8

Jestlize S,V a B splauji (6.4) a G spliuje (6.7), potom F* definovand v (6.8) spliuje (6.5). Navic,
definujeme-li funkci G* jako dualni k F™* pro v € V takto:

G*(v) = max{F*(x) : x € B(v)}, (6.10)
potom G*(v) = G(v) pro kazdé v € V.
Diisledek 8.1

Necht v* € V a definujeme H*(v*) jako mnozinu x* € S takovych, ze G(v*) = min,{G(v) : v € B~ (x*)}.
Jestlize x* € H*(v*), potom v* je teseni min,{G(v) : v € B~ }(x*)} a x* je feSenim max,{F*(x) : x €
B(v*)}.

Vsimnéme si, ze Podminka (6.7) (ii) pro G nahrazuje nasi starou podminku kvazi-konvexity pro G v Sekci
4, a mnozina H*(v*) definovand v dusledku 8.1 nahrazuje mnozinu normalizovanych pomocnych nadrovin,
které se objevuji v dusledku 4.1.



Nemuzeme stanovit doplnék k dusledku 3.3 (identita Hotelling-Woldova) a dusledku 4.2 (Ville-Royova
identita), protoze bylo nutné v téchto dusledcich pouzit diferencovatelnost F' a G a prislusnou omezujici
funkci. Tudiz, abychom odvodili dopliky k dusledkum 3.3 a 4.2 v souc¢asném kontextu, museli bychom
pridat predpoklady pro F' (nebo G) a pro omezujici korespondenci B. Presto vyse zminéné véty ilustruji
podstatu struktury teorie duality. Mohou byt také interpretovany jako priklady lokalnich vét o dualité.

7 Minimalizace naklada a derivovana poptavka po vstupech

Predpokladejme, Ze technologie firmy muze byt popsana jeji produkéni funkei F', kde u = F'(x) je maximalni
vystup, kterda muze byt vyprodukovan pouzitim nezaporného vektoru vstupu x > Oy. Predpokladejme, ze
F splnuje Predpoklad 1 Sekce 2 (tj. produkéni funkce je spojitd shora). Jestlize si firma vezme ceny vstupt
p > Oy jako dané (tj. firma se nechova jako vstupni monopol), potom v Sekci 2 uvidime, ze funkce celkovych
nakladi firmy C(u, p) = min,{p'x : F(x) > u} byla korektné definovand pro véechna p > Oy a u € R(F),
kde R(F) je obor hodnot F. Navic C(u,p) byla linedrné homogenni a konkavni v cendch p pro kazdé u a
byla neklesajici v v pro kazdé pevné p.

Nyni predpoklddejme ze C' m& druhou spojitou derivaci podle jeho argumenti v bodé (u*,p*), kde
u* € R(F)ap*=(pi,...,py) > On. Z Lemmatu 3 v Sekci 2 ndkladové funkce minimalizujici poptavku po
vstupech x;(u, p), ..., xy(u, p) existuji v (u*, p*) a jsou rovny parcidlnim derivacim nakladové funkce podle
N vstupnich cen:

oC (u*, p*)

=1,...,N. 7.1
apZ X ) ’ ( )

Tudiz, predpoklad Ze C' m4 spojité druhé derivace v (u*, p*) zajistuje, aby ndkladové funkce minimalizujici
poptévku po vstupech x;(u, p) existovaly a mély prvni spojitou derivaci v (u*, p*)
Definujeme [0x;/0p;] = [0x;(u*, p*)/0p,| jako matici typu N x N derivaci N-vstupnich funkef x;(u*, p*)



podle N cen p,i,j =1,2,.., N. Z (7.1) plyne, ze
[0){@-
8pj
kde V2 C(u*,p*) = [0°C(u*, p*)/Op;Op;] je Hessova matice ndkladové funkce podle vstupnich cen vycislenych
v (u*, p*). Druhd spojita derivovatelnost C' podle p v (u*, p*) implikuje (viz. Youngova véta), ze VfopC (u*, p*)
je symetrickd matice takovd, ze pouzitim (7.2) dostaneme
aXi aXi
gl P
Pj Pj
tj. 0x;(u*, p*)/0p; = 0%, (u*, p*)/Op; pro vsechna i a j.
Protoze je C' konkavni v p a méa druhou spojitou derivaci podle p v okoli bodu (u*, p*), plyne z toho
podle Fenchela nebo Rockafellara, ze V¢ (u*, p*) je negativné semidefinitn{ matice. Takze podle (7.2),

| =V.,C(u*, p*), (7.2)

an
Op;

, (7.3)

Ox;
2" x ]z < 0 pro v8echny vektoryz. (7.4)
Ip;
Takze pro z = e;, i-ty jednotkovy vektor,(7.4) implikuje
ox;(u*, p*) ,
— 2 <0,i=1,2,....N 7.5
apz e — ) Z ) ) 7 7 ( )

tj. i-ta ndkladova funkce minimalizujici poptavku po vstupech nemuze mit pozitivni sklon vzhledem k i-té
vstupni cené pro ¢ =1,2,..., N.

Protoze je C' linedrné homogenni v p, mdme C(u*, Ap*) = AC(ux, p*) pro vSechna A > 0. Budeme-li
derivovat tuto posledni rovnici podle p; pro A blizké 1, ziskdme rovnici C;(u*, Ap*)\ = AC;(u*, p*), kde
Ci(u*,p*) = C(u*,p*)/0p;. Tudiz C;(u*, A\p*) = C;(u*,p*) a derivovdnim této posledni rovnice podle A
dostaneme (pokud se A = 1)

Zpﬁ u,p*)/0pidp; =0,



proi =1,2,..., N. Takze, pouzitim (7.2) najdeme vstupni poptavkové funkce x;(u*, p*) spliujici nasledujicich
N omezent:

Opj

Ip* = V?JpC(u*, P )p* = Oy, (7.6)
kde p* = [pt, p*, ..., PN -
Zéavérecné obecné omezeni pro derivovani vstupni poptavkové funkce muzeme ziskat néasledovné: pro A

blizké 1, derivujme obé strany C(u*, Ap*) = AC(u*, p*) podle u a potom vyslednou rovnici derivujme podle
A. Pro A = 1 dostaneme posledni rovnici ve tvaru:

N
> pi0°C(ut,p*)/Oudp; = 0C(u*, p*)/du.
i=1

Vsimneéme si, ze druhd parcidlni diferencovanost C' a (7.1) implikuji, ze
O*C(u*,p*)/Oudp; = 0*C(u*, p*)/Op;0u =

= 0[0C (u*,p*)/0p;]/0u = 0x;(u*, p")/Ou.

Takze N 820 * * N * *
Zp»f (u7p)zzp*axj(uap):
= 7 Oulp; = / ou
_ 90w o, (7.7)

ou

Nerovnost C(u*, p*)/0u > 0 plyne z vlastnosti, ze C' neklesd v u. Nerovnost (7.7) ndm iikd, ze zmény v
nakladové funkei minimalizujici poptavku po vstupech indukované rozsitrenim vystupu nemuzou byt vSechny
zaporné, tj. ne vSechny vstupy mohou byt nevyznamné. S dodatecnym predpokladem, ze F' je linearné



homogenni (a tedy existuje x > Oy takové, ze F(x) > 0), muzeme vyvodit (Sekce 2), ze C(u,p) = uc(p),
kde c¢(p) = C(1,p). Tedy, kdyz je F linedrné homogenni,

. 0c(p”)
Op;

x;(u,p*) =u yi=1,...,N, (7.8)

a 0x;(u*, p*)/0u = dc(p*)/Op;. Tedy jestlize x; = x;(u*,p*) > 0proi=1,2,..., N, uzitim (7.8) dostaneme

dodateéné omezeni
Ix;(u*, p*) u* _ u*[0c(p*)/0pi] 1
ou X} X} ’

(7.9)

jestlize je F' linearné homogenni, tj. véechny elasticity vstupu k vystupu jsou jednotkové.

Pro obecny piipad dvou vstupu ndm obecné omezeni (7.3)-(7.7) umozni dostat se k nasledujicim ome-
zenim Sesti parcidlnich derivaci poptavkové funkce pro dva vstupy x;(u*, pi, p3) a xo(u*, pi, p5): 0x1/0p; <
0,0%5/0ps < 0,0%1/0ps > 0,0%5/0p1 > 0 (a jestlize je jedna z nerovnosti ostrd, potom jsou ostré vsechny,
protoze

PiOx1/0p1 = —p50%1/0p2 = —p30%2/Op1 = (p5)*(p7) ' O%a/0p2) a
PiOx1/0u + pioxs/0u > 0.

Tedy, znaménka u 0x; /0u a u 0x3/0u jsou nezndmé, ale pokud je jedno zaporné, druhé musi byt kladné. Pro

konstatni vynosy z rozsahu vyroby nejasnost ohledné znamének vymizi: mame 0x;(u*, p*)/0u > 0, 0xs(u*, p*)/0u >

0 a alespon jedna nerovnost musi byt ostrd pokud je u* > F(0s).

Vyhoda derivovani téchto dobte znamych komparativnich statickych vysledki pouzivanim teorie duality
je ta, ze omezeni (7.2)-(7.7) jsou platné i v piipadech, kdy piimé produkéni funkce F' neni diferencovatelna.
Napiiklad Leontiefova produkéni funkce mé linedrni ndkladovou funkci C(u, p) = ua'p, kde (ay, as, ..., ay)
=a' > 0} je konstantn{ vektor. MiiZe byt ovéieno, Ze omezeni (7.2) jsou platnd pro tuto nediferencovatelnou
produkéni funkei.

Historické poznamky



Analogie k (7.3) a (7.4) v kontextu ziskovych funkei byly ziskany Hotellingem. Hicks a Samuelson dostali
vztahy (7.2)-(7.6) a Samuelson ziskal také (7.7). Vsichni tito autori predpokladali, ze primérni funkce F' byla
diferencovatelnd a jejich dukazy pouzivaly podminku prvniho fddu pro tlohu minimalizace nékladi (nebo
maximalizace uzitku) a vlastnosti determinantu pro dukaz svych vysledku.

8 Funkce zisku

Doposud jsme se zabyvali problémem firmy, kterd pouzivda mnoho ruznych vstupu na vyrobu jednoho
vyrobku. Avsak ve skuteéném svété chrli prevazna vétsina firem mnoho druht rtznych vyrobku. Proto
bude nezbytné zamyslet se nad problémem modelovani firmy s mnoha vstupy a vystupy.

Pro ekonomické aplikace bude uzitecné zavést tzv.variabilni funkci zisku I1(p, x), kterd oznacuje maximum
trzeb minus variabilni platby za vstupy, které muze byt dosazeno pii danych cenach p > 0; variabilnich
vstupu a vystupu a pri daném vektoru pevné danych vstupu x > 0;. Ozna¢me variabilni vstupy a
vystupy I-rozmérnym vektorem u = (uy,us,...,us), fixni vstupy necht jsou oznaceny J-rozmérnym vek-
torem —x = (—Xi, —Xg, ..., —X). Déle oznaéme T" mnozinu vsech moznych kombinaci vstupt a vystupu,
které tikdme mnozZina produkénich moznosti. Vystupy jsou zachyceny kladnymi ¢isly, vstupy zapornymi,
takze je-li u; > 0, pak i-té variabilni zbozi jest vystup produkovany nasi firmou. Formalné se definuje II pro
p>0; a —x < 0y jako:

(p,x) = mgx{pTu s (u, —x) € T} (8.1)

Je-li T' uzavieny, neprazdny konvexni kuzel v Euklidovském I + J rozmérném prostoru s ndasledujicimi
vlastnostmi: (i) pokud (u,—x) € T, potom x > 0; (poslednich J zbozi jsou vzdy vstupy); (ii) pokud
(v, —x") € T)u < v a—x' < —x", potom (u",—x") € T (volnd dispozice); (iii) pokud (u,—x) € T,
potom jsou komponenty vektoru u ohrani¢ené shora (hranice moznosti pii pevnych vstupech). Potom m4 IT
nasledujici vlastnosti: (i) II(p,x) je nezdporna redlnd funkce definovana pro kazdé p > 0; a x > 0; takova,
ze: 1(p,x) < p'b(x) pro kazdé p > 0;. (ii) pro kazdé x > 0y je II(p,x) (pozitivni) linedrné homogennf,
konvexni a spojitd v p a (iii) pro kazdé p > 0; je II(p,x) (pozitivné) linedrné homogenni, konkavni spojita



a neklesajici v x. Navic, Gorman (1968), McFadden (1966) a Diewert (1973a) ukézali, Ze mnozina 7" muze
byt zkonstruovana pomoci II nasledujicim zpusobem:

T:{(ua _X> :pTuSH(p7X)7vp>>01;XZOJ}' (82)

Tudiz, existuje dualita mezi mnozinami produkénich moznosti 7' a funkcemi variabilniho zisku II, pokud
jsou splnény vyse uvedené podminky regularity. Pomoci Shephardova lematu (3.1) a Royovy identity (4.4)
muzeme dokézat nésledujici tvrzeni:

Holellingovo lemma (1932, str. 594) Spliuje-li funkce variabilniho zisku II podminky regularity (10.1)
a navic je diferencovatelnd vzhledem k cendam variabilntho mnozstvi v bodé p* > 0; a x* > 0,, potom
Oll(p*,x*)/0p; = w;(p*,x*) pro i = 1,2,..., I, kde w;(p*,x*) je takové mnozstvi ¢istého vystupu i, které
maximalizuje zisk pricemz je dan vektor variabilnich cen p* a vektor fixnich vstupu x*, které jsou k dispozici.

Hotellingovo lema 1ze pouzit k odvozeni funkce nabidky variabilniho vystupu a poptavky po variabilnich
vstupech. Potfebujeme pouze, aby byl zarucen funkcionalni tvar I1(p, x) konzistentni s podminkami regula-
rity pro Il a diferencovatelnost vzhledem ke komponentdam vektoru p. Napriklad uvazme funkci transloga-
ritmického variabilniho zisku II definovanou:

Inll(p,x) = ap + Z aglnp; + - Z Z%hl”pzlnph+

=1 h=1

+ Z Z dijlnpilnx; + Z Bilnx; + — Z Z djplnx;lnxy, (8.3)

i=1 j=1 ]1k1



kde vin = Vhi a ¢jr = ¢kj. Lehce nahlédneme, ze II definovand vztahem (8.3) je homogenni stupné jedna v
p tehdy a jen tehdy, pokud:

I I I
=1 6;=0, =12 J;) =0 i=12_.. 1 (8.4)
i=1 i=1 h=1
Podobné, II(p, x) je homogenni stupné jedna v x tehdy a jen tehdy, kdyz:
J J J
DBi=1> 65=0i=12....L> ¢p=0j=12...J (8.5)
j=1 j=1 k=1

Je-li TI(p,x) > 0, definujeme podil nabidky i-té proménné jako: p;u;(p,x)/I(p,x) = s;(p, x). Hotellingovo
lemma pouzité na translogaritmickou funkci definovanou v (8.3) davé nésledujici systém funkei podilu ¢isté
nabidky:

I J
si(p,x) = a; + Z%hlnph + Z dijlnx;; i=1,2,..., 1. (8.6)
h=1 j=1

Nebot je suma vsech podilu jednicka, jenom I — 1 rovnic v (8.6) je nezdvislych. Rovnice (8.3) a I — 1
rovnic z (8.6) lze pouzit k odhadu parametru funkce translogaritmického variabilntho zisku. Povsimnéme si
pritom, ze tyto rovnice jsou linedrni v neznamych parametrech stejné jako omezeni (8.4) a ze muzeme pouzit
modifikace linedrnich regresnich technik.

Alternativni funkcionélni tvary funkei variabilntho zisku jsou navrzené v McFadden (1978b), Diewert
(1973a) a Lau (1974a). Empirické poznatky vypracoval Kohli (1978), Woodland (1977c), Harris(Appelbaum
(1977) a Epstein (1977).

Velice ptibuzny je piistup tzv. sdruzené ndkladové funkce C(u,w) = ming{w'x : (u, —x) € T}, kde T je
mnozina produkénich moznosti stejné jako diive, w > 0; je kladny vektor cen vstupu. Jako oby¢ejné, pokud
je C(u,w) diferencovatelna vzhledem k cendm vstupu w (a spliujici piislusné podminky regularity), potom



muzeme z Shephardova lemmatu odvodit systém poptavkovych funkei x(u, w), které minimalizuji naklady.
Dostavame pak:

x(u,v) = V,C(u,w). (8.7)

Sdruzené nakladové funkce empiricky odhadoval Burgess (1976a) (ktery vyuzival funkciondlni tvar Halla
(1973)), Brown, Caves, Christensen (1975) a Christensen, Greene (1976) (ktery vyuzival translogaritmicky
funkcionalni tvar pro C(u,w), coz je analogicky jako u transabilniho zisku definované v (8.3).

Historické poznadmky Samuelson (1953-54, str.20) nds obezndmil s funkei narodni produkce, coz je
piistup zminéné funkce variabilniho zisku. Zaroven upozornil na nékteré vlastnosti. Gorman (1968) a Mc-
Fadden (1966, 1978a) vynesl na svétlo svéta tvrzeni o dualité mezi mnozinou produkénich moznosti (spliujici
ruzné podminky regularity) a korespondujici funkef variabilniho zisku. Alternativni tvrzeni o dualité jsou v
Shephard (1970), Diewert (1973a, 1974b), Sakai (1974) a Lau (1976). Pro specialni piipad jediného fixniho
vstupu se lze poucit z Shephard (1970, str.248-250) nebo Diewert (1974b).

McFadden (1966, 1978a) zaved] funkei sdruzené nédkladové funkce, sepsal jeji vlastnosti a dokazal tvrzeni
o formalni dualité mezi sdruzenou nakladovou funkeci a mnozinou produkénich moznosti 7', stejné jako je to
i v Shephard (1970) a Sakai (1974).

Existuji také mnohem jednodussi tvrzeni o mnoziné produkénich moznosti a transformacnich funkei,
které ddvaji maximdlni mnozstvi jednoho vystupu, jenz dand firma muze vyrobit (nebo optimalni mnozstvi
pozadovaného vstupu) pfi pevné danych mnozstvich ostatnich vstupu a vystupt. To nalezneme napiiklad v
Diewert (1973), Jorgenson; Lau (1974a, 1974b) a Lau (1976).

Hotellingovo lemma lze zobecnit tak, abychom postihli i piipad nediferencovatelné funkce variabilntho
zisku: gradient funkce II vzhledem k p je nahrazen mnozinou subgradientu. Toto zobecnéni bylo poprvé
uverejnéno v Gorman (1968, str.150-151) a McFadden (1966, str.11) a opakovano v Diewert (1973a, str.313)
a Lau (1976, str.142).

Je-1i II(p, x) diferencovatelna vzhledem ke komponentam vektoru fixnich vstupii, potom w; = 0ll(p, x)/0x;
Ize interpretovat jako hodnotu, kterou firma prisuzuje jedné dodatecné jednotce j-tého fixniho vyrobniho



faktoru. Neboli je to ”stinové cena” j-tého vstupu (Lau (1976, str.142)). Pokud je navic firma vystavena vek-
toru cen w > 0; vyrobnich faktoru pro ”fixni” vstupy a béhem urcitého obdobi lze ménit mnozstvi téchto
”fixnich” faktoru, pak pokud firma minimalizuje naklady na dosazeni daného mnozstvi variabilniho zisku,
dostaneme ( Diewert (1974a, str. 140))

w = V,Il(p, x), (8.8)

A tyto vztahy mohou byt rovnéz vyuzity v ekonometrickych aplikacich.

Translogaritmicky varibalni zisk byl nezavisle navrzen v Russel(Boyce (1974) a Diewert (1974a, str.139).
Jde zjevné o piimou modifikaci translogaritmického funkciondlniho tvaru podle Christen, Jorgenson(Lau
(1971) a Saragan (1971).

Vlastnosti porovnéavacich statistik II(p, x) nebo C'(u, w) byly popsény v Samuelson (1953-54), McFadden
(1966, 1978a), Diewert (1974, str. 142-146) a Sakai (1974).

V teorii mezinarodniho obchodu se vSeobecné predpoklada existence sektorovych produkénich funkei,
fixn{ domdci zdroje x a pevné ceny p mezinirodné obchodovatelného zboRi. Pokousime-li se v takovém
pripadé maximalizovat ¢istou hodnotu mezinarodné obchodovatelného zbozi vyrabéného ekonomikou, dostavame
variabilni funkei zisku ekonomiky, I1(p, x) nebo Samuelsonovu funkci ndrodniho produktu. Pokud jsou sek-
torové produkéni funkce ”vystaveny”konstantnim vynosum z rozsahu, bude mit II(p, x) obvyklé vlastnosti
zminéné vyse. Avsak existence sektorovych technologii implikuje dodateénd omezeni na porovnavaci sta-
tistiky narodni produkéni funkce IT: viz. Chipman (1966,1972, 1974b), Samuelson (1966), Ethier (1974),
Woodland (1977a, 1977b), Diewert and Woodland (1977), Jones, Schienkman (1977) a dalsi v odkazech
téchto praci. Zavérem poznamenejme, ze vlastnosti I1(p, x) vzhledem k x jsou presné ty vlastnosti, které ma
neoklasickd produkéni funkce. Kdyz je x vektor primérnich vstupu, potom muzeme II(p, x) interpretovat jako
funkei pridané hodnoty. Pokud se méni ceny p (prumérné) proporciondlné v ¢ase, muze byt I1(p, x) o¢isténa
od inflace trendem vSeobecnych cen, ¢imz dostavame funkci redlné pridané hodnoty, ktera ma vlastnosti
neoklasické produkéni funkee; viz. Khang (1971), Bruno (1971) a Diewert (1978c¢, 1980).



9 Dualita a nesoutézivé pristupy k mikroekonomické teorii

Doposud jsme predpokladali, ze vyrobci a spotiebitelé berou ceny jako dané a optimalizuji mnozstvi proménnych,
které maji pod kontrolou. V této kapitole naznacime, jak muze byt teorie duality vyuzito v piipadé mo-
nopsonického ¢ monopolistického chovani na strané spotiebitelu nebo vyrobcu. Nebudeme se to pokouset
presné vysvétlovat, toliko ilustrujeme pouzivané techniky na 4 ptikladech.

9.1 Prvni pristup: Problém monopolu

Predpokladejme, ze monopolista produkuje vystup xo pii produkéni funkei F(x), kde x > Oy je vektor
variabilnich vstupu Necht je déle monopolista vystaven (inverzni) poptdvkové funkci py = wD(xg), tzn.
po > 0 je cena, pii které se proda xy jednotek vystupu, D je spojita, kladna funkce v xy, proménnd
w > 0 reprezentuje vliv "dalsich proménnych”na poptavku. Dluzno dodat, ze pokud prodéava monopolista
spotfebitelim, w muze vyrovnat disponibilni duchod uvazovaného ¢asového obdobi. Pokud monopolista
prodava vyrobcim, w muze byt linedrné homogenni funkce cen, kterym jsou vystaveni ostatni vyrobci. A
kone¢né, predpokladejme, ze monopolista chova ”soutézné”na trhu vstupu, kdyz cenovy vektor cen vstupu
je dan pevné. Potom lze problém maximalizace monopolistova zisku zapsat takto:

max {ppXo — P ' X : X = F(x),po = wD(x0),x > Oy} =

Po,X0,X

— max{wD[F(x)]F(x) — p x:x > Oy} =

X

= max{wF*(x) —p'x:x > Oy} = [I*(w, p), (9.1)

kde F*(x) = D = [F(x)]F(x) = poXo/w je funkce trzeb oc¢isténa od inflace w nebo pseudoprodukéni funkce
a IT* je ptislusnd funkce pseudozisku (vzpomenme kapitolu 10), ktera korespondujici s F'*. Povsimnéme si, ze
w hraje roli ceny pro F*(x). Pokud je F* konkavni funkce, potom bude IT*(I, p/w) funkce konjugovana k F*
[vzpomenme na: Samuelson (1960), Lau (1969, 1978) a Jorgenson, Lau (1974a, 1974b) konjugované piistupy



k teorii duality] a IT* bude dudlni k F* (tzn. F* muze byt dopoctena z II*). I kdyz neni F* konkavni,
existuje-li maximum v (11.1) v relevantnim okoli cen (w,p), potom muze byt IT* vyuzito k reprezentaci
relevantni ¢asti F* (tzn. "volny dostupny”obal F* dostaneme z I1*). Pokud je navic IT* diferencovatelnd v
(w*, p*) a xj, p5, x* fest (11.1), pak Hotellingovo lemma d4va:

PoXo _
w*

Uy Vo II* (w*, p*)a — x* = V II"(w", p*). (9.2)

Pokud je k tomu II* spojité diferencovatelnd druhého fadu v (w*,p*), pak muzeme odvodit obvyklé
vysledky pro porovnédvaci statistiky funkei prodeje oc¢isténych od inflace, ug(w*,p*) = V,II*(w*, p*) a
funkce poptavky —x(w*,p*) = V,II*(w*, p*); zejména V2II*(w*, p*) je pozitivné semidefinitn{ symetrickd
matice a [w*, p*" |V II*(w*, p*) = 044

Vztah (9.2) lze vyuzit k odhadu ekonometrickych parametru IT* a tudiz nepfimo k odhadu F*: jednoduse
feCeno, postulujeme funkciondlni tvar I1*, diferencujeme I1*, coz "napasujeme”’na (9.2) pro danou ¢asovou
fedu pozorovanych hodnot pg, p,w,xg a x. Nevyhodou metody jsou: (i) nelze vyjadiit D z F; (ii) nelze
testovat, zda-li se vlastné vyrobce chova ”trzné”’na trhu vyrobku; (iii) nemuzeme pouzit nase odhadnuté
rovnice k predikci vyroby xo nebo prodejni ceny py oddélené.

9.2 Druhy pristup: Problém monopsonu

Uvazme problém spotiebitele, ktery maximalizuje funkei uzitku F'(x), kterd spliuje ” Podminky 1”7, ale odtud
jiz déle pro spotiebitele nepredpokladame fixni ceny nakupovanych komodit. Takze je spotiebitel schopen
monopsonicky vyuzit jednoho ¢i vice svych dodavatelii. Pak v obdobi r necht je vystaven nelinedrnimu
rozpoc¢tovému omezeni ve tvaru: h,(x) = 0, kde x > Oy je vektor jeho ndkupu (nebo rent). Necht x" > Oy
je TeSeni pro obdobi r problému maximalizace ”omezeného” uzitku, tzn.:

m}z(ix{F(x) the(x) =0,x>0n}=F(x"); r=1,...,T. (9.3)

Dale necht r-t4 funkce rozpoc¢tového omezeni h,. je diferencovatelnd v x” s V h(x") > Oy pro kazdé r. Pak
muzeme linearizovat r-té rozpoctové omezeni okolo x = x" tak, ze vezmeme rozvoj Taylorovy fady prvniho



fadu. Linearizované rozpoctové omezeni je h,(x") + [Vyh,(x")] " (x —x") = 0 nebo [V, h,(x")]T (x —x") = 0,
nebot h,.(x") = 0 pouzitim (9.3). Lehce se nahlédne, ze povrch uzitku: {x : F(x) = F(x"),x > Oy} je tecna
nejenom k puvodnimu nelinedrnimu rozpoc¢tovému povrchu {x : h,(x) = 0,x > Oy} v x = X", ale také k
povrchu linearizovaného rozpoctového omezeni {x : [Vh,(x")]"T(x — x") = 0,x > Oy} v x = x". Nebot se
predpokladd F' kvazikonkdvni, je mnozina {x : F'(x) > F(x"),x > Oy} konvexni a linearizované rozpoctové
omezeni je opérnou nadrovinou k této mnoziné, tzn.:

max{F(x):p"'x<p" 'x', x>0y} =Fx"), r=1,...,T, (9.4)

kde p” = Vh,(x") pro r = 1,2,...,T. Nyni je (9.4) pouhou tadou ”agregétorovych” maximaliza¢nich iloh
typu, ktery jsme studovali v kapitole 4 (r-ty vektor normalizovanych cen se definuje jako v" = p"/p"'x") a
odhadovaci techniky nastinéné v kapitole 9 (vzpomenme napiiklad vztah (9.9)) mohou byt pouzity k odhadu
parametru piimych uzitkovych funkci dudlnich k F'.

Kapitola 4 se zabyva linearnimi rozpoctovymi omezenimi a proto je irelevantni, jestli je F' kvazikonkavni
nebo ne (vzpomenme nasi diskusi a diagram v kapitole 2). Avsak nyni pozadujeme dodateéné predpoklady,
ze F' je kvazikonkavni, aby se rigorézné ospravedlnila zdmeéna (9.3) za (9.4). Povsimnéte si také, ze abychom
mohli pouzit tuto proceduru, je nezbytné znat vektor derivaci Vyh,(x") pro kazdé r; tzn. musime znét
derivace nabidkovych funkci, které spotiebitel vyuziva v kazdém obdobi - informace, kterou prvni piistup
nepozaduje.

Model monopsonu zde prezentovany je ve skutecnosti mnohem 8§irsi nez klasicky model monopsonis-
tického vyuzivani: ceny, kterym je spottebitel vystaven se mohou ménit s nakupovanym mnozstvim kvuli
neprebernému mnozstvi duvodu, zahrnujice v to i néklady transakce, mnozstevni slevy a existenci pro-
gresivniho zdanéni. Vétsina danovych systému vede k rozpoc¢tovym omezenim se skoky nebo nediferencova-
telnymi body. To nezpusobuje zadné problémy s vySe uvedenou procedurou, jestlize pézorovana spotiebitelova
volba mezi spotiebou a volnym casem nepadne presné do bodu skoku v tomto rozpoc¢tovém omezeni.



9.3 Treti pristup: Problém monopolu jinak

Znovu se vénujme roblému mono olu \Y% IOZenému v’ée. Nechﬁ xh > 0 x" > ON je feéenim roblému
0 ’
maximalizaee zisku HlOIlOpOlu pro 7‘—té obdobi, CcoZ IZG zapsat:

max{w"D(x¢)Xo — p" ' X : Xo = F(x),x > Oy} =

—w' D)X, —p ' x",r=1,2,...,T, (9.5)

kde py = w"D(x]) > 0 je pozorovand prodejni cena vystupu béhem r-tého obdobi, w"D(xy) je inverzni
poptavkova funkce pro obdobi r, p > Oy je vektor cen vstupu pro obdobi r. Pokud je funkce F' spojita a
konkdvni (tak, ze mnozina produkénich moznosti {(xo, %) : xo < F(x),x > Oy} je uzaviend a konvexni) a
kdyz inverzni poptavkova funkce D je diferencovatelna v xj pro r = 1,2,...,T, pak je cilova funkce r-tého
maximaliza¢niho problému v (9.5) muze byt linearizovan v okoli (xf,x") a tato linearizovana cilova funkce
bude teéna k povrchu produkee xg = F/(x) v (x§,x"). Tudiz:

max{pixy — P’ x 1 X0 = F(x),x > Oy} = (p;, p") =

)

=ppxp—p ' x",r=1,...,T, (9.6)

kde pf, = w"D(xp) + w' D' (x4)xf = pp + w'D'(x5)x > 0 je stinovd neboli mezni cena vystupu r-tého
obdobi (pf < pp jestlize w™ > 0 a D'(x3) < 0 a II je "pravdivd”funkce firemniho zisku, kterd je dudlni k
produkéni funkei F' (vzpomenme IT* definovanou v prvnim piistupu, kterd je dudlni ke konvexnimu obalu
D[F(x)|F(x) = F*(x)). Takze problém maximalizace pravdivé nelinearni funkce monopolistického zisku
(9.6), ktery ma obvyklou strukturu jakmile mezni ceny vystupu pj byly vypoéteny tak, aby mohly byt
pouzity obvyklé ekonometrické techniky [vzpomenme vztah (10.5) v Kapitole 10].

Porovnanim tretiho ptistupu s prvnim zjistime, ze tfeti pristup vyzaduje extra predpoklad o konkavnosti
produkéni funkce (konvexni technologie) a dodatecné informace, jako napiiklad znalost sklonu poptavkové
funkce, kterou monopolista vyuziva, se pozaduje pro kazdé obdobi.



Lehce se nahlédne, ze tento pristup lze zobecnit na firmu vyrabéjici vic vyrobku, ktera soucasné vyuziva
trh se vstupy i vystupy: vsechno co potifebujeme je predpoklad konvexnosti technologii a (lokdlni) znalosti
poptavkovych a nabidkovych funkci, které firma vyuziva, aby mohly byt spocitany prislusné stinové ceny.

Vyse uvedené techniky mohou nyt ziejmé pouzity v situacich, kdy se firma nechova monopolisticky ani
monopsonisticky ve smyslu vyuzivani trhu, ale je vystavena cenam jejich vstupu a vystupu, které zavisi na
porizeném nebo prodaném mnozstvi, zahrnujice naklady na transakce a mnozstevni slevy.

9.4 Ctvrty piistup: Problém monopolu jesté jednou

Predpoklddejme nyni, ze produkéni funkce spliuje, jako obycejné, ” Podminky I”a necht xj, > 0,x" > Oy je
feseni maximaliza¢ni tilohy monopolistického zisku pro obdobi r (9.5), které lze prepsat jako

max{w" D(xo)xo — C(x0,p") : X0 > 0} = w' D(x[)xp —p" 'x", r=1,...,T, (9.7)
X0

kde C znaé¢i nakladovou funkci dudlni k F. Pokud je inverzni poptavkova funkce D diferencovatelna v
x; > 0a 0C(x(, p")/0x¢ existuji, pak podminky prvniho fddu pro r-ty maximaliza¢ni problém v (9.7 ddvaji
podminku w" D(x7) +w" D'(x5)xg — 0C (x5, p")/0%0 = 0 nebo, s pouzitim pozorované prodejni ceny vystupu
v r-tém obdobi pj = w" D(x}),
oC (xp, p”
Py = —U)TD/(XS)XS—FM,T: L...,T. (9.8)
8X0
Jestlize je ndkladova funkce C' diferencovatelnd v cendch vstupu v bodé (x{, p”) pro kazdé obdobi r, pak
dava Shephardovo lemma dodatecné rovnice

x" =V, C(xp,p"),r=1,...,T. (9.9)

Predpokladejme, ze ¢ast inverzni poptavkové funkce, kterd zélezi na xg, 1ze D(x¢) adekvatné aproximovat
v relevantnim okoli xq néasledujici funkei:

D(x¢) = a — Blnx, (9.10)



kde o > 0, 5 > 0 jsou konstanty. Substituce (9.10) do (9.8) dava rovnice

aC(x4,p")

=1
aXO o

Py =w"f + U 8 (9.11)

Pii danych pozorovanych rozhodovanich dané firmy o cendch a mnozstvich pf, p”, x{, x a pfi informaci o w
(vétsinou lze predpokladat, ze w = 1) muze byt systém rovnic (9.9) a (9.11) naréz ekonometricky odhadnut
jakmile zndme diferencidlni funkciondlni tvar nékladové funkce C'(xo,p). Pokud je g = 0 v (9.11), pak se
producent chové trzné, prodava-li vystup za cenu p rovnou meznim nakladum, 0C(x, p”)/0x¢. Rovnice
(9.11) je zaroven konzistentni s chovanim producenta jako monopolisty, ktery tvori cenu “naivni prirdzkou”,
neboli "naivni markup”, (zalezi na hodnoté w). Mame tak zdklad pro statistické testovani trzni struktury:
(i) kdyz 3 = 0, pak je chovéni producenta v souladu s trzn{ situaci znamou jako ”price taking”; (ii) kdyR je
g >0a pw"/p; <1 provsecna r = 1,2,...,T, pak dostdvdme chovéni klasického monopolisty; (iii) pokud
je >0, ale fw"/py > 1 pro n¢jaké r, potom mame chovani ”markup”monopolisty; (iv) kdyz 8 < 0, pak
nebude chovani firmy v souladu s zadnym ze tii popsanych zpusobu.

Tento piistup nabizi oproti pfedchozim pfistupum nékolik vyhod: (i) muzeme nyni statisticky testovat
soutézni chovani; (ii) pozadavky na informace jsou nizké - nepotiebujeme exogenni informaci o poptévkové
elasticité; (iii) nemusime predpokladat, ze produkéni funkce F je je konkdvni, takze model je konsistentni s
rostoucimi vynosy z rozsahu produkce; a nakonec (iv) postup je velmi jednoduchy - jen vlozime podminku
Bw" do rovnice soutéze, cena se rovna meznim nakladum.

9.5 Historické poznamky

Zaklad prvniho piistupu je v Lau (1974a, str. 193-4; 1978), ale své kofeny ma uz v Hotelling (1932, str. 609).
Druhy piistup je v Diewert (1971b), ale kofeny jsou v praci Fisch (1936, str. 14). Treti ptistup (izomorfni
ke druhému pristupu) je popséan v Diewert (1974a, str. 155). Ctvrty piistup je od Appelbaum (1975), ktery
pozaduje trochu jiné predpoklady pro funkcionélni tvar inverzni popavkové funkce. Appelbaum(1975, 1979)
také naznacuje, jak by bylo mozné jeho pristup rozsitit na nékolik monopolistickych nabidkovych vystupt



nebo monopsonistickych poptavkovych vstupu a ukazuje priklad empirického testovani zalozeného na datech
o amerického odvétvi zpracovavajici naftu a zemni plyn. Dalsi empiricky ptiklad této techniky je zalozen na
obchodu mezi USA a Kanadou v Appelbaum(1979). Ctvrty pifstup byl pouzit v Schworm (1980) v kontextu
investicni teorie, kde se ceny investicniho zbozi odviji od nakupovaného mnozstvi.

10 Zaveér

Vénovali jsme velkou pozornost dualnimu ptistupu k mikroekonomické teorii v Sekcich 2-6 této kapitoly.
V Sekcich 7 a 8 jsme ukazali, jak muze byt teorie duality vyuzito k odvozeni obvyklych porovnéavacich
statistickych tvrzeni pro teorii vyrobcu a spotiebiteli.

Bohuzel, pocet dél, vyuzivajicich teorii duality je tak veliky, Ze nejsme schopni je vSechny uvést.






Kapitola 8

Teorie vyroby

Produkéni teorie se zabyva chovanim firem pii procesech opatifovani a rozdélovani zdroju, které slouzi k
vytvareni vystupu firmy.
Tento proces ovliviuji tyto dvé slozky:

e Technickd omezeni, kterd limituji mnozstvi produkce;

e Institucionalni ramec, ktery charakterizuje trh komodit a vstupu.

V soucasné dobé byly tyto dva elementy produkéni teorie znacné rozsiteny o nové rozméry a aplikovany
na mnoho novych subjektu. Presto zustavaji nevyjasnény nékteré pocatecni predpoklady produkéni teorie.
Jde predevsim o nerealisticky predpoklad existence dokonalé konkurence a to jak na trhu komodit, tak na
trhu zbozi.
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1 Technologie vyroby

1.1 Vlastnosti mnoziny produkénich technologii a produkéni funkce

Produkéni technologie popisuje technickd omezeni, ktera limituji rozsah produkéniho procesu jedné firmy.
Produkéni technologie se sestava z nékolika alternativnich metod, které transformuji materidl a sluzby na
vznik zbozi a sluzeb. Odlisné zbozi a sluzby, které jsou pouzity jako vstupy do technologie, se nazyvaji

vyrobni faktory).
Vlastnosti produkéni technologie - formalizace: Necht y = (yi,...,9,) je kombinace n nezdpornych
vystupu, které vznikaji za pouziti m nezapornych vstupu z = (z1,...,x,,). Mnozina produkénich moznosti

L je mnozina vSech vstupnich vektoru z, které produkuji vystup y. L ma nasledujici vlastnosti:
(i) L je uzaviend mnozina, tj. pokud v™ € L,n =1,2,...,lim, o v" = v = 0% € L;
(i

)

) L je konvexni mnozina, tj. pokud v’ € t,v" € L,0 < A <1< M + (1 - A" € L;
(iii) Pokud (y;x) € L,2’ > z, pak (y;2') € L;

)

)

(iv) Pokud (y;z) € L,0,, <y’ <y, pak (v;x) € L;
(v) Pro kazdy konecny vstupni vektor z > 0,, je vystupni mnozina y shora omezen4.

Vlastnost (i) je podminka slabé regularity. Vlastnost (ii) ¥ikd, ze produkéni technologie je ovliviiovéana
klesajici marginalni mirou transmise vystupu na vstupy, rostouci marginalni mirou substituce mezi vystupy
a klesajici margindlni mirou substituce vstupu. Vlastnost (iv) iikd, ze omezeny vektor vstupu muze vytvorit
pouze omezeny vektor vystupu. Je mozné, ze podminky (ii) az (iv) nejsou pro néjakou konetnou mnozinu
dat, vlastnost (i) je splnéna vzdy.

Ne vSechny technologicky proveditelné transformace jsou vyznamné a priory; nékteré mohou vyzadovat
veétsi vstupy k dosazeni technicky efektivni produkéni podmnoziny E, ktera se nazyva transformacni funkce.
Mnozina efektivnich kombinanci vstupu a vystupu muze byt popséna symetricky jako mnozina vsech (y; z),



které splnuji podminku E’'(y;z) = 0, kde E’ je transformaé¢ni funkce. Efektivni mnozina pro jeden vystup
(y1) muze byt definovéna jako y; = E'(ya, - - ., Yn, x), tj. jako maximélni produkce y; pii zadanych vektorech

vstupu a ostatnich vystupu. Nesymetrickd transformacni funkce, y; = E(ya,...,Yn, ) nemuze byt dost
dobfte definovana pro vSechny nezaporné vektory vstupu a vystupu. Pokud jsou slozky ostatnich vystupu ,
U= (y2,Ys3, .- -, yn) velké, zatimco slozky x zustdvaji malé, muze byt nemozné vytvorit nezdporné mnozstvi
y1. V tomto piipadé E(y,z) = —oo. Nesymetrickd transformacni funkce E je definovana jako
E(j,x) = { maxy, {1 : (y1,9,7) € L}, POkud i (v, 952) €T (1.1)
—00, jinak,

pro vSechna y > 0,,_1,x > 0,,.
Pokud L spliiuje podminky (i) az (iv), lze ukézat, ze transformacni funkce definovand vyse spliuje
nasledujici podminky

e [/ je spojita shora;
e F je konkéavni;
e F je neklesajici pro vSechna x > 0;

e Existuje ¢islo a dostatecné velké, aby, pokud je kterakoliv z komponent vektoru g vétsi néz «, nutné
nastalo E(y,z) = —o0.

7, obecnych predpokladu o vlastnostech produkéni funkce, ktera urc¢uje vlastnosti funkce transformacni,

lze vygenerovat ruzné produkéni a transformaéni funkce pro proktické pouziti.

1.2 Neoklasicka teorie firmy

Mame-li danu charakteristiku produkéni funkce a mnoziny technologii, muzeme hledat rovnovahu firmy
vzhledem k produkci komodit a zapojeni vstupu. Predev§im uvazime tato dvé specifika:



e urceni optimalniho planu vystupu firmy;

e vlastnosti ziskové funkce.

Optimalni plan vystupu firmy

Uvazme firmu, kterda produkuje n komodit a vyuziva m vstupt; jejim cilem je maximalizovat zisk, ktery je
dén jako

m+n n m
= Z DiYi = sz’yi + Zpiyi (1.2)
i=1 i=1 i=1
kde y;(i = 1,...,n jsou vystupy a p;(i = n+ 1,...,m) jsou ceny vystupu; y,.; = —x;(i = 1,...,m) jsou
vstupy a ppyi(i = 1,...,n) jsou ceny vstupu. Zisk IT maximalizujeme vzhledem k produkéni funkei
f(y17y27---;ynyyn+17--~7ym+n) <0. (13)
Y1, Y2, - - - » Ymin jsou nékdy nazyvany cisté vystupy; maji kladné znaménka pro vystupy a zaporna pro vstupy.

Predpokladejme, ze produkéni funkce f(-) je

e Diferencovatelnd druhého stupné, tj. existuji g—; =fia 6325;, = fi;(i,7=1,...,m+n);
1 1 OYj

e Rostouci v cistych viynosech, tj. derivace f; jsou vzdy kladné,;
e Konvexni (vzhledem k podmince f(-) = 0 je striktné konvexni).

Pak 1ze optimalni produkéni plan firmy stanovit pomoci Lagrangeovy funkce:

L(yl’y% <o Ymans >‘) = 1I ++>‘f(y17y27 s 7ym+n)

= Y iy A (Y, Y2, Ymn)



kde A je Langrangeuv multiplikator spojeny s omezenim f(-) =< 0. Podle Kuhn-Tuckerovy véty pro konkdvni
programovani koresponduje optimalni produkéni plan {g;} s extrémem Lagrangidnu

L<y17"'7ym+n7)‘) :L(gla"wgm-‘rn’;\) (15)

pro nezaporné {y;}, (i = 1,...,n)a nekladné {y;, \},(i =n+1,...,m + n). Nutné a postacujici podminky
pro extrém jsou

() SE<0(@=1,...,n)
(@) §r>0(=n+1,...,m+n)
(éi) Yo" o g =0 (1.6)
(iv) 2£<0
L\ _

kde derivace {g—;, %} jsou vyhodnoceny v {g;, A\}. Tyto podminky dévaji kompletni charakterizaci op-

timalniho produkéniho planu. Charakteristiku muzeme shrnout do nésledujiciho tvrzeni:

Tvrzeni 1.1 Optimdlni produkcni plan spliuje (za vijSe uvedenyjch predpokladi): i1, Yo, - - -, Yman-

pi+ A =0 (i=1,...,n)
pi+Af; =0 (t=n+1,...,m+n) (1.7)
S (s + Afi)gi = 0

Navic,

Protoze, podle piedpokladi, je f rostouci, kladné ceny pro viechny ¢isté vystupy implikuji, ze A < 0, takze
f = 0. Pokud je produkéni funkee striktné konvexni, jsou podminky nasledujici
g_i = f(gla"'angrn) =0,

_ 1.8)



kde derivace {f;} je vycislena v {g;, A\}. Pokud existuje feseni, pak je — dle piedpokladu striktni konvexity
funkee f(y1,v. ..., Ymin) = 0 — jediné.

m + n podminek prvniho stupné muze byt interpretovano jako rovnost margindlni ziskovosti kazdého
¢istého vystupu s jeho vynosem nebo nakladem. Langrangeuv multiplikator je zména zisku firmy vzhledem
ke zméné produkéniho planu firmy. Pomérem téchto hodnot dostaneme

pi 0N Dii i) (1.9)
pj  Of/0y; 0;

Pro dvojice vstupu a vystupu tyto rovnovazné stavy ukazuji, ze marginalni mira transformace mezi
odpovidajicimi komoditami je rovna poméru cen téchto komodit. Pro jeden vstup dostaneme znamou rov-
nost, ze marginalni cena produktu je rovna jeho margindlnim néakladum. Cesta expanze, ktera je kombinace
vstupu pii ruznych hladindch vystupu, kde je margindlni mira technické substituce (MRTS) rovna poméru

cen, mize byt lehce zisténa. Hladiny vstupii a vystupt (y;)(i = 1,...,m + n), které maximalizujf zisk, a
Lagrangeuv multiplikdtor A jsou funkcemi ceny p;(i = 1,...,m +n).
Cili

5\ = 5\(]?17 s 7pm+n)
(i=1,....m+n) (1.10)

Yi = Si(]?h B apm+n)>

A(*) je homogenni stupné jedna, zatimco s'(-) je homogenni stupné nula. Jednotlivé 3; nazyvame ¢isté
nabidkové funkce. Pro vystupy jsou g; vétsinou klasické nabidkové funkce; pro vstupy jsou negativnimi
poptavkovymi funkcemi. Proto ¢isté nabidkova funkce existuje, pokud jsou splnény podminky kladené na
marginalni ziskovost a na produkéni funkei a je-li produkéni funkce konvexni.

Ziskova funkce

m-+n

Ziskova funkce dava hodnotu ucelové funkce IT = > )" p;y;, vzhledem ke vztahu f(yi,...,Ym+n) = 0 a
podmince, ze vstupy a vystupy jsou nezaporné.



Dosazenim vztahu 1.10 do tucelové funkce dostaneme

m+n

I(p1, - Pman) = D pis'(pL,....pm +n. (1.11)

Derivujeme-li tento vztah podle p;, dostaneme

m+n
ad’
=5+ ) pia— (1.12)

= Op;

ale f(s!,...s™™) =0, takze

m—+n ; m+n i
af 07 1 s’
_ Z ayj apz X £ pj% (1.13)

Proto
oIl
Ipi
Funkce ¢isté nabidky je homogenni stupné nula, takze ziskova funkce je homogenni stupné jedna.
Vezmeme-li druhou derivaci II vzhledem k p; dostaneme

=5 (i=1...,m+n). (1.14)

0?11 B Os' B 0s? B 0?11
OpOp;  Op;  Op;  Op;Op;’

(1.15)

coz implikuje, ze kiizovy vliv cen na ¢istou nabidku je symetricky.

Ziskova funkce muze bat charakterizovana jako diferencovatelna stupné dva, rostouci s rostouci cenou
vystupu a klesajici s rostouci cenou vstupu; optimalni feseni existuje pro kladné hladiny vstupu a vystupu
pro vSechny cenové hladiny. Ziskova funkce je konvexni.



Pomoci podminek pro optimélni vystup a ziskové funkce je mozné odvodit zdkony pro nabidku a poptavku
firmy, ktera je podle definice rovna nabidce vystupu a poptdvce (s opaénym znaménkem) po vstupech.

Vlastnosti cisté nabidkové funkce
e Je homogenni stupné nula vzhledem k py,ps, ..., pmin a to pro vSechny nasobky téchto hodnot kon-
stantou;

e Substitucni efekt i a j je symetricky, tj. g—i = g;l]:;
5 7

e Cist4 nabidka po zbozi i nemuze poklesnout, vzroste-li jeho cena;

e Pokud je mnozstvi jednoho ze vstupt nebo vystupu fixni, je ¢isté nabidkova funkce homogenni stupné
nula ve vSech cenédch. Ve specidlnim ptipadé, kdyz jsou fixni vSechny vystupy je tato funkce negativni
poptavkovou funkei pro vstupy.

2 Skilovéani, substituce faktori, technické zmény: nékolik definic

Produkéni funkce zahrnuje nékolik ekonomickych efekti, jako tfeba Skdlovani a substituéni efekty, efekty
technologickych zmén a distribuéni efekty. Tyto efekty jsou zachyceny v produkéni funkci a v jeji prvni
a druhé derivaci. Tabulka 8.1 ukazuje vlastnosti produkéni funkce, které slouzi k porovnavani. Pti dané
produkéni funkei y = f(x,t), kde x je vektor vstupt a t je ukazatel technologické zmény je mozné odvodit
vztahy pro returns to scale, podil vyrobnich faktoru, cenovou elasticitu, elasticitu substituce a nékteré
ukazatele technického pokroku (TP).



Efekt Vzorec Pocet
Hladina vystupu y = f(z,1) 1
Returns to scale w= (Z?:{n xlfl) /f 1
Distribuc¢ni podil s; = x;fi/ Z?:l zifi n—1
Elasticita ceny € = xifi) fi n
fig y Fig | fig
Elasticita substituce Oij = m n(nz_l)
Mira TP r—rf 1
Akcelerace TP T = (ful F) = (fe) [)? 1
Mira TP margindlnich produktu | 1iv;/m; = fi/ fi n

Tabulka 8.1: Ekonomické efekty




Returns to scale neboli skalovaci funkce

Necht f = f(Az1,...,Az,), kde X je kladnd konstanta. Returns to scale v bodé (xy,...,z,) jsou méfeny
skalovact funkct, které se nékdy také tika funkcni koeficient i elasticita vystupu. Je definovana jako
B A Of(Ax) . Oln f(A)
M) =y " on AN T A

nebo
n
p(N) =Y zifi/ f. (2.1)
i=1
Returns to scale jsou klesajici, konstantni nebo rostouci v zavislosti na tom, je-li p(zy,...,z,) mensi,

rovno, nebo vétsi nez jedna.
Déle plati nasledujici vztahy

(i) Margindlni produkt vstupu x; je prvni parcialni derivace produkéni funkce vzhledem k z;(i = 1,...n:
%Z) = MP;(x) > 0.; M P(x) je vektor marginalnich produktu z;, tj. M P(x) = (M Pi(x),..., M P,(x)).

Returns to scale muzeme definovat jako

p(x) = cryr = (21, .., Zy). (2.2)

(i) Returns to j*" input:

x; Ofi(x) _fa)- 1 MP(x)
f(z) Ox; T f@)/x; AP()

kde AP; je prumérny produkt faktoru j, ktery je definovany jako f(x)/x;).



(iii) Elasticita pramérného produktu

offwj = fi
Oz; (f/z;) [z,

1:,u]—1,

ktera naznacuje, ze existuji rostouci nebo klesajici vynosy v zavislosti na tom, je-li j; vétsi nebo mensi
nez jedna.

(iv) Returns on scale v libovolném bodé

u(x) =Y py(x), (2.4)
j=1
jsou sumou vsech elasticit vystupu vzhledem ke vSem vstupum.

Returns on scale pro produkéni funkce nékolika produkti mohou byt uréeny nasledovneé:

Predpokladejme, ze F(y1, ..., Ym, T1, -, Tn) = F(yy2, .. vy0, Az, ..., Az0), kde v a A jsou konstanty,
y jsou vystupy a x jsou vstupy. Je-li produkéni funkei nékolika produktu separabilni tak, ze h(yi, ..., Ym) —
f(z1,...,2,) = 0 pak je skdlovaci funkce pro F' = h — f definovana jako

r dy/y _ proporciondlni relativni zména vSech vystupu

~ d\/\  proporcionalni relativni zména viech vstupii

nebo
pt =l (2.5)

kde p/ a =" jsou skdlovaci funkce pro f a h. Je obtizné vysvétlit ekonomicky vyznam pf', pokud je pocet
vystupu vétsi nez jedna.



2.1 Elasticita substituce

Substitucni moznosti jsou takové alternativni kombinace vstupt, které generuji stejnou hladinu vystupu.
Mistni méteni substituce mezi dvéma vstupy - feknéme x; a x5 - pii vSech ostatnich vstupech konstantnich
a konstantni hladiné vystupu, 1ze provést pomoci elasticity substituce o, ktera je definovana jako

5 — dloga/o)
—fife(z1fitaaf) )
T2 (f11f2—2f12f1fo+ f22 f2) "

Jinymi slovy, pro dané y° je o proporciondlni zména poméru x, : z;, kterd plyne ze proporcionalni
zmény marginalni miry substituce mezi x; a x5. Pokud jsou ceny jednotlivych faktori neménné a firma se
snazi minimalizovat naklady, pak existuje jednoducha interpretace o a to jako procentudlni zména vstupu
vydélend procentualni zménou marginalniho produktu nebo procentualni zménou relativnich cen vstupu.

Zaktiveni izokvant je urceno velikosti elasticity substituce. Izokvanta reprezentuje mnozinu vstupu, které
generuji stejnou hladinu vystupu. Tedy

{z € D|f(z) =y} (2.7)

za predpokladu, ze f(x) je rostouci podél paprski tj. f(A-x) > f(x) je-li X > 1 a spojité.
Podle definice
of(x)
Oz,

dx; = 0. (2.8)

J=1

Protoze
dz = (day,dxs, ..., dz,); MP(z)dz =0

coz - v piipadé dvou faktoru z; a xo - muze byt zapsano jako

MPl(m)dxl + MPQ(I')diEQ =0



Sklon izokvanty

M Py(z)

dz 2

dzy =—— "2 MR 2.
de1 lizokvanta M Py (z) Stz (2.9)

kde M RSi> je marginalni mira substituce jedné jednotky xz; nékolika jednotkami xs pfi stejné hladiné
vystupu.

Tvar produkéni funkce klade omezeni na substituovatelnost faktoru. Substituce faktoru neni napriklad
mozné pro produkéni funkei s fixnimi pomeéry, ¢ = 0. Naopak pro linedrni produkéni funkci y = ayz1 +
o, ; > 0,0 = o0 je substituovatelnost iplnd. Pro hodnoty o v intervalu (0,400) je maximalni mira
substituce veétsi nez zadna, ale neni tiplna.

Pro obecnou n-faktorovou produkéni funkci je narocné stanovit jednoznacénou definice elasticity substi-

tuce. V takovych ptipadech muzeme definovat pouze parcialni elasticity substituce vstupu. Bylo navrzeno
nékolik definic:

1. Prima FElasticita Substituce (PES) mezi faktory i a j je zobecnénou dvoufaktorouvou elasticitou sub-

stituce. Je dana jako
oD _ fifi(xifi + 25 f5)
o (fuf7 = 2fufify + fif?)

2. Allenova Parcidlni Elasticita Substituce (APES) je mirou zmény poptavky firmy po faktoru j, ktera
je dana zménou ceny faktoru ¢ s tim, ze vSechny ostatni veli¢iny zustavaji konstantni. Tedy

a_ 2 Tefr Fiy

0 <ol <oo. (2.10)

A
kde
0 fi o fa

F— fl fll fln

fo fin e fon



F;; je fi; minor matice F', Podminky stability vyzaduji, aby F,,/F < 0. Protoze F' je symetrickd,
bude matice parcialnich elasticit také symetricka. Nékteré z parcidlnich elasticit mohou byt zaporné,
ovSem alespon nékteré musi byt kladné. Pokud provedeme vazeny soucet téchto elasticit, musi kladné
prevladat.

Narozdil od piistupu PES nemé& APES piimou interpretaci. Muze byt ukézéno, ze a;;‘- = n;;/(pixi/C),
kde 7;; je parcidlni elasticita poptavky po faktoru j vzhledem k cené faktoru i a C' jsou celkové naklady. cr,g
a 0;3 jsou shodné s dvoufaktorovou elasticitou o je-li n = 2. Obecné shodné nejsou. Definice PES a APES
lze také pouzit pro méteni piimé a parcialni elasticity transformace mezi dvéma produkty.

2.2 Technicky pokrok

Technicky pokrok souvisi s procesem a dusledky zmén produkéni funkce zpusobené zménou technologie.

Jsou-li pouzity nové technologie, maji na produkéni proces bud neutrdlni vliv, nebo zméni vztah mezi

vstupy a vystupy. Neutralita technického pokroku muze byt méfena jeho efektem na nékteré ekonomické

ukazatele (napf. poméry: kapital/vystup, vystup/prace, kapital/prace), které by méli zistat invariantni.
Tt nejznaméjsi definice technického pokroku:

- Setii praci
) —, Hicks { neutralni
K/Lkonst. Setii kapital

(0(fKK)/(fLL)
ot

Setii praci

(a<fK[2/(fLL)) Z, Harrod { neutralni
t K/Ykonst. < Seti{ kapital

SetTi praci

(a<fKKg/<fLL)) i, Solow { neutralni
t L/Y konst. Setii kapital



Je-li technicky pokrok ztélesnény v praci a kapitalu bude technickd zména zaviset na elasticité substituce
o a ruznych mirach rustu vtéleni prace a kapitdalu. Vtéleni znamena, ze - diky rozvoji technologie - jsou nové
vstupy efektivnéjsi nez vstupy staré. Vezméme dvoufaktorovou produkéni funkei danou jako

y= flaaL, zK), (2.12)

kdea; a ay jsou koeficienty rustu faktoru. Protoze smér technické zmény zdvisi na pomeéru a;/as je
technicka zména Hicks-neutralni pokud je tento pomeér konstantni, Harrod-neutralni je-li an konstantni a
Solow-neutralni je-li a; konstantni.

Bias technické zmény B je definovana jako

B- {@—@1 (1—1>. (2.13)

(05} (0%)] g

3 Vlastnosti produkénich funkci a dualita

Budeme se zde vénovat pojmum homogenita, aditivita a separabilita. Jiny dulezity pojem je dualita mezi
produkéni funkei, normalizovanou ziskovou funkci nebo nékladovou funkci. Podle obecnych podminek ze
sekce 1, zasadni produkéni technologie muze byt identifikovana uzitim nakladové nebo ziskové funkce. Prin-
cipy duality jsou zde zminovany pouze letmo. Podrobnéjsi rozprava muze byt nalezena v kapitole 7. Nejdrive
rozebereme podminky homogenity, aditivity a separability produkéni technologie.



3.1 Homogenita, aditivita a separabilita
Homogenita a homoteticita produkcnich funkci
Homogenni produkéni funkce stupné k je definovana takto:
fOr, Axg, .. Amy) = Nof(zy, 20, ..., 2); A > 0. (3.1)

Diferencovatelnd, linearné homogenni produkéni funkce mé nasledujici vlastnosti:

1. y=> " fi, kde, podle Eulerovy véty, f; = 0f/0x;.

2. Prvni derivace homogenni funkce stupné jedna je homogenni funkce stupné nula.

3. fiu = (25/23) fj;, kde fi = 0°f/0x7 a f;; = 0°f/0x3.

4. zifui+xifi; =0ax;fi; +xifij =0, kde fi; = 0*f /0x;0z;.

Z vlastnosti (iii) a (iv) plyne, ze:

5. fii—fj; = fi; = 0, pokud jedna ze ti{ pfedchézejicich hodnot je nula a predpokladdme kladnou trovein
vstupu.

Monoténné rostouci transformace homogenni produkéni funkce se nazyva homotetickd produkéni funkce.
Skupiny homotetickych produkénich funkei jsou charakterizovany rostouci piimkou prochéazejici pocatkem,
tj. tvary okraje produkéniho povrchu jsou radidlni vybouleni jednoho do druhého. Homotetickd produkéni
funkce je definovana jako:

y=g(f(z1,22,...,2,)), (3.2)

kde f je homogenni funkce libovolného stupné (f > 0); f a g jsou dvakrat derivovatelné funkce a f muze
byt interpretovana jako vstupni index faktoru produkce.



Aditivita a homogenita produkénich funkci

Hranice vyrobnich moznosti je homogenni a pokud jde o zbozi aditivni tehdy a jen tehdy, kdyz hranice muze
byt vyjadiena jako:

F'On) + F?(Aya) + -+ - + F*(Aya)
=F'(y) + F*(2) + -+ F"(ya) =0 (3.3)

pro libovolné A > 0. y; (1 = 1,2,...,n) reprezentuje ¢isty vystup i-tého zbozi, nékteré z nich jsou vstupy do
produkéniho procesu. Tato podminka je byt splnéna tehdy a jen tehdy

1. funkce [F"] jsou homogenni stejného stupné, nebo

2. funkce [F] jsou logaritmické.

Pokud se kazdy ¢isty vystup y; (i = 1,2, ...,n) sklddd z m vzajemné se vylucujicich a tplnych komoditnich
Skupina napfﬂ(lad F(y1>y27 s 7yn) = Fl(y1>y27 s 7yn> + FQ(ynlJrla s >yn1+n2) + -
ot F (Y tng oty 11y - - s Yngtng+tnn, ) = 0, pak je produkéni hranice nazyvéna skupinové aditivni.

Podminky (1) a (2) jsou stéle pouzitelné, kdyz hranice je skupinové aditivni. Piikladem aditivné homo-
gennich hranic vyrobnich moznosti jsou linearné homogenni a dvoustupnové konstanty elasticity substituce
produkénich funkei popsanych struéné v ¢asti 3.

3.2 Funkéni separabilita produkénich funkei

Pokud produkéni funkce nékolika argumentu muze byt rozdélena na podfunkce, potom efektivita produkce
muze byt dosazena postupnou optimalizaci. Funkéni separabilita hraje dulezitou roli pti agregovani hetero-
gennich vstupu a vystupu, odvozovani funkeci pridané hodnoty a odhadovani produkénich funkei; otvira také
moznost konzistentnich mnohaetapovych estimaci, které mohou byt jediné uskutecnitelné procedury, pokud
je zahrnuto velké mnozstvi vstupu a vystupu v produkénich aktvitach vysoce komplexnich spoleénosti.



Predpokladejme, ze produkéni funkce y = f(x) = f(z1,...,x,) je dvakrat derivovatelnd a vylozené
kvazikonkdvni s n vstupy oznacenymi N = (1,...,n) a je rozdélena do r vzajemné vylucujicich se a iplnych
podmnozin (Ny,..., N,) a ¢ast oznacenou R. f(z) je slabé sparabilni vzhledem k ¢asti R, pokud mezni
mira substituce (MRS) mezi libovolnymi dvémi vstupy x; a z; z kterékoliv podmnoziny Ny, s = 1,...,r,
je nezavisla na mnozstvich mimo Ny. Podminka slabé separability je uvedena jako [Leontief (1947), Green
(1964) a Berndt a Christensen (1973)]:

O _ o vijeNakgN, (34)
a&:k

Silna separabilita existuje, pokud MRS mezi libovolnymi dvéma vstupy uvniti N, a N; nezdlezi na
mnozstvich vstupu vné N, a IV, tj.

o(fi/ I; : .
M:O, Vi € Ny, j € Ny, k& NgU Ny (3.5)
8$k
nebo alternativné f; fir— fi fir = 0. Slabd separabilita vzhledem k ¢asti R je nutnd a dostacujici, aby produkéni
funkce f(x) méla tvar f(z!,2?%, ..., 2"), kde z* je funkce pouze z prvku N,. U silné separability je nutné a

postacujici pro f(z) mit tvar f(z! + 22+ -+ +2"), kde x* je funkce pouze z prvku N;.

Kvazikonkavni homoteticka produkéni funkce f(x) je slabé separabilni vzhledem k ¢ésti R v bodé tehdy
a jen tehdy, kdyz Allenovy elasticity substituce mezi dvojicemi vstupu jsou si rovny, tj. AES;, = AES
v bodé, kde 7 # j € N,, k ¢ N,. Funkce je silné separabilni tehdy a jen tehdy, kdyz AES;, = AES;;, pro
vsechna ¢ € Ny, 7 € Ny, k ¢ N, U N;. Pokud n = R, pak vSsechny AFE S, ¢ # k jsou si rovny™.

Tyto vysledky mohou byt rozsiteny na nakladové a ziskové funkce, stejné jako na piipad nehomote-
tickych produkénich funkei’. Napiiklad pokud je f(x) homotetickd a separabilni, pak dualni ndkladové funkce
C(y,p) = H(y) - G(p), kde p je vektor vstupnich cen, je slabé separabilni. Je t¥eba fici, ze C;Cy, — C;Cj, = 0
plati stejné jako f;fix — fifjr = 0.

*Viz Fuss a McFadden, Eds. (1980 kap. II.1, strany 244-248), o derivaci téchto pojmu
 Aplikace véty o separabilité na produkéni funkce s linedrnimi a nelinedrnimi parametry, viz Fuss a McFadden, Eds. (1980).




Tyto véty o separabilité, pokud plati, poskytuji podminky pro existenci konzistentniho agregovaného
cenového indexu p° a konzistentniho mnozstevniho indexu X° na elementech N,. Vétsina teoretickych a
empirickych formulaci produkéni funkce v literatufe implicitné predpoklada,ze podminky separability plati
(prevladaji).

3.3 Dualita produkéni technologie a nakladové a ziskové funkce

Alternativni piistup k produkéni teorii je pouzit ndkladové a ziskové funkce ke specifikovani zakladu pro-
dukéni technologie. Teorie duality zajistuje soulad mezi nékladovymi a ziskovymi funkcemi a produkéni
technologii. Vyhody pouzivani ndkladovych a ziskovych funkei k odvozovani charakteristik zdkladni tech-
nologie jsou vypocetni nenaroc¢nost a zpracovanim ekonomickych pozorovatenych proménnych povoluji tes-
tovani §irsich tiid hypotéz. Ke stanoveni duality mezi nédkladovou a ziskovou funkei a produkéni technologii
je tfeba nékolika matematickych pojmu a tvrzeni. Nékolik z nich je popsano nize bez pokusu poskytnout
nutné diukazy?.

3.4 Ne¢jaké definice a vlastnosti nakladové funkce

1. Vstupné pravidelnd mnozZina vyrobnich moznosti je definovana, pokud mnozina produkovatelnych
vystupt y* je neprazdnd a pro kazdé y € y* vstupni pozadavek L je neprazdnd a uzaviend mnozina.

2. Obecnd mnozina vyrobnich moznosti je definovana, pokud je zde volné odstranovani vstupt [vlastnost
(b) v ¢ésti 2 kapitoly 3 na strané 95|, a produkéni mnoziny jsou zdola konvexni [vlastnost (h) v ¢asti
2 kapitoly 3 na strané 97].

Pokud je firma na konkure¢nim trhu s vylozené kladnymi vstupnimi cenami, p = p(p1, ..., p,) a vstupné

1Zajmce by mél nahlédnout do patti¢nych kapitol z Shephard (1970) a Fuss a McFadden, Eds. (1980). Viz také kapitola 12
tohoto textu v kapitole 7.



pravidelna mnozina vyrobnich moznosti, jeji ndkladovd funkce muze byt definovana jako

Cly,p) = min{p - x|z € L(y)}- (3.6)

Nékladova funkce C(y, p) oznacuje minimum celkovych ndkladu vstupnich vektoru k ziskani nejmensiho
vystupniho vektoru y. Nédkladova funkce je nezaporna, protoze x a p jsou nezaporné a neklesajici ve vstupnich
cenach pro pevny vystup. Nakladova funkce je kladné linearné homogenni v p a je také konkavni ve vstupnich
cenach. Vlastnost konkavnosti vede k vysledku, ze ndkladova funkce je spojita ve vstupnich cenach, tj. pro
p>0ay>0.

Teorie duality tvrdi, ze nédkladova funkce (3.6) existuje, Ze existuji vstupné pravidelnd mnozina vyrobnich
moznosti takova, ze (3.6) je minimum nakladové funkce. Aplikace vét o dualité dédva nasledujici vysledky:

1. Kazda vstupné obecnd nakladova funkce udava implicitni mnozinu produkénich moznosti, ktera je
vstupné obecnd (tj. je vstupné pravidelna a spliuje podminky volného odstranovani a konvexity).

2. Je zde vztah mezi vstupné obecnou mnozinou produkénich schopnosti a vstupné obecnymi nakladovymi
strukturami®.

Funkce vzdalenosti a nakladova funkce

Funkce vzddlenosti je transformacni funkce casto pouzivana k popisu mnoziny vyrobnich moznosti. Pouzivani
této funkce dovoluje zalozeni plné a formalni matematické duality mezi transformaci a nédkladovou funkci,
nebot obé jsou pouzity ze stejné tifdy funkci a maji stejné vlastnosti. Toto naopak umoziuje zavedeni
tvrzeni, ze pokud vlastnost A transformacni funkce implikuje vlastnost B nékladové funkce, potom podle
duality vlastnost A nakladové funkce implikuje vlastnost B transformacni funkce.

Uvazujte funkci vzdalenosti

F(y,z) = max{\ > 0|(1/\)z € L(y)}, (3.7)

$Tento vysledek je ¢asto oznacovan jako Shephard-Uzawova véta o dualité. Viz Shephard (1970) a Uzawa (1964)



u které muze byt ukdzano, ze je dobte definovédna. Pro y = 0, vektor 0 muze byt v L(0), v tomto piipadé je
F(z,y) definovéno s hodnotou +o0o. Pomoci této definice a vlastnosti funkce vzdalenosti Shephard ustanovil
vztah mezi vstupné obecnymi produkénimi moznostmi a vstupné obecnymi funkcemi vzdélenosti [Shephard
(1953, 1970); viz také McFadden (1980, strany 92-112)]. Také pomoci formalntho vztahu duality ndkladové
funkce a funkce vzdalenosti ukazal, ze mnozina vyrobnich moznosti ma vlastnost A tehdy a jen tehdy pokud
ma nakladovéa funkce vlastnost B a naopak. Nékteré z vlastnosti duality mezi transformaci a nakladovou
funkef jsou ukdzany v tabulce (8.2) [McFadden (1980, strany 92-112)].

Tabulka 8.2: Vlastnost A zastupuje vstupné obecnou funkci tehdy a jen tehdy, kdyz vlastnost B zastupuje
jeji vstupné obecnou nakladovou funkeci.

ﬂ

Vlastnost A Vlastnost B
transformacni funkce F(y, x) nékladové funkce C(y, p)

1 Nerosotouci v y Neklesajici v y

2 Stejnomeérné klesajici v y Stejnomeérné rostouci v y

3 Silné shora polospojita v (y, x) Silné zdola polospojita v (y, p)

4 Silné zdola polospojitd v (y, x) Silné shora polospojitd v (y, p)

5 Silné spojita v (y, ) Silné spojita v (y, p)

6 Striktné kvazikonkavni zdola v x Spojité diferencovatelna v kladném p

7 Spojité diferencovatelnd v kladném =  Striktné kvazikonkdvni zdola v p

8 Dvakrat diferencovatelnd a striktne Dvakrat diferencovatelna a striktné
diferencovatelné kvazikonkavni diferencovatelné kvazikonkavni
zdola v x zdola v p

Tedy pomoci formdalniho vztahu duality mezi nakladovou a transformacni funkci je mozné pouzivat
nakladové udaje k odhadu zakladni mnoziny produkénich moznosti. Teorie duality muze byt také pouzita k



sestaveni vlastnosti ”omezené ziskové funkce” | kterd umoznuje optimalizaci firmy nad libovolnou mnozinou
proménnych vstupu a vystupu. Nekteré priklady principu duality a jejich aplikace jsou uvedeny nize.

3.5 Aplikace principt duality: Ziskova a nakladova funkce

Z principu duality plyne, ze ndkladové a ziskové funkce mohou byt pouzity k charakterizovani ekvivalentnich
strukturalnich vlastnosti produkéniho procesu. Protoze analyza ziskové funkce je zobecnénim piistupu
nakladové funkce, nize uvedena rozprava se tyka ziskové funkce; avsak ptiklad nakladové analyzy tykajici
se proménné dlouhodobé nékladové funkce je také struéné probran.
Predpokladejme, ze
y=F(zy,...,x0; Z1,.. ., Zm) (3.8)

je produkéni funkce firmy, kde x a Z jsou po fadé proménné a pevné vstupy. Pokud je vyrobni funkce F'
(1) konecna, nezdpornd realnd funkce; (2) spojitd; (3) spojité a dvakréat diferencovatelnd; (4) monoténni
ve = (r,...,2,) av Z = (Z1,...,2%5); (5) konkdvni a lokdlné silné konkdvni; a (6) ohranicend, pak
normalizovana ziskova funkce

¢ =pF(x,Z)— Zpixi (3.9)
i=1

ma také tyto vlastnosti. [Formélni dukaz viz Lau (1980).] To znamend, pokud doménky o produkéni funkei
plati, ze existuje korespondence mezi ¢leny normalizovaného zisku a produkéni funkce. Rovnice (3.9) muze
byt zapsdna terminy normalizovaného zisku, ¢*(II/P) nebo jednotkovou vystupni cenou, zkrdcené "UOP”.
To je

¢o=F(x",Z)—Pz*=G(P2Z),
kde z* je volitelny stupen proménnych vstupu a P = p;/p je vektor normalizovanych cen vstupu. Dudlni

transformacni vztahy mezi normalizovanou ziskovou funkei G(P, Z) a produkéni funkei F'(X, Z) jsou shrnuty
v tabulce (8.3).



Tabulka 8.3: Relace dudlni transformace mezi F'(-) a G(-)

AN AN AN AN N
S O i W N~
— —

Produkce Normalizovand ziskova funkce
F(x,Z) G(P,Z)

F(z,Z2)—-G(P,Z) = Px

9F _ p G _ _ o

oF ﬁg 9G _85_F

oz — 0z oz — 0z

F=G-P(%5) G=F—xz(%)

Z A

Zdroj: Lau (1980, str. 140)



Mnozina vztahu

oG _
op "
a (3.10)
oG _oF
YA YA

je takzvané Hotellingovo lemma [Hotelling (1932)], které navrhuje, ze pozadavek pro z; muze byt ziskdn
derivovanim ziskové funkce podle ceny proménnych vstupu a derivace produkéni a nakladové funkce podle
pevnych faktoru jsou ekvivalentni. Nékolik vlastnosti ziskovych funkei jsou:

1.

Pokud produkéni funkce F' je homogenni stupné k (pod podminkou k < 1), pak ziskovéd funkce je
homogenni stupné —k/(1—k) a zisk maximalizujici ndklad proménného vstupu je C* = P[k/(1—k)]-G.

. Derivované funkce pozadavku je homogenni stupné —1/(1—k) v P, pokud vyrobni funkce je homogenni

stupné k v x.

. Vyrobni funkce je homotetickd u proménnych vstupu x tehdy a jen tehdy, kdyz normalizovana ziskova

funkce je homoteticka v P.

Pokud je produkéni funkce dand y = AF(x,Z), normalizovand ziskova funkce je dand jako ¢* =
AG(P/A, Z).

Odhady produkénich elasticit mohou byt odvozeny, dany odhadem normalizovanych ziskovych elasticit
a naopak. Plati nasledujici vztah:

olnG 1 OlnF olnF
dlnp; _(1 —¢)dnz;’ kde e = Z Olnx;’
OlnF 1 O0lnG olnG

—_ kde n —
Olnz; (1—=n)0lnp;’ en

(3.11)



Z (3.11) plyne, ze 1/e +1/n = 1.

6. Produkéni funkcee je aditivné separabilni vzhledem ke zbozovym kategoriim tehdy a jen tehdy, pokud
normalizovand ziskova funkce je aditivné separabilni vzhledem k odpovidajicim cenovym kategoriim.

7. Produkéni funkce a jeji normalizovana ziskova funkce jsou silné separabilni vzhledem ke zbozovym
kategoriim a odpovidajicim cenovym kategoriim, pouze pokud jsou homoteticky separovatelné.

Obecné, uzaviené formy feSeni normalizované ziskové funkce jsou ¢asto obtizné ziskatelné i pro jedno-
duché technologie. Problém je roziesen, pokud je pouzita predstava normalizované omezené ziskové funkce.
Normalizované ziskové funkce s pevnymi vstupy se nazyvaji normalizované omezené ziskové funkce. Nékteré
z vlastnosti, jako homogenita, homoteticita rozebrané vyse jsou pouzitelné pro omezenou ziskovou funkei,
ale s néjakymi dulezitymi modifikacemi. Mezi tyto modifikace patii:

1. Omezend ziskové funkce F'(x, Z) je témér homogenni stupné ki a ko v X a Z, pokud
FQx,\2Z) = \"F(X,Z);  A>0, (3.12)

tj. kdyz je proménny vstup zvysen o néjakou ¢ast (A) a pevné faktory jsou zvySeny mocninou A, pak
vystup Y vzroste s dalsi mocninou této éasti [viz Lau (1976)]. Pokud k; = ko = 1, pak prevldadnou
konstantni zisky.

2. Produkéni funkce je homogenni stupné k ve vSech vstupech, pokud normalizovand omezena funkce je
témef homogenni stupné —1/(1 — k) a —k/(1 — k), pokud k # 1.

3. Pokud je ziskova funkce témétr homogenni stupné 1 a 1/k, zdkladni produkece je homogenni stupné &
v .

4. Pokud je produkéni funkce homogenni stupné k, pak derivace funkci pozadavku jsou homogenni stupnu
—1/(1—k)a—k/(1—k).



Dalsi vysledky struktury normalizovaného zisku jako homoteticita a spearabilita, mohou byt vyvozeny
a vysledky mohou byt rozsireny na mnohavystupni piipad [Lau (1980)]. Je postacujici fict, ze normalizo-
vana omezena ziskova funkce je flexibilni metodou pro analytické a empirické analyzy struktury produkéni
technologie. Napiiklad Lau (1976) ukazal, ze normalizovana (omezend) ziskova funkce muze byt pouzita k
analyze relativni efektivnosti mezi dvéma firmami. Rozsitil funkci, aby zahrnovala adaptivni a ocekavané
zpozdéné opravy vstupu a vzal v dvahu jisty stupen nejistoty cen [Lau (1980)].

Zajimava apliakce je derivace struktury kratkodobé proménné nékladové funkce a vysledné specifikace
dlouhodobych nékladu. Uvazujme proménnou nakladovou funkei:

C,=F(Py,7) (3.13)

a predpoklidejme, Ze stupeii vystupu y je dén a mame pouze jeden pevny vstup Z a vektor N proménnych
vstupt = s cenovym vektorem P = (py,...,p,). Funkce variabilnich ndkladi musi byt monoténné rostouci
a konkavni ve faktorovych cenach P. Odpovidajici kratkodoba nékladova funkce je

Cy=F(Py,Z)+ PzZ, (3.14)

kde Py je cena Z. Optimalni pouzit{ pevného faktoru je definovano implicitné pomoci obalové podminky

ofC) _ o
——=, =Pz (3.15)

za predpokladu, ze funkce variabilnich ndkladu je klesajici a konvexni v Z. Pii uvazovani optimalni drovné
pevného vstupu implikovaného (3.15) jako Z = ¢(P,Y, Py), funkce dlouhodobych nékladu je

C = H(P,y, Py). (3.16)

Derivaci (3.13) a (3.14) podle Y a tpravami dospéjeme k vztahu mezi cenovou elasticitou podle proménné
a kratkodobou funkci nakladu. Tento vztah je vyjadien jako

n = (14d) ", (3.17)



kde n* a ¥ jsou elasticity kratkodobych a variabilnich ndkladovych funkci. a kde d = P7Z/C, je pomér
fixnich a variabilnich naklad.

Na druhou stranu kratko a dlouhodobé elasticity mohou byt spojeny pouze pokud plati obalova podminka.
V tomto piipadé derivovanim (3.16) pomoci (3.15) ziskdme ziejmy vysledek, ze kratko a dlouhodobé elas-
ticity jsou identické: n = n®. Pokud obalova podminka neplati, pak neexistuje jedinecny vztah mezi n° a

n.
AES spolu s variabilnimi naklady je také v relaci. Variabilni naklady AES, o7}, jsou definovany jako

o _ F()0°F/p;0p; -
Uij_ aF/aplaF/apj ) pro Za]%]@

(3.18)

kde dolni indexy oznacuji vstupy. Vsimnéte si, ze o, = o0};. Z (3.14) a (3.18) okamzité plyne, ze o}; =

(1+d)oy;. AES spolu s dlouhodobou nékladovou funkef je

o H(-)0°H/dp:p;
A 8H/8pz(9H/8p] 7

Vi, . (3.19)

Vztah mezi 05 a 0}; je vyjadren takto:

1O0lnz; Olnk

o = (1 +d)[aij +5 Jlnk Olnp;

1, i,] # k, (3.20)

kde S; = P, X;/C, je podil variabilnich nékladia na vstupu i. Rovnice (3.20) svazuje variabilni naklady a
dlouhodobou AES s proménnymi faktory [Dalsi diskuse viz Schankerman a Nadiri (1980).]. Je jednoduse
oveéfitelné, Zze vyzadovand podminka ;5 = oj; je splnéna. Dlouhodoba AES vyzadujici pevné faktory je
ziskdna ze vztahu ;joi; =0, kde aj = p;; /C' je dlouhodoby podil ndkladu vstupu j.



4 Funkcionalni forma produkéni funkce: Agregace zasoby ka-
pitalu

Bylo vynalozeno znacné usili na specifikaci zakladnicho tvaru produkéni funkce. Tyto zakladni formy jsou

pristupné ekonometrické estimaci, v souladu s vlastnostmi technologického produkéniho souboru popsaného

v ¢asti 1 této kapitoly a postihuji vétsinu ekonomickych vlivii popsanych v tabulce 8.1 na strané 285. Kritéria

pro vybér mezi ruznymi fukciondlnimi tvary, ackoliv znacné zavislym na cilech konkrétnich analyz, mohou
byt vyjadrena takto:

1. konmsistentnost s teoretickymi vlastnostmi technologie produkce diskutovanymi v kapitole 1 — tj. pro-
dukéni funkce by se méla chovat rozumné, vykazuje soulad se standardnimi hypotézami, jako je kladny
marginalni produkt nebo konvexita;

2. hospodérnost v poc¢tu odhadovanych parametru a jednoduchd interpretace vysledku;

3. malé vypocetni slozitost;

4. stabilita funkce v ¢ase nebo v prubéhu pozorovani.

Priklady urcitych funkcionalnich tvaru jsou diskutovany v prvni ¢asti tohoto oddilu.

4.1 Tvary produkénich funkci

Pro empirické analyzy je nezbytné specifikovat tvar produkéni funkce mnohem preciznéji. Soucasné usili je
zaméreno na odstranéni omezujicich rysu jako je additivita, separabilita, constanta elasticity substituce atd.,
které charakterizuji tradi¢ni produkéni funkce. Kréatce jsou diskutovény vlastnosti par funkcionalnich tvara
které se pouzivaji pti ekonometrickém odhadu.



Linearni homogenni produkéni funkce

Nejznaméjsimi ¢leny této skupiny funkei jsou :

e Leontiefova produkéni funkce

1 1
Yy = min <—x1, Bm) , kde 0 =0; o, 8 > 0; (4.1)
a

e Cobb-Douglasova produkéni funkce

y:Ax?xg, kdec=0; u=a+p a (4.2)
e CES produkéni funkce

_ _p -k 1
y=7[6x"+ (1—0)z;,"] P,kdeazmo;,u:y (4.3)

kde 1, x9 jsou vstupy, «, 8 konstanty elasticity vstupu, A,~ parametry téinnosti, §(0 < 0 < 1) je intenzita
vstuptu, co > p > —1 je substitu¢ni parametr a v je return to scale parametr funkce CES. Muzeme zminit
vétsinu vlastnosti tiidy homogenich produkénich funkei za pouziti CES jako prikladu.

1. Produkéni funkce CES je jako Cobb-Douglasova produkéni funkce silné separabilni.

2. Mezni produkt CES produkéni funkce je kladna, pro nenulové vstupy monotonné klesajici funkce.

ay B ., y 1+p 8y B L, y 1+p
o, =07y ( ) a T (1—=109)y : (4.4)

A X2



3. Mezni mira technické substituce x; za x5 je

ns - (25) ()" w5

Pro jakoukoliv hodnotu M RS a ¢ ¢im vétsi bude parametr intenzity vstupu d, tim mensi bude pomér
vstupu ﬁ—f To znamena, ze produkéni proces je tim vice zavisly na xy, ¢im vétsi je parametr 6.
4. Elasticita substituce pro CES je konstantni, nikoliv vSak nutné rovna jednotkové. Tedy o = #p.
Pro hodnotu o = 1 se CES produkéni funkce redukuje na Cobb-Douglasovu funkci a pro o = 0 na

Leontiefovu rovnici.

Dulezitym rozsitenim CES produkéni funkce je dvoustupnova produkéni funkce CES. Nazyva se dvou-
stupnové, protoze muze byt sestavena ve dvou fazich, za pouziti CES v kazdé z nich. Tato tunkce je silné
separabilni s ohledem na nejvyssi stupen rozdéleni a silné separabilni v kazdém subagregatu. V prvnim
kroku jsou faktory shlukovany do bloku, které maji stejnou nebo velmi podobnou elasticitu substituce.
Tato metoda muze byt aplikovana ve vicekrokovém produkénim procesu reprezentaci hranice produkéni
pravdépodobnosti jako stfedni hodnoty vykonovych a logaritmickych funkei.

Priklad :

Necht prvni tdroven vstupnich parametru, z, je definovéna jako funkce N vstupt z1, ...,z y, respektive
S podmnozin s Ny,..., Ng vstupy.

1

T ps
1- s
Zg = [Zﬁf(xf)—p] , B >0, =1 < ps = g <oo,s=1,...,8 (4.6)
; O
1€ N,
Druhy stupen produkéni funkce pak muze byt specifikovan takto :
: L -0
y:Z[O‘szs_p]_;7 a, >0, —1 <p=T < 0 (47)

s=1



”Direct partial elasticity of substitution” (DES) pro tuto funkci je:

0s proi,j € Ny, i 7 j
o= harmonicky prameér o, osa (4.8)
o, proi € N,, j € Ny, r#s,

ziskana jako :
D a+b+c
% T @ b e
o To T
kde
11 b 11 11
=——, b=——ac=——.
or or SHCK or O
©° je relativni podil nakladu s-té skupiny a ©fF je relativni podil j-tého prvku s-té mnoziny na celkovych
nakladech.
7 Allen partial elasticity of substitution”je dana jako:

4 0+0%(05—0) proi,j € Ny, i # j
o proi € N,, j € Ns, r # s.

a

(4.9)

Tedy 05 je konstanta pro faktory v podmnozinach; a;? je konstanta pro faktory mezi podmnozinami.
Kazdé z nich je pritazena piislusnému substituénimu parametru stejnym predpisem, jaky se pouziva u
n-faktorovych CES funkei, jmenovité

1 1

:1—,03;0 1—p

Os

Funkce proménné elasticity substituce

Mame dobré teoretické duvody, podporené empirickymi pozorovanimi, ocekavat, ze elasticita substituce je
¢asto proménné a ne konstantni. Proménné funkce elasticity produkce (VES) jsou ¢asto zobecnénim CES



produkénich funkci. Narozdil od CES produkénich funkei VES funkce pozaduji, aby o sledovalo expanzni
cestu, ale lisilo se od isokvant. Bylo zkonstruovano a odhadnuto nékolik takovych funkei.
Priklady :

1. Liu-Hildenbrandova funkce :

_1
y=7[(1=08)K ™ + K-~ e (4.10)
kde m je konstanta. Pokud m = 0, (4.10) se redukuje na zndmou CES produkéni funkei, kterd obsahuje
Leontiefovu a Cobb-Douglasovu funkci jako specidlni pripady. Elasticita substituce pro tuto funkci je

B 1
= 1+p_mp7

Sk

o(m) (4.11)

kde sy je podil na kapitalu. (4.11) znamend, ze ¥ zalezi jak na podilu mezd w, tak na podilu pracovniho
kapitalu % Protoze m a sy, jsou kladnd, vztah mezi proménnou elasticitou substituce o(m) a konstantni

elasticitou substituce o zavisi na vyznamnosti parametru p. Je li p=0(c21)), potom o(m)Zc
2. Transcendentalni produkéni funkce:
Yy = 76(‘“%“2”]((1_5), kde eje konstanta. (4.12)

Tato funkce se redukuje na Cobb-Douglasovu funkci polozim-li a; = as = 0. Elasticita substituce zavisi
na vzajemném pomeéru faktoru L a K a je dana vztahem:
(1 - ﬁ + alK)(ﬁ + CLQL)

TS U=+ aml) + B0 —B+ak)? (4.13)

3. Constant marginal shares (CMS) funkce:

y=~yK*LP —mL, ,mbozkdem je konstanta. (4.14)



tato funkce je pfimym zobecnénim Cobb-Douglasovy produkéni funkce (pro m = 0) a obsahuje
specidlni priad linedrni funkce pro a = 1, (o + ) = 1 a m je zaporné. Elasticita substituce ma

tvar:
o=1- (%) g (4.15)

coz zpusobuje, ze prumérna produktivita % roste, kdyz o — 1, a ze hodnota ¢ zavisi na levelu vystupu
Y.

. Revankarova funkce proménné elasticity:
y="vK(1—6p)[L+(p— 1K v>0,a>0,0<6<1,0<p<1. (4.16)

Elasticita substituce této funkce je definovana jako:

1 K
o(K,L) =1+ 1”_ 5= 1T (4.17)

Pro produkéni funkci (4.16) je marginalni produkt kladny, obsahuje Cobb-Douglasovuprodukéni funkei,
linearni produkéni funkei a produkéni funkei s pevnymi koeficienty. Neobsahuje vsak CES produkéni
funkci. Nesmime také zapomenout, ze o zavisi linearné na % Toto je slabinou VAS funkei.

Obecngjsi pripad VES produkénich funkei, ktery prekonava predchozi nedostatek muze byt formulovan

nasledovneé:

Yy = f(&?l, .TQ) = E[Wllﬂf?m + 2&)1233?13752 + CL)QQSL’%pQ]%p’ (418)

kde F je efektivnost; p, p1, p2 jsou substituéni parametry; wiy, wis, wos jsou vahy. Pii wyy + 2wis +woee =1 a
p1 + p2 = 2p se (4.18) redukuje na CES produkéni funkei pro wys = 0, na VES funkci (Lu a Fletcher) pro
wos = 0 a na VES funkci (Sato a Hoffman) pro wy; = 0. Pii p; = ps = p se redukuje na:

y = G(x1,29) = E[wllep + 2w xh + wggazgp]%p, (4.19)



pro které elasticita substituce ma tvar:

1
kde )
R — pwriwae — wiy)
(W1127P 4 wi2) (w12 + waar ")
a
4
Tr=—.
T

Pouzitim vhodnych hodnot pro p se (4.19) redukuje na Cobb-Douglasovu (p = 0), s pevnymi koeficienty

(p = o0) a linedrni (p = 1 a wip = 0) produkéni funkci. Nezapomenout na to, ze margindlni produkt

jenezaporny a elasticita substituce neni monoténni funkce nebo kombinace faktoru. Presto vSak tyto funkce
mohou byt zobecnény na mnoho vstupnich proménnych a na funkce homogenni piripadné se sklonem vétsm
nez 1.

Homotheticka produkéni funkce

Kazdé homogenni funkce je homotheticka, ale ne naopak, tedy homothetické funkce obsahuji i nehomogenni
funkce, tj. produkéni funkce s proménnym vystupem. Jako piiklad poslouzi obecna produkéni funkce

y=g(f(K, L)), (4.21)
kde f(K, L) je homogenni funkce libovolného stupné. Pro takovou funkci:
1. return to scale je zmenseny preddefinovanym zpusobem s vy,

2. prislusna kiivka prumérnych nékladu ukazuje klesajici naklady na nizké urovni vystupu a rostouci
naklady na vysolké irovni vystupu,

3. funkce (4.21) muze byt zobecnéna na n vstupu.



1. Marginalni produkt (4.21) je kladny:

0 dg 0 0 dg 0
9y _990f . 9 _990f
OL 0f 0L 0K  0f 0K

2. Elasticita substituce prislusejici k Y = g(f) je stejné jako prislusejici k funkei f

3. Je-li f neoklasickd homogenni produkéni funkce stupné a; a funkce y = ¢(f) ma preddefinovanou
funkei return to scale p(y), pak plati nasledujici diferencidlni rovnice:

dg _ ypy)
— =S —. 4.22
GF A (422
Aplikaci Eulerovy véty dostavame:
g (,0f of
— L=+ K=—=— )= 4.2
2 (Lor+ K ) = o) (4.23)
a nebot f je homogenni stupné ay:
of of _
For t ok =

Dosazenim tohoto vyrazu do (4.23) dostavame (4.22). To znamena, ze elasticita substituce muze byt
vyjadiena pravé tehdy kdyz f je homogenni.

Mnohem obecnéjsi piipad homothetickych produkénich funkei je ttida paprskovité homothetickych funkei
jejichz return to scale zavisi jak na vstupu, tak i na drovni vystupu pro vSechny apriory dané elasticity sub-
stituce. Produkéni funkce @ : R — R, s vlastnostmi definovanymi v oddilu 1 je paprskovité homotheticka
pravé tehdy kdyz ®(Az) = F(A11G(z)) dé A > 0,

T

F:R+—>R’}raH:{ﬂ|x20}—>R+,
x



kde G(z) = F*(®(z)). (4.24)

Tato trida funkei obsahuje paprskovité homogenni funkce a homothetické funkce jako specialni piipad.
® je paprskovité homogenni funkce méa-li tvar:

d(Az) = AT d(z); A > 0. (4.25)
Je homotheticka, pokud H(%) = a, kde « je konstanta, tj.:
O(A\z) = F(A“G(x)); A > 0. (4.26)
Funkce (4.26) bude homogenni, pokud je navic funkce F' identita:
O(Az) = A*D(x); A > 0. (4.27)

Jednou z vlastnosti téchto funkei je scale elasticita p definovand jako

o=t (5o a0

Tento vyraz ma specifické tvary:
(i) = Ml(\i_l’ ®(z)), pro ® je paprskovité homotheticka

(il) o= ﬂg(%), pro ® je paprskovité homogenni
(iil) s = ps(P(x)), pro ® je homotheticka
(iv)  pg = g = a, pro ® je homogenni.

Optimalni vystup paprskovité homothetické funkce a homothetické funkce dostaneme, je-li u; = 1 nebo
i3 = 1; je to 0, nedeterminovano nebo oo pro paprskovité homogenni nebo homogenni funkce.
Piikladem paprskovité homothetické produkéni funkce (Fare, Jansson, Lovell) je:

Oy _ gpcotr(E+og) By (F )

e Y

(4.28)



kde @, v € R, A,a,8,6 e Ry aa+y(E+0L)7 > 0. VE : B+ 4(E +6L£)7" > 0. Proy = 0 se (4.28)
redukuje na homothetickou Cobb-Douglasovu funkci doporu¢ovanou Zellnerem a Revankarem. Je-li 0 = 0
je (4.28) paprskovité homotheticka a pro v = ¢ = 0 je homogenni Cobb-Douglasovou funkei. Mira return to
scale pro (4.28) je definovana takto:

x a+p 27y
L o(x)) = n . 4.29
M P = ey T E v ap) )
Technicky optimalni vystup je pritom p(é—‘, O(x)) =1, tedy
L_atp-1 2y
= + . 4.30
/ o oK +6L) (430)

Pro homothetické funkce, return to scale je (monotonné klesajici) funkce pouze vystupu a tudiz technicky
optimalni vystup je stajna konstanta pro vSechna pozorovani. Pro paprskovité homogenni funkce je return to
scale (monotonné klesajici) funkci pouze vstupu a tudiz je technicky optimalni vystup pro vSechna pozorovéani
nekonecno. Tyto nepravdépodobné vysledky vsak neplati pro paprskovité homothetické funkce. U nich return
to scale zavisi jak na vstupech, tak i na vystupech nechévaje technicky optimalni vystup jak by kazdy
ocekéaval zavisly na pozorovanich.

Nehomothetické produkéni funkce

Tyto funkce jsou charakterizovany isoclinami, které jsou definovany jako mmnoziny bodu se stejnymi mar-
ginalnimi mérami technické substituce, ale zavisejici na return to scale a optimalnich vstupnich pomérech.
Maji flexibilni funkciondlni tvar a tudiz jsou lehce adaptovatelné na vice vstupu a produkti. Piikladem této
ttidy funkci je neddvno vyvinutd transcendentalni logaritmicka produkéni funkce, ktera je ¢asto nazyvana
jako "translog” produkéni hranice. Pravdépodobnostni produkéni hranice F' mé tento tvar :

F(y1,92, -+, Yn, A) = 0, (4.31)



kde y; odpovidd vystupum (a vystupum) a A je index miry technického pokroku. Translog funkce jsou ¢asto
aproximovany logaritmickymi funkcemi jako

n 1 n n n
In(F+1)= aO—I—chilnyi + 7% InA+ ézz:ozijlnyilnyj —|—ZvilnAlny,- (4.32)

=1 i=1 j=1 =1

Translog funkce nespliuji separabilitu, proto je vhodné otestovat podminky separability. Translog funkce

F' je striktné quasikonkdvni (striktné konvexni isokvanty) pokud korespondujici hraniéni Hessian matice

prvnich a druhych parcidlnich derivaci je negativné definitni. To lze ¢asto prokazat empiricky v kazdém

bodé (z dat) pro kteroukoliv odhadovanou translog funkci. Okrajové podminky pro vstupy a vystupy jsou
dény takto:

\I’i:aijtZaijlnyij%lnA, i,7=(1,...,n). (4.33)

j=1
Mezni miry technické substituce mezi vystupy, mezi vstupy a mezi vsupy a vystupy je
piyi Y

= 25 i = (L. ).
piy; Yy

Abychom ziskali specidlni funkcionélni tvary je tieba aplikovat tyto podminky na (4.32). Pro ilustraci
téchto podminek a flexibility translog funkci pro empirickou analyzu pouzijeme nasledujici translog ndkladové
funkce s jednim vystupem. Podobné specifické funkcionalni tvary lze ziskat piimou aplikaci produkéni funkce
(4.32). Nakladové funkce jsou vsak casto odhadnutelné jednoduseji.

InC= ay+a,Iny+ 1v,(Iny)? + >, a;lnp;
+3 255 i Inpi Inp; (4.34)
+0,InynT+> O;InpilnT + BrInT '
+%BTT(IHT)2,



kde C jsou celkové naklady, y je uroven vystupu, p; jsou ceny vstuptu a 7' je index casu jako zastupce
A indexu technického pokroku. Odvozeny dopad na vstup x; ziskdme parcidlnim zderivovanim nakladové
funkce podle ceny vstupu.

oC(+)
= Li- 4.35
Opi ! ( )
Pouzitim Shephardova Lemmatu a parcidlnim zdiferencovanim (4.34) dostdvame
olnC 1
Ty, M= it 3D e+ ny + O T, (4.36)

kde m; = 5 je podil ndkladu pifslusejicich k-tému vstupu. Teorie duality a translog aproximace vyzaduje

nasledujici omezeni. Prvni je, ze nakladova funkce musi byct linearni homodenni funkce ceny. To znamena,

ze
E a; = 1; E Yij = 0; E Viy = 0.
J i

Druha - podminka symetricnosti vyzaduje, aby > .7v;; = > ;%5 = 0. Treti — technické zmeény mohou byt
obé neutralni (Sr a frr) a zéroven ©;r # 0

Nékladova funkce je homotheticka, pokud v;, = 7, = 0. Je homogenni pokud %%g = k kde k je
konstanta; test homogenity je zahnizdén v testech homotheticity.

Allen-Uzawa elasticita substituce (AUES) je definovana jako

_”y¢j+m?—m

Oij m? , proi=7j (4.37)
oy = L o i, (4.38)
m;m;

kde m; je podil ndkladu vstupu na celkovych nakladech vyroby vystupu. AUES tedy neni konstanta — zavisi
na podilu ndkladu. Vlastni elasticita vlivu fatoru ¢;; je definovéna takto:

€;; = M;0;; Pro 1 7£ j (439)



Specialni pripad unitarni elasticity substituce dostavame kdyz
Yij =0 Vi# ]
Scale elasticita pro (4.34) je definovana jako

-1
p=|a, + ayny + Z Yiglnpi | (4.40)

(2

ktera zavisi na urovni vystupu a cené faktoru pokud je nédkladova (produkéni) funkee na vstupu homogenni.

4.2 Agregace zasoby kapitalu : Spor Cambridge — Cambridge

Neoklasické vlastnosti produkénich funkei, jako je diferencovatelnost, kladny mezni produkty, konstantni
vynosy atd. jak bylo diskutovano diive stoji na existenci agregace zasoby kapitalu. Obvyklym predpokladem

pii tvorbé agregovaného kapitélu jako zbozi J (nazyvano Jelly) jsou: linedrné ohrani¢enia cena faktoru,
kladné marginalni produkty, pomér kapital-vystup a kapitdl-prace jsou klesajici funkce vynosu (trokové
miry). Elasticita hranice ceny faktoru by méla byt rovna poméru podilu mezd na podilu profitu. Koneéné
neni povolen zadny reswitching a capital reversal. Reswitching nastane, kdyz néjakd metoda produkce je
uprednostnovana pied jinou pii vysoké irokové mite, je neurcitd pti stiedni irokové mife a opét uprednostnovana
pii nizké urokové mite. Capital reversals nastava tehdy, kdyz se hodnota kapitalu pohybuje stejnym smérem
jako drokova mira.

Za pouziti téchto predpokladi muze byt heterogenni kapital agregovan do zbozi J jako

t
J(t) = / [yiee ta du, (4.41)

—00

kde I(v) je investice do zbozi roéniku v a a a § jsou podily prace a kapitélu; (a+3) # 1. A je mira uskutecnéné
technické zmény, ktera muze byt neutralni nebo neneutrdlni v zavislosti na o, elasticité substituce mezi



kapitalem J(t) a praci L(t). Muze byt tuspornd ke kapitalu pokud o < 1, tispornd k praci pro o > 1 a nebo
neutralni pro o = 1. § je konstantni mira opottebeni vSech zarizeni nezavisle na jejich staii.

Budeme potiebovat jesté dalsi predpoklady, nez budeme moci agregovat kapital s ruznym staiim a
zkonstruovat J: ze zbozi se stejnym starim je identické, to s mensim stairim je produktivnéjsi nez predchozi
o konstantu, ze mezni mira substituce mezi kapitalem s ruznym staiim je nezavisla na ostatnich vstupech,
ze mezni produkt préce je vzdy stejny (pro vSechny ro¢niky kapitélu) a koneéné ze produkéni funkeeje to,
co Fisher nazyval funkce ”konstantnich vynosu z obecného kapitalu”.

Neoklasicka produkéni funkce pak muze byt napsana takto:

y=F(L,J)= LF( i)—Lf( ) (4.42)

je tedy diferencovatelna, ma kladny margindlni produkt a konstantni vynosy a ma nasledujici vlastnosti:

w = ay f( )—%f(%) (4.43)
0= (7)

2. Redlny pomér mezd je rostouci funkce a pomér troku (vynosu) je klesajici funkce poméru capitalu a

prace
= if” (£> > 0, (4.44)

1.

dw

dZ L \L

d J

d—z = (E) <0 (4.45)
L



dw r Jr
2 4.46
drw Lw ( )

Pokud jsou splnény tyto podminky, pritomnost heterogenniho kapitalu a ruzné technologie produkce nebudou
mit vliv na zavéry neoklasické teorie produkce a produkéni funkce bude existovat.

Zakladni otazkou vsak je, zda tyto predpoklady budou obecné splnény. Cambridge School zpochybnila
vétsinu téchto neoklasickych predpokladi, zejména pak predpoklad ne reswitching, ne capital reversability a
nakonec potom i existenci agregované produkéni funkee.

Reswitching a capital reversability

Reswitching nedo double-switching fenomén vznika diky tfem podminkam: ohromujici aplikace vstupu do
produkéniho procesu, ruzna doba vyvoje alternativnich technnologickych procesu a fakt, ze vystup jednoho
procesu nékdy vstupuje jako vstup do jiného procesu. Duvody pro reswitching jsou ponékud jednoduzsi: vice
feSeni vnitinich souvislosti miry navratnosti, ktera vznikaji diky zménam urokovych mér, ketré pozménuji
srovnavaci cenu vstupu aplikovanou v ruznych dnech stejného technologického procesu.

Je ziejmé, ze reswitching znemoznuje jednoznaca nafizeni k technikdm ve smyslu vynosnosti a miry
kapitalizace. Nejjednoduzsi cesta ja toto ukazat na dvou postupech vyuzivajicich rizné mzdové kiivky (obr.
3.1). Pro 0 < r < 7y se pouzije postup «a, pro r; < r < 15 je nejvynosnéjsi postup 3 a pro r > ro se pouzije
opét postup a. Nebot aml(a) > aml(,e) a aul(a) > aul(ﬁ) (a10 a a1 jsou vstupni pozadavky préce a kapitdlu) a

protoZe profit roste monotonné od r = 0 bude firma pouZivat bud techniku « nebo 3 v zavislosti na mife

~ v/

Capital reversal vznika, kdyz je hranice faktoru mezd konkavni.

K ilustraci tohoto problému si predstavme ekonomiku se dvéma sektory, 1 a 2, ve kterych jsou vyrdabény
dvé komodity, yo a y1, v pevném poméru. Je mnoho technologii a kazd4 technologie mé pritazenu hlavni
specifikaci kapitalu. Pro n heterogennich skupin kapitalu, technologie ekonomiky muze byt vysvétlena pomoci
knihy technologii.



Necht m4 kapitél nekone¢nou Zivotnost. V kompeti¢ni rovnovaze budou rovnice ceny vypadat nasledovné:

po = aWo + raypi(a) (4.47)
pi(a) = aiWy+ranupi(a), (4.48)

kde a1; = 5—; aa; = % pro j = 0,1, pp a pi(a) jsou ceny yo a yi(a), respektive y;(a) je vystup kapitdlu
typu a; r je mira vynosnosti; Wy je pomér nomindlnich mezd; ky;(a) je mnozstvi kapitalu typu a pouzitého
pii vyrobé jedné jednotky produkce j, 7 = 0,1 a L; je mnozstvi prace uzité pi produkei jedné jednotky
zbozi j. Pro danou technologickou je matice «v 1ze z (4.47) a (4.48) odvodit nasledujici zévislost ceny préce
a relativni cenové relace :

1 _
wy = 20 _ dar , (4.49)
PO (1 — CLHT)CLm —+ a1oQeT
plo) o (4.50)
Do (1 — a1r)aw + arpanr

vvvvvvvv

Je-li £ = #% > 1 je kapitaloveé narocnéjsi sektor 1, v pripadé ze ¢ < 1 je narocnéjsi sektor 2.

Vlastnosti ceny préce a relativnich cenovych vztahi, popsanych v (4.49) a (4.50) jsou v piimém rozporu
s reswitching a capital reversing. Pomér cen faktoru (w —r) muze byt jak konvexni tak i konkdvni k pocatku.
Ve specialnim piipadé kdy je vztah ceny (4.50) linedrni tj. £ = 1 ukazuje, ze pomeér kapitélu a prace je v obou
sektorech stejny.V tomto pripadé neni uzit reswitching a hodnota kapitdlu je zdroven nezavisla na hodnoté r,
tj. capital reversing se také nepouziva. Jakmile pomeér kapitélu a prace neni stejny v obou sektorech cenova
kiivka nema tvar primky. Bude konkavni, pokud proporce faktoru je vyssi v sektoru 1 nez v sektoru 2. V
opacném piipadé bude konvexni. Ve skute¢nosti pokud mame vice komodit muze tato kiivka napiiklad byt
ze zacatku konvexni, pak konkavni a nasledné opét konvexni.

Zaveérem této diskuse pak je, ze v okamziku pritomnosti reswitching a capital reversing neni konstrukce
agregované produkéni funkce logicky mozné. Tudiz zavéry vytvorené na zakladé literatury o agregovanych
produkénich funkeich stoji na velmi kiehkém zakladé. Existuje nékolik metod, jak prekonat tento problém;
dale uvedeme jenom dvé z nich.



Pseudoprodukéni funkce

Joan Robinson (1956) doporucil méfit ruzné casti zasoby kapitalu pomoci ¢asu zaméstnancu, ktery je potieba

k jeho vytvoteni nezavisle na zménéch irokovych mér v dobé jeho tvorby. Zafizeni, které bude ve skutecnosti

pouzito v dané rovnovazné situaci bude to s nejvyssi mirou vynosnosti pii dané mzdové mite.
Predpokladejme dokonalou konkurenci, znamé miry mezd a zisku a konstantni return to scale produkce.

Potom rovnovaha nastane kdyz:
—wl,
K =wLg(1+r)t = L= "=, (4.51)
r
kde K je kapitdl méreny ve formé spotiebniho zbozi, w je mira mezd, r je mira ziskovosti, Lg je prace
pottebna k vytvoreni jednotky kapitalu za obdobi ¢, y je vyprodukované spotiebni zbozi za pouziti L. prace

a jednotky zafizeni. Kapital méfeny prostiednictvim prace pak je

K
Kp=—=Lg(1+r). (4.52)
w
Pro kazdou jednotku zatizeni,
y=wL.+rwLg(l+r)" (4.53)
coz muze byt prepsano jako
Y (4.54)

w = :

L.+rLg(1+r)

Tento vztah popisuje naklady a hodnotu kazdé polozky vybaveni a vede na Robinsonovu Pseudoprodukéni
funkci zobrazenou na obrazku 3.3 zavislosti vystupu na hlavu na kapitdlu na hlavu. V§imnéme si, ze

1. body a,b, ... f reprezentuji stacionarni body rovnovahy a mohu byt navzajem porovnéany, protoze
kapitdl i vystup je méfen ve stejnych jednotkéch, ale posunypo kiivce porovnany byt nemohou

2. pseudoprodukéni funkce nemiuze byt diferencovana, abychom posoudily dulezitost cen faktoru.

7 pohledu teorie produkce ma tato procedura nevyhodu, ze stejny kapitdl muze mit ruznou hodnotu ve
dvou rtznych rovnovaznych situacich, nebot souvisi s riiznym pomérem mezd k profitu.



Metoda retézového indexu

Champernowne se pokusil zkonstruovat jednotku k méteni zasoby kapitalu za pomoci své techniky fetézového
indexu. Pokud muze byt takova jednotka zmérena, pak muze byt zkonstruovana produkéni funkce sledujici
konkavni vztah mezi vystupem na jednotku prace a kapitalu na na jednotku prace, coz umoznuje aplikovat
teorii mezniho produktu.

Priklad:

Necht zékladem indexu je realné hodnota v vybaveni r,, a nazvéme ji K (7). Piedpoklddejme, Ze pomér
kapitdlovych nakladu

Ll 5™ Ko (B)
Pl('Y)Ki,(,y)

Po

B ke ~ technologii pii ry je 3 : 1 a ze pomér kapitdalovych nakladu £ k a technologii pti r; je 6 : 5. Potom
fetézovy index této heterogenni mnoziny kapitdlu bude K () = (1:3:3 x 6/5). Tedy kdyz klesne trokova
mira dojde k narustu mnozstvi kapitalu. Champernowne je potom schopen poskladat vsechny alternativni
postupy do fetézu pro néjaké predeterminované myry vynosnosti. Rozdilné zasoby kapitdlu jsou potom
sefazeny jednoznaénym zpusobem. Konvenéni produkéni funkcee, jejiz vystup je vyjadien jako vztah mezi
praci a kapitdlem muze byt rozsifen pomoci parametrickych variant miry ziskovosti a obvykla analyza
mezniho produktu muze byt pouzita.
Nekolik predpokladu tvori zéklad metody fetézového indexu ke konstrukei produkéni funkce:

1. kone¢ny pocet stacionarnich bodu

2. stacionarni rovnovazné situace pro vsechny nezaporné hodnoty trokové miry, minimélné do maximalni
miry.

3. jednoznac¢ny vztah mezi cenami a pfipustnymi urokovymi mirami

4. 7zadny stacionarni bod se neopakuje



5. zadné prekryvy mezi stacionarnimi stavy, kromé koncového bodu

6. mnozina hodnot urokovych mér je uzaviena



Kapitola 9

Teorie oligopolu

Teorie oligopolu se zabyva stavem, ktery lze popsat jako stojici na rozmezi mezi monopolem a standardni
konkurenci. Na trhu se nenachéazi jedina firma, tudiz netesi jen problém maximalizace zisku jako v mono-
polu, zaroven jsou vSak firmy dostatecné velké k tomu, aby jejich akce ovliviiovaly firmy ostatni. Poptavkova
strana je na rozdil od nabidkové reprezentovana jednotlivymi nakupujicimi, ktef{ nejsou schopni jakoukoliv
svou akei ovlivnit ostatni nakupujici nebo prodejce. Navic se pro vétsinu modelu neuvazuje, ze by nakupujici
mohli vytvorit néjaké organizované skupiny.

V nésledujicich kapitolach se budeme zabyvat modely vysvétlujici optimalizaci pfevazné v jednom obdobi,
zacneme Cournotovym modelem, ktery je historicky prvnim vyplodem snahy o modelovani oligopolnich
struktur, a budeme postupovat pres Cournotovy odpurce az k modelum zalozenym na teorii her.

Ackoliv byl Cournottiv model prvnim snazil se nejen o vysvétleni optimalizace oligopolni firmy v jednom
obdobi, ale také v mnoha obdobich (reakéni kiivky). Prestoze se této myslence nedostalo v Cournotové
modelu dalsiho rozvoje, stala se inspiraci pro dalsi modely, které se snazi fesit optimalizaci v mnoha ob-
dobich pomoci maximalizace diskontovaného ptijmu. V nasledujici ¢ésti si povime praveé o téchto modelech
optimalizace ve vice obdobich.
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1 Prvopocatky studia oligopolu - modely s jednim obdobim

Jak jiz bylo naznaceno v predchéazejici ¢asti, prvnim clovékem, ktery se zabyval studiem oligopolnich struk-
tur, byl Antoine Augustin Cournot. Ve své praci popisoval monopol a také prostiedi se zna¢nou konku-
rencni silou a zfejmé pro poradek se rozhodl také uvést jako prechod mezi témito dvéma protipoly situaci
prostfedni. Tedy trh s malym mnozstvim vétsich firem.

Jelikoz byl Cournotiv model prvnim, nasla se fada nesouhlasnych nazortu. Bertrand namital, ze firmy
nevoli vyrabéné mnozstvi na zakladé trhem urcené ceny, ale samy urcuji cenu pro svuj vyrobek a podle
tohoto argumentu vytvoril model vlastni. Dalsim odptrcem Cournotova modelu byl Chamberlin, ktery
rozporoval naprostou homogenitu produktu jednotlivych firem. I tato domnénka se dockala svého vlastniho
modelu.

1.1 Cournotuv model

Nechf mame trh s n firmami, které proddvaji homogenni produkt. Celkové mnozstvi vyrobenych vyrobku
vSech firem oznacime (@), pficemz i-ta firma do tohoto mnozstvi prispiva mnozstvim ¢;, tedy musi platit

Q=> 4 (1.1)
i=1
Pokud cenu na trhu oznacime p, potom muzeme zapsat tnverzni funkci poptdvky jako

p=f(Q), (1.2)

pricemz f musi byt dvakrat diferencovatelnou, klesajici, protinajici obé osy. Jeji tvar vystihuje graf nize (na
strané 325).
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Obrazek 9.1: Inverzni funkce poptavky

Kazda firma ma svou vlastni ndkladovou funkci C;(q;). Pozadavky na tuto funkci jsou, aby byla
e dvakrat diferencovatelna,

e nezaporna,

e konvexni

a méla



e kladnou prvni derivaci.
7, ekonomického hlediska tyto pozadavky znamenaji
e fixni naklady jsou nezaporné
e mezni naklady jsou kladné a neklesajici s rostoucim vystupem.
Ziskovou funkci je potom mozné ziskat jako
m = qif (Q) — Ci(qi), 1=1,2,...,n. (1.3)

Jak je videt, model se zameruje na rozhodovani v jediném obdobi a neposkytuje tak firmdam Zddnou moznost
meénit sva rozhodnuti na zakladé minulosti.

Ziskova funkce musi spliovat, ze je konkavni vzhledem k mnozstvi vystupu, tedy

0’

el < 0. (1.4)

Podminku dosazeni optima muzeme definovat dvéma zpusoby:

e Je dosazen kladny vystup za kladnou trzni cenu, pii kterém plati

on .
dg; :f(Q)+QZf,<Q) _CZ/(QZ) =0, 1=1,2,...,n (15)
e vektor mnozstvi produkee ¢° je optimem, pokud ¢f > 0 (i = 1,2,...,n) a zddnd firma nemuze zvysit

svij zisk volbou ¢; # ¢f



Druhd moznost plyne z podminky (1.5) a je charakteristickou pro Cournotuv model. Jedind firma sama
0 sobé nemuze zvysit svuj prijem, pokud ostatni firmy zvoli mnozstvi vyroby z bodu optima.

Samo dosazeni Cournotovy rovnovahy vsSak pro firmy nemusi znamenat vyhru. Bod rovnovahy totiz
nemusi byt nejlepsim moznym vysledkem a dokonce neni ani Pareto optimélni. Toto tvrzeni se pokusime
dokazat ptes predpoklady, které model splnuje.

Predpoklad 1
Inverzni funkce poptavky f(Q) je definovana pro Q > 0 a je spojitd. Existuje Q > 0 takové, ze pro Q > Q
plati f(Q) =0 a pro Q < @ plati f(Q) > 0. Dale predpokladame, ze f(0) =p < o0, apro 0 < Q < Q mé f
spojitou druhou derivaci a zapornou derivaci prvni.

Predpoklad 2
Nakladova funkce i-té firmy C;(g;) je definovand a spojité pro veskerd nezaporna mnozstvi vystupu, C;(0) >
0. Funkce C;(¢;) ma spojitou druhou derivaci pro ¢; > 0 a kladnou derivaci prvni.

Predpoklad 3 B
Pro kazdé ¢; > 0 a Q) < @ plati

<o,
f/ + ql-f” < 0.
Véta 1

Cournotuv model oligopolu spliujici podminky 1 - 3 ma jediny bod optima.

Véta 2
Pokud ¢¢ > 0, pak existuje ¢* > 0 takové, ze m; (¢*) > m; (¢°), i =1,2,...,n.



Véta 2 ukazuje, ze Cournotova rovnovaha je vnitini, tedy neni Pareto optimalni. Vyznam pojmu vnitini
muzeme ukdzat na piipadé, kdy n = 2 pomoci nasledujiciho obrazku (na strané 328).

o

S}

Obrazek 9.2: Hranice mnoziny dosahnutelnych zisku

Obrazek 9.2 zobrazuje mnozinu veskerych dosazitelnych zisku pfi situaci, ze na trhu se nachazi pouze
dvé firmy. Bod oznaceny m (q°) urcuje zisky firem, pii situaci odpovidajici Cournotové rovnovaze. Je vsak
mozné dosahnout vyssiho zisku soucasné pro obé zicastnéné firmy, tedy situace neni Pareto optimalni. Pareto
optimalnimi situacemi jsou body na modré kiivce, kterd zaroven urcuje hranici mnoziny dosazitelnych zisku.



Cim je tato situace zptisobena? Vime, ze pro kazdé i bude platit rovnice (1.5) a zdroven

g;r; = q::f,(Qc) <0, Vi,j, Z#]

7 toho muzeme odvodit, ze pokud kazda firma zmensi své mnozstvi dodavané na trh o malé mnozstvi, zisk
kazdé firmy by mél vzrust.

Abychom lépe porozuméli Cournotové rovnovéaze, musime rozebrat moznost firem se vzajemné doro-
zumivat a koordinovat néjakym zpusobem své strategie. Predpoklddame, ze firmy jsou v jedné z dvou
nasledujicich situaci.

e Firmy nemohou komunikovat.

e Firmy mohou komunikovat, ale nemohou vytvdret zavazné dohody.

V prvnim piipadeé je ziejmé, ze Cournotova rovnovaha bude jedinou moznou rovnovahou. Predpoklddejme,
ze by si firmy uvédomily, ze Cournotova rovnovaha neni Pareto optimalni a snizi svoji produkei, aby doséhly
vétsiho zisku. Oznaéme q* takovyto vektor vystupu. Jelikoz ¢* neni Cournotova, rovnovaha musi existovat
alespon jedna firma j, takova, ze pro ni plati

mi(q") < maxw; (¢;, ;) -
J

I kdyby se ostatni firmy rozhodly z jakéhokoliv duvodu vyrabét mnozstvi odpovidajici q_;f, tak j-ta firma
nebude vyrdbét ¢, protoze muze dosdhnout lepstho vysledku. Také i-td firma (i # j) si je védoma toho, ze
jind z firem na trhu si muze polepsit zménou vyrabéného mnozstvi na jeji ikor a tudiz ani ona nebude mit
piflisnou motivaci volit ¢;.



Nyni zvazme situaci, kdy firmy sice mohou komunikovat, avsak nemohou uzavirat zavazné dohody. Ve-
deni firem se tedy muze dohodnout na spolecném postupu, ale jakmile se uzaviou dvere jednaci mistnosti,
ma kazda firma volné ruce k volbé jakéhokoliv mnozstvi produkce. Pokud prevedeme predchozi piiklad na
nynéjsi situaci, tak j-t4 firma by podle dohody meéla vyrabét mnozstvi ¢*, avSak firma si muze polepsit
volbou jiného mnozstvi produkce a neni ni¢im nucena tuto volbu zavrhnout.

Existuje jedna vyjimka a to situace, kdy existuje vice nekooperativnich rovnovah. V tom ptipadé, pokud
se dohodnout firmy na jednu z téchto rovnovah, pro kazdou firmu bude produkce odpovidajici této rovnovaze
nejlepsi moznou volbou a bude se na trh dodavat pravé dohodnuté mnozstvi, i kdyz dohoda neni zavazna.
Pokud by firmy nemohly komunikovat, neni pravdépodobné, ze dosahnou nékteré rovnovahy, jelikoz je rov-
novah vice a firmy se navzajem nemohou informovat o zamyslené rovnovaze.



1.2 Novy dikaz o existenci a jednoznacnosti Cournotovy rovnovahy

Méjme m firem. Necht M = {1,...,m}. Necht ¢; > 0 je vystup i-té firmy. Jeji nédkladova funkce je tvaru
Ci(q;, «;), kde o; je parametr. Méme na mysli aplikace pro dvoustupnové Cournotovy hry, kde ve druhé etapé
jsou firmy Cournotovi soupefi, a v prvni fazi, firmam vznikaji naklady na zménu parametru. Naptiklad, «;
muze byt zakladni kapital i-té firmy, ktery je vybran v prvni fazi.

Funkce inverzni poptéavky budeme znacit P(Q) a polozime @) = ) ¢;. Budeme pracovat s nasledujicimi
ieM
predpoklady.

Al: Existuje néjaké Q > 0 takové, ze P(Q) > 0 pro pro viechna ¢; € (0,Q). a P(Q) = 0 pro Q > Q.
A2: P’(Q) je spojita funkce, P(0) = P >0 a P'(Q) <0 pro Q € [0,Q).

oC; —
A3: Ci(qi, ;) je dvakrat spojité diferencovatelna v proménné ¢;, a S0 > 0 pro vsechna ¢; € (0,Q).
di

. 207, _
A4: C;(0,04) =0, aa—iz(O,ozi) =0a aa—qczl > (0 pro vsechna ¢; € (0,Q).

A5: ¢ P"(Q) +2P'(Q) < 0 pro vechna 0 < ¢; < Q < Q.

A5(b): ¢P"(Q) + P'(Q) < 0 pro véechna 0 < ¢; < Q < Q.

_ — 0%C;
A6: —P'(Q) >0 >0pro Q@ € [0,Q) a, pro vSechna 0 < ¢; < ), —5- < b pro vhodné b > 0.

dq;
Vsimnéme si, ze A5 (b) implikuje A5, to je zajisténo tim, ze reakéni funkce P'(Q)) maji negativni sklon.
Definujme mezni naklady firmy ¢ jako

B 0C;
- 0g;




Rovnice 1.6 nam z duality mezi produkéni a nakladovou funkei bezprostfedné dava rovnici 1.7

¢ = pi(0i, i), (1.7)

pi

9‘ > 0 pro vSechna 6; > 0. Kromé toho, z duvodu platnosti A4, mame p;(0, ;) = 0.

pricemz

7
Uvazme podminku prvniho fadu pro vnitini rovnovahu:

~ ~

P (Q) + P(Q) = 0, (1.8)
kde striska oznacuje rovnovazné hodnoty. S¢éitanim rovnic 1.8 pres vSechna i € M dostaneme rovnici 1.9:
QP'(Q) +mP(Q) = mby, (1.9)

kde méy = 36,
ieM
Definujme ¥(Q) = QP'(Q) + mP(Q). Z A2 a A5 pal ¢/(Q) < 0 pro Q E_[O,@). Vsimnéme si, ze

¥(0) = mP(0) = mP > 0 a (Q) < 0. Z toho vyplyva, ze pro viechna 6y, € [0, P] existuje jediné Q(fy)
tak, ze splnuje 1.9, a zaroven plati

50
99 _m_
oV
Po upraveé rovnice 1.8 obdrzime rovnici
. _P(@Q) -6
G = ( ? iy (1.10)
-P(Q)

Pouzitim rovnic 1.10 a 1.7 dostaneme rovnovaznou podminku pro mezni naklady firmy ¢ v zavislosti na
On a g, tj. rovnici 1.11:

~

oy _ PQOM) 0
0i(6;, ) TR (1.11)



Tato rovnice ma jediné feseni

Jednoznacnost 6; v zavislosti na 6, a o je ziejméd z nasledujicich skutecnosti: (i) leva strana rovnice 1.11
roste v zavislosti na 6; a ma hodnotu 0 v bodé ; = 0, (ii) prava strana rovnice 1.11 ostte klesa v zavislosti

P(Q(0
na #; pro dana 0, a «; a ma pozitivni hodnotu M > 0 v bodé 8; = 0.
—P'(Q(6))
Déle je funkce ;(0as, o) spojita pro véechna 6y, € [0, P]. Definujme funkci
9M7 Z’Y@ 9]\/[,0&1 (113)
zEM
kde o = (ay,...,0q,,). Pro dané a je funkce I'(6);, @) spojitd v proménné 0y, pro viechna 6y, € [0, P]

zobrazuje mnozinu [0, P] do sebe.
Z Kakutaniho véty o pevném bodé plyne,ze existuje pevny bod 6y, ktery spliuje rovnici L0y, ) = Oy
Zbyva ukédzat jedinecnost 0y, tak, ze ovéiime, ze zobrazeni I'(f,, a) je kontrakee.
0
Pojd'me najit 9 711 mame
00y

i - A; —3Q
o a0 "

kde

D; = [—P'(Q(0x ))]ggl+1>i+1—p>1

Ai = —¢:P"(Q(0xr)) — P'(Q(0xr)) > 0



Tudiz

90y ~ D
dle A5(b) a A6. Zejména pak celkem

0<

mA;
—P"(Q(0))Q(Brr) — (m + 1)P’(Q(9M))]

0< or - 1
09y D

<1

—P"(Q(01))Q(04) — (m + 1)P(Q(0x)) | D

To ukazuje, ze je zobrazeni I'(0), o) kontrakce. Mizeme tedy nyni vyslovit nasledujici tvrzeni.

—PY(Q(631)Q0) — mP'(Q(6) ] Sl

Tvrzeni 1.1 Za platnosti predpokladiu A1 aZ A6 bude existovat jedind Cournot rovnovdha.

Tento pristup ma dvé vyrazné vyhody. Za prvé, piistup pomoci kontrakce usnadnuje numericky vypocet
rovnovahy. Za druhé, Cournotova rovnovaha je charakterizovan z hlediska meznich nakladu, a to usnadnuje
studium dvoustupnovych Cournotuv her prostiednictvim manipulaci s nédklady, kde v 1.etapé firmy mani-
puluji se svymi meznimi naklady vybérem parametri «; a vzniklymi ndklady na manipulaci, ¢;(c;).

1.3 Bertrandova kritika
Bertrandova kritika spo¢iva ve dvou hlavnich bodech
e firmy spolupracuji a ziskdavaji vyssi zisky, neZ naznacuje Cournotuv model,
e i kdyby firmy nespolupracovaly, volily by spise cenu neZ mnoZstvi doddvané na trh.

Prvni bod kritiky muze byt odmitnut s tim, ze je nutné prozkoumat i situace, kdy firmy nespolupracuji,
jelikoz za nékterych okolnosti nejsou zavazné smlouvy mozné.

Druhy bod kritiky je zavaznéjsi, jelikoz urcovani ceny v situaci oligopolu v ptipadé, ze by ji neurcovaly
firmy, by bylo tézce predstavitelné. Jelikoz predpokladame homogenni vystup, Bertrand vyvozuje, ze zakaznici



cvv s

firmy prodavaly vodu s nulovymi naklady, ukézal, ze neexistuje jind rovnovaha nez pii nulovych cenéch.

Bertrandovy teorie ovsem prili§ neodpovidaly realnym datum. V opravdovém svété vsichni lidé nekupuji
samy nasytily cely trh. Soulad mezi Cournotovym modelem a Bertrandovou kritikou ptinasi Chamberlinuv
model.

1.4 Diferencovany produkt s cenami jako proménnymi - Chamberlinova mo-
difikace

Chamberlin (1956) upozornil na problematiku diferencovaného produktu. Zékladni ideu lze snadno uchopit
a da se modelovat jako castecna rovnovaha. Vyznam diferencovaného produktu v kontextu modelu vseobecné
rovnovahy se ovSem potyka s problémy, které si rozebereme v této kapitole. Srdcem modelu diferencovanych
produktu je predpoklad, ze zadné dvé firmy nevyrabéji identicky produkt a muzeme rozdeélit firmy do skupin
podle typu produktu, ktery vyrabéji. Produkty firem jedné skupiny povazujeme za blizké substituty, zatimco
produkty firem z riznych skupin jsou bud komplementy nebo velmi slabé substituty.

[lustracni priklad: dva druhy benzinu a aspirin. Obvykle ovSem byva problém najit jasnou hranici mezi
dvémi skupinami. Navic, produkty dvou firem mohou byt za uréitych podminek (napf. pro ur¢ité ceny
a distribuci pfijmu) extrémné blizké substituty a za jinych podminek komplenty. Pak je skoro nemozné
rozhodnout, zda dva ruzné produkty dat spoleéné do jedné skupiny ¢i do jinych.

Némitky proti Chamberlinové monopolistické konkurenci muzeme nalézt napi. v Triffinovi (1940).

Ackoli Chamberlin pracoval s oligopoly, jeho hlavni napady vznikaly v ramci monopolistické konkurence,
ktera je analogii k normélni konkurenci v ekonomice, ve které zadné dvé firmy nevyrabéji uplné identické
zbozi. U monopolistické konkurence, stejné jako u dokonalé konkurence, akce jedné firmy nema zadny vliv
na ostatni firmy ve stejné skupiné (¢i odveétvi). Také plati, ze v kazdé skupiné je mnoho firem. Chceme
ovSem pracovat s oligopoly, proto si predpoklad diferencovaného produktu “vypujéime” a vlozime do modelu



oligopolu. V prubéhu celé kapitoly budeme brat povahu produkce firem jako absolutné fixni. Predpoklad
diferencovaného produktu znamenad, ze kazda firma ma svou vlastni poptavkovou funkci a poptavka vsech
firem je spojita funkce pro vSechny ceny na trhu. To znamend, ze problém Bertrandovy nespojitosti je
odstranén. A neni tak tfeba davat duraz na to, aby dvé firmy uctovaly stejné ceny, na poptavku firmy
nebude mit zadny vyznamny dopad fakt, ze jeji ceny se ruzni od ceny jejiho rivala.

Chamberliniv model, odvozeny nize, poskytuje cenovou analogii ke Cournotové modelu. Je také
zakladem modelu, které budeme studovat v sekcich 2 a 3. Cena i-té firmy je oznacena p; a vektor cen p.
Poptévkové funkce i-té firmy je ¢ = F;(p). F; je dvakrat spojité diferencovatelna se zapornou prvni derivaci
podle p; a kladnou prvni derivaci podle p; pro j # ¢ a vlastni derivace dominuje. To znamend, ze pokud
i-t4 firma zvedne cenu a ostatni nikoli, poklesnou jeji prodeje, pokud jakékoli jina firma zvedne cenu a
i-ta nikoli, pak ji vzrostou prodeje a nakonec, pokud vSechny firmy zvysi ceny o stejnou jednotku, vSem
poklesnou prodeje. Toto se déje, pokud pii konkrétnim cenovém vektoru vsechny firmy prodévaji (jejich
prodeje jsou kladné). Pokud pro néjakou firmu 4 plati F;(p) = 0, pak rust ceny firmy 7 nebo pokles ceny jiné
firmy neovlivni jeji poptavku. Nakonec, ptedpokladame, Ze existuji ceny, pii kterych zddna firma neprodava.
Nechf je ddna oblast, ve které je poptavka i-té firmy kladna, tedy

Ai={p|p>0,F(p) > 0}.

Uzavér mnoziny A; se oznacuje A;, mnozina bodu, ve kterych F; je nulova, se oznacuje a;. Dale klademe

Zapisme si formalné podminky pro poptavku:

Predpoklad 4
F;(p) je definovand, spojita a ohrani¢end pro vsechna p > 0. Fi(p) je dvakréat spojité diferencovatelna pro
vSechna p > 0, kromé p € Ua;. Pokud p € a; pro j = iy,...,ix a p & a; pro j = ixq1, ..., iy, pak existuji
J



v p spojité druhé derivace podle p;,,,,...,p;,. Vsechny derivace jsou ohranicené a pokud Fj(p) = 0 pro
p ¢ A, vsechny derivace F; (j = 1,...,n) podle p; jsou nulové. Pro p € A, N A;(j # i), F/(p) > 0 a pro
peANA, ... A, Fip) + Z?Zl F(p) < 0. Déle je mnozina A ohranicena.

Nyni muzeme napsat funkei zisku firmy:

Pro poptavkovy systém dany predpokladem 4 je charakteristické, ze mnozina A obsahuje jediny ma-
ximdlni prvek p™. To znamend, Ze existuje takové p* € A, F;(p™) = 0 (pro vSechna i) a pro jakékoli
p € A,p+#p", F(p) > 0 pro aspon jedno pevné i.
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Muzeme definovat rovnovahu v Cournotové duchu. Ackoli striktné feceno Cournotova rovnovaha se
pouziva pro jeho kvantitativni model, zédkladni idea se da zjevné pienést do soucasného modelu, takze se
zda byt logické nazyvat jeji protéjsek, definovy nize, iplné stejnym jménem.

Rekneme, ze p© je cenovy vektor Cournotovy rovnovdhy, pokud p¢ = 0 a plati

mi(p°) 2 mi(pi, 05), pro véechna p; >0ai=1,...,n.

Pripomenme znovu, ze zdkladni vlastnosti je ta, ze pokud vsechny ostatni firmy zvoli p}, pak nejlepsi
moznosti pro i-tou firmu je také zvolit pf. A toto plati pro jakékoli i.
Existuje urcitd podmnozina mnoziny A;, které musime vénovat pozornost. Je to

Al ={plp€Aiap; > Ci(Fip)),i=1,....n}.

A7 je mnozina cenovych vektoru z A;, pro které jsou ceny firmy ¢ aspon tak velké jako jeji mezni néklady.
Je ztejmé, ze pro jakékoli p ¢ A? bude celkovy pifjem firmy mensi nez jeji variabilni ndklady (samoziejmeé
za predpokladu nenulovych prodeji). Tedy v Cournotové rovnovaze plati pro kazdou firmu bud p® € A}
nebo p¢ = pi. Vnitiek mnoziny A oznacime A*, A* = Ur_ A* a A* je vnitikem A*. Nez budeme pokracovat

e~/

prodeje. Tato cena p{ spliiuje podminku (p?,0) € a;.
Dalsimi predpoklady modelu jsou:

Predpoklad 5
Pro kazdé p € A?, 82m;/0p? < 0.

Predpoklad 6
Pro kazdé p € fol*,
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Predpoklad 7

pi > Ci(Fi(p}, 0)) = Cj(0).

Predpoklad 5 zavadi konkavnost ziskové funkce i-té firmy vzhledem k p;, vlastni cené firmy v mnoziné,
ve které jeji cena neni nizsi nez mezni néklady. Tento predpoklad se pouziva pro dikaz existence Cournotovy
rovnovahy, coz uvidime nize. Pfedpoklad 6, ktery implikuje Piedpoklad 5, zajistuje, Ze cenovy vektor Cour-
notovy rovnovahy je pevny bod kontrakce, to tedy znamena, ze rovnovahy je jedind. Predpoklad 7 nam ika,
7e at ostatni firmy zvoli jakékoli ceny, pro i-tou firmu je nejvynosnéjsi cena takova, pfi niz firma prodava
(tedy prodeje jsou kladné). Diky tomuto predpokladu tedy dokéze firma vzdy najit cenu, pii niz jsou mezni
piijmy a mezni néklady stejné velké (pii kladnych prodejich).

Véta 3
Pokud plati Predpoklady 2, 4 a 5, model oligopolu s jednim obdobim méa Cournotovu rovnovahu.

Véta 4
Pokud plati Predpoklady 2, 4, 5 a 7, ceny a vystupy jsou kladné pro vsechny firmy v jakékoli Cournotoveé
rovnovaze.

Véta 5
Pokud plati Predpoklady 2, 4, 5 a 6, Cournotova rovnovéaha je jedina. Pokud navic plati Predpoklad 7, pak
vSechny ceny a vystupy jsou v rovnovaze kladné.

Véta 6
Necht p¢ je cenovy vektor Cournotovy rovnovahy uspokojujici Piedpoklady 2 a 4 a p¢ < p*. Pak zisky

dosahované v rovnovéze m(p°) nejsou Pareto optimélni.

Dikaz Véty 3 je dulezity, protoze metoda dikazu se velmi ¢asto pouziva k ukazani existence Courno-



tovy (specidlné Nashovy nekooperativni) rovnovahy ve velmi sirokém spektru modelu. Pro jakoukoli firmu,
feknéme firmu ¢, muzeme vzdy vybrat optimalni cenu p; v reakci na ostatni firmy, které zvoli cenu p;. Tento
vztah muzeme zapsat jako

pi = 1i(Di),

kde r; se casto nazyva funkce nejlepsi odpovédi firmy i. Pokud ostatni firmy zvoli néjaké p;, pak firma ¢
nemuze udélat 1épe, nez zvolit r;(p;). Z definice pak vyplyva, ze pokud pro néjaky cenovy vektor p* spliujici
pi = ripf), i = 1,...,n, pak p* dava Cournotovu rovnovahu. zadnd firma si nemuze zvysit zisk volbou
pi # pf, pokud ostatni zvoli pf. Obrécené, pokud p* je Cournotova rovnovéha, pak p; = r;(pf), i =1,...,n.
Je mozné se podivat na vSechny r; dohromady a pracovat s nimi jako s funkei jednoho cenového vektoru z
R? do druhého. Pak

r(p) = (r1(Pr), -, Tn(Pn))-

Je potieba zduraznit, ze mnozina pevnych bodu funkce r (tedy cenové vektory p', které se zobrazuji samy
na sebe, spliujici p’ = r(p’)) a mnozina Cournotovych rovnovah jsou identické. Pii dokazovani pak musime
ukazat, ze funkce r méa pevny bod. V zavislosti na povaze modelu pouzivame ruzné véty o pevnych bodech.
To zavisi na tom, zda je r funkce, tak jako zde, nebo zobrazeni, které zobrazuje bod na mnozinu; zda jeji
argument p je prvkem konec¢né dimenzionalniho prostoru atd.

Poté, co jsme vytkli Vétu 3, Véta 5 o jednoznacnosti rovnovahy nasleduje okamzité. Predpoklad, o ktery
mé tato véta navic, zajistuje, ze funkce nejlepsi odpovédi r je kontrakce. A to ddle implikuje to, Ze r méa
aspon jeden pevny bod.

Ze véech trech modelu - Cournotova modelu, Bertrandove verzi Cournotova modelu a modelu diferen-
covanyjch produkti - je posledni zminovany nejvice vyhovujici. Predpoklddd, Ze firmy jsou tvirci cen a
zisky firem se méni spojité se zménami cen. Pokud si nékdo musi vybrat mezi Cournotovym a Ber-
trandovym modelem pro zkoumdni oligopolu, jevi se Cournotuv model jako lepsi, protoZe neobsahuje Zddné
nespojitosti zisku s ohledem na rozhodnuti firem. Ovsem model diferencovanych produkti je lepsi nez kterykoli
z téch dvou, protoZe je postaven na vice vyhovujicich predpokladech, aniZ by byl zbytecné sloZity.



1.5 Kooperativni versus nekooperativni rovnovahy

V predchozim textu jsme modelovali rovnovahy pro ptipad, kdy firmy mezi sebou nemohou uzavirat zavazné
smlouvy. Podivejme se na né nyni. Nékteré situace mohou byt vyfreSeny zavaznymi smlouvami a nékteré ne.
Naptiklad v oblasti amerického prumyslu ¢ prumyslu jinych zemi jsou takovéto druhy smluv vétSinou
nelegalni. Vyjimky existuji napiiklad v odvétvich regulovanych vladnimi smérnicemi, které maji tu silu
zamezit uréitému zpusobu chovéani firem. Je mozné, ze firmy budou chtit uzaviit smlouvu mimo oblast
kontrolovanou regula¢nimi agenturami. Zavazné smlouvy spolu casto uzaviraji odbory a management a
jejich vyjednavani muzeme povazovat za oligopolni, maji totiz stejny hie podobny charakter. Velké mnozstvi
ruznych okolnosti umoznuje uzavirani zavaznych smluv, i kdyz to neni univerzéalni. Vyjednavani mezi odbory
a managementem se d4 dobfe modelovat jako bilateralni monopol, o kterém se kratce zminime v sekci 6.

Vratme se k situaci, ve které je zakézano takovéto smlouvy uzavirat. Tim se oviem neiikd, Ze neni zZadny
prostor pro uzavirani téchto smluv. Obecné zde prostor vétsinou byva (napt. uzavieni smlouvy nelegdlné,
mimo védomi ufadu); jedna véc je pak jistd: pokud je smlouva nevynutitelnd néjakym mechanismem danym
zvenci (napf. pomoci soudu) - coz tyto smlouvy vétsinou nejsou - pak, pokud se ma dodrzovat, musi byt
sebenaplnujici. Dohoda je sebenaplnujici, pokud se firmy dohodnou na nekooperativni rovnovaze, tzn. pokud
se zavazou na chovani, které vede ke Cournotové rovnovaze, takové, ze zadna firma nemuze zménit své
chovani a zvysit svuj zisk. Pokud existuje pouze jedina takova rovnovaha, pak je takova smlouva zbytecna.
Pokud takovych rovnovah existuje vice, pak dohoda muze byt klicem k dosazeni konkrétni rovnovéhy.
Pokud firmy délaji rozhodnuti nezavisle na sobé (tzn. firmy spolu nemuzou komunikovat pred tim, nez se
rozhodnou), neni zde zadn4 jistota, ze firmy k néjaké rovnovéaze dospéji. Kdyz spolu oviem komunikuji a
vzejde z toho dohoda na konkrétni rovnovaze, je v zdjmu kazdé firmy dodrzet své slovo. Totiz, pokud ostatni
firmy udeélaji, jak rekly, pak si jedna firma nemuze polepsit tim, ze by udélala cokoli jiného, nez slibila. Tedy,
dohoda je sebenaplnujici.

K vyjednavani samoziejmeé patii i hrozby. Pti praci s model pro jedno obdobi je vSak velmi tézké hrozby
firem postihnout. Ptesto, udélejme k tomu par poznamek.

Prvni je ta, ze hrozba neni kredibilni, dokud neni jasné, ze vyhrozujici firma hrozbu uskutecni, pokud se
dostane do situace, ve které tekla, ze ji pouzije. Jsou dva zpusoby, jak muze byt hrozba kredibilni: prvnim je



pripad, kdy se vyhrozujici firma postavi do situace, ve které musi uskutecnit svou hrozbu, pokud nastanou
podminky pro jeji spusténi. Firma uZ mohla uéinit takové kroky, Ze nyni uz nemd jinou moznost, at se ji
to libi nebo ne. Druha skupina kredibilnich hrozeb je takova akce, ktera je pro vyhrozujici firmou nejlepsi
moznosti, pokud se ocitne v situaci, o které tvrdila, ze v ni hrozbu uskutecni. Uvedmé si piiklad. Méjme
Cournotovsky trh se 3 firmami a jedinou rovnovdhou s vystupem ¢° = (5,7,3). Predpoklddejme také, ze
¢1 = 10 ptinasi firmé § mensi zisk nez ¢ = 0 nezavisle na tom, jaké volby udélaji ostatni firmy. Pak firma
1 nemuze tspésné vyhrozovat ostatnim tim, ze pokud ostatni nezvoli (5,6,2), zvoli ona ¢; = 10. Pokud by
totiz neudélaly to, co po nich chce, pak by nebylo v nejlepsim zajmu firmy volit §0. Ublizila by jen sama
sobeé.

Vyhruzky jsou vice zajimavé v modelech pro vice obdobi, zakladni principy vSak zustavaji stejné. Hrozba
je kredibilni, kdyz firma nemé na vybér jinou moznost nebo pokud hrozba ptinese aspon stejny diskontovany
zisk jako jakékoli jiné rozhodnuti v dané situaci.

2 Stabilita a reakéni funkce - prvni kroky smérem k modelim
vice obdobi

Pokud premyslime o chovani oligopolu, jisté nas to brzy zavede k otazce, jak bude firma prizpusobovat své
chovéani ve svétle zmény chovani nékterého z rivalu. Cournot se angazoval i v tomto tématu. Udélal pokus
pochopit dynamické chovani bez opusténi vlastnosti modeli jednoho obdobi. Ackoli vysledky takovych snah
musi pfinést urcité zklamani z vysledku, velice sugestivné ukazuji cestu, kterou by se méla vydat dalsi préce.
Hlavni nevyhoda je ta, Zze modely ztraceji svou nazornost a srozumitelnost, které mély v jednom obdobi. V
prvni casti této kapitoly definujeme Cournotovy reakéni kiivky a Bowleyho variaci na né. Potom, v dalsi
sekei jsou diskutovany znamé modely Sweezyho a Stackelberga.



2.1 Cournotovy reakcni kiivky a Bowleyho hypoteticka variace

Pro dvé firmy Cournot diskutoval problém stability rovnovahy. Z rovnice 5, pokud aplikujeme vétu o impli-
citni funkci, muzeme psat

¢ = wi(&), 1=1,...,n.

Toto jsou samozfejmé nejlepsi reakéni funkce obou firem. Pokud n = 2, pak zobrazeni z R do sebe
definované jako w = (wy, ws) je kontrakce; proto je model stabilni, pokud ¢; = w;(g2) je odpovédi na g, a
¢, = wy(q1) je odpovedi na ¢;. Takto muzeme nakreslit cestu vystupnich paru, coz vede k ¢°. At uz Cournot
zamyslel zavést stabilitu nebo popsat mechanismus fungovani v modelu s vice obdobimi, udélal pouze tuplny
zacatek. Pokud chceme popisovat néjaky systém v case, musime nejdiive explicitné specifikovat ¢asovou
strukturu modelu. Kdo déla jaké rozhodnuti a kdy? Jaké a ¢i jsou vynosy a v jakém case? Na tyhle otazky
musi byt odpovézeno. Pokud firmy maji fungovat na trhu s vice obdobimi, je logické se domnivat, ze se budou
snazit maximalizovat (diskontovany) tok ziskt nezli maximalizovat kratkozrace jen pro soucasnost. Ovsem
je mozné, ze kratkozraka maximalizace muze maximalizovat tok ziskli; nicméné toto nemuze predpokladat,
nybrz musime dokazat. V kazdém piipadé Cournot se nad timto nezamysli. Misto toho zavadi véci, které
mohou vést ostatni k polozeni téchto otazek a udélat s tim néco dal.

Bowley (1924) (ve své praci, ktera je velmi podobna Cournotové) prepsal rovnici 5 do nasledujiciho tvaru:

O = Q)+ 07(@) — Clla) + 4 (@ 54 5i=1,2
4 dg;

Posledni ¢len v predchozim vzorci se nazyva hypotetickd variace. ¢ast ¢; f'(Q) je parcidlni derivace zisku
i podle vystupu j a derivace dg;/dg; udava zménu g;, kterd je podle firmy ¢ spojena se zménou ¢;, tzn. firma
i ocekava, ze firma j voli ¢; jako funkci zdvislou na ¢;. Ovsem Bowley také nespecifikuje casovou strukturu.
Poukazuje vsak na dulezitou véc: politika, které se firma drzi, je ovliviovana politikami, které si mysli, ze
pouzivaji jeji rivalové. tika tedy, ze firma voli podle toho, co si mysli, Ze ostatni firmy budou délat, nikoli
podle toho, co skuteéné délaji.



Bowley ma pravdu, ale ne dplné. Zanechava dojem, ze to, jak se firmy chovaji a jak se ocekava, ze
se budou chovat, jsou dvé naprosto odlisné véci. Jestli je toto pravda vsSak zavisi na povaze modelu a
v nékterych dulezitych pripadech neni prili§ mista na néjakou persistentni divergenci mezi skute¢nym a
ocekdvanym chovanim rivalu. Takové rozdily mohou existovat a pretrvavat v rovnovaze pouze kdyz firmy
dostavaji informace, které nenarusuji jejich ocekdavani. To muzeme ilustrovat na specifické verzi Cournotova
modelu pro vice obdobi, pouzivajice funkci nejlepsi odpovédi jako reakéni funkci. Pro tucely této kapitoly
reakéni funkce firmy je funkce, kterda déava rozhodnuti v obdobi ¢ (o cené nebo vystupu), vystupujici jako
funkce rozhodnuti z obdobi t — 1. Tedy

Git = Wi(Git—1), t=1,...,n,

definuje Cournotovu reakéni funkei. Dvé podminky jsou vyzadovény pro w;(g;:—1), aby poskytovala op-
timalni chovani firmy 7. Prvni udava, ze firma maximalizuje svij soucasny zisk pomoci soucasnych rozhod-
nuti. Druhy je ten, Ze firma ¢ o¢ekdva rovnost mezi g; a g; 1 pro j # ¢. Prvni podminka je otazkou preferenci
firmy a necini ndm zadny problém. Druhd ovSem muze ptijit do konfliktu s jinymi fakty. Predstavme si si-
tuaci, kdy ¢;_1 # ¢¢ a firma, pred tim, nez si zvoli své rozhodnuti, se dozvi skute¢na rozhodnuti ostatnich
firem v predchozim obdobi. Kdyz si pak firma uvédomi vSechny své minulé volby, musi si vSimnout toho,
ze ostatni firmy obecné neopakuji svd minuld rozhodnuti. Tedy tato podminka nemuze byt pravdiva. Poin-
tou zde je zjisténi, ze skutecné a ocekavané chovéani firmy se méni podle ¢asového hlediska. Cournotovy i
Bowleyovy prispévky pro teorii oligopolu stale zustavaji v centru déni, ikdyz se pro mnoho autoru staly
casem nestravitelné.

2.2 Behavioralni hypotézy Sweezyho a Stackalberga

Nésledujici obrézek (9.4) zndzornuje zndmé Chamberlinovi dd’ a DD’ kiivky. Kazd4 zndzornuje poptavku,
které celi jedna firma, jako funkci stanovené ceny vyrobku. Pro dd' se piredpoklada, ze ostatni vyrobci cenu
nijak neptizpusobi. Naproti tomu DD’ kiivka je sestrojena na zakladé predpokladu, Ze vsichni vyrobei zméni
cenu pfesné podle zmény p;.
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Obrézek 9.4: Chamberlinova rovnovaha

V misté rovnovahy, kde dochézi k protnuti obou kfivek oznacené jako p;, Sweezy predpokladd chovani
firem nasledovné. Jestlize firma zvysi cenu, pak ostatni firmy ceny ponechdji nezménény, a tedy pro firmu
to bude znamenat posunuti po kiivce dd’. Naopak pokud by se firma rozhodla cenu snizit, pak by ji ostatni
firmy nésledovali, a tedy by doslo k posunuti po kiivce DD’. Za téchto predpokladu firma nemuze zvysit



svuj zisk, jestlize:
() <0< 7 (pY) (2.1)
j=1

Sweezyho rovnovéhy je potom dosazeno, jestlize nerovnost (2.1) je pii cené p* splnéna pro vSechny firmy.

Za jakych okolnosti je vSak této rovnovahy dosazeno? Ve statickych modelech, o nichz jsme pojednavali
v predchozi subkapitole, tato rovnovaha nedédva smysl*. V dynamickém modelu, kdy se jednotlivé firmy
snazi maximalizovat sou¢asnou hodnotu budoucich zisku, a kdy se zménami cen jsou spojeny dodateéné
naklady, které prevysuji mozny zisk plynouci ze zmény ceny, pak stav odpovidajici Sweezyho rovnovéze
skutecné muze byt udrzovan. Blizsi pohled na Sweezyho rovnovahu odhaluje jednu nepiijemnou skutecnost.
Uvazujme o rozhodovéani jedné firmy. Rozhoduje se:

(a) jestli se odchylit od p* za predpokladu, Ze je ceny p* dosazeno, a ze ostatni firmy se budou chovat
podle svych reakénich funkei, které urcuji stanoveni ceny v pripadé, ze nékdo zahraje odliSnou cenu
od p;

(b) jakou reakéni funkei se sama bude idit

Oznacme reakeni kiivku i-té firmy jako ¢;(p*, p’), kterd udava cenu, jakou ma i-td firma zvolit, pokud je na

trhu stanovena cena p* a j-ta firma se odchylila od p} zahranim p. Sweezyho reakéni kiivku pak muzeme
vyjadrit nasledovné:

. p; + (p; — p;) pokud p; <pj

, ) = 2.2

o) = { O 22)

pficemz vyse uvedené (a) a (b) musi byt urceno pro libovolné mozné p*. Otazkou vsak zustavé, jestli takto
zvolena strategie firmy je nejlepsi moznou odpovédi na strategie ostatnich firem. Uvazme Chamberlintv
model vyhovujici predpokladum 2 a 4, a kde pro cenu p* plati rovnice (2.1). Reknéme, ze prvni firma se

*Smysl by dévala jen pokud by byla cena p* déna, tak aby vyhovovala rovnici (2.1) a pokud by rozhodnuti o zméné ceny
jakékoliv firmy bylo ozndmeno ostatnim firmam doptedu, tak aby mohli vybrat optimélni akci na toto rozhodnuti.



odchyli od p* o dp; a ostatni firmy 2,...,n reaguji dle Sweezyho reakéni funkce. Tedy, ze dp; = dp; ,
jestlize dp; < 0 a dp; = 0, jestlize dp; > 0. Zisk maximalizujici reakce n-té firmy je charakterizovana rovnici
7 (p) = 0. Pro malé hodnoty dp; je to aproximativneé #*(p!,, p) = 0, tedy otimalni reakce n-té firmy nebude
zalezet na tom, jestli prvni firma zvysila ¢i snizila cenu.

VysSe popisovana rovnovaha, zaloZzena na reakcnich kiivkach vsak prevysuje to, co tvrdil Sweezy. Tedy
pouze to, ze pii daném p* spliujicim rovnici (2.1) a pfi danych reakénich kiivkach, zddna firma nemuze
zménit cenu tak, aby zvysila svuj zisk. To je skutecné pravda, i kdyz takto zadefinované reakéni kiivky
nejsou optimalnimi reakénimi kiivkami. Stackelberg podobné jako Sweezy svym modelem popisuje specialni
pripad oligopolu. V jeho piipadé vsak zvlastnost modelu nespociva v zadném predpokladu urcitého chovani
firem, ale v postaveni firem na trhu. V jeho podani se v podstaté jedna o zasazeni Cournotova modelu
duopolu do dynamického rdmce tim, ze se predpoklada, ze jedna z firem je cenovym tvurcem (leader) a ta
druhd cenovym pifjemcem (follower). Predpoklddejme, ze prvni firma by byla cenovym piijemcem. Potom
jeji rozhodovani o tom, kolik vyrobi, je déno jeji reakéni kiivkou ¢+ = wi(ge.¢—1). Pokud by i druhd firma
byla cenovym prijemcem, pak by i ono se tidila na zdkladé ws, coz postupné smétovalo k rovnovaze ¢°.
Naopak je-li druhd firma cenovym tvurcem, pak predpoklada, ze se prvni firma jejimu rozhodnuti podrobi.
Tim je do modelu zasezen dynamicky rdmec, nebot druhé firma vi, jak na jeji vyrobni politiku odpovi prvni
firma. Potom jeji zisk v ¢ase ¢ muzeme vyjadrit jako funkei mo(wq(g2t—1), g2.+). Nalezeni optimalniho ¢ pak
spociva ve splnéni podminek prvniho fadu, tedy:

Wé(wl(%)a Q2)w/1(Q2) + W%(wl(%), q2) =0

Tento model je vSak odvozen jen za vyse uvedeného predpokladu konceptu chovani, prestoze nebyl nikde
teoreticky zduvodnén, pro¢ by se firmy méli chovat pravé tak. Dalsi slabinou je to, ze model nepredpoklada,
ze by firmy mohly zménit sva rozhodnuti béhem dalsich obdobi. VysSe uvedenym postupem je ziskané rov-
novazné mnozstvi Nashovou rovnovahou pravé pro hru, ktera konéi rozhodnutim prvni firmy.

Zavérem jesté doplnme nasi ivahu o ptipad, kdy by si obé firmy myslely, Ze jsou cenovymi tvurci. Tato
sitauce je nazyvana Stackelbergova nerovnovaha. Nejenze kazda firma déla Spatny predpoklad o chovani té
druhé, ale také odpovidajicim zpusobem vznikla rovnovazna dvojice cen nebyla zddnou z firem ocekavana.



3 Dynamické modely
Zde zminéné dynamické modely muzeme rozclenit do nasledujicich ¢tyt skupin:

o Tradicni funkcné reakcéni modely— tyto modely jsou odvozeny od Cournotovy stability popisované
z roku 1927. Klicovym prvkem téchto modelt s diferencovanym produktem je to, ze kazdd firma se
rozhoduje podle spojité funkce p; + = 1;(pr—1), kterd udava stanoveni ceny v ¢ase ¢ na zakladé minulého
cenového vektoru p. Druhym klicovym prvkem téchto modelu je to, ze kazda firma voli svoji reakéni
kiivku 1; s ohledem na maximalizaci sou¢asné hodnoty vsech budoucich zisku.

e Modely s ndklady na zménu cen — v téchto modelech se firmy rovnéz snazi maximalizovat sou¢asnou
hodnotu vSech budoucich ziskt, ale zde jiz kazda provedena zména cen néco stoji. Alternativni piistup
spociva v predpokladu urcité ¢asové prodlevy mezi ozndmenim a projevenim se cenové zmény

e Modely formulované jako abstrakini hry — tyto modely mohou byt jednoduse aplikovany i na oligo-
poly. V podkapitole 4.3 je ukdzan model, ktery i za podminky nekooperativity dosahuje Paretovské
rovnovahy.

e Model s ¢asovou zduvislosti — v tomto modelu zisky zavisi na akcich ze dvou pfedchozich obdobi. Diky
tomu je mj. mozné zavést do modelu investice, kdy pak kapital v obdobi ¢ je dan minulou velikosti
zasoby kapitalu a investicemi v ¢ase ¢t — 1.

3.1 Zpozdéné funkcéné reakéni modely

Vyjdéme z ndhodné vybrana dvojice vystupu (qj, ¢5). Poté prvni firma na zakladé své reakéni kiivky zvoli
q{ = wi(qz). Nésledna dvojice vystupu je ziskdna reakci druhé firmy na ¢f, tedy ¢5 = ws(q]). Takto
Cournotem popsany princip dosahovani rovnovahy Cyert a deGroot zasadili do dynamického ramce, v némz



vyplatni funkce maji nasledujici podobu:

T
Z% Gty Qo) 1=1,2
—1

S tim, Ze firma 1 voli vystup pouze v lichych obdobich, takze g1 = ¢1,4—1. Druha pak vystup muze ménit
v sudych obdobi. Sou¢asna moznost zmény vyroby je tedy v tomto modelu znemoznéna. Uvazime-li model,
ve kterém je poptavkova funkce linearni a nakladova funkce kvadraticka, pak bude i ziskova funkce, od niz
odvozujeme reakcni kiivky, kvadratickd. Pro prvni firmu pak optimalni rozhodnuti je dano touto dvojici
reakénich kiivek:

Qo1 = Wir—2u-1(g), t=1,2,....T} (3.1)
Qo = War—at(qro—1), t=2,3,...,Ts, (3.2)

kde T7 je nejvétsi hodnota ¢, pro kterou T'—2t—1 > 0 a T je definovan obdobnym zpusobem. Takto zadanym
systémem rovnic je pro obé firmy nemozné, je-li splnéna rovnice 3.2, najit odlisnou posloupnost reakénich
funkci, ktera by zajistila vyssi zisk. Navic pii splnéni Cyert a deGrootovych predpokladu optimalni reakéni
funkce pro dany casovy okamzik konverguje, jakmile 7" jde do nekonec¢na. Tedy w; 721 je optimalni reakéni
funkce pro firmu 1, kdyz casovy horizont je T'— 2t — 1 obdobi. Optimalita funkce nezavisi na aktualnim case,
2t — 1, ale pouze na délce casového horizontu.

Kdybychom do modelu zahrnuli vice firem, museli bysme popsané zpusoby rozhodovani modifikovat tak,
aby v kazdém obdobi mohla zménit vystup pouze jedna firma. Takové chovani vSak neodpovidd jak intuici
tak ani bézné empirii. Na druhou stranu vsak nabizi silnéjsi koncept rovnovahy nez déle uvedeny Friedmanuv
koncept (1976).

Friedmantuv model dosavadni analyzu zna¢né obohacuje tim, ze uvazuje diferencovanou produkci firem.
Uvedeny model je odvozen za predpokladu 2,4,5 a 7 a dalsich podminek regularity. Diskontovana ziskova

funkce ma nasledujici podobu:
Z A rm(py) i=1,...,n (3.3)

t=1



Dalsi analyza se snazi najit takovou rovnovahu, pti které by se vSechny firmy rozhodovaly podle stacionarnich
reakcnich funkei, tedy kdy by pi: = ¥i(pi—1).

K dosazeni vysledku modelu bude nejprve vhodné vyhodnotit nejlepsi odpovéd (maximalizujici diskon-
tovanou ziskovou funkci) i-té firmy za predpokladu, ze vsechny ostatni firmy jednaji na zakladé svych
stacionarnich reakénich kiivek, které jsou pro i-tou firmu znamy. O reakénich funkcich ostatnich firem
pit = Vj(pi—1), (i # j) predpokladdme, ze splnuji nasledujici dvé podminky:

1. Pro kazdy vektor p;_; plati, ze 0 < pry1 <py, k=1,...,n,0<p;; = ¥j(pi_1) < pj.

2. Yj(pi—1) je dvakrat spojité diferencovatelnd, kde wj’? >0a) wj’? <A<1

Cilem firmy je maximalizovat rovnici 3.3 za podminky p;: = ¢;(pi—1), (i # j). Jednd se tedy v podstaté o
kone¢nékrokovy problém dynamického programovani.

K teseni této ulohy budeme hledat posloupnost reakénich funkei. Oznaéme p;; = ¢;5(pi—1), s =1,2,...,
kde ¢; s je optimdlni reakéni funkee, jestlize do konce casového horizontu zbyva s obdobi, za predpokladu,
ze v nésledujicich obdobich se firma bude fidit funkcemi ¢; s_1, ..., ¢;1. Tedy pokud casovy horizont firmy
i bude T obdobi, pak strategie (zisk maximalizujici plan akci) spociva ve vybéru

bi1 = ¢i,T(p0),pi,2 = ¢i,T—1(p1)u ey DT = ¢i,1(pT—1)-

Pokud casovy horizont jde do nekonecna, pak posloupnost reakcnich funkei ¢; s konverguje k ¢;. Hlavni
skutecnosti souvisejici s nejlepsi odpoveédi i-té firmy na 1); jsou obsazeny v nasledujici vété:

Véta 3.1 (a) Pros=1,2,... ,¢;(p) existuje.
(b) pf > ¢is(p) > ¢is—1(p) > 0 pro vsechny p a vsechna s > 1.
(c) lims_ootis = ¢; existuje a vyhovuje kazdé Lipschitzové podmince, kterou splniuji i ¢; s.

(d) Jestlize m; a1); je spojité diferencovatelnd do Fddu vyssiho nez k, pak ¢; s je spojité diferencovatelnd do
radu vyssiho nez k — 1 a ¢; do rddu vyssiho nez k — 2.



(e) Vsechny pruni parcidlni derivace ¢; a ¢; s jsou nezdporné a funkce spliiugi stejnou Lipschitzovu podminku

jako ;.
(f) Jestlize m; a ¢; je nekonecné spojité diferencovatelnd, pak totés plati i pro ¢; a ¢;.s.

(g9) Pro funkce plati, Ze

T
711_{130 Oé i(‘lﬁi,TftJrl (ptq); TEz (pt71))
=Y ol m(Gi(pes), Vilpe-a)). (3.4)
t=1

(h) Limitni reakéni funkce, ¢;, je optimdlni pro nekonecné krokovy rozhodovaci proces.

Obsah (a) nam ika, ze v pevné daném koneéné krokovém rozhodovacim procesu existuje jediny nejlepsi
zpusob jak se rozhodovat, ktery je dan posloupnosti reakénich funkei. Kdyz by se firma rozhodovala co udéla,
aniz by se pritom omezovala na pouziti reakénich funkci, které vyuzivaji jeji konkurenti, presto bude pro ni
nejlepsi rozhodnuti je pouzit. Z (b) muzeme vidét, Ze tyto reakéni funkce maji monotonni vlastnost, Tedy pro
dany p;_1 je p; tim vétsi, ¢im je delsf zbyvajici asovy horizont. (c) zajistuje, ze posloupnost reakénich funkef
konverguje, zatimco (d)—(f) udava urcité dusledky regularity. Z (g) vyplyvd, ze jakmile ¢asovy horizont se
blizi nekone¢nu, pak diskontovany zisk se blizi k hodnoté, jaké by bylo dosazeno trvalym pouzivanim ¢,.
Tento limitni zisk je pak podle (h)i optimélnim ziskem pro nekoneéné krokovy rozhodovaci proces.

Je dobré si uvédomit, ze ¢; je nejlepsi odpovédi i-té firmy na 1);. Tuto skutecnost vyjadieme jako:

i = Wit (3.5)

Poznamenejme jesté, ze ¢; je ¢lenem stejné tiidy funkei jako ;. VSechno jsou to rostouci diferencovatelné
kontrakce, které zobrazuji p,_; do p;; i pj..



To co jsme odvodili pro i—tou firmu muzeme samoziejmé odvodit i pro kazdou jinou, a tedy i nejlepsi
odpovéd popsanou rovnici 3.5 muzeme ndsledovné vyuzit k zobrazeni celé mnoziny reakénich funkei do jiné:

Je ztejmé, ze pevny bod z W je Nashovou nekooperativni rovnovéhou a je pfirozenym rozsitenim Cournotovy
rovnovahy. Kromeé trividlniho pfipadu jsme vsak existenci pevného rovnovazného bodu, ¢* = W (y*), zatim
neprokézali. Trividlnim piipadem jsou mysleny reakéni funkce, kdy p;; = p§, ¢ = 1,...,n. Pokud vSechny
firmy zvoli body odpovidajici Cournotové rovnovaze, at uz byla historie hry jakakoli, pak pro Zaddnou firmu
neni vyhodné se odchylit od trvale voleného p¢. Bylo by zajimavé ukazat existenci funkéné reakéni rovnovahy
odlisné od této, ale to udélano nebylo. To co jsme ukéazali byla pouze aproximace k ni.

Véta 3.2 Eristuje " takovd, Ze *(p") = p". Spolu s V* je ¢* = W () takové, Ze ¢*(p") = p" a w;‘j(pT) =
¢’ ("), ,i=1,...,n.



Obrazek 9.5: Schématicka reprezentace funkci ¢ a 1

Protoze ¢* je kontrakce, kterd zobrazuje mnozinu [0, p;] x - -+ x [0, p,;”| do sebe sama, tak potom pokud
vyrazime z ndhodné zvoleného bodu py a vygenerujeme posloupnost cen p, = ¥*(p;_1), pak p; musi nutné
konvergovat k p", kde p" je jedinym pevnym bodem v*. Véta 3.2 tika, ze existuje vektor reakénich funkei,
ne nezbytné jediny, takovy, Ze nejlepsi odpoved na ¥*, ¢* = W (¥*), m4 stejny rovnovazny cenovy vektor
p", v némz jsou si obé funkce 9* a ¢* tecnami. To znamena, ze pokud firmy pravé pouzivaji 7, ..., 9",



pak za predpokladu, ze ceny odpovidaji p", zadnd z firem nemuze zvysit svuj zisk tim, ze by zménila svoje
rozhodnuti podle ¢;. Navic pti cenach blizkych p” cenové zmény z jednoho obdobi do druhého uréené pomoci
Y7 jsou priblizné optimalni. Na obrazku 9.5 je zndzornéna idea vztahu mezi funkcemi ¢ a 1 v pripadé dvou
firem.

Rovnovazné ceny p" jsou vyssi nez ceny p© odpovidajici Cournotoveé statické rovnovaze. Ukazme, ze mnohé
ceny mohou byt rovnovaznymi cenami vyhovujici reakéné funkéni rovnovaze dané vétou 3.2. Vyberme vektor
p" takovy, ze p; — p;j = p; —pj > 0, pro vSechna ¢, j. Je zfejmé, Ze je snadné najit takové p”, aby pro vsechny
firmy platilo, ze m;(p") > m;(p¢). Urcité to bude platit pro takové p", které jsou blizké p¢. Tedy jsme ukézali,
ze reakéni funkéni rovnovahy mohou vést k vyssim ziskum nez odpovida statické Cournotové rovnovaze.

3.2 Modely s rychlou reakci (odezvou) nebo ndklady na dohodu

Marschak a Selten (1978) vytvorili dvojici paralelnich modeli, jejichz hlavni rysy popisujeme nize. Predstavili
tyto modely ve formé abstraktni hry. Nicméné velmi jasné ukazali, ze hlavni pole aplikaci pro tyto modely
jsou oligopoly. V zavérecné casti jejich clanku je aplikace pro oligopoly uvedena. Hlavni rysy jejich mo-
deltl a nazor na rovnovahu vychazeji z diive popsaného cenové produktové odlisujicitho se modelu. Model s
jednim obdobim , ve kterém jsou ceny stanoveny, jakoby se zadnd s firem nerozhodla odchylit se od svych
vnitiné stanovenych cen. Pokud se jedna s firem rozhodne zménit cenu, ostatni maji moznost si cenu zvo-
lit. To je pouze formalizace postupu stanoveni ceny uvadéném v oddile Behaviordlni hypotéza Sweezeho a
Stackelberga v souvislosti se Sweezy modelem. Ve druhém modelu si firmy stanovuji cenu pii nekoneéné
posloupnosti ¢asové periody. Ucelovd funkce firmy se lis{ ve dvou mistech vzhledem k rovnosti (4.4). Zaprvé
firmy nediskontuji zisk. Misto toho se snazi maximalizovat prumérny zisk za obdobi, pfes nekoneény hori-
zont. Zadruhé je jejich zisk v obdobi dén jako m;(p;) pouze pokud nedochdzi ke zméné jejich ceny v daném
obdobi. Pokud se rozhodnou zménit cenu, musi zaplatit dodatecny poplatek spojeny s naklady na dohodu.
Ukazuji, ze rovnovaha pro tyto dva modely je témér stejna.

Pro kazdou firmu v modelu pro jedno obdobi jsou tii véci, které jsou urcujici:



a) Vyse ceny pii statusu quo, pY.
b) Rozhodnuti, zda se odchylit od ceny p?.

¢) Funkce odpovédi ¢;(p°, p;) pouzitd v pifpade, ze firma j by se rozhodla zvolit jinou cenu nez p?.

Pravidla platnd pro informace uréuji, Zze véechny firmy maji informaci o cené p° a funkei ¢;. Pokud se
jedna firma rozhodne odchylit se od ceny p(])-, oznami to vCas a ostatni firmy na to maji moznost reagovat
zménou své ceny. Tato pravidla zaroven urcuji, ze pouze jedna firma se muze odchylit od statusu quo v
jednotkovém case. Podminky nastaveni funkce odpovédi jsou tyto:

Predpoklad 8
Posledni pozadavek, ze ¢;(p°,p;) = p? je pouze konzistentni{ podminka k tomu, kdyz odchylen{ firmy j ne-
obsahuje vliv na podil j na trhu, pak ani neméni podil i. Obdobné podminka ¢;(p°, p;) = p? znamena, Ze
odezva i na svou vlastni zménu je vlastni odchylkou. Tyto dva predpoklady dovoluji definovat ¢; pro vSechna
p" a p;, tedy i pro situace, kdy se j =i a p; = p? . Kazda z firem také muze vytvorit posloupnost odpovedi
na posloupnost odchyleni. Porad nicméné plati, ze odchylku muze provést pouze jedna firma.

Posloupnost {pjl-, p?, ey pj} jsou odchylky firmy j od ceny p®. Proces je pak nasledujlcl firma j oznami
cenu pjl», ostatni firmy na to zareaguji qb,(p pj) = pZ Poté firma j ozndmi cenu p a ostatni zareaguji
¢i(p',p3) = pj. Tento proces pokracuje az k poslednimu zvefejnéni ceny p}. Po ni nésleduje odpovéd
¢i(p"', pb) = pf. Oznacme nyni rozdirenou funkci odpovédi ¢

(0" {p)- P} ) = (A(po,{p}---apf‘l})m?) k=2
o0 An}) = o(23)

Cena a funkce odpovédi (p°, ¢) vytvaii nespolupracujici rovnovdhu, pokud jsou splnény ndsledujici dve
podminky:



a) i-t4 firma nemuze zvysit svij zisk odchylenim se od pY, coz vyjadiuje, Ze p° je cena statusu quo a
ostatni firmy ¢eli zméné odpovedi ¢;(j # 1)

b) i-ta firma nemuze pouzit jinou reakéni funkei a zvysit svuj profit.

m:(p°) >7r,(< {pz,...,pz}>)
w600 bt} ) ) 2 (0 Ao ) (6 (b))

Méjme posloupnosti {p},...,pf} a {pj, ...,p¥}, i # j a podrobnou odpovédnostni funkei oL i =
1,...,n. Pak funkci odpovedl ¢ s cenou p° nazveme konvoluct (nespolupracujici rovnovdha). Pokud firma
i nemuze odchylit cenu od p° (nebyla by tolik ziskova), pak fikdme, Ze firma i je stabilni v cené p° ve vztahu
k ¢. Pokud je zaroveo ¢; nejlepsi pro ostatni, pak rikdme ze ¢ je nestabilizujici.

Nakonec definuji slabou konvoluci. MiZe to byt také mysleno jako slabd nekooperujici rovnovédha. Necht
P; je podmmnozina z [0,pf ] X ... X [0,p,] anecht P = N, P, je neprazdnd, pak (p°, ¢) je slabd nekooperujici
rovnovéha a ¢ je slaba konvoluce, pokud je ¢;(p', p} nejlepsi odpoveédi pro firmu i pro libovolnou cenu p’ € P,
ap’e[0,pf],j#ui=1,...,n¢@p,p]) € P azidnd firma nemuze profitovat z odchylky od p°.

Uvazujme nyni model, ve kterém je ¢as diskrétni a v kazdém okamziku si kazda firma voli cenu. Podminky
na informace jsou podle sekce 3.1: kazda firma provadi rozhodnuti soubézné s ostatnimi a vSechny znaji
vSechny cenové volby ostatnich firem z predchozich kol. Tato struktura predstavujictho multicasového modelu
(present multiperiod model) se odlisuje od modelu popsaného v sekci 3.1 ve dvou bodech. Zaprvé, zisk
dosazeny firmou ¢ v ¢ase t je

7Ti<pi) - Mi(pi,tapi,tfl)a

kde M;(pi+,pit—1) jsou naklady zmény ceny pro firmu i. Kdyz p;; = p;s—1 jsou ndklady nulové; a pokud
Dit 7 Pit—1 pak jsou ndklady vetsi nez jakykoliv zisk, ktery je mozny vytvorit odchylenim za jedno ¢asové



obdobi. Formalné:
M;(pig, Dig—1) > I%aX <7Ti<pi,t;pi,t) - (Wi(Pi,t—hﬁz‘,t))-
it

V modelu v sekci 3.1 stejné tak jako v modelu sekce 3.3 je docasny zisk dulezity v utvareni ptirozené
rovnovahy. Vyznam je markantni zejména v sekci 3.3. Docasnym ziskem je minén dodateény zisk ziskany
za Casové obdobi, ve kterém je pouzita nova cena, na kterou jesté ostatni firmy neméli moznost zohlednit.
Podle 3.13, docasny zisk nehraje roli, protoze ndklady potrebné na zménu prevysuji tento zisk. Firma zméni
cenu tedy pouze, pokud ocekavd, ze v nové situaci (po reakei okolnich firem) se dostane do pozice, kdy zvysi
svoje puvodni zisky (absolutné, protoze firma zisky nediskontuje).

7 toho vyplyva ucelova funkce:

T

N ,
lim inf T Z [m(pt) - Mi(pi,t,pi,t,l)], i=1,...,n.

T—o00
t=1

pio je brano jako stejné s p; ;. M; je ohranicené shora, takze nikdy nebude branit zméndm cen, které povedou
k permanentnimu rustu zisku.

Nyni muzeme zkonstruovat pravidla chovani nebo reakéni funkci. Jak je zjevné, nize reakéni funkce je
odlisna od funkce popsané v ¢asti 3.1. Oznacme 1); reakéni funkei i-té firmy a ¢ = (¢1,_y, ). Pak

pip = Vi(De-1,Pt-2), S Pig=Dig-1, kdyZ pii=pio, t=2,3,..., apy=pi.

Vybér ceny i-té firmy zdlezi na pozorovanych chovénich cen za posledni dvé obdobi. Pokud nedoslo k
zaddné zméneé cen, i-ta firma zanecha svou cenu nezménénu. Marschak a Selten nazyvaji tento typ chovani
krdtkou paméti a konzervatismem. Oznaceni kratkd pamét pouzivaji, protoZe do vyhodnocovaciho procesu
vstupuji pouze posledni dvé obdobi a oznaceni konzervativni, protoze nedochazi k zménam ceny, pokud
aktualni informace udavaji, ze nedoslo ke zméné ceny.

Ve vztahu k v; zbyva jesté definovat jeden pojem. Predstavme si, ze od ¢asu t firma ¢ nikdy nezméni
cenu od postupu popsaného 1; . Zaroven uvazujme, ze v predchazejicim obdobi se firma j odchylila d ;.



Od obdobi ¢ dale predpokladejme 1); za nejlepsi reakci na zménu. Pokud ¢ = (¢4, ...,1,) zustane stejna,
fikdme ji paraperfektni. Vektor paraperfektnich reakci s cenou P, utvareji nesoutézni rovnovahu. S témito
danymi vychozimi podminkami a chovanim ostatnich firem podle ®; je pro firmu j nejlepsi rozhodnuti ;.
Vzhledem k omezeni cen (p;_1, pi—2), ve kterych muze dochazet k odchylce (maximalné vsak v jedné z nich)
je mozné definovat funkci odpovédi jako reakéni funkci. Nastane pak vzdy jedna z téchto moznosti:

a) Djt—1 # Pjt—2 PTO n¢jakd j # 4, pak plati ¢z’(pt—27pj,t—1) = %’(pt—l,pt—z),
b) pit—1 # Pis—2, pak plati ¢;(pi—2, Pit—1) = Pit—1,
C) Di—1 = Pi—2, pak plati ¢i(pt—27pi,t—1) = Pit—2-

Funkci odpovédi ¢ muzeme definovat z reakéni funkce . Opaény postup nicméné neni mozny. Problém
spociva v tom, ze reakéni funkce neni kompletné urcéend (je pouze urcena cenami p;_1,p;_2). Hra s jednim
obdobim s okamzitou odpovédi je odpovidajici multicasové hie ziskané opusténim rychle odpovédnostni
podminky a pfidanim zménové nakladové funkce M; a tucelové funkei (4.14) Naopak multicasova hra s mo-
difikovanymi naklady muze byt spojena s jednocasovou rychle odpovédnostni hrou s klesajici zménovou
funkci, nahrazenim tkolové funkce a uvedenim odpovédnostni funkce. Neni prekvapujici, ze vznikne rovnost
mezi ¢ (kterd je konvoluci) a 1, kterd je paraperfektni.

Véta 9
Necht je ¢ reakéni funkef a ¢ je funkei odpovédi takovou, Ze ¢ je stanoveno z 1) a 9 je konzistentni s ¢. Pak
pokud je vy paraperfektni, pak ¢ je slaba konvoluce. Toto tvrzeni plati i v opacném sméru.

Aplikace tohoto postupu je pouzita v oligopolnim modelu, ve kterém je ddn seznam zbozi, které oligopol
muze produkovat. VSechny firmy vyrabi vsechno zbozi a to stejnou technologii. Uziti funkce odpovédi za
predpokladu, Ze vstupni ceny i poptavka (produkt) pro kazdy oligopolni statek jsou dany, ddva ceny a
funkci odpoveédi, pii které vsechny firmy dosahuji nulového zisku a je tedy stav nekooperativni rovnovahy.



Tento model je vnoteny v modelu celkové rovnovahy. Mysleno je to tak, ze je mozné ho vidét v c¢astecnych
rovnovahach.

3.3 Model uprednostnujici spolupracujici rovnovahy bez kartela

Rovnovaha uvedena v tomto odstavci je rovnovahou pro podobny model jako byl uveden v odstavci 4.1.
Firma maximalizuje diskontovanou hodnotu toku zisku, pricemz neexistuji naklady na zmény cen. V rov-
novazném chovéani lze najit prvek, ktery odpovida reakénim funkcim v odstavci 4.2. nicméné prechodné
zisky maji vliv na vysledek. Obecnéjsi a ucelengjsi vyklad téchto modelu lze najit v Friedman (kap. 8).
Jadro chovani firem lze shrnout takto: Je dan cenovy vektor p*, pridruzeny pro kazdou firmu vyssim ziskum
nez vektor rovnovazny p¢ z Cournotova modelu jednoho obdobi. Kazd4 firma i voli v obdobi ¢ cenu p?, jestlize
veskeré ostatni firmy zvolily p? ve vSech obdobich do t—1. Pokud se néjaka firma v minulosti odchylila od ceny
p?, pak si i-td firma zvoli cenu p¢. Tak dlouho, dokud firmy voli cenu p*, je jejich zisk 77 = m;(p*),j = 1,2.
Pokud napfiklad firma 2 odstoupi v ¢ase ¢t od ceny p}, muze dosdhnout 7 = m(p}, py) = max,,m(p], pa).
Protoze 1. firma bude komeréné stanovovat cenu p§ v casovém okamziku ¢ + 1 firma 2 nemuze udélat nic
lepstho nez také zvolit cenu p§. Cisty vysledek je takovy, ze druhd firma mize dosdhnout zisku 7 — 75 v
casovém obdobi ¢, které vymeéni za budouci ztratu 75 — 75 v kazdém dalsim ¢asovém obdobi od ¢+ 1 dale. O
vyhodnosti takového rozhodnuti rozhoduje diskontni parametr velikosti zisku. Formalné je to zapsano takto:

pia=p;, apro t=>2
pit=p;, pokud pj.=p; pro j=1,....n a T7=1,...,t—1,
pir = p; Vv ostatnich piipadech i=1,...,n
Nyni uvazujme, ze se vSechny firmy ocekavaji, ze se ¢-ta4 firma bude chovat podle rovnovahy popsané

predchozim vztahem a podle toho co je pro ni nejlepsi rozhodnuti. Predpoklada se, ze jedinou volbou je
vybrat cenu p; davajici diskontovany zisk




Je také ziejmé, Ze pokud je casové obdobi ¢ prvnim, ve kterém p;; # p;, pak od t+1 dale neni lepsi volby
nez m, = pS(T =t+1,...). To protoze neexistuje strukturalni pomér mezi casovym obdobim a rozhodnutim
firmy vybrat si cenu p$. Nen{ Zaddny zpusob jak zvolenou cenu firmy v jednom ¢asovém obdobi ovlivnit ty
ostatni. Pokud se p;; # p;, je nejlepsi cenou p;, ktera je definovana podminkou

Diskontovany zisk je pak:
t—1

o0 1 — at—l O[t
B ny ~ ; iy .
5 of 'mi 4ol + g o 'l = | ——— | nf + ol w + ——7f. (3.6)
1 —a 1—q
(2 (2
=1 T=t+1

Vzhledem k stacionarité modelu, pokud diskontovany zisk roste zménou ceny p; v casovém useku ¢, pak
ho maximalizujeme zménou v ¢asovém tseku 1. Uroveo diskontniho parametru je zasadni. Pokud

Firma si nepomuze zménou ceny od p!. Pokud je pfedchozi nerovnost opacna, pak je optimalni zména ceny
hned v prvnim ¢asovém obdobi. Pokud nastane rovnost je postup firmy lhostejny. Pokud je nerovnost ostra
pro véechny firmy, je chovani dané 4.17 nekooperativni rovnovahou. Pokud je navic m(p*) Pareto-optimalni,
firmy se nachézeji v nekooperativni rovnovaze, ktera dopovida kvalitnimu vysledku s predpokladem tajné
dohody. Tato kombinace dovoluje tedy vice cenovych vektoru, které splnuji podminku p*. Je pozadovano
pouze splnéni predchozi nerovnosti pro vsechny firmy. Mezi moznostmi, které jsou Pareto-optimalni a které
splnuji

/ * I
oM T T _

/ c / c? 17]_]—7 T
o — T . — T



Mohou byt specifika jako pripady konkrétnich zajmu. Podle ptedchozi rovnosti je pomér docasného zisku
dan jako soucet docasného zisku a ztraty za obdobi. Tento pomér muze byt myslen jako pokuseni firmy ke
zméné. Tato rovnost popisuje vlastnost vyvdZeného pokuseni a rovnovahy, ve které je rozhodovani firmy dano
rovnosti 4.17. To muzeme oznacit jako uspokojeni pokuseni majetku. Pokud je dand existence mnoha cen,
ktera hraje roli p*, je snadno si predstavit tuto rovnovahu jako dohodu, ktera je vybrana jako bézny souhlas,
ale nevyzaduje formalni dohodu k dodrzeni tohoto efektu, protoze se firmy dohodly na nekooperativni
rovnovaze. Jinymi slovy se shodly na nécem, co je samo sebou vynucujici. Pokud se jedna firma rozhodne
odchylit se od ceny p; danou oznamenym chovanim ostatnich, vyjadiuje to zajem jedné firmy jit vpred a
délat, co je ocekdvané (zvolit cenu p§). Podminky, kdy je vybrana cena p§ a zdvazek zvolit ji, je zptisob
vyhrozovani. Minimalné upravi zastrasovani k odchyleni se od ceny p*.

3.4 Modely se strukturou zavislou na case

Zavislost na case je v struktufe modelu prezentovana tim, ze vynos obdrzeny v obdobi t zavisi na krocich
prijatych v ¢ase t a na jednom ¢i vicero minulych obdobich. Prirozenym zpusobem jak muzeme této zavislosti
dosahnout, je prostiednictvim zakomponovani rozhodovani firem o investicich do kapitalu.

Povézme, ze vyrobni naklady firmy v case ¢ jsou jako predtim funkci jejtho vystupu, ale i mnozstvi
kapitalu naakumulovaného z predeslého obdobi. Necht je d; depreciace kapitdlu a K; mnozstvi kapitalu na
konci obdobi ¢, pak celkové naklady v prubéhu obdobi ¢ jsou

Co (qiy K1) + (Kip — (1= 6;) Ky 1) - (3.7)

Je potom jednoduché si predstavit firemni poptavku zavislou na souc¢asnych i minulych cenach. To muze
pochazet z tuzby spotiebitelu spekulovat o budoucich cendch. Druhd moznost je, ze takovéto opozdéné ceny
jsou nasledkem prodaného mnozstvi v predeslém obdobi.

Je totiz pfirozené, Ze prodeje v jednom obdobi ovlivni poptavku v obdobi nésledujicim, obzvlast v piipadé
dlouhodobych statku, ale i statki ostatnich. Modely s touto variaci jsou prostiednictvim teorie her popsané



v knize Friedman (1977a, kapitoly 9 a 10) a v Sobel (1973). Aplikaci na oligopol muzeme najit ve Friedman
(1977b). Ve vsech téchto pripadech se uvazuji rovnovéhy, které nejsou vysledkem kooperativni hry.

4 Oligopoly a teorie her

Pre kazdého, kdo ¢te tuto kapitolu od zacatku, je zfejmy tésny vztah mezi prezentovanymi materialy a teorii
her. Cournotova rovnovaha pro model s jednim obdobim je prvnim piikladem, alebo prinajmensim specialni
priklad nekooperativni rovnovahy ve hie s n proménnymi.

Bezpochyby vétsina lidi pracujicich na teorii oligopolu byla a je ovlivnéna zaklady teorie her. Mimo to, ne
vechny vyzkumy smérovaly od teorie her k teorii oligopolu (anebo jiné ¢asti ekonomie), protoze aktivnimi
piispévovateli do teorie her jsou ekonomové, kteff pracuji na oligopoloch. Casto je problém, se kterym sa
zabyvaji v rdmci teorie her a zpusob, jakym s nim pracuji, ovlivnény jejich zdjmem o oligopoly a pranim
pretavit své vysledky do podoby aplikovatelné na oligopoly.

Blize viz k danému tématu v kapitole o teorii her od Martina Shubika.

5 Vstup a vystup v modeloch oligopolu

Ve vétsiné literatury o oligopolech je pocet firem na trhu konstantni. Firmy se nerozhoduji, zda vstoupi nebo
nevstoupi na trh.

Bez hlubsiho zamysleni se nad timto mechanismem v praxi, sa ¢asto tvrdi pro dokonale konkurenéni trhy
v rovnovahe, ze v dlouhém obdobi plati pravidlo nulového zisku, protoze béhem doby firmy opousti odvétvi
se zapornym ziskem a naopak vstupuji do odvétvi se ziskem kladnym.

Bez ohledu na to, jaka je podstata téchto argumentu pro dokonalou konkurenci, neni vsak ptijatelna pro
oligopolni trhy. Vstup nebo vystup jedné firmy je pravdépodobné provazeny velkymi nespojitymi zménami
na trhu (napf. ceny), které jsou sledované firmami, jez jsou aktivni jak pred tak i po této zméné.



I kdyz se nezméni chovani na trhu, vyznam kazdé firmy bude rozdilny po zméné jejich poctu. Je totiz
opodstatnéné predpokladat pro konkurenc¢ni firmu, Ze ceny, vynosnost atd. daného trhu je nezavisla na tom,
¢i dojde ke zméné chovani na tomto trhu.

Pro oligopolistu je ale jasné, Ze tyto promenné veliciny musi z ¢asti zaviset na tom, zda je nebo nent
aktivng.

Tyto zavéry muzeme zesumarizovat s tim, ze trh oligopolu je opravdova hra, ve které hraci sestavajici z
m aktivnich firem, které jsou v daném okamziku na trhu a z k£ potencionalnich vstupujicich, ktefi by mohli
vstoupit na dany trh, pokud by chtéli. Je obtizné pochopit, jak muze byt uzitecna a zajimava teoreticka
analyza vstupu a vystupu provedena vzhledem k vsem m + k agentiim. Dané oblasti sa vénovali jak Bain
(1949) tak i Shubik (1959).

Zesumarizovani jednoduché verze ceny branici vstupu (neboli limitované ceny) se jevi jako uzitecné,
protoze se ji dostalu v prubéhu let mnoho pozornosti. Mimoto muzeme pozorovat, jak cena branici vstupu
miuze zapadnout do modelovani vstupu a vystupu firem.

Predstavme si odvétvi, kde je jedna aktivni firma, a predpokladejme, ze existuje jeden potencionalni
vstupujici. Podle nejjednodussi teorie limitni ceny existuje takové p*, ze potenciondlni vstupujici nevstoupi
do odvétvi, pokud pozoruje, ze aktivni firma stanovi tuto cenu p* nebo nizsi. Naopak, pokud pozoruje, ze
je cena nad p*, vstoupi do odvétvi. Aktivni firma vi, jak se potencionalni vstupujici rozhoduje a chova sa
podle toho, co poklada pro sebe za najvyhodnéjsi.

Problém tohoto scenére je v tom, ze je ad hoc. Pokud napiiklad oba agenti znaji vSechny tfi ziskové funkce
(funkei aktivni firmy pied vstupem a funkce obou firem po vstupu), potom neexistuje duvod, pro¢ by méla
,predvstupova® cena aktivni firmy mit néjaky vliv na rozhodnuti potencionalniho vstupujiciho. Podle vseho
bude dusledkem nizké puvodni ceny pro potencionalniho vstupujiciho zastraseni, ¢imz ho pfinuti premyslet
o nizké ziskovosti odvétvi. Tato idea by sa mohla naplnit, pokud by puvodni firma udrzovala nizky zisk diky
nizké cené (Harroduv piistup), vyvolavajice takovou domnénku u vstupujiciho, ze cena takova zustane i po



jeho vstupu. Potom musi byt cena nizko dostatecné dlouho, aby vstupujici dospél k tomuto zavéru. Plati
vsak, ze je v dnesni dobé velkého mnozstvi dostupnych informaci tézké predpokladat takovéto fungovani.

Akceptovatelnéjsi pristup obhajujici limitni cenu muzeme dosahnout predpoklddanim, Ze potencionalni
vstupujici nevi, jaka bude jeho ziskova funkce, pokud by vstoupil, a predpoklada, ze cena stanovena puvodni
firmou o ni poskytuje néjaké informace (Friedman 1977b). Zd4 se, ze cena bréanici vstupu prezije v této si-
tuaci pouze pokud ziskové funkce, ve které vstupujici véri, jsou jasné ve vztahu k ziskovosti. Tedy ¢im vyssi
je cena stanovend aktivni firmou, tim vétsi je pravdépodobnost ziskovéjsi funkce. Tyto podminky se mozné
jevi ponékud ptisné, nicméné jsou zdkladnim rysem predpokladu, pomoci kterych muze byt prevedena limi-
tovana cena do modelt, ve kterych se aktivni a potencionalni agenti rozhoduji racionédlneé.

Na téma vstupu a vystupu z nekooperativnich trhu bylo napsanych velmi malo formalnich teoretickych
praci. Kamien a Schwartz (1975) pfisli s modelem oligopolu umoznujicim vstup. V této a predeslych pra-
cech nejsou potencionalni vstupujici explicitné modelovani, z tohoto duvodu nebyli optimalizovani v ramci
modelu.

6 Bilateralni monopol

Bilateralni monopol je nazev pro trh, na ktorém stoji proti sobé monopolisticky prodavajici a monopolisticky
kupujici. Takovyto trh je nutné kooperativni hrou dvou hracu.

Proc¢ se jedna o hru dvou hracu, je jasné. To, ze sa jednd o kooperativni hru, prameni z nemoznosti
fungovani jedné firmy bez obchodovani s druhou. Pro jedno obdobi reprezentuje obchodovani mezi dvéma
subjekty Edgeworthuw box diagram. Myslenky nékteré predeslé literatury vyjadfovaly nézor, ze jedna firma
stanovi cenu, ve které se uskutecni obchod spolu s tim, Ze druhé firma stanovi obchodované mnozstvi (Fellner
1949, kapitola 9), coz je jasné neptirozené, protoze nic nebrani této dvojici v diskuzi a dohodé na libovolné
kombinaci ceny a mnozstvi. Rovnéz se jedna o pripad jednoho obdobi, ve kterém vSechny firmy znaji obé



ziskové funkce.

Podobné jako s oligopoly, tak i teorie bilateralnich monopolu se stala zajimavéjsi a potencionalné apliko-
vatelna tehdy, kdyz sa zacal brat ohled na rozhodovani vo vicero obdobich. Tomuto sa vénoval ve své praci
Cross (1969), ktery analyzoval proces vyjedndvani. Rozpoznal, ze jak se doba spojena s vyjednavanim do-
hody protahuje na obou stranach, tak je pravdépodobnejsi dosahnuti mensiho vynosu nez mohly obé strany

Ztejmou ilustraci poskytuji manazérska jednani. Nejen, ze jsou v jednanich vazané financni prostiedky
obou stran, ale taktéz, ¢im déle trva dosazeni dohody, tim déle obé strany dosahuji nizsi ptijmy, nez by
ziskaly v pripadé prijeti néjaké rozumné shody. Obrazné feceno, jak bézi cas, tak se celkovy kola¢ k rozdéleni
zmensuje.

7 Oligopol v modelech vSeobecné rovnovahy

Na zacatku kapitoly bylo poznamenané, ze u oligopolu se vétsinou jednd o studium castecné rovnovahy.
Vzhledem k tomu, ze analytickym cilem ekonomické teorie je vSeobecna rovnovaha, je prirozené se pokusit
zasadit oligopol do tohoto konceptu.

Mnoho praci sa soustfedilo na tento cil pocinaje Negishi (1961) a nasledovné Farrell (1970), Jaskol-
Gabszewicz a Vial (1972), Shitovitz (1973), Marshak a Selten (1974, 1977), Nikaido (1975), Laffont a Larogue
(1976) a Roberts a Sonnenschein (1977). Vyzkum muzeme rozdélit do dvou hlavnich vétvi — kooperativni a
nekooperativni. Ty jsou struc¢né popsané v nasledujicich odstavcich.

7.1 Zaklady teoretického pristupu

Farrell (1970) a Shitowitz (1973) zasadili nekooperativni prvky do modelu vseobecné rovnovahy podle Ed-
gewortha (1881). Farrelluv model je odvozeny od Debreua a Scarfa (1963), avsak sam sa omezuje na dva



statky a dva typy obchodniku. Nasledujici graf zobrazuje Edgeworthuw box diagram pro dva obchodniky A
a B, jejichz pocatecni situaci zachycuje bod F.

WNT

Obrazek 9.6: Edgeworthuw box diagram

Libovolny obchod, ktery je posune na kiivku GH, je Pareto optimdlni, zatimco obchod, ktery je posune
do Sedé zony, nenechd Zddného obchodnika na tom hire nez byl v bodé E. Efektivni vivaha doporuci bod na
krivee GH a individudlni racionalita navrhuje bod v Sedé oblasti. Tedy kazdy bod na krivce DF splnuje obé
kritéria a tedy tento segment je zdkladem (core, jadro) kooperativni hry dvou hrdci.



Bod sa nachazi v tomto jadre tehdy, pokud neexistuje podmnozina hracu, kteff mohou obchodovat mezi
sebou zpusobem, ktery dava kazdému prinejmensim takovy uzitek, jaky by dosdhl ve stanoveném bode,
pricemz jeden nebo vice hra¢u by dosdhlo vyssi uzitek.

Ocividné o kazdém bodé mimo Sedou zénu se rozhoduje A nebo B samostatné. Pro kazdého znamena
tato volba spotiebu vlastntho majetku (vstupu).

O kazdém bodé v sedé zoneé, ktery ale neni na DF', se rozhoduji spole¢né A i B, protoze oba mohou
dospét k obchodu na kiivee DF', ktery pfinase vic uzitku obéma soucasné.

Zavery v Debreu a Scarf (1963) jsou takové, ze pokud je ekonomika schopna rust reprodukei, potom
predesly graf muze stale reprezentovat hru tak, ze jadro vétsich her bude stédle obsazené v DF'. Rust pomoci
reprodukcu znamena mit, feknéme k£ obchodnikt identickych k A jak majetkem tak i preferencemi a k iden-
tickych k B. Diagram pro 2k obchodniku stale zobrazuje jen jednoho obchodnika z kazdého typu. Nasledné
sa ukazuje, ze jadro se zmensuje s rostoucim k£ a v limité pro k — oo se zhoduje s rovnovahou v modelu
dokonalé konkurence (naptiklad body jako je C, které jsou podporované cenovym mechanismem).

Farrellova metoda zahrnujici do modelu nekooperativni hréce, predpokladd, ze mame zafixovany pocet
m hract A, zatimco mnozstvi hractt B muzZe rust. Nésledné dostaneme v limité stejny vysledek jako Debreu
a Scarf pre m > 2. V limité, kdy se B blizi k nekonecnu, se jadro skladd jen z rovnovahy v dokonalé kon-
kurenci. Shitovitz rovnéz dospél k zavéru, ze jadro a mnozina rovnovah dokonalé konkurence se shoduji v
piipadé, ze se tam vyskytuji dva nebo vice vétsich hracu.

Tyto vysledky, které v podstateé tvrdi, Zze na nekooperativnich prvcich nezalezi, sa mohou zdat prekvapujici.
Mohou vychézet z predpokladu nepritomnosti organizacnich ndkladu na vytvoreni koalice spolu se zdjmem
a schopnost{ malych obchodnikii slu¢ovat se do jakkoli pocetnych a velkych koalici. Jedna véc je moznd, bud
je tradicni teorie oligopolu slepou ulickou, nebo se tyto modely nedostaly k jadru véci v pripadé oligopolu.



Kapitola 10

MODELY A METODY TEORIE HER
V POLITICKE EKONOMII

V této kapitole je podan ptehled ruznych modelu a postupu feseni v teorii her a nastin hlavnich oblasti
aplikace v politické ekonomii a vstupni pohled na jiné oteviené problémy.

1 Metody modelovani

vvvvvv

o konstrukci matematickych modelt pro studium konfliktnich a kooperacnich sil je jednoznacné, coz v mnoha
matematickych zkoumanich politické ekonomie neni pravda. Zvlasté hra zadand v extenzivnim tvaru vola po
Uplném popisu procesu.

Uplné popsana hra by se méla dat hrat bez problému skupinou studentu. Pokud je hra dobre definovana,
ale slozita na hrani kvuli nerozumnym pozadavkiim na ¢as a moznostem zpracovani dat, pak to asi nebude
prilis dobry model ekonomického procesu.
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Strategicka hra ma dva ¢i vice hracu a kazdy z nich ma ¢astecnou kontrolu nad prostiedim, kde vynos
kazdého hrace nezalezi pouze na jeho jednani, ale také na jednani ostatnich. Mame tii velmi ruzné tvary stra-
tegické hry, extenzivni, normdlni a hru ve tvaru charakteristické funkce.Kazdy tvar slouzi k jinym ucelum.
Hra v extenzivnim tvaru muze byt pouzita k urcéeni hry v normélnim tvaru a hra v normalnim tvaru k defi-
novani hry ve tvaru charakteristické funkce, ale opa¢né to neplati. Muze existovat mnoho her v normalnim
tvaru, které vedou ke stejnému tvaru charakteristické funkce. Nejlepsi bude uvazovat o téchto trech tvarech
jako o tfech nezavislych formulacich vytvorenych pro ruzné ucely, které vsak mohou byt v ptipadé potieby
navzajem spjaty.

Drive nez budeme mluvit o téchto tvarech musime se zminit o predpokladech jako jsou preference, uzitek
a vynos.

1.1 Preference, uzitek a vynos

Von Neumann a Morgenstern (1944) predlozili axiomy existence vyherni funkce, definované jako linedrni
transformaci, zalozenou na posouzeni rizika v mnoziné vysledku, mezi kterymi si jedinec muze vybrat.
Toto méritko uzitku vyuzili von Neumann a Morgenstern ve svém vypoctu pouziti smisenych strategii ve
hrach v normalnim tvaru. Naprosto nezavisly na této konstrukci a jejim pouziti byl predpoklad prenosného
kritikach aplikovatelnosti teorie her do ekonomie a dalsich disciplin rostly pochybnosti tykajici se ptinosu
teorie her do spole¢enskych véd z duvodu dvou predpokladu, které, jak se ukazalo, byly velmi nerealistické

1.2 Extenzivni forma

Literatura o oligopolech, aukcich, obchodovani a mezindrodnim obchodé, at uz verbélni nebo matematickd,
je plné casteénych nebo tplnych popisu postupu. Nabidky, protinabidky, hrozby, sliby, pozadavky atd., to
jsou vsechno rozhodujici rysy v popisu procesu. Teorie her nabizi formalni jazyk pro feSeni popisu pravidel
hry, ktery ndm umoznuje s velkou pfesnosti vymezit detaily procesu. Je to jazyk pouzivany k popisu hry
v extenzivni formeé.



Prvni popisy her v extenzivni formé pochézely od von Neumanna a Morgensterna (1944) a pak Kuhna
(1953). Oba pojednavaji o kone¢énych hréch, tzn. hrach, kde pocet hracu, tahu a moznosti volby je konecény.
Jako ptiklad mohou slouzit Ssachy ¢i poker. Mnoho situaci, se kterymi se setkavame v ekonomice ¢i politice 1ze
jen zhruba modelovat jako kone¢né hry. Obycejné maji spojité strategické moznosti, spojity ¢as a moznost
nekonec¢ného pokracovani do budoucna.

Jednoduchy duopolni trh ilustruje Kuhnuv herni strom jako koneénou aproximaci (produkce déva prednost
diskrétnim pred spojitymi trovnémi vystupu). Predpoklddejme, ze dvé firmy si musi kazdd vybrat mezi
tfemi trovnémi vystupu. Jejich trovné produkce urcuji trzni vysledek a payoffs obou firem. Obrazek 10.1
predstavuje popis extenzivni formy této hry.

7 / )

R P1
\2
/2 3 \ 1 3
J b -
0, 0, 0

s Og 0; 0Og 0O
Obrazek 10.1: Extenzivni tvar hry
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Diagram ukazuje kofenovy strom s pocatecnim uzlem R. Kazdy uzel reprezentuje stav, ve kterém by se
firma mohla nachdzet. Kazdy uzel resp. vrchol je oznacen F; resp. O;, podle toho, je-li to rozhodovaci bod
nebo vysledek hry. Kazdy uzel P; je rozhodovacim mistem hrace . Ten si musi zvolit jednu z vétvi vedouci
z tohoto uzlu.

V tomto piikladé hra¢ jedna voli prvni a musi si vybrat jako sviij tah jednu ze tii vétvi vedouci z uzlu
Py. Po jeho tahu hra pokroc¢i do jednoho ze tii uzlu P,. Druhy hrac¢ provede svou volbu a hra dosahne do
jednoho z deviti kone¢nych uzli, oznacenych O;, které predstavuji vysledky. Kterdkoli cesta z pocatecniho
do koncového uzlu stromu predstavuje mozny prubéh hry.

V mnoha situacich muzeme vyzadovat, aby hraci tahli soucasné. Obecné nés vsak nezajimé formalita,
zda tdhnou soucasné, ale zda tahnou bez informace o tom, co délé ten druhy. Nezélezi na tom, kdo jde prvni,
pokud ten druhy neni informovan. Tento nedostatek informace muzeme ilustrovat na stromé uzavienim uzli,
mezi kterymi si hra¢ nemuze vybirat do uzavieného obrysu, ktery fika, ze tato mista volby nélezi do stejné
informac¢ni mnoziny. Na obrazku 10.1 jsou tii uzly druhého hrace uzavieny v jedné mnoziné, coz znamena,
ze kdyz je vyzvan k tahu, nevi, co udélal prvni hrac.

N&s popis muzeme rozsitit s ohledem na vnéjsi nejistotu pridanim hrace navic nazvaném priroda, oznacime
jej Py. Kdykoliv je tento hrac vyzvan k tahu, vybira si vétev s danymi pravdépodobnostmi. Na obrazku 1.2
je jednoduchy priklad. Jediny hra¢ P si vybere a piiroda pak rozhodne o vysledku.

Hre s jednobodovymi informa¢nimi mnozinami se fika hra s perfektni informaci (napt. Sachy). V kterémkoli
bodé hry znaji vSichni hraci vSechny detaily cesty do tohoto bodu. Neplati to ale napt. pro poker nebo
obélkové aukce.

Strategie hrdce je uplny plan akci, ktery pro kazdou moznou eventualitu i1k, co bude délat. V terminech
naseho popisu herniho stromu to muzeme popsat takto:

Strategie je funkce, kterd prirazuje informaénim mnozZindm kaZdého hrdcée jednu
z alternativ pochdzejicich z této mnozZiny.

Zamysleni nad velikosti herniho stromu pro sachy a velikosti mnoziny strategii hracu sachu rychle kazdého
presvédci, ze kromé her s nékolika malo tahy a moznostmi neni herni strom v praxi prilis aplikovatelny.



Obrazek 10.2: Hra s prirodou

Teoreticka definice strategie je zfetelné rozdilnd od definice, kterou by pouzil stratég. Ackoli neni mozné
nac¢rtnout herni strom komplexniho trzniho procesu, nabizena formalni metoda by nds méla provéazet pfti
vyjadieni podstaty zjednoduseni a zkratek v nasem popisu procesu.

1.3 Hry v normalnim tvaru

Pokud je hra vyjadfena v normalnim tvaru, detaily tykajici se tahu a informace jsou potlaceny. Strategie
jsou povazovany za jednoduché prvky bez jakéhokoli pokusu vysvétlovat jejich vyvoj. Normalni forma hry
n hracu, jejiz extenzivni forma je koneény herni strom, je ddna mnozinou n n-rozmérnych matic. Priklad
zalozeny na hte z obrazku 10.1 nam umozni ilustrovat vztah téchto dvou forem.

V tabulce 10.1 znamenaji ¢isla nalevo od matice strategie hrace 1 (které se shoduji s jeho tahy, protoze



nem4d informace, kdy tdhne). Cisla nad matici jsou strategie hrace 2. Cisla v deviti bunikéch jsou vyplaty.
Obecné muzeme O; povazovat za n-rozmérny vektor, vyjadiujici vyplaty kazdému hraci. Takze v tabulce
10.1 predstavuje O; = (5,4) vyplatu 5 hraci 1 a vyplatu 4 hraci 2, pokud oba zvoli strategii 1.

Hrac 2
1123

Hrac 1|1 01 OQ 03

2|1 04|05 | Og

3|1 07| Og | Og

Tabulka 10.1: Matice strategie

Predpokladejme, ze informacéni mnozina hrace 2 na obrazku 10.1 se zménila na dvé informaéni mnoziny,
tvrdici, ze pokud hrac¢ 1 zvoli strategii 1, hrac¢ 2 o tom vi, ale pokud nezvoli tuto strategii, nevi zda zvolil 2
nebo 3. Normdalni forma spojend s touto hrou je matice typu 3 x 9. Tahy a vyplaty jsou stejné jako predtim,
ale strategie hrace 2 nyni zavisi na jeho znalosti navic. Ve skute¢nosti ma 9 strategii, které muzeme popsat
nasledovneé:

Pokud hrac 1 zvoli 1, pak hrac 2 zvoli 4,
pokud hra¢ 1 zvoli 2 nebo 3, pak hrac¢ 2 zvoli j.

Jakakolivi =1,2,3 a j = 1,2,3 mohou byt vybrana k vytvoreni strategie pro hrace 2 v této hie. Vétsina
experimentu s hrami byla vénovana hram s matici typu 2 x 2. Obzvlasté mnoho experimentu bylo provedeno
s hrou véznovo dilema, kde vyplaty hracu jsou znazornény v tabulce 10.2 a kde a; > b; > ¢; > d;,
a; +d; < 2b;, proi =1,2.



Rapoport a Guyer (1966) vypocitali, ze eliminujeme-li symetrie, existuje 78 strategicky rozdilnych repre-
zentaci 2 X 2 maticovych her. VSechny tyto hry byly pouzity k experimentalnim ic¢elum.

Hrac 2
1 2
Hrac1 |1 bl, bg dl, a9

2| ay,dy | c1,c

Tabulka 10.2: Obecna maticova hra typu 2 x 2

Jednoduché 2 x 2 nebo 3 x 3 maticové hry byly pouzivany ptevazné k odhalovacim a pruzkumnym
ucelum, o ¢emz svedel prace Luce a Raiffa (1957) a Schelinga (1960).

Veétsina duopolnich a jinych ekonomickych modelu smétuje k pouziti pevnych strategickych mnozin, kde
se v nejjednodussich pripadech strategie a tahy shoduji.

Vezméme jako piiklad Cournotuv duopolni model, kde kazdy hrac vybira nezavisle na druhém troven
své produkce, coz muze byt jakékoli ¢islo v uréitém intervalu. Takze pokud hrac¢ 1 vybere mnozstvi x, kde
0 <x <A, ahrac¢ 2 vybere y, kde 0 < y < B, pak vyplaty hra¢um 1 a 2 jsou ddny dvéma funkcemi f;(z,y)

a f2($7y>

1.4 Hry ve formé charakteristické funkce nebo v koali¢ni formé

Pii prezentaci hry v normalni formé je kladen duraz na silu jedincu, tedy to, co mohou hréci ziskat, zavisi na
jejich strategiich a strategiich ostatnich. Zadng zvlastni pozornost neni vénovana vysvétleni typu kooperace.

Kdyz budeme studovat kartelové tutvary, mezindarodni obchod burzu, nebo dalsi skupiny sociologickych
jevu, muzeme zaméfit svou pozornost na mozné zisky z koalicnich seskupeni, aniz bychom se zajimali
o informa¢ni podminky, detaily jako pro¢ nebo jak jsou pristupné ruzné strategické moznosti, a detaily



ndkladu koaliéni formace (predpokladejme, ze jsou zanedbatelné). Nase pozornost muze byt zamérena na
rozhodujici otazky, kolik skupin musi profitovat ze spoluprace. Tato pozornost vede k formulaci hry ve formé
charakteristické funkce nebo v koaliéni forme.

Jako jednoduchou ukazku muzeme pouzit hru v normélni formé z tabulky 10.2. Dvé formy této hry
v koali¢ni formé jsou tyto: prvni pocita s predpokladem porovnatelného uzitku, zatimco ta druha ne.

Necht v(S) je hodnota, kterou koalice hracu S muze ziskat dohromady, kdyz budou hrat spolecné.
Charakteristickou funkci oznacujeme v. Je to funkce zobrazujici podmnoziny hra¢i do mnoziny realnych
¢isel. Pro hru n hracu tedy existuje 2" — 1 neprazdnych koalici.

Oznacenf v(ij) se pouzivd k oznaceni urcité koalice sestavajici z hract i a j. Charakteristicka funkce
véznova dilematu z tabulky 10.2 je nésledujici:

v(0) = 0,v(1) = ¢1,v(2) = c2,v(12) = max|(by + by), (a1 + da), (as + dy)].

Charakteristickou funkci muzeme povazovat za predbézné reseni hry, jelikoz zpusob jejiho nalezeni nabizi
dostatecné pochopeni struktury hry. V tomto piikladé byly hodnoty vypocitdny zjistovanim, kolik nejvice
muze kazda koalice ziskat za predpokladu, ze ostatni hraci se snazi minimalizovat jejich zisk. Nejlepsi véc,
kterou muze hra¢ 1 nebo 2 udélat sam, je volba strategie 2, a tim ziskat ¢; nebo cy. Kdezto dohromady
mohou ziskat by 4+ be. V tomto piipadé je skuteéné jednoduché sledovat opodstatnénost vypoctu v(1) jako ¢y,
protoze hrac 2, kdyz minimalizuje skére hrace 1, zaroven maximalizuje své skore. Toto vSak neplati obecné,
jak je vidét ve hie v tabulce 10.3.

Zde vypada charakteristickd funkce takto:

v(@) = 0,v(1) = 0,v(2) = 5,v(12) = 15.

Toto vyjadieni v nés vzbuzuje dojem, ze hrac¢ 2 je zvyhodnén. Paradox je v odvraceni hrozeb. Vypocet
charakteristické funkce pro hrace 1 nijak nezohlednuje, o kolik by hrac¢ 2 pftisel, kdyby zvolil strategii 2.
Podrobnéjsi diskusi problému hrozeb ve vypoctu charakteristické funkce se vénuji Shapley a Shubik (1971-
74).



Hrac 2
1 2
Hrac 1|1 | 5,5 0,—100
2 10,5 | —1,—1000

Tabulka 10.3: Konkrétni maticova hra typu 2 x 2

Pokud neplati predpoklad porovnatelného uzitku a nejsou povoleny boc¢ni platby méni se moznost spo-
luprace, ale nezanika. Muzeme definovat zobecnénou charakteristickou funkci neboli charakterizugici funkci
V(.S), ktera pro kazdou mnozinu hrac¢a S definuje mnozinu optimdalnich dosazitelnych zisku (coz kontrastuje
s pouhym ¢islem v(S5)).

Zpusob definovani zobecnéné charakteristické funkce je naznacen na obrazku 10.3, ktery ukazuje priklad
hry tif hrdcu. Osy oy, e, a3 udavaji zisky hraca 1, 2, 3. Kazdé V(S) povazujeme za valec, ktery ”od-
kopne” éast Paretova optimalntho povrchu hry n hraét jako diru. Napiiklad koalice 12 muze ziskat nejméné
tolik, kolik je jim nabidnuto v kazdém bodé ¢asti Paretovy optimalni mnoziny ABC vyznacené body EFC.

Zacneme-li hrou v normalni formé, jsou dva zpusoby, jak definovat efektivitu koalice ve hie bez boéni
platby. Muzeme urécit, bud kolik koalice miize maximdlné ziskat, anebo kolik musi nejméné ziskat. Jedno-
duchy piiklad tohoto rozlisovéani, které zavedli Jentsch (1964) a Aumann a Peleg (1960), nabizi Shapley a
Shubik (1971-74).

Docela prirozenym pozadavkem na charakteristickou funkci s vedlejsi platbou je superaditivita,

v(SUT) > wv(S)+v(T),kde SNT =0,

a pro pripad bez boc¢ni platby,

V(SUT) 2 V(S)NV(T).



Obrézek 10.3: Hra ti{ hracu



Duvod k této podmince je soustifedén v ekonomickém modelovani a v modelovani spolecenského chovani.
Predpokladem je, ze obchod, sména a spolecenské ovliviiovani se uskutecnuji tehdy, kdyz vSechny strany
maji uzitek ze spoluprace, oproti volbé nespolupracovat.

Nemusi byt vzdycky tak pfirozené, jak se to muze zdat, pokud se jeden hrac pokusi ziskat vice pomoci
spolupréce, nez ma zajisténo z charakteristické funkce. Vydaje spojené s vytvarenim koalic, skupin a instituci
se zdaji byt nékdy az kritické. Teorie her nam vSak neposkytuje techniky, jak uskutecnit takovéto déleni.

Navzdory k obtizim a omezenim v definici charakteristické funkce, obsazeni hry je prizptusobeno od-
povédim na nékolik otazek tykajicich se sily jednotlivet, koalic, metod trzniho déleni a typu socidlni stability.

V poslednich letech roste experimentovani s koaliénimi hrami. Prehled muzeme najit v Shubikovi (1975).

1.5 Kontinua strategii, casu, hract a zbozi

Prvni vyvoj teorie her se sousttfedil na situace s pevnym poctem hracu, kteti maji moznost vybéru z konecné
mnoziny alternativ ve hrach s kone¢nym ukonc¢enim. Hodné lidskych udélosti muze byt modelovano a apro-
ximovano do téchto podminek.

Predevsim se ukazalo, ze se vyzaduji hry se spojitymi strategiemi a se spojitym ¢asem. Uz Cournotuv
model duopolu nam poskytuje takovyto ptiklad. Za predpokladu spojité a diferencovatelné produkéni funkce,
nam muze byt umoznéno tvorit modely s vétsi matematickou stabilitou.

Souboje a problém obehravani nam poskytuji priklad her, kde je pfirozené si myslet, ze udalosti se déji
ve spojitém case. Sem patii napi. také hry na ¢tverci. Aplikace téchto her do ekonomie je vSak relativné
mala.
eem hracu. Jeden z klicovych a dulezitych predpokladu ve studii masovych ekonomickych trhu, politiky a
spolecnosti je myslenka, ze ackoliv ma jednotlivec svobodu vybéru, je jeho vliv na ekonomiku nebo spole¢nost
jako celek zanedbatelny.

Hodné paradoxnich rysu v chapani vztahu mezi makro- a mikroekonomickym prostredim je v nespravné
skladbé, tim, ze vyclenujeme jednotlivce z masového chovani.



Prvni pokus k matematizaci vztahu mezi vlivem jednotlivce a po¢tem jednotliveu v obchodé byl vytvoren
Cournotem (1838) a Edgeworthem (1881). Metoda replikace hracu byla vyslovena pravé jimi.

V souvislosti aplikovani teorie her do ekonomie Shubik (1955,1959), Shapley (1954-60) a Debreu a Scarf
(1963) formulovali a rozvinuli metodu replikace, Hildebrand (1974) a ostatni tento pfistup zobecnili.

Aumann (1964) jako prvni pojmenoval mnozinu trhu v uzaviené ekonomice jako spo¢etnou mnozinu
s jednotlivymi trhy. Timto poskytuje primé matematické vyjadieni vhodné ke studiu malych trhu v ob-
chodnim prostiedi. Milnor a Shapley (1961) a Shapley (1962) predtim pouzivali pojem spocetné mnoziny
hracu pro tucely voleb.

Hodné aplikaci teorie her , které jsou vyuzivany v ekonomii popisuji trh a vyrobu s konetnou mnozinou
komodit. Klasifikace a systematizace komodit je vSak libovolna. Pro nékteré ucely muzou byt povazovany
dvé komodity jako vzajemné dokonalé substituty, pro ostatni tcely muzou byt ruzné. Je jasné, ze musime
predpokladat, ze nékteré vysledky v ekonomické teorii budou zavislé na relativnim ¢isle zbozi a trhu. Tento
problém je dulezity predevsim k pochopeni monopolistické konkurence.

2 Reseni
2.1 Predbézna reSeni

Matematické reprezentace hry je sama o sobé krokem k odpovézeni na otézky, které jsou kladeny. Takovyto
popis her v extenzivnim, strategickém a kooperativnim tvaru muze byt povazovano za predbézné feseni.
Naptiklad, charakteristickd funkce nam urcuje potencionalni uzitek ze spoluprdce ruznych skupin. Tato
informace sama o sobé muze byt dulezita pro pochopeni, co je hranice jednani.

Ptirozené predbézné feseni je Pareto optimdlni povrch. Uvazujme vyherni vektor x = (x4, ..., x,) pro hru
n-hracu. Pak x je pripustny, pokud plati

x € V(N),



kde N je mnozina vSech hracu. Piipustny vektor x je Pareto optimdlni za podminky

€S

kde D(S) je vnittek mnoziny V(.5).

Hospodarnost a spolecenska racionalita je obsazena v podmince Paretovy optimality, avsak neobsahuje
podminky individualni racionality. Na Paretové optimalnim povrchu mohou existovat body, kde jednotlivec
ziskd méné, nez kdyby jednal sam.

Jak mnoho vydrzi jednotlivec sam bez spoluprace s ostatnimi, je véci modelovani politické, ekonomické a
socialni reality. V ekonomickych modelech obchodu je obvykle predpokladano, ze jednotlivec muze provadét
vlastnické pravo nad svym pocatecnim vlastnictvim.

Jestlize priddme podminky individualni racionality k podminkam Paretovy optimality, vymezime tim
sami mnozinu rozdélent, kterd je ¢asti Paretovy optimélni mnoziny. Pfidana podminka je tvaru

x & D(i) pro viechna i € N,

takze kazdy hrac si zajisti alespon stejné, jako kdyby hral sam.

Muzeme definovat vektor rozdéleni x jako vektor n ¢éisel (z1,zo, ..., x,), kde kazdé x; je vyhra (vyplata)
hréce i. Pritom pro hry s postranni platbou plati > | = v(N).

Pro hry s postranni platbou je mnozina rozdéleni dana simplexem, ktery nam poskytuje vhodnou geome-
trickou reprezentaci. Obrazek 10.4 nam ukazuje graf podobné jako na obrazku 10.3 hru tii hracu s postranni

platbou danou charakteristickou funkei:

v(0) =v(1) =v(2) =v(3) =0,v(12) = 1,v(13) = 2,v(23) = 3,v(123) = 4,.
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Obrézek 10.4: Hra ti{ hracu



(0, 0, 4) \ (0, 4, 0)

Xq+Xy=1
Obrazek 10.5: Hra ti{ hracu - prumeét
ABC' na obrazku 10.3 a 10.4 oznacuje prislusnou mnozinu rozdéleni her pro tii osoby s a bez boc¢ni

platby. Obrazek 10.5 ukazuje hru s boéni platbou uréenou simplexem, ktery je vyjmuty ze tiidimenzionalniho
vyjadieni z obrazku 10.4. Piimky x; +x9 = 1, 1 + 23 = 2 a x5+ x3 = 3 jsou vyznaceny na simplexu. Takové



rozdéleni (z1, 9, 73), které mize byt zablokovano koalici ij spliiuje podminky:

$1+l‘2§1, .’L’1+$2—|—ZL‘3:4.

Jeden druh predbézného teseni byl navrhovan Milnorem (1952). Vyherni vektor definujeme jako pripustny,
jestlize splnuje

z; < max;es[v(S) — v(S — {i})] pro vSechna i € N.

Tato podminka uvadi, ze ne kazdy samostatny hrac¢ by vzdycky ziskal vice tim, kdyz se prida do néjaké
koalice. Vétsina predstav o feSeni zahrnuje takové mnoziny rozdéleni, které tuto podminku splnuji.

Namitka

Myslenka predbézného teseni je spojeni mezi modelovanim a analyzou; tzn. ze urcité podminky jsou
prenaseny na model jesté pred samotnou analyzou. Konkrétné to muze snizovat nebezpedi ve slepém prejimani
charakteristické funkce a predstavy odvozeni. Shapley a Shubik (1971-1974) predpokladali, ze vyraz c-hra
zustane pro ty hry, jejichz charakteristicka funkce dostateéné odrazi strukturu chovani v dané situaci.

2.2 Reseni pii spoluprici

Zéakladni déleni bylo vytvoreno pfi zkouméani predstav o statickém fteseni. Je to déleni mezi feSenim pii
spolupraci a bez spoluprace. Pro feseni pii spolupréci se predpoklada Paretova optimalita. To vSak neplati
pro feSeni bez spoluprace.

Kdyz budeme uvazovat dynamizaci feseni, toto jednoduché déleni nevyhovuje. K tomuto bodu se vratime
v bodé 2.4. V teorii pii feSeni spoluprace pro hry s postranni platbou je hlavné pouzita zédkladni charakte-
risticka funkce, pro hry bez postranni platby je to rozsitena charakteristicka funkce.



Dalsi popis a definice se bude tykat predevsim her s postranni platbou, ale budou zde taky popsany
dulezité rozdily mezi feSenimi obou typu her. Osm predstav o feseni predstavuji:

1. jadro (core),
2. hodnota,
3. von Neumanova-Morgensternova rovnovazna mnozina,
4. obchodni mnozina,
5. kernel,
6. nucleolus,
7. e-jadro,
8. vnitini jadro.
Jadro

Puvodné bylo definovano Gilliesem (1959) a navrhovano jako nezavislé feseni Shapleyem (1953). V podstaté
se skldda z mnoziny rozdéleni, kdy hrac neopousti koalici, pokud zlepsuje vyhru vSem jejim clentim. Formélné
se jadro (core) skladé ze vsech rozdéleni x takovych, ze

in >wv(S), SCN.

1€S

Je jednoduché ukazat, ze mnoho her nema jadro. Na obrazcich 10.3 a 10.4 jsou jadra Sedé vystinovana
ve vstupnich mnozinach her 3 hrac¢u s a bez boc¢ni platby.



Urcujici vztah mezi teorii her a ekonomii ptichdzi v definici urcité tiidy her zvané trzni hry puvodné
zkoumané Shapleym a Shubikem v roce 1953 a v pfipomenuti dulezitych vztahti mezi cenovym systémem
a existenci jader ve hie a ve v8ech jejich podhrach. Trzni hra n hracu ma tu vlastnost, ze kazda z jejich 2"
podher, které mohou byt vytvoreny na vSech podmnozindch hracu, ma jadro.

Trida her patficich spise do analyzy volebnich (hlasovacich) problému zndma jako jednoduché hryma
vlastnost, ze hodnoty charakteristické funkce jsou pouze 0 a 1 nebo prohra a vijhra. Vétsina her této skupiny
nema jadro.

Jednoduché hry mohou byt primo definovany pomoci ¢tyt zakladnich predpokladii:

1. Kazda koalice bud vyhraje nebo prohraje.

2. Prazdna mnozina prohrava.

3. Mnozina vSech hrac¢u vyhrava.

4. Z4dna mnozina, kterd prohravé, neobsahuje podmnozinu, kterd vyhrava.

Dalsi rozsitujici predpoklady mohou byt:

5. Doplnék vyhravajici mnoziny prohrava.

6. Doplnék prohravajici mnoziny vyhrava.

Posledni dva predpoklady zarucuji superaditivitu a to, ze hra méa konstantni soucet. Hra majici vSech
Sest vysSe uvedenych vlastnosti se nazyva rozhodujici jednoduchd hra.

Intuitivné se ukazuje, ze kdyz prechazime od strukturovanych ekonomickych trhu k trhuim s externalitami
a k politice distribuce zdroju, Sance na podminky existence systému cen a jadra se snizuji.



VyvdzZené hry

Z vlastnosti superaditivity charakteristické funkce vime, ze pro kazdy systém {S;} koalic, které tvoii
rozklad S,

v(S1) + -+ v(Sn) < v(S).

V trzni hie uvazujme moznost, ze S je rozdélena do skupin, které se mohou ptekryvat, ale pro které
kazdd mnozina S; pouziva ¢ast f; zdroju (nebo ¢asu) kazdé z jejich clentu. Kdyz je mozné najit f; takové,
ze kazdy hrac je pouzit a ze jeho ¢ast vazenych souctu je 1 a

fro(S1) 4+ 4 fmv(Sm) < 0(S).

pak fekneme, Ze S; je vyvdZeny systém podmnozZin. Hra ve tvaru charakteristické funkce je zcela vyvdZend,
kdyz pro kazdé S je nutné splnit podminky vyvazenosti. Uvazujme charakteristickou funkci hry 3 hracu
z 10.4 Koalice 2 hracu vytvari vyvazeny systém podmnozin, kazdd s vahou %,
r — 1 - 1 _

—v(12) + =v(23) + =v(13) < v(123).
2 2 2

Shapley a Shubik (1969b) ukazali, ze kazda trzni hra je zcela vyvéazend, a pro hry s boéni platbou, vice
versa. Shapley (1973) a Billera a Bixby (1973)

Intuitivni pojeti jadra jako mozného feSeni problémiu politické ekonomie je, ze pokud existuje, pak existuji
zpusoby pric¢itani bohatstvi, které nesplnuji pouze individualni a celkovou racionalitu, ale i racionalitu vSech
podskupin.

Hodnota

Jadro vyvolava pozadavky na skupiny, ale nenabizi zadny pékny zpusob pro vyfeseni téchto pozadavku.
Zcela odlisny pristup k feseni je pres hodnotu (Shapleyho hodnotu). Zde je pfimo axiomaticka charakteris-
tika spravedlivého rozdélovani. Paradoxné tyto metody neuspéji pii vyrobé nékterych trznich schémat, ale



také ukazuji blizké vztahy mezi ivahami o spravedlivém rozdélovani a moci. Poprvé, kde jsou tyto uvahy
pohromadé, je v definici bodu status quo, ktery je potiebny pro urceni pocateénich podminek, za kterych
funguje spravedlivé rozdélovani.

Pouzivame ¢tyti axiomy:

1. Gcinnost (efficiency)

2. balvan (dummy player) — nic nedostava
3. symetrie

4. aditivita

Shapley (1953a) byl schopny uré¢it jednu hodnotu hry s boéni platbou. Prvni ¢tyfi axiomy jsou zfejmé,
c¢tvrty znamend, ze kdyz uvazujeme dvé strategicky nezavislé hry hrané stejnymi hraci, hodnota dana
souc¢tem hodnot her kazdé zvlast je stejna jako uvazovanim hry jako jedné. Podle téchto axiomt je vyplata
t-tého hrace hodnotového teseni déana:

n—s)l(s—1)!
o= 3 B gy —us - i)
1€ESCN

Pro tuto hodnotu existuje jednoducha ekonomicka interpretace. Predpokladame, ze kazdy jednotlivec
vstupuje do kazdé mozné koalice kazdym zpusobem nahodné, a pak je urcen predpokladanou hodnotou
zisku, ktery pfrinese vSem.

Banzhaf (1965) navrhnul odlisné vazeni koaliéni formace, a Shapley (1977) a Dubey a Shapley (1978)
rozvinuli a matematicky urcili Banzhafovu hodnotu.

Nash (1953) rozvinul schéma obchodu dvou hraéu pro hry bez postranni platby pouzitim axiomu symetrie,
Paretovy optimality, métitelnost uzitecnosti a konstrukci evaluate threats, ktera byla zobecnéna na hry n
hracu, s négjakymi zbyvajicimi obtizemi, podle Harsanyiho (1959). Shapley (1964) navrhnul hodnotové feseni
hry n hracu bez postranni platby, které se v nétem od Harsanyiho lisi.



Zakladni obtize, které bylo nutno prekonat v ramci rozvoje pojmu hodnota, jsou postup, jak zachazet
s proménnymi hrozbami k upevnéni bodu status quo a jak vystacit s hrami bez boéni platby.

Owen (1972) navrhnul pfirozené rozsireni Shapleyho modelu, uvazuje s moznosti, ze pravdépodobnost
vstupu hricu do koalic muze byt predpojatd. Auman a Shapley (1974) a Dubey (1975) uvazovali hodnotu
a obecnou hodnotu her s kontinuem hracu.

Stabilni mnozinové reSeni

Von Neumann a Morgenstern (1944) nabidli pomérné sofistikovany koncept feseni, které podle mého odhadu
neprinasi tolik, jak se puvodné doufalo. Zakladni myslenka pro feseni stabilnich mnozin je, ze soubor rozdéleni
obsahujicich stabilni mnozinu musi mit vlastnosti vnitrni a vnéjsi stability. Pro predvedeni tohoto je nejprve
nutné definovat dominovdni a efektivni mnozinu.

Strategie x dominuje strategii y pravé tehdy, kdyz existuje takova koalice .S, Ze

x; > 1; pro vSechna i € S

Z z; < v(S).
€S
Tato posledni podminka udava, ze koalice S je efektivni mnozina pro strategii x; tj. muze ziskat, co
ostatni jeji clenové ziskaji v x. Mnozina rozdéleni (strategii) je (i) vnitiné stabilni , kdyz zadny jeji prvek
neni{ dominovan jinym prvkem mnoziny; (i) navenek stabilni, kdyz vsechna rozdéleni mimo mnozinu jsou
vzdy dominovany néjakym prvkem mnoziny; a (iii) stabilni mnozinové resent, kdyz plati podminky (i) i (ii).
Rozséhlé prozkoumani stabilnich mnozinovych feseni ukazali Shapley a Shubik (1971-74). Ptvodné se von
Neumann domnival, ze vSechny hry bez boé¢ni platby maji stabilni mnozinové feseni. Lucas (1969) dokazal,
ze to neplati, a ukédzal protiptiklad hry 10 hrac¢a. Shapley a Shubik (1969b) ukazali, ze Lucasuv protiptiklad
lze povazovat za trzni hru, a tedy mohou existovat ekonomiky bez stabilnitho mnozinového teseni.



Obchodni mnozina

Pojem obchodni mnoziny je feseni konceptu puvodné podle Aumanna a Maschlera (1964). Obchodni mnozina
byla definovédna nékolika nepatrné odlisnymi zpusoby, Peleg (1967). Jeji vznik byl inspirovan pozorovéanim
hracu v pokusné obchodni hre.

Obchodni bodhry (N,v) mé tu vlastnost, ze pro kazdy pér i, j € N s kazdou obranou ¢ proti j muze prijit
protiobrana j proti 7.

Obranase skldda z koalice S obsahujici i, ale ne j dohromady s rozdélenim, pro které je S efektivni
mnozina, ktera je preferovana danym rozdélenim ze vsech prvkua S.

Protiobranase sklada z jiné koalice T' obsahujici j a ne ¢ dohromady s rozdélenim, pro které je T efektivni
mnozina, ze je (lehce) preferovéana pred puvodnim rozdélenim ze vSech prvku 7' — S.

Je-li x puvodni rozdéleni, (S,y) obrana a (7', z) protiobrana, pak

Zyk < v(S) a yp > x pro viechna k € S,
kes

Z 2z <v(T) a 2 > yg pro vSechna k € (T'N S) a z > yx pro vsechnak € T'— S.
keT
Obchodni mnozinaje mnozina vsech obchodnich bodu.
Ackoli byla néktera pouziti obchodni mnoziny vymyslena v experimentalnich studiich, mensi aplikace
obchodni mnoziny pouzijeme i v ekonomii. Vypocetni narocnost her vétsich nez 3 nebo 4 hraci déla toto
pouziti ponékud neatraktivnim.

Kernel

Davis a Maschler (1965) navrhli feseni, které je obsazeno v obchodni mnoziné. Pro definici kernelu je vhodné
nejprve definovat pojmy exces a surplus.



Excesem koalice S v rozdéleni x rozumime:

e(S,x) =v(S) — in,

tj. je to mnozstvi, které muze koalice ziskat navic, nez kdyby kazdy z jejich ¢lenu jednal sam za sebe tj.
mnozstvi, o které hodnota koalice ptekracuje zadanou vyplatu.

Surplus hrdcei proti jinému hraci j s ohledem na dané rozdéleni je nejvétsi exces od vSech koalici obsa-
hujicich ¢ a neobsahujicich j. Surplus hlavné méti potencialni obchodni natlak ¢ proti j.

Kernelové resenise sklada ze vSech rozdéleni x takovych, ze pro jakékoliv dva hrace ¢ a j plati

max{e(S,z):1€S,7¢ S} =max{e(T,z):5€T,i ¢ T}.

To vyvolava myslenku symetrie nebo rovnosti obchodniho natlaku.

Nucleolus - jadérko

Jadérko je pojem feseni vytvoreny Schmeidlerem (1969), a je to pravé jediny vysledek v kernelu hry s bo¢ni
platbou. Méli bychom poznamenat, ze neexistuje uplné uspokojujici definice jadérka pro hry bez boéni
platby.

Jadérko je rozdéleni, pro které je maximélni exces nejmensi. Intuitivné je to pak bod minimalizujici
neuspokojeni. Vypada to tak, ze by méla existovat prirozend aplikace v urceni zdanéni a dotaci, ackoli
existuji aplikace jadérka v operacnim vyzkumu, nedostatek odpovidajicich jadérek her bez boc¢ni platby
méa omezené aplikace. Pouziti obchodnich mnozin, kernelu a jadérka v kontextu ekonomickych modelu je
relativné malé.

g-jadro

Jadro hry muze byt tlusté nebo nemusi existovat. Muzeme pak uvazovat o zpusobu, jak jednotné danit a
dotovat hrace, tedy mohou byt jadra zvétSovana nebo zmensovana. Zde jsou navrzeny dva zpusoby. Silné



e-jddrose sklada z mnoziny Pareto optimalnich vysledki x takovych, ze

in > v(S) — € pro vsechna S C N.
€S

Slabé e-jadrose sklada z mnoziny Pareto optimalnich vysledku x takovych, ze

Zmi > v(S) — se pro vSechna S C N,
ies
kde s je pocet hracu v koalici S. Muzeme pak e povazovat za celkové naklady nebo naklady na osobu pfii
formulaci koalic.
Zvysenim velikosti € muzeme ptipadné vytvorit jadro pro hru s boc¢ni platbou bez jadra. Muzeme defino-
vat nejmensi jadro neboli blizké jddro jako nejmensi silné e-jadro. Je ziejmé, ze je to podobné, ale ne stejné,
jako myslenka jadérka.

Vnitini jadro

Ackoli mnoho vysledkiu, které plati pro hry s boc¢ni platbou, ma svou analogii u her bez boc¢ni platby,
tento pojem takovy neni. Mezi dulezitymi problémy v teorii her a jejich aplikacich na politickou ekonomii je
charakterizace rozdili. Napi. obrazky 10.3 a 10.4 by mély postacit k ukazce, ackoli jadro hry s boéni platbou
vzdy zustane jednodusSe propojeno, toto neplati pro hru bez boc¢ni platby a protipfikladem muze byt hra se
3 hraci.

Rozdil mezi hrami s a bez boéni platby nas vede k definici vnitrniho jadra hry. Uvazujme jadro hry bez
boéni platby z obrazku 10.3. Predpokladejme, Ze jsme v kazdém bodé jadra sestrojili te¢nou nadrovinu a
pouzili smérovy kosinus této nadroviny k porovnani uzitku hracéu v této hie s bo¢ni platbou.

Pouzivanim teorie porovnani uzitecnosti muzeme popsat proveditelnost vSech koalic pomoci nadrovin.
Prirozena otazka je, zda bod doteku, ktery je bodem jadra hry bez boc¢ni platby, je bodem jadra vytvoreny
u hry s boéni platbou. Odpovéd je - Ze to neni to nutné.



Definujeme vnitrni jadro hry bez boc¢ni platby.

Konstrukce tohoto jadra je podstatnd. Je zajimavé poznamenat, ze vnitini jadro obsahuje jadro hry bez
boc¢ni platby, které je definovéano ordinalné. V pripadé trzni hry vnitini jadro neni uplné; odtud je jadro a
vnitini jadro se blize stejné limité - konkurenéni rovnovaze.

2.3 ResSeni hry s nekooperujicimi hraci

Pro feseni hry s kooperujicimi hrac¢i je charakteristickd funkéni forma; pro feSeni hry s nekooperujicimi
hréci je predepsana hte strategicka forma. Mnoho zékladnich zédjmu v hernich modelech v oligopolii a jinych
aspektech ekonomie se soustfeduje na hry, které jsou mnohokrat hrany. Reseni téchto her je diskutovano
v casti 2.4. To je presné rozdil mezi feSenimi s kooperujicimi a nekooperujicimi hraci.

Hry dvou hract s konstantnim souctem

Hry dvou hracu s nulovym souétem a jejich strategicky ekvivalentni hry s konstantnim souc¢tem jsou hry
cisté opozice. Cile hracu jsou diametralné odlisné.

Obé hry dvou hrac¢u s nulovym souctem a véta o minimaxu (Von Neumann a Morgenstern (1944))
jsou dobte zndmy a nebudeme je zde znovu uvadét. Teorie hry dvou hrac¢u s konstantnim souctem je velmi
dulezita pri studiu vojenskych taktickych problému, ale ma velmi omezenou hodnotu pro politickou ekonomii.
V politické ekonomii se setkavame s podminkou ¢isté opozice.

Bod rovnovahy - nespolupracujici hraci

Méjme hru n hracu ve strategickém tvaru, kde kazdy hrac ¢ ma mnozinu strategii S;, i =1, ..., n.
Necht Pi(sq, 2, .., 8,) je vyplatni funkce hrdce i. Pak rovnovdzng bod je vektor strategii (s}, ss,...,sk)
takovy, ze plati

Pi(s],85,...,s5) =max{Pi(s], 85, ..., Si,...,5r) S €S;}.



Hlavni koncepci bodu rovnovdhy pro nekooperujici hrdce a jeho existenci pro maticové hry popsal Nash
(1944), ackoliv zdkladni myslenku a uziti v ekonomii uz popsal Cournot (1838).

Je mozné ukédzat existenci bodu rovnovahy pro nespolupracujici hréce s nekoneéné mnoha hraci (Dubey,
Shapley). To je dulezité v souvislosti s koncepci soutézicich trhi.

Pti hledani feseni bodu rovnovahy pro nespolupracujici hrace je zde problém v existenci mnohonéasobnosti
rovnovahy. Mimoto je relativné snadné vytvorit jednoduché modely, kde mnoho rovnovaznych bodu neni
rozumnych. Maticové hry typu 2 x 2 (Tuldk a zebrak) jsou dany v tabulce 10.4.

1 2 1 2 1 2
1] 55 |-1,10| 1| 10,1 [-20,20| 11,6106
2110-1| 0,0 21-20-20 | 1,10 211,3]103

Tabulka 10.4: Matice strategie - hry dvou hraca

V prvni hie existuje jediny bod rovnovahy a to (0,0). V druhé hie méame dva ¢isté body rovnovahy, jeden
zvyhodnuje prvniho, druhy druhého hrace. Mame Spatny smiSeny bod rovnovahy. Ve tfeti hie jsou vSechny
jeji vysledky rovnovazné body.

Kdyz pracujeme se hrou ve strategické formé, nedostatecné statické ovliviiovani rovnovazného bodu se
stane evidentnim. Nepochybné je zde kruhova stabilita pro rovnovahu: Jestlize A védél, co B délal, pak muze
délat to a to a naopak!.

Bohuzel, neexistuje ndvod na to, jak a proé hrdéi vytvdreji pravdépodobnosti (oéekdvdni),
aby dosdhli rovnovahy. Pri hleddni rveseni bodu rovnovdahy pro nespolupracujici hrdce se ne-
ukazuje komunikace na ovlddnuti; bod rovnovdhy nent ¢asto jediny. Tento komentdar neplati
pouze na hry n nespolupracugicich hrdcéii, ale také na ekonomické trhy vedouct na hry s ne-
kooperujicimi hrdci.



2.4 Jina teSeni

Mnoho ekonomickych analyz v jedné formé nebo jiné patrné zavisi na koncepcich teseni, ktera se impli-
citné nebo explicitné rovnaji rovnovaznym stavum nespolupracujicich hracu, kdy hraci plné neznaji vSechny
skutecnosti, které vedou k reseni.

Konkrétné, nas problém je vice v modelovani a porozumeéni chovani v matematické ¢asti. Definice rov-
novazného bodu v matematice je zcela neménna. Nespokojenost s timto donutila mnoho hernich teoretiku,
aby vzali v ivahu extenzivni formu hry jakozto kli¢ k pochopeni procesu

Muzeme ukéazat, ze vysledek hry s neuréitou dobou trvani muze byt pfeveden na rovnovahu, kdyz
pouzijeme stejné strategie. Ukdzeme to na tabulce 10.5. Vysledek (5,5) a (0,0) a (-11,-11) muze byt vy-
nucen jako rovnovaha, je tézké vérit, ze vSe je stejné mozné.

1 2 3
1] 55 1,8 |-30,-12
2| 8-1 0,0 |-30,-12
12,-30 | -12,-30 | -11,-11

Tabulka 10.5: Matice strategie - hra tii hracu

Selten (1965, 1975) zavedl a zdokonalil pojem tplné rovnovéazného bodu pro hry v extenzivnim tvaru.
V puvodni definici dokonale rovnovdzny bod znamena, ze hraci dosahnou rovnovahy v kazdé podhie. Piiklad
v tabulce ndm pomuze ilustrovat dokonale rovnovazny bod a rovnovazny bod, ktery neni dokonale rov-
novazny. Dvojice strategii jsou pak: Zacinam hrat 1, jestlize druhy hraje 1, pak hraji 2, jinak hraji 3. Hraji
2 v obou piipadech bez ohledu na to, co hraje druhy.

Obé strategie davaji rovnovahu; prvni neni iplné, protoze posledni tah je stejny, i kdyz jiny hra¢ nema
na zacatku uspéch s 1, neni zde touha hrat 3. Naopak druha rovnovaha je tplna.



V puvodni definici podhry zbyvaji pro dokonale rovnovazny bod problémy s ¢asti stromu hry, kde se
nedosdhne rovnovahy. Napiiklad, pi hie 3 osob ilustroval Selten toto: Kazdy hra¢ ma dvé volby (L nebo
R), tudiz ¢istd nebo smisend strategie pro ¢ muze byt charakterizovana pravdépodobnosti p; pro vybér R.
Dva typy rovnovahy pak jsou:

Typl: pr=1, p=1, 0<p3<
Typ2: p1=0, $<p<1, p=1

P

Rovnovéazny bod typu 2 hra¢ 2 nedocili, proto jeho ocekavana vyplata je nezavisla na jeho volbé.
Uvazujme rovnovazny bod (0,1,1), ktery je typu 2. Jestlize ndhodou hra¢ 2 doséhl pro néj rozumnou
hru, domnivé se, ze hra¢ 3 bude hrat 1, protoze mu davé 4, jestlize prevede na 07 Cisty typ 2 je nero-
zumny; hracuv vybér muze byt podminén informacemi. Selten vyvinul model ndhodné hry, kde je néjaka
mala pravdépodobnost, ze hrac¢ udéla chybu.

Obr. 2.5

Harsanyi (1975) se podilel na moznosti vybéru preferujici rovnovazny bod nespolupracujicich hraca
mimo myriad, které mohou existovat. Zajimal se hlavné o uplatnéni v politické ekonomii s presycenym
bodem rovnovahy. Dubey a Shubik (1977) ukazali, Zze pro nékteré hry reprezentujici strom konecné hry,
ve které hrac¢ vyuzije informace, tak v nové hie ovladne Cistou strategii rovnovazné body staré hry s vétsi
pravdépodobnosti. To znamend, ze kdyz bod rovnovahy produkéniho (obchodniho) modelu neni interpre-
tovéan jako jednotlivy souc¢asné probihajici presun hry, pak je to vice bod rovnovahy nespolupracujicich hracu
nez spolupracujicich hraca.

Uvazujme 2 hry se stejnym stromem, rozdil je pouze ve struktufe informaci. Jedna hra muze byt nazvana
hra s vétsim mnozstvim informaci nez maji ostatni, jestlize se vSechny informace kryji s nékterymi informa-
cemi jinych hracu nebo ¢asti informaci.

Vysledek predevsim plati pro hry s ndhodnym pohybem, ale pouze kdyz informace tykajici se téchto
pohybu, je stejna pro vsechny hry. Mnoho ekonomickych modelu muze byt interpretovano jako hry, které se
vice ¢i méné opakuji v ¢ase nebo jsou neomezené v ¢ase. Nejracionalnéjsi pristup, kterym to muze byt cha-
rakterizovano zpétnou indukci pro koneéné hry s pruznym uplnym bodem rovnovahy, muze byt v kontrastu



s typem ocekavaného planu, ktery posune dopredu v ¢ase makroekonomicky pravdépodobnostni model. Sobel
(1971, 1973) se vénoval spojeni obou typu rovnovah.

Kdy bude pravdépodobnost kratkozrakého chovani ekvivalentni jinym? Tomuto problému se vénoval
Friedman (1977). Teorie her odpovidd na mnoho otézek tykajicich se dynamiky, informaci a komunikace, ale
poskytuje malo cest k formulovani mnoha kritickych nefesitelnych problémi.

Pod pojmem jind reseni je skryto feseni spolupracujicich a nespolupracujicich hraciu, které nerozdélujeme,
hlavné protoze jsme prostorové limitovani a ze je nedostatek ekonomickych aplikaci. Tato feseni obsahuji
konkuren¢ni rovnovahu hry (Baudier (1973)), Banzhaf (1965) a jiné hodnoty; a vyplatni hra transformace,
tak jako maximin rozdil u hry 2 hracua s nekonstantnim souc¢tem a je v rozporu s prumeérem v zarucené hie
n hrécu a ve spolecenskych hrach (Shubik (1965, 1971)).

3 Aplikace

Tato zprava nabizi néco jako kratky a mozny kompaktni ndhled a ptirucku v rozvoji aplikaci teorie her v eko-
nomii. To neznamend, Ze je iplnd nebo samostatnd. Teorie oligopolu je popsana v kapitole 11 (Friedman).

3.1 Oligopolni trh

Hlavni aplikace v teorii her je ve studiu ruznych aspektu oligopolni soutéze a dohod a studium neptedvidatelnosti
ceny v uzavieném ekonomickém systému. Diskuze je v subkapitole 3.2.
Rozumnéa odvétvi pro studium oligopolniho trhu jsou:

1. duopoly,
2. nekooperujici a quasi-kooperujici oligopoly,

3. bilateralni monopoly a smlouvani,



4. experimentalni hrani,

5. aukce a nabidky.

3.2 Duopoly

Modely duopolu jsou okouzlujici pro matematicky pripravené ekonomy. Existuje mnoho literatury k samo-
statnému studiu. Vyborna je od Chamberlina (1950). Prvni, dobfe zndmy je model, ktery muze identifi-
kovat matematicky popis duopolni soutéze - tzv. Cournotiuv model (1938). Je to hra ve strategické forme,
kde soutézici prodavaji stejny produkt. Nutny predpoklad: obé firmy povazuji pii svém rozhodovani o vysi
vystupu vystup druhé firmy za konstantni a rozhoduji o vysi svého vystupu soucasné. Reseni je pomoci
rovnovahy nespolupracujicich hracu. Piiklad ilustruje Cournotuv problém. ¢; je produkce i-té firmy i = 1, 2;
Ci(g;) je celkové cena produkce i. Méjme cenu danou vztahem p = D(q; + ¢2), kde kazda firma maxima-
lizuje P; = ¢;D(q1 + q2) — Ci(¢;). Dvojice produkénich strategii ndm uréi nespolupracujici rovnovazny bod
nespolupracujicich hrdcu, jestlize pro dané g,

maz ¢ D(qi +q;) — Ci(@:) = ¢ = ;-

Bertrand (1883) kritizoval Cournota piimo kvuli predchozimu vybéru produkce jakozto strategické proménné.
Naznagcil, ze cena je vice variabilni. Edgeworthuv model duopolu predstavil zvySovani cen a omezovani ka-
pacity; Hotelling (1929) pracoval s modelem nespolupracujicich hrécu, predstavuje prenos cen jako formu
diferencovaného produktu. Chamberlinuv model (1950) piedstavuje diferencovany produkt v daleko vétsi
obecnosti.

Mnoho autort se zabyvalo a pozdéji analyzovalo ruzné varianty duopolnich modela. Byli to napt. Coase
1935, Harrold 1934, Kuhn 1937 atd. Tyto varianty a mnoho dalsich verzi muze byt explicitné povazovano za
teoretické modely her, protoze se autori podrobné nezajimaji o specifika strategii dvou firem. Ve skutec¢nosti
vSak matematickd verze duopolnitho modelu vyzaduje pfesnost a podrobnost, tak jak je to ukazano ve
Waldoveé rovnovazné analyze.



Beckmann 1965, Levitan a Shubik 1971, Shapley a Shubik 1969, Shubik 1973 prezentovali sérii teo-
retickych modelu her, ve kterych ukazali vysledky vyzkumu zavadéni cen, zmény poptavky kapacitnich
moznosti a soucasnych rozhodovani podle cen a produkce. Ostatni modely porovnévaly nekooperativni
feSeni s ostatnimi typy reSeni, za které mohou byt povazovany kapitalové podminky a ruznorodé informace.

V této dobé vychazi stale vice literatury o dynamickych duopolnich modelech. Stale ¢astéji se ve vyuce
Cournotova duopolniho modelu bjevuje dynamicky proces nastinujici pusobeni akce a reakce. V roce 1934
vydal von Stackelberg praci ve které navrhoval pseudodynamické systémy. Jeho naslednikem byl Fellner,
ktery pokracoval v diskusich o téchto modelech. Dalsimi byli Smith a Savage 1940, Shubik a Thomson 1959,
kteri poskytli mnoho matematickych teoretickych duopolnich modela.

3.3 Oligopoly

Standardni cesta vytvareni oligopolnich trhi je vice méné konstruovana jako model, ktery vychazel z du-
opoltl a ktery muize byt srovndvan jednak s duopoly a jednak s konkurenénim prosperujicim trhem. Casto
predpoklad rovnovaznosti firem umoznuje porovnavat trhy ruzné velikosti, tedy napt.: Cournot vychézel
z analyzy dvou a vice firem a Chamberlin bere v tivahu malé ¢i vétsi konkurujici si firmy.

Je dulezité mit na mysli tfi ruzné dovednosti pro vyzkum oligopolnich trhu. Prvni z nich je dovednost
ekonoma popsat ekonomické aktivity a instituce a také vybirat dulezZité proménné a vztahy.
Dalsim je uméni formulovat matematickou strukturu, kterd odrdzZi aspekty tykajici se ekono-
miky jako celku. Poslednim je dovednost analytika zdiuvodnit vlastnost matematického systému,
ktery byl formulovdn. Tedy napi.: Chamberlinova prace muze byt povazovana za pokrokoveéjsi oproti
Cournotové terminologii pro vétsi zavaznost a objektivnost. To vSak neplati pro veskeré vyrazy rigorézni
matematické formulace analyzy, kterd je srovnavana s Cournotem. Jak u Cournota, tak i u Chamberlina je
rozsahld analyzujici skupina zalozena na nekooperativnich rovnovaznych analyzach. Pokud je mélo konku-
rentu, pak Chamberlin navrhuje, aby byly vzaty v potaz vSechny pti¢iny zpusobujici tento problém. Jestlize
je skupina konkurentu rozsahla, pak jeji analyza muze byt povazovana za kooperativni hru.

Z4dnd matematickd formulace nemuze odstranit nedostatky v ekonomickém rozhledu a chdpéni tvorby



analyzujictho modelu. Jinymi slovy adekvatni teorie zavisi na doslovném popisu a dokonalé objektivnosti
modelu, tak jak to bylo navrhovano von Stackelbergem 1934 a Fellnerem 1949. Specidlni proménné musi byt
brany v uvahu. V roce 1951 Brems predstavil technologickou proménnou. V roce 1956 Bain uvéazil vstupy a
v roce 1964 Moris a Shubik zduraznili manazerskou strukturu. V roce 1971 Levitan, Shubik, Kirmann a Sobe
uvazili role investorti. Mimo téchto autoru existuje jesté mnoho dalsich praci, pojednavajicich o vyznamnych
a specialnich proménnych, jako napt.: doprava inzerce, produkéni zména ceny, ruzné produkty, bankovnictvi
a mnoho dalsich.

......

jazyka? Za nejlepsi odpovéd lze povazovat takovou, kterd chépe, Ze se teorie nazyva podle rozdilnych spe-
cifik ve strategickych podminkach individualnich ¢initelu, vedoucich k objeveni rozporu v logice formalné
definovanych modeli. Mnoho z téchto modelu jsou popisné pseudodynamické modely. Jinymi slovy popisuji
ruzné druhy uspoirdadanych terminologickych procesu, které obsahuji nezbytné informace (predevsim co, kde,
kdy, a jak).

Obvykle v popisu akce a reakce neméd ¢as vibec zddny vyznam a dokonce ani tdrokova mira, tak jak
je to publikovano v praci Crosse 1969. Chamberlinova rozsahld analyza chovani skupiny, Sweezyho clanek
z roku 1939 a také mnoho dalsich autoru se zabyva zalomenou duopolni kfivkou poskytujici vyznamné
priklady kombinace sily a nebezped¢i informaéniho mixu popisnych a mnozinovych diagramu. Toho lze snadno
dosdahnout, kdyz jeden zkousi formulovat trzni strukturu tak dobfte, jak definuje model.

Zalomeni oligopolni kiivky ve skutec¢nosti neexistuje, coz je dano predpokladem velmi omezené reakce
vsech konkurentu. To lze ziskat pomoci implicitné predpokladané symetrie ve strategiich, ve struktufe a v in-
formaé¢nich podminkach pro vSechny firmy (nebo kdyz nelze rozeznat implicitni nebo explicitni predpoklady,
které mohou zavér vysvétlit).

Mimo to argumenty popisujici rovnovahu nebo tendence vedouci k rovnovaze uzivaji zalomené oligopolni
ktivky nebo Chamberlinovu analyzu skupiny zavisejici na lokalnim soukromém majetku. Edgeworthova du-
opolni analyza 1925 vedla k tomu, ze neexistuje potifeba rovnovazného stavu. Jeho vysledky byly ziskany
povazovanim skutecné struktury oligopolni poptavky za vSechny sféry definice. Jinymi slovy analyza pozaduje,
abychom byli schopni uvést, jak dvé firmy budou stanovovat poptavku, pii libovolné dvojici cen (py, ps).



V roce 1959 Shubik zavedl termin kontingentni poptavka, kterd popisuje, jak poptavka jednotlivé firmy
reaguje na stalé impulsy od ostatnich subjektu. To je vSsak mozné jen tehdy, jestlize lze ukazat, ze struktura
kontingentni poptavky zavisi na marketingovych detailech, ve kterych jsou individualni poptavky agregatni.
V roce 1964 Levitan ukazal vztah mezi popisem oligopolni kiivky a mezi teorii pridélovaciho systému. Na
zakladé studie tvaru kontingentni poptavkové kiivky mohli Levitan a Shubik ukazat, ze Chamberlinova teorie
rovnovahy muze byt snadno napadnutelnd pro mnoho stejnych zdroju, které jsou pouzity v Edgeworthoveé
analyze.

Pro tplné pochopeni oligopolnich problému je tfeba pojmenovat jasné rozdily, které vytvareji rozdilné
aspekty v trzni struktute, v cilech firmy a chovani firem. V terminologii teorie her tyto faktory vytvareji
jasné rozdily mezi pravidly her, mezi zpisobem TesSeni a zpusobem nalezeni TesSent.

Mezi nejvyznamnéjsi aspekty studujici oligopol pomoci modelu teorie her patii popsani informacnich
podminek a poskytnuti formélnich dynamickych modelu, které skuteéné zavisi na informacnich podminkéch.
Zde je rostouci zdjem ve stavové strategii modelu, coz je model, ve kterém jsou dynamické systémy zavislé
pouze na stavu, ve kterém se nachazeji. Takovyto systém je zcela bézny.

V roce 1959 Shubik a Thomson, v roce 1962 Miysawa a mnoho dalsich, pracovalo s logickymi modely
ekonomickych procesu a uvadéli mnoho prikladu. V roce 1973 Shubik pojednal o citlivosti oligopolnich trhu
na zmeénu informaci. Pokud je informace relativné vyznamna, tak neni zadny duvod se obavat, ze by pouze
malo firem na oligopolnim trhu pouzivalo statni strategii. Misto toho muzeme ocekavat, ze se v budoucnu
bude uzivat historickych strategii, kde predesla historie zastrasovani, zastrasovaci strategie hraje vyznamnou
roli. V roce 1974 Marschak a Salten, v roce 1959 Shubik, povazuji toto za mozné.

Mezi dalsi publikace zabyvajici se teoretickym vyzkumem oligopolu patii knihy: Friedman 1977, Jacot
1963, Shubik 1959 a Telser 1972.

3.4 Bilateralni monopol a vyjednavani

Ponévadz vétsina oligopolnich modeltt muze bud nabidnout feseni zaloZené na nekooperativni rovnovéze
nebo nabidnout pseudodynamické procesy, potom prace na bilateralnim monopolu ma primarné vysokou



uroven komunikace s kooperativnim vysledkem, nebo s dynamickym procesem, ktery vede k optimélnimu
vysledku. Oproti tomu mélo modelu navrhuje moznost neoptimalnich teseni, které lze realizovat po igno-
rovani nebo zamitnuti hrozeb.

Mnoho modelu bilaterdlniho vyjednavani vychdazi z vysoce rozdilnych institucionalnich prostredi.

Nejvyznamnéjsi jsou bilaterdlni obchody u individudlnich obchodniku, tak jak je to charakterizovano
v Bohm-Bawerkové modelu nebo v Bowlové modelu. Ve skutecnosti vS§ak model predklada zaruky v me-
zindrodnim obchodé nebo v praci a podminkach zaméstnavatelu.

Edgeworthuv slavny model byl ve své terminologii pozdéji napadnut v dile Zeuthena. Edgeworthova
prace je skuteéné podobna TeSeni jadra v teorii her, tak jak je to nastinéno u Shubika 1959, Scarfa 1967,
Debreua a Scarfa 1963. Bohm-Bawerkova analyza poukazuje jak spolu souvisi ur¢ity piiklad jadra (feseni
teorie her) a trzni cesta - Shapley a Shubik 1972.

Zeuthenova analyza 1930 bilateralniho vyjednavani zcela poukazuje na rtiizné koncepty ceny jako zptsobu
feseni. Toto je zahrnuto v praci : Nash 1953, Harsaniy 1959, Shapley 1953 a Selten 1964.

Ostatni vyznamné oblasti aplikace, které jsou skuteéné vice zavislejsi na politice, nez na ekonomice se
nazyvaji mezinarodni strategie vyjednavani. Vysledky tohoto typu aplikace jsou shrnuty v dile : Shapley a
Shubik 1971 - 1974.

Resen{ ekonomického problému muize nabidnout mensi soubor vysledki nez ve skutecnosti existuje.
Nemozny vysledek je predpokladatelny. Reseni ztizuje soubor vysledki, ale skuteéné nevypovidd o tom, co
by se mohlo v budoucnu stat. Edgeworthova spotiebni kiivka a jadro (teorie her) jsou FeSeni ve stejném
smyslu.

Ostatni feseni mohou byt pouzita na pokus vybrat si konecny vysledek, ktery muze nastat, nebo ktery
muze byt. Na statistickych verzich vétsiny variant cenovych feseni a ostatnich navrhovanych trznich reseni
muzeme ukazat, jak jsou normativni ve svych navrzich a oddélit z nich urcité institucionalni prezentacni
prostiedi.

7 této analyzy vychazeji dila : Nash 1953, Shapley 1953, Harsanyi 1956, Braitwait 1955, Kuhn 1966 a
dalsi. Styl ostatnich feseni, které muzeme pouzit k vybéru jednoduchého vysledku je popsan v terminologii
dynamickych vyjednavacich procesu. To je zahrnuto v dilech: Cross 1969, Harsanyi 1956, Pen 1952, Shubik



1952 a dalsi.

3.5 Simulace hrou

U jednoho vysledku teorie her a vysoce vykonného pocitace je rostouci zajem pouzivat formalni, trzni
matematicky model na simulaci hrou, uceni a experimentalni cile.

Prvni publikovany ¢lanek obsahujici informace o ekonomickém experimentu hrou vydal Chamberlin. Toto
se vSak v ostatnich ¢lancich moc neobjevovalo. Prvni obchodni hra, ktera byla navrhnuta pro obchodni cile,
byla vytvorena Bellmannem v roce 1957. Na toto nasledoval rozvoj pocitacovych obchodnich her. Pouziti
techto her bylo siroce vyuzito na obchodnich skolach a na nékterych obchodnich fakultach. Udaje o simulaci
hrou lze nalézt: Shubik 1955 a Shapley a Shubik 1971 - 1974.

Velmi vyznamné je zduraznovat rozdily mezi obchodni a experimentdlni hrou. Forma klade diiraz na
uceni, pozdéji vsak na ratifikované teoretické hry a ekonomiku.

Mnoho z prvnich experimentalnich her nepouzivalo poéitac. Hry byly skuteéné prezentovany bud pomoci
matic nebo pomoci diagramu. Siegal a Fouraker 1960-1963 a Shubik 1961 se zabyvali bilateralnimi monopoly
pii ruznych informaénich podminkach a také déale duopolem a triopolem. Stern 1966, Dolbear a mnoho
dalsich zkoumali ic¢inek konkurence na trhu. Friedman 1967 povazoval efekty symetrie a nedostatky symetrie
v duopolu za dalsi aspekty oligopolnich trhu. V roce 1967 ukazal Smith efekty trzni organizace.

Experimentalni hry uzivajici pocitace se rozbéhly v roce 1967 (Hoggatt) v roce 1973 (Hoggatt a Selten)
a nékolik dalsich. Tyto hry poskytuji vyhody v kontrole a snadnosti zpracovani dat, tak Ze se hry mimo
pocitac prestaly zcela pouzivat.

Neékolik z vySe uvedenych her muze ptripomenout existenci feSeni pro ruzné teoretické hry. To vsSak
znamenad, ze piiklad duopolnich her navrhované Friedmanem je mozné pocitat podle Paretovy optimalni
roviny a nerovnovaznych bodu. Podobné v duopolnim nebo oligopolnim vyzkumu podle Hoggatta, Sterna,
Siegala, Shubika a dalsich je skuteéné mozné pocitat s lokalnim optimem, nekooperativni rovnovahou a
konkuren¢nim cenovym systémem.

Hra navrhovana Levitanem a Shubikem 1961 byla specialné navrhnuta tak, aby souhlasila s analyzou teo-



rie her. Skute¢né: globalni maximum, cenova nerovnovaha, kvantitativni nerovnovaha, rozsah Edgeworthova
cyklu a ostatni feseni lze pokladat za zpusob reseni této hry.

Dalsi moznosti je zavadét kriticky soubor implikaci na vSechny experimenty v oligopolni teorii, avsak
hlavni smysl musi byt zachovan. Ostatni véci jsou stejné, roste pocet konkurentu, ktefi nabizeji nizsi cenu a
také roste kiizova elasticita mezi produkty. Avsak: malo konkurentu, casové omezené, strukturalni detaily
a komunikac¢ni podminky ukazuji mnohem vice kritiky, nez by mohla ukéazat oligopolni teorie.

Ve vSech experimentech o hrach urcenych pro vyuku na Harvardské obchodni skole ma vyznam uvazovat
vzacny model chovani individualnich objevu, ve kterych se hraci pokouseji nalézt cestu idealniho okoli. Toto
pozorovani neddvd odpovéd k pochopeni pojeti teorie her. Je to pouze doplnék teorie her. Az doposud
existuje neuspokojivé dynamické reseni, zajistujici bud standardni ekonomickou teorii nebo teorii her. To je
zpusobeno obtiznym popisem informaé¢ni a komunikacni role.

Ruzné soubory her pouzivaji pro experiment jisté mnozstvi ekonomického obsahu, ale je to daleko méné
podobné s ekonomickym trhem nez s oligopolnimi hrami. Tento soubor obsahujici jednoduchou nabidku byl
uzivan Nashem, Stonem, Shubikem a dalsimi. Ve vsech téchto piikladech je velka snaha porovnavat vysledky
experimentu s tvrzenimi o ruznych fesenich teorie her.

3.6 Aukce a nabidka

Pocéatek aukci je datovan na zacatek obdobi romantismu. V mnoha ekonomikach maji vyznamnou roli jak
finanéni trhy, tak i obchodni trhy. Potvrzeni nabidky se uziva v rozsahlém systému a pii prodeji vladniho
majetku. Jeji puvod, jako ekonomického trzntho mechanismu, je datovan v dile: Cassady 1967. Avsak jak je
aukce a ndkupni proces oby¢ejné presné definovan jako soubor formalnich pravidel (spolec¢né piip. se zvyky
nebo jinymi neformalnimi pravidly), tak pfirozené poskytuje formélni matematicky model.

Matematické modely aukce a nabidky lze rozdélit do dvou hlavnich skupin:

1. Model, ve kterém je role konkurenta modelovana pomoci Bayesové mechanismu,

2. Model, ktery je fesen jako strategicka hra pouzivajici k feSeni pojem nekooperativni rovnovahy nebo
néjaky jiny zpusob feseni.



3.7 ReSeni, trzni hry a cenovy systém

Hry zndamé jako trZni hry umoznuji simulaci uzavieného ekonomického systému s existujicim cenovym
systémem.

Studie trznich her s velkym poc¢tem tucastniku ukazala vyznamny vztah mezi rozdélenim dle cenového
systému a metodami: jadro, hodnota, obchodni mnozina,kernel a nucleolus velkych trznich her. Kazdy kon-
cept feSeni modeluje nebo zachycuje rozdilné aspekty obchodovani. Cenovy systém muze byt povazovan za
pricinu decentralizace, metoda jadro ukazuje vliv vyrovnavaci sil, metoda hodnota nabizi kriterium spra-
vedlnosti, metody obchodni mnozina a kernel doporucuji jak vymezit feSeni pomoci vyjednavani a metoda
nucleolus umoznuje najit bod, ve kterém je minimalizovana nespokojenost s relativnim danovym zatizenim
nebo s dotacemi.

Kdyby pouziti téchto ruznych metod vedlo ke stejnému rozdéleni zdroju, potom by vzniklo néco, co lze
povazovat za ekonomicky sen 19. stoleti laissez faire.

Nanestésti, ve vétsiné ekonomik, tak jak je zname, tyto euforické zaveéry neplati ze dvou duvodi. Prvnim
je to, ze jen ziidka (jestli vubec) existuje dost jedincu vsech typu, aby byly odstranény oligopolistické prvky
ze vsech trhu. Druhym duvodem je, ze ekonomiky ¢asto obsahuji prvky, které méni nebo ni¢i podminky pro
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vetfejné statky.

3.8 Verejné statky, externality, ekonomika blahobytu

Kdyz studujeme problematiku vefejnych statku, je obtizné stanovit jasny rozdil mezi literaturou, ktera se
zabyva ekonomickou analyzou a studiem politicky véd. Zakladni vlastnosti takovych problému je, ze jejich
zkoumani vyzaduje pristup zalozeny na studiu politické ekonomie.

Ptesto, ze je to spojeno s ekonomikou blahobytu, nediskutuje problematiku volebnich systému. Je dobie
znamo, ze v piipadé, kdy se v ekonomice objevuji externality, nemusi existovat i¢inny cenovy systém. Presto
muze byt navrzen danovy a dotac¢ni systém, ktery umozni uc¢inné fungovani cenového systému.

Shapley a Shubik (1969a) a Foley (1970) dokazali, ze danovy systém doporuc¢eny Lindahlem je vhodny.
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(vngjsi) zaporné tuspory??? Klevorck a Kramer (1973) pracovali na specidlnim danovém schématu pro fizeni
znecistovani ovzdusi. Aumann a Kurz (1977) aplikovali smiSeny model hrozeb, cen a the value solution na
danovy systém.

Role hrozeb je velmi vyznamna, kdyz se zabyvame problémy, které zpusobuji externality a vefejné statky.
Donuceni jedince sdilet vefejné statky a zabranéni mu uzivat je bez zaplaceni vede k mnoha typu verejnych
statku.

Shubik (1966) doporucil danovy systém zalozeny na téchto tvahach. Vyznamné aplikace teorie her na
danové problémy a vefejné finance uvadi Schleicher (1971). Nedélitelnosti a jiné vlastnosti, které mohou
zpusobit nekonvexnosti ve spotiebé nebo produkci jedince studoval Shapley a Scarf, Shapley a Shubik,
Shubik, a ostatni.

Shapley a Shubik (1967) a Shubik (1971) se zabyvali externalitami zpusobené rozdilnym vlastnictvim
stejné jako fina¢ni externality zpusobené pritomnosti trhu. Buchanan a Tullock, Davis a Whinston, Zec-
khauser a dalsi, jejichz prace se nevztahuji primo k teorii her jako takové, ale vyuzivaji ji pro feseni problému
vefejnych statku a ekonomiky blahobytu.

Dalsi aspekt ekonomiky blahobytu, pro ktery se da teorie her pfimo pouzit, zahrnuje studie celkovych
dani, dotaci a kompenzacnich schémat.To zavisi na predpokladech zvazujicich vhodnost sidepayment me-
chanismu a vztah mezi socialnimi a ekonomickymi o¢ekdvanimi a strukturou individualnich preferenci.

3.9 Penize a financ¢ni instituce

V poslednich letech se zdjem presunul na konstrukci mikroekonomické teorie penéz. Tato prace povazuje za
zaklad vSeobecnou rovnovahu nestrategického modelu cenového systému.

Préce autoru: Foley (1970), Hahn (1971), Starr (1974) a jinych slouzi jako piiklady statickych modelu,
Crandmont (1977) pokryva dynamické modely. V rozporu s nestrategickymi pristupy, které predstavuji:
Dubey a Shubik (1977, 1978), Shapley (1976), Shapley a Shubik (1977), Shubik (1972, 1975) a dalsi se
zabyvali non-cooperative game modely trzni ekonomiky uzivajici komodity nebo nekryté bankovky. Hlavni



prinos téchto dél spociva v tom, ze vyzaduji od strategického modelovani zavadéni zékladnich struktur
a pravidel hry, které muzou byt interpretovany v terminech trhu, finanénich instituci a zakonu. Jestlize
specifikujeme uziti penéz, musime brat v tvahu rozdil mezi penézi a uvéry. Musime specifikovat zakony
tykajici se bankrottu. Musi byt uveden zpusob, jakym do systému vstupuji penize a tvéry. Musi se rozhodnout,
zda modelovat bankéfe jako samostatné hrace v money game. [Shubik (1976)].

Jednoduchy piipad non-cooperative games zabyvajici se trhem s komoditnimi penézi a nabidkami ob-
chodniku je tento: Méjme n obchodnikii a m + 1 komodit. Kazdy i-ty obchodnik mé uzitkovou funkci a
pocatecni zdroje kde. Posledni (m + 1)-ni komodita je charakterizovana jako penize ve smyslu, ze vSechny
transakce prvnich m komodit jsou placeny pro uziti (m + 1)-ni komodity. Strategie obchodnika i je vektor
2m cisel, kde je obchodnikem nabizené mnozstvi zbozi j; je nabidka sumy, kterou je ochoten obchodnik ¢
utratit za ndkup zbozi j; a je penézni omezeni. Cena j-tého zbozi, 7 = 1,...,m, je cena (m + 1)-ntho zbozi
je 1. Konecné zasoba zbozi j drzend hracem ¢, pro 7 = 1,...,m, je Konetnd zasoba zbozi m + 1 drzend
hracem i je

Takze hra vyzyva kazdého hrace i, aby si vybral strategii si, a tim maximalizoval Nékteré vysledky
byly obdrzeny pouzitim teoretické analyzy kooperativni hry. Konkrétné bylo ukazano, ze pokud se obchod
odehrava na trhu, pak jsou penézni externality skutecné.

3.10 Dalsi aplikace

Pted pracemi Nyblena (1951) a Faxena (1957) neexistovalo mnoho aplikaci teorie her do makroekonomie.
Tento vyvoj je nicméné podnétny v moznosti povazovat souhrnné agregéaty za hrace strategické hry. Kromé
pouziti, které jsme uvedli, existuje spousta materialu k ekonomii a predmétum blizkym v podobé praci
Sleichera (1971) o vetejnych financich, Shaleyho (1962) o byrokracii a organizaénim pldnovéani, Shubika
(1962) o névrzich stimulujicich systému, Littlechilda (1974) o problémech karteli. Existuje také mnoho
literatury o pouziti v politickych védéach, coz souvisi s ekonomickymi pracemi, ale neni predmétem této
studie.
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