Bi7491 Regresni modelovani

Logisticky model



Co byste jiz meéli vedét a umet?

< Védeét, jak se definuje linearni regresni model

< \lysvétlit predpoklady regresnich model(

“ Umét pouzit v linearnim regresnim modelu rizné typy prediktord

“Veédét, co je multikolinearita, jak ji zjistit a jak se s ni vyporadat

“ Umeét se vyporadat s chybéjicimi daty

“ Védeét, co je interakce, jak ji poznat, a jak ji zohlednit v konstruovaném modelu

< Znat moznosti kauzalniho plsobeni riznych faktorl, umét popsat rozdil mezi
zkreslujici proménnou a mediatorem, popisovat jednoduché vztahy pomoci
modelovych diagramu

“ Znat zakladni pravidla pro zarazovani proménnych do modelu

“ Umét posoudit splnéni modelovych predpokladi pomoci grafickych nastrojd
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Co byste meéli vedét a umet
po dnesni hodiné ?

~Znat uzitecné veliciny pro méreni vztahu/ucinku: pomér rizik a pomér sanci

~Znat princip metody maximalni vérohodnosti

~Veédeét, co nového nam ve srovnani s klasickym linearnim modelem mohou
poskytnout zobecnéné linearni modely

~“Umeét nadefinovat logisticky model a popsat jeho uziti

~Znat zakladni metody pro ovéreni predpokladi modelu
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Logisticky model

Pomer rizik a pomer sanci



Motivace

< Sledujeme souvislost véku matky a vyskytu nahlého umrti kojence (SIDS).
Vysledky dany v tabulce:

Vék matky
SIDS
Do 25 let 25 avice let Celkem
Ano 29 15 44
Ne 7301 11241 18542
Celkem 7330 11256 18586

= Jak rozhodnete o zavislosti uvedenych veli¢in?

D

MuzZete néjak kvantifikovat silu vztahu mezi veli¢inami? O
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Motivace

< Sledujeme souvislost véku matky a vyskytu nahlého umrti kojence (SIDS).
Vysledky dany v tabulce:

Vék matky
SIDS
Do 25 let 25 avice let Celkem
Ano 29 15 44
Ne 7301 11241 18542
Celkem 7330 11256 18586

“ Pomoci Pearsonova chi-kvadrat nebo Fisherova exaktniho testu mizeme
rozhodovat o zavislosti/nezavislosti dvou sledovanych velicin. Testy ale
neumoznuji tento vztah kvantifikovat.

“ Ma-li to smysl a chceme-li kvantifikovat (rozhodovat o tésnosti této
zavislosti) mliZeme pouzit tzv. relativni riziko a pomér Sanci.
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Relativni riziko = Relative risk

“ \lypocet relativniho rizika (RR) umoznuje srovnat pravdépodobnosti vyskytu

sledovaného jevu ve dvou rliznych skupinach.

“ 1. skupina — experimentalni nebo skupina s expozici urcitému faktoru

« 2. skupina — kontrolni nebo skupina bez expozice

Pravdépodobnost vyskytu jevu v 1. skupiné (experimentalni)

P
RR= _n
Pravdépodobnost vyskytu jevu ve 2. skupiné (kontrolni) P
Skupina
Sledovany jev a
Experimentalni Kontrolni Celkem P
Ano a b a+b | Emmm) RR=P1: agc
Ne c d c+d o g
b+d
Celkem a+c b+d n
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Priklad — relativni riziko

“ Sledujeme souvislost véku matky a vyskytu nahlého umrti kojence (SIDS).

Vysledky dany v tabulce:

Vék matky
SIDS
Do 25 let 25 avice let Celkem
Ano 29 15 44
Ne 7301 11241 18542
Celkem 7330 11256 18586
P a 29 Riziko vyskytu SIDS u déti
RR='1_a+c _ 29+7301 _ 297 ) matek ve véku do 25 je téméF¥
P, b 15 trikrat vy$si nez u déti matek
b+d 15411241 rodicich ve vyssim véku.
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Riziko vs. ,Sance” (odds)

< Riziko — odhad pravdépodobnosti vzniku onemocnéni

“ Relativni riziko — pomér dvou pravdépodobnosti

“» Sance — pomé&r pravdépodobnosti vyskytu jevu a vyskytu opaéného jevu

odds = i

1

“ nabyva hodnot mezi 0 a nekonec¢nem

“ pokud kan vyhraje s pravdépodobnosti 10%, jaka je jeho Sance na vyhru? @
0
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Pomeér sanci = Odds ratio

“ Pomér Sanci (OR) je dalsi charakteristikou, kterd umoznuje srovnat vyskyt

sledovaného jevu ve dvou rliznych skupindch.

“ 1. skupina — experimentalni nebo skupina s expozici urcitému faktoru

“ 2. skupina — kontrolni nebo skupina bez expozice

Pravdépodobnost vyskytu jevu v 1. skupiné (experimentalni)

R
OR 1 - Pravdépodobnost vyskytu jevu v 1. skupiné (experimentalni) O, 1-PR,
B Pravdépodobnost vyskytu jevu ve 2. skupiné (kontrolni) O0 Po
1 — Pravdépodobnost vyskytu jevu ve 2. skupiné (kontrolni) 1-PF,
Skupina
Sledovany jev Pl a
Experimentalni Kontrolni Celkem 1_p -
Ano a b a+b ‘ OR = P e g
0
Ne c d c+d S
Celkem a+c b+d n
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riklad — odds ratio

Sledujeme souvislost véku matky a vyskytu nahlého umrti kojence (SIDS)

Vysledky dany v tabulce:

Vék matky
SIDS
Do 25 let 25 avice let Celkem
Ano 29 15 44
Ne 7301 11241 18542
Celkem 7330 11256 18586
P Y
. 1P a 29 ,Sance” na vyskyt SIDS u déti
OR="_"1_C_ 7301 ~208 ‘ matek ve véku do 25 je téméF
P, b 15 trikrat vy33i nez u déti matek
1-P a 11241 rodicich ve vyssim véku.
0
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Grafické srovnani RR a OR

i Vyskyt sledovaného jevu

i Bez vyskytu sledovaného jevu

prerid . prenid

it
it
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Komentare k RR, OR

“ hodnota relativniho rizika leZzi mezi 0 a 1/P,
“ pro bézné jevy nelze pozorovat vysoké hodnoty relativniho rizika

pokud je riziko v kontrolni skupiné 66%, maximalni RR je 1,5

“ OR je obtiznéjsi interpretovat
“ muze byt vhodné konvertovat na RR, musime ale znat riziko v kontrolni skupiné

n___ OR or _ RRU-PR)
1-FR,(1-0R) 1-P,RR

“ nevychazi stejné, ale oba jsou validni ukazatele ucinku

? kdy spolu obé veli¢iny RR a OR splyvaji?
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Zakladni typy

epidemiologickych studii
Exponovani jedinci . Sudalosti

“ Kohortova studie s
“ U nékterych subjektu je rizikovy oo | @ cerudilost
v e, (ndhodné 5
faktor pritomen a u jinych ne - vybrana ze

Sudalosti

studované 4 I:I
sledujeme v Case, zda se vyskytne populace) O—<
<> Bez udalosti

Jedinci bez expozice

udalost.
Zatatek studie Prabéh studie Cas
+ Studie pripadi a kontrol
Exponovani jedinci . . Pfipady (s udalosti)
“ U nékterych subjektl se udalost > <
vyskytla a u jinych ne > zpétné Jedincibez exporice () LI pripady (s uddlost)

hodnotime, zda se lisi s ohledem na

Exponovani jedinci Kontroly (bez udalosti)

néjaky rizikovy faktor. .>—<‘
O

Jedinci bez expozice Kontroly (bez udalosti)

Historie Zacatek studie Cas
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Pouziti RR a OR

“» Kohortova studie — u nékterych subjektd je rizikovy faktor pritomen a u
jinych ne - sledujeme, zda se vyskytne udalost.

= Zjisténda pravdépodobnost vyskytu udalosti v kontrolni skupiné je
reprezentativni, nebot prospektivné zarazujeme vsechny pacienty
-> korektni pouziti RR.

+ Studie pripadd a kontrol — u nékterych subjektl se udalost vyskytla a u
jinych ne = zpétné hodnotime, zda se lisi s ohledem na néjaky rizikovy
faktor.

“ Zjisténa pravdépodobnost vyskytu udalosti v kontrolni skupiné neni
reprezentativni, nebot ji ovliviiujeme zpétnym vybérem skupin subjektd.
-> nekorektni pouziti RR.

- korektni pouziti OR.
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Pomeér sanci — dalsi priklad
Protektivni ucinek hormonalni antikoncepce
na riziko zhoubného nadoru vajecniku

TABLE 2. Oral contraceptive use characteristics, including estrogen and progestin dose, among
ovarian cancer cases and controls, Delaware Valley area, May 1994 to June 1998

Controls .
Variable e Kt Clude 9% i+ AT 95% Cl
Oral contraceptive use
Never 341 426 1.0 1.0
Ever 426 940 0.6 0.5, 0.7 0.6 0.5, 0.8
OC user P,
Ovarian cancer a1 a 426
Yes No Total OR = 1-PB _C _940 _,56

Yes 426 | 341 | 767 P b 341
No 940 | 426 | 1366 1-F d 426
Total 1366 767 2133

yoance“ na zhoubny nador
ovarii se snizuje o0 40%
Zdroj: Risk of Ovarian Cancer in Relation to Estrogen and Progestin Dose and Use Characteristics of Oral Contraceptives, Ness a kol.
2000
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Logisticky model

Metoda maximalni verohodnosti



Metoda maximalni vérohodnosti

“ Autorem je R. A. Fisher (1922). Anglicky ,,maximum likelihood estimation®.
“ Mame n nezavislych stejné rozdélenych pozorovani (i.i.d.) z rozdéleni s
hustotou f(X;0).

“ Sdruzena hustota odpovidajici n pozorovanym hodnotam x, x,,..., X, je:

f(X,..0 X, |9)=f[f(xi;9)

“ Sdruzena hustota vyjadruje(za predpokladu, ze zname 6), jak moc je
pravdépodobné, Ze pozorované hodnoty pochazi z rozdéleni s hustotou f (X;6)
“ Pointa metody maximalni vérohodnosti: Divat se na sdrnuienou hustotu jako na
funkci 6 a vybrat 0 takové, aby vyraz f (x,...,X, |6) = H f(x;;8) byl co
i=1

nejvetsi (maximum).
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Verohodnostni funkce

“ Zavadime tzv. vérohodnostni funkci (,likelihood function®):

L(O| X,-..,X,)=F(X,...,X | 6)

“ Maximalné vérohodny odhad, zna¢ime ho 8, ¢ , je &islo, které maximalizuje

verohodnostni funkci, tedy

O, e =argmax L(@]X,...,X )
0O

“ Vlypocetné se jedna o reseni rovnice (rovnic):

dL(@]X,,...,x.)/dO=0

“ Musime si jesté ovérit, ze se jedna o maximum — napr. pomoci druhych

derivaci.
Opdfej Majek, 2029 o S ' MUNTIT Institut biostatistiky a analyz
Bi7491 Regresni modelovani — Logisticky model IBA MED Lékaiska fakulta, Masarykova univerzita



Logaritmus verohodnostni funkce

“ Casto je vyhodnéjéi (hlavné vypocéetné jednodudsi) maximalizovat logaritmus

verohodnostni funkce:

1(@]%,,...,%,)=InL(E] X ,...,xn)=lnﬁf(xi;6?)=znlln f(x;;6)
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Priklad
ML odhad parametru pn normalniho rozdéleni

“ Mame n i.i.d. pozorovani z normalniho rozdéleni: x;, x,,..., X,
“ Sdruzend hustota ma tvar:

~(x—p)? 126

L 1
f(Xl,...,anlLl,Gz):I Iﬁe
i=1 TO

“ Logaritmus vérohodnostni funkce ma tvar:
INL(z, 0% | X,..., %) = ?)
0

< Parcialni derivace logaritmu vérohodnostni funkce maji tvar:

olnL/ou= @

O

olnL/dc® = @

O
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Priklad
ML odhad parametru pn normalniho rozdéleni

“ Mame n i.i.d. pozorovani z normalniho rozdéleni: x;, x,,..., X,
“ Sdruzend hustota ma tvar:
~(x~u)? 120"

L 1
f(Xl,...,anlLl,Gz):I Iﬁe
i=1 TO

“ Logaritmus vérohodnostni funkce ma tvar:

n n 1 &
InL(x,0% | %,....%,)=—=IN27——Ino* - > (% — 1)’
(,U | 1 n) 2 2 20 ( i :u)

2
i=1

< Parcialni derivace logaritmu vérohodnostni funkce maji tvar:

oIn L/@,u:122(xi —1)=0
O

n 1 <
olnL/ooc? =— + (x. —u)° =0
20° 20" ,Zzl“
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Priklad
ML odhad parametru pn normalniho rozdéleni

“ Vysledkem jsou nasledujici odhady:

Ondfej Majek, 2020 . HE_ WMUNT Institut biostatistiky a analyz
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Logisticky model

Zobecnény linearni model



Zobecnény linearni model

“ zobecnéni mnoha existujicich statistickych model(
“ John A. Nelder (1924-2010), Robert W.M. Wedderburn (1947-1975)

J. R. Statist. Soc. A, 370
(1972), 138, Part 3, p. 370

Generalized Linear Models

By J. A. Nerper and R. W. M. WEDDERBURN
Rothamsted Experimental Station, Harpenden, Herts

SUMMARY

The technigue of iterative weighted linear regression can be used to obtain
maximum likelihood estimates of the parameters with observations distri-
buted according to some exponential family and systematic effects that can
be made linear by a suitable transformation. A generalization of the analysis
of variance is given for these models using log-likelihoods. These generalized
linear models are illustrated by examples relating to four distributions; the
Normal, Binomial (probit analysis, etc.), Poisson (conlingency tables) and
gamima (variance components),

The implications of the approach in designing statistics courses are
discussed.
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Zobecnény linearni model

“ zobecnéni mnoha existujicich statistickych model(
“ John A. Nelder (1924-2010), Robert W.M. Wedderburn (1947-1975)

Klasicky model nezavislé normalni
Vé rs v —_— —_— 2 v 4 ,
1. Nahodna cast EY, =4 DY, =0 Predpoklad rozlozeni

2. Syst ticka cast p

. Systematicka cas _ ., :
y =P+ Z,BJ X Linedrni prediktor
j=1
3. Spojeni mezi ndhodnou a systematickou ¢asti L =1, Linkovaci funkce
Ondfej Majek, 2020 . HE_ WMUNT Institut biostatistiky a analyz
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Zobecnény linearni model

“ zobecnéni mnoha existujicich statistickych model(
“ John A. Nelder (1924-2010), Robert W.M. Wedderburn (1947-1975)

Klasicky model nezavislé normalni
. iy 2

1. Nahodna cast EYi = U DYi =0 Pfedpoklad rozlozeni
0 Trida exponencialnich rozdéleni

2. Systematicka cast _

y =0+ ZIBJ X; Linedrni prediktor

j=1

3. Spojeni mezi nahodnou a systematickou ¢asti =1 Linkovaci funkce

| |

Vhodné funkce

ODHAD PARAMETRU METODOU MAXIMALN{ VEROHODNOST!I
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Cemu se budeme vénovat?

“ Logisticka regrese
“ binomické (alternativni) rozdéleni vysledku, linkovaci funkce logit(.)
“ Poissonova regrese

“ Poissonovo rozdéleni vysledku, linkovaci funkce In(.)

“ pozdrobnéji o zobecnénych linearnich modelech

“viz predmét M7222 Zobecnéné linearni modely
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Logisticky model

Logisticka regrese



Binomicke rozdeéeleni

“ Diskrétni rozdéleni, které popisuje pocet vyskytl sledované udalosti (ve formé
nastala/nenastala) v sérii n nezavislych experimentu, kdy v kazdém

experimentu je stejna pravdépodobnost vyskytu udalosti a je p = m.

“ Pravdépodobnostni funkce:

POX =K)=| | |7 @-m)"

“ Stredni hodnota E(X) =Nrx
"~ Rozptyl D(X) =nz(l—7)
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Formulace logistickeho modelu

“ Uvazujeme binarni vysledek, ktery chceme vztahnout ke znamym vysvétlujicim

proménnym — modelujeme pomoci alternativniho (binomického) rozdéleni
Y ~ A(r;)
I : 1’ | I B | ’ n
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Formulace logistickeho modelu

Normalni linearni regresni model:

EY. = 5, + 0,X, +...+,BpxiIO
1=1....n

Logisticky regresni model — modelujeme pravdépodobnost udalosti pro i-ty subjekt:

logit(p,) =5, + BXy +...+ BX,

linkovaci funkce linearni prediktor (oznaCujeme pismenem n —,,éta“)
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Linkovaci funkce

logit(p) = In—— logit™(n) = expit(n) = exp()
1-p 1+exp(n)

logit(p)
expit(n)

P

n
Ondiej Majek, 2020
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Linkovaci funkce

logit(p) = In—— logit™(n) = expit(n) = exp()

1-p 1+exp(r)
o
—
q' —
o _|
o
N p—
© |
a Sl
= © =
= of
o s ST
C}I ]
N
o
<II' —
o |
T T T T T T © T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 4 2 0 2 4
P n
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Interpretace koeficientu

Subjekt 1: Subjekt 2: ::;2:;5:19
logit (p,) = 4, logit (p,) = f, snéjakym
inarnim
Py Py :
In = In = + prediktorem
i o Ath
Py Py
=eX =ex +
- p, P(f,) T, p(5, + 1)
Odds ratio (pomér sanci) na néjakou udalost:
Py
OR(Z,l) _ 1- P2 _ exp(ﬂo +:B1) _ EXp(,Bo) exp(ﬂ1) _ eXp(,Bl)
b exp(/5,) exp(f,)
1-p

Exp(odhad parametru) PREDSTAVUJE ODDS RATIO SPOJENE S DANYM PREDIKTOREM
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Interpretace koeficientl — priklad 1
Rizikové faktory pro trombozu
spojenou s chemoterapii

Table 2. Predictors of venous thromboembolism in the derivation
cohort by multivariate logistic regression analysis

Odds ratio*
Patient characteristic B (95% CI)
Site of cancer
Very high risk (stomach, pancreas) 1.46 4.3 (1.2-15.6)
High risk (lung, lymphoma, gynecologic, 0.43 1.5(0.9-2.7)
genitourinary excluding prostate)
Low risk (breast, colorectal, head and neck) 0.0 1.0 (reference)

Prechemotherapy platelet count 350 x 10%L or more  0.60 1.8(1.1-3.2)
Hemoglobin level less than 100 g/L or use of red cell  0.89 2.4 (1.4-4.2)

growth factors

Prechemotherapy leukocyte count more than 0.77 2.2 (1.2-4)
11 x 109L

BMI 35 kg/m2 or more 0.90 2.5(1.3-4.7)

*Odds ratios are adjusted for stage.

Zdroj: Development and validation of a predictive model for chemotherapy-associated thrombosis, Khorana a kol. 2008
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Interpretace koeficientl — priklad 2
Rizikové faktory pro pooperacni
plicni komplikace

Table 6

Results from the multiple logistic regression analysis, relating the probability of postoperative pulmonary complications to various covariates.

Covariate y2 (df} P Odds-ratio (Cl)
Type of operation 33.7 (2) <0.0001

Abdominal vs, orthopaedic 10.18 (3.69-28.12)
Gynaecological vs. orthopaedic 1.95 (0.51-7.39)
Special risk group

Pancuronium and a TOF-ratio below 0.7 11.9 (1) 0.0006 5.08 (2.12-12.15)
Duration of anaesthesia

dichotomized, above vs. below 200 min 10.4 (1) 0.0013 3.32 (1.60-6.88)
Age

linear effect for each 10 years 19.7 (1) <0.0001 1.63 (1.29-2.06)

Zdroj: Residual neuromuscular block is a risk factor for postoperative pulmonary complications, Berg a kol. 1997
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Logisticky model

Overeni spravnosti modelu



Spravnost modelu

Pozorované hodnoty vysledku Y, Y' — (y1’ y2"'" yn)

Predikované hodnoty vysledku 91 )7' — (91’ 92""’ yn)

1. Pozorované a predikované hodnoty od sebe nejsou pfrilis vzdaleny
e celkova shoda

2. Z4dné z pozorovani k celkové vzdalenosti extrémné nepfispiva
* individudlni komponenty celkové statistiky, dalsi metody

e analyza rezidui
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Celkova shoda
(overall goodness of fit)

“ Nulova hypotéza:

Skutecna regresni funkce je rovha modelové funkci
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Predikce pravdépodobnosti udalosti

Pi = expit(ﬂo + [ Xy "‘---"',Bpxip)
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Predikce pravdépodobnosti udalosti

Je vhodné srovnavat se seskupenymi pozorovanimi:

Si — CEEERDDIRDODINHD OO @D O OO O @O o [e] [e]

0.8
|
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Prob(CHD)
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To lze popsat formalné a statisticky testovat...
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Overeni splnéni predpokladu
analyza rezidui: Pearsonova rezidua

“v Pearsonova rezidua

N

r Yi — 7

TR A)
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Overeni splnéni predpokladu
analyza rezidui: Deviancni rezidua

“v Deviancni rezidua

d, =—/2In(1- 7)) proy; =0

d, = /2in(#,) pro ;=1
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Oveéreni splnéni predpokladu
Pl predpoklad
Dalsi bézné diagnostiky
“ Leverage (pakové body)
“ urceni potencidlni vlivnosti daného bodu (pozorovani, které je daleko
od ostatnich a mUze tak ovlivnit vysledek regrese)
“ zavisi na vaze pozorovani a vzdalenosti pozorovani prediktoru
od priiméru
“vaha pozorovani s predikovanou hodnotou pravdépodobnosti blizkou 0
nebo 1 je nizka
< Cookova vzdalenost
“ shrnuje informaci z rezidui a z leverage
“ delecéni diagnostika — uréeni vlivu daného pozorovani na vysledek
“ ukazuje, nakolik pfitomnost daného pozorovani ovlivhuje odhady

koeficient(
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Logisticky model




Co byste meéli vedét a umet
po dnesni hodiné ?

~Znat uzitecné veliciny pro méreni vztahu/ucinku: pomér rizik a pomér sanci

~Znat princip metody maximalni vérohodnosti

~Veédeét, co nového nam ve srovnani s klasickym linearnim modelem mohou
poskytnout zobecnéné linearni modely

~“Umeét nadefinovat logisticky model a popsat jeho uziti

~Znat zakladni metody pro ovéreni predpokladi modelu
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