Diferencialni rovnice

1 Uvod

Diferencialni rovnice jsou matematické rovnice, ve kterych jako proménné vystupuji
funkce a jejich derivace. Kazdy z vas se uz s diferencialni rovnici setkal, ikdyz ve vyreseném
tvaru. Vzpomindte si na hodiny fyziky a vypocet rychlosti télesa za pomoci drahy a casu?
Zde jste pouzivali jiz vyTesenou diferencialni rovnici. Diferencialni rovnice nejsou ale pouze
soucasti fyziky, setkdme se s nimi témér ve vSech oblastech lidského badani. Pri feSeni
diferencidlnich rovnic narazime na pojem diferencial®, se kterym budeme pracovat.

1.1 Zakladni rozdéleni diferencialnich rovnic

Zékladni rozdéleni diferencidlnich rovnic mtuzeme popsat nasledovné:

e Obycejné diferencialni rovnice jsou matematické rovnice, které obsahuji neznamou
funkci jedné nezavislé proménné a jeji derivace. Nazev ,obycejné“ se pouziva jako
protiklad k terminu parcialni diferencidlni rovnice, ve kterych se vyskytuje vice nez
jedna nezavisla proménnd. Nejjednodussi tiidou obycejnych diferencidlnich rovnic
jsou linearni diferencialni rovnice, které maji feseni, jez lze s¢itat a nasobit koeficienty.
Resen{ téchto rovnic lze obvykle zapsat v analytickém tvaru pomoci elementarnich
funkei.

Parcialni diferencialni rovnice je v matematice rovnice obsahujici neznamou funkci
nékolika nezavisle proménnych a jeji parcidlni derivace dle téchto proménnych. Nej-
vysSi z tadu parcialnich derivaci vyskytujicich se v rovnici se nazyva rad parcidlni
diferencidlni rovnice. Parcidlni diferencidlni rovnice jsou zobecnénim obycejnych di-
ferencialnich rovnic, které obsahuji neznamou funkei jedné proménné a jeji derivace.
Kazda obycejna diferencialni rovnice je soucasné i parcialni diferencidlni rovnici.
Parcidlni diferencidlni rovnice muze byt pouzivana k popisu jevu, jako jsou zvuk,
teplo, elektrostatika, elektrodynamika, proudéni tekutin, pruznost, nebo kvantova
mechanika.

! Diferencial v matematice vyjadiuje zavislost zmény hodnoty funkce na malé zméné jejtho argumentu.
Tuto zéavislost aproximuje jako pfimou timérnost v okoli zvoleného bodu. Pro funkce vice proménnych se
pouziva totalni diferencial.



1.1.1 Rad diferenciilni rovnice

R4d diferencialni rovnice je fad nejvyssi derivace, kterd je v ni obsazend. Za Fad soustavy
diferencialnich rovnic povazujeme hodnotu nejvyssi derivace, ktera se v soustavé vysky-
tuje. Podle tadu byvaji diferencidlni rovnice déleny na diferencialni rovnice prvniho fadu
a diferencidlni rovnice vyssich radu.

Diferencidlni rovnice, v nichz se hledand funkce vyskytuje pouze linearné, ptricemz se
nikde nevyskytuji ani souc¢iny hledané funkce s jejimi derivacemi, ani souciny derivaci této
funkce, oznacujeme jako linedarni diferencidlni rovnice. Pokud jedna z uvedenych podminek
neni splnéna, hovorime o nelinearnich diferencidlnich rovnicich.

1.1.2 ResSeni diferencialni rovnice

Za teseni (integral) diferencidlni rovnice (v daném oboru) povazujeme kazdou funkei, ktera
mé, pifslusné derivace a vyhovuje dané diferencialni rovnici. Resenfm (integrélem) soustavy
diferencialnich rovnic je mnozina funkei s derivacemi pottebného radu, které vyhovuji vsem
rovnicim dané soustavy.

Resen{ diferencidlnich rovnic délime na

e obecné — Jako obecné feseni oznacujeme takové reseni diferencialni rovnice, které ob-
sahuje libovolnou integracni konstantu. Prifadime-li kazdé konstanté obecného feseni
urcitou ¢iselnou hodnotu, ziskdme feseni partikularni.

e partikuldrni (¢astecné) — Partikularni (Castecné) fesent je feseni diferencidlni rovnice,
které ziskame prirazenim urcité ¢iselné hodnoty kazdé integracni konstanté obecného
feSeni.

e singuldrni (vyjimecné) — Néktera teseni nelze ziskat z obecného feseni. Takova resent,
ktera se vyskytuji pouze u nékterych rovnic, popf. v nékterych bodech oboru, ozna-
¢ujeme jako singularni nebo vyjimecna.

e homogenni

Partikularni feseni muzeme v pripadé jednoduchych diferencidlnich rovnic vypocitat
analyticky. Nicméneé ve velkém mnozstvi pripadu je analytické feseni prilis obtizné a dife-
rencidlni rovnice se fesi numericky.

Diferenciélni rovnice y' = f(z,y) pfitazuje bodu v roviné [z,y| pravé jednu hodnotu
y'(z), tedy hodnotu derivace hledané funkce. Z diivéjsich lekei vime, ze derivace v daném
bodé je smérnici tecny ke grafu v tomto bodé. Muzeme si ji predstavit jako kratkou
usecku se stfedem v bodé [z, y|. Tato tisecka se nazyva linedrni element. Mnozina vsech
linearnich e lementu diferencialni rovnice se nazyva smérové pole. Smérové pole nam tak
pomahd zobrazit tvar hledanych integralnich kiivek.



2 Diferencialni rovnice 1. radu

Doposud jsme pii feseni rovnic, které byly ve tvaru f(x) = 0 (funkce jedné proménné),
hledali redlné ¢islo (kofen rovnice), které splinovalo podminku. Nyni budeme fesit zcela jiny
typ rovnic a jejich fesenim nebude ¢islo, ale funkce. Prikladem muze byt zadani: Hledejme
takovou funkci, kterd je rovna své derivaci, tedy y = y'. Rovnici napiiklad vyhovuje nase
velmi dobie znam4 funkce e*. Této rovnici ale vyhovuji ndsobky funkce e®. Reseni y = k.e”,
kde k je libovolna konstanta, se nazyva obecné feSeni. Pokud budeme mit stanovenou
podminku y(0) = 2, dosazenim do obecného feseni{ dostdvdme 2 = k.c’, odtud k = 2.
Reseni y = 2¢* je partikuldrni FeSeni, které spliiuje pocdtecni podminku pro z = 0 je
y =2

2.1 Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi

Jsou to rovnice ve tvaru:
y' = [f(x)g(y) (1)
kde f a g jsou spojité funkce. Derivace funkce 3’ je rovna podilu diferencidlu dy adzx,
tedy v = %v dosazenim do rovnice 1 dostavame:

Y Fw)gt) )

Za predpokladu, ze funkce g(y) je nenulovd, separujeme proménné, tedy upravime rov-
nici tak, ze vyrazy s proménnou y prevedeme na jednu stranu rovnice a vyrazy s proménnou
x prevedeme na druhou stranu rovnice. Ziskame rovnici ve tvaru:

Y f@)de (3)

Tuto rovnici muzeme zintegrovat:

5= [ s@a (4)

Nesmime zapomenout, ze primitivni funkce se lis{ o konstantu. Ptictenim konstanty k
jedné strané rovnice obdrzime obecné feseni diferencialni rovnice. Pokud zndme pocatecni
podminky pro feseni, muzeme vypocitat hodnotu prictené konstanty a tim ziskat parti-
kularni feseni diferencialni rovnice, které splnuje zadané pocatecni podminky:.

Priklad 1 Nyni si ukdzkové vyfesime diive zminénou diferencialni rovnici y = /.

_dy
y—d:z:
d
de =Y
Yy



y=e®.e”

C

protoze, e¢ je konstanta, muzeme ji nahradit konstantou K = e¢ a ziskdme hledanou

rovnici:
y= Ke*

Priklad 2 Naleznéte obecné feSeni diferencidlni rovnice y' = 2xy.
Reseni: Rovnici si prepiseme do diferencidlového tvaru.

dy

A
dx w
odtud za predpokladu, ze y # 0:
d
W _ 2x dx
Y

Obé strany rovnice zintegrujeme:

d
/—y:/2xdx
Yy

Vyfesenim integralu na obou strandch rovnice dostaneme tvar:

In |y| — x2+K

Aplikujeme pravidla pro pocitani s logaritmy:

In|y| = 2+ K= In e* +IneX = Ine® K

Po odlogaritmovani dostavame fesSeni:

ly| = e e”

Konstantu e® muzeme piepsat do tvaru C' = X, kde C' € R a rovnici pfevedeme na
tvar:
2
y=Ce"

V piipadé, ze C = 0 bude zde zahrnuto i feseni y = 0.
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2.2 Linearni diferencialni rovnice 1. fradu

Jedné se o diferencidlni rovnice tvaru:

y +p()y = f(z) (5)
kde p(x) a f(x) jsou spojité funkce.
Rovnici
y +p(x)y=0 (6)
nazyvame homogenni linearni diferencialni rovnici - HLDR.
Rovnici
y + )y = f(z) (7)

nazyvame nehomogenni linearni diferencialni rovnici - NLDR.

Vyteseni HLDR je snadné - rovnici lze pfevést na rovnici se separovanymi proménnymi.
Reseni NLDR ziskdme tak, ze k obecnému feseni pifslusné HLDR piicteme jedno parti-
kulérni feseni NLDR.

Priklad 3 Naleznéte obecné FeSeni rovnice vy = 2y + .
Reseni:

1. krok: Nejprve vyfesime homogenni rovnici: ¢y = 2y. Protoze se jedna o rovnici se

separovanymi proménnymi, jeji feseni lehce zvladneme.

dy
dr

d
/—y:/de
Yy

Resenim rovnice In |y| = 22 + K a po odlogaritmovéni obdrzime obecné feseni ho-
mogenni rovnice

2y

Yo = Ce*
kde C € R.

2. krok: Pro hledani partikularniho feseni nehomogenni rovnice pouzijeme metodu va-
riace konstanty, kdy konstantu C' nahradime funkci C'(x) proménné z a vypocteme

jejl prvni derivaci podle x.
yp = Cla)e* (8)

Derivaci podle proménné x dostdvame rovnici (jednd se o derivaci soucinu)

y, = C'(x)e*” +2C (x)e*
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Dosazenim za y a ¢y do puvodni rovnice ziskdme rovnici:

C'(z)e* +2C(z)e* =20 (2)e** +x

tipravou této rovnice (odec¢tenim vyrazu 2C (z)e?* a vydélenim vyrazem e** dostavame
vyraz:

C'(z) = re %

Tuto rovnici zintegrujeme (pouzijeme metodu per partes)

C(ZL’) — /C(Je_Q‘T — _ge—Z:c o _6—2:c

3. krok: Obecné feseni nehomogenni rovnice je dano souc¢tem obecného feseni nehomo-
genni rovnice a partikuldrniho feseni nehomogenni rovnice. V nasem piipadeé:

x 1
:CQJJ____
y=ve Ty

Piiklad 4 Naleznéte feseni diferencidlni rovnice y' — 2% = 22°, které vyhovuje pocatecni

podmince y(1) = 2.

Resent:

1. krok Nalezneme feseni homogenni rovnice 3’ — 2% = 0, tedy % = 2?;,

[l [
y— X

feseni vede na logaritmy:
In|y| =2Inz +InC = Inly| = In(Cz?
odtud
ly| = O

protoze hleddme feseni, vzhledem k poc¢ateéni podmince, v intervalu (0; 00), muzeme
danou rovnici prepsat do tvaru:

y = Oz?



2. krok Vytvoifme a vyfesime prislusnou nehomogenni linedrni rovnici. y,(z) = C(z)z?%.

yo(z) = C'(z)2* + C(z)2a
dosazenim do puvodni rovnice obdrzime rovnici:

2C (z)x?

X

=23

C'(z)x* + O(z)2x —
po upravach dostavame:
C'(z) =2z = C(z) = /2xdw = z?

partikularni feseni ma tvar:

Yp(x) = !

3. krok Soucet obecného feseni HLDR a partikularniho feseni NLDR je obecnym feSenim
zadané diferencidlni rovnice.

y(x) = Co® + 2*

Hledané partikularni feSeni obdrzime dosazenim pocatecnich podminek do obecného
feSeni a vypoctem konkrétni hodnoty konstanty C.

odtud

kde = € (0;00).



Priklad 5 Kromé metody variace konstanty muzeme pouzit i metodu integraéniho
faktoru. Mame-li NLDR tvaru:

Y +p(x)y = f(x)

milzeme ji Fedit tak, ze obé strany rovnice vyndsobime vyrazem I(z) = e/ P(®)% ktery
nazyvame integra¢nim faktorem, a poté rovnici zintegrujeme.
Pti feseni NLDR
Yy + 32°y = 627
je integracnim faktorem vyraz:
[(.’L’) _ ef3x2dx — "

3

’ , . , 3 s s ..

po vyndsobeni obou stran rovnice vyrazem e* dostdvdme rovnici:
3 3 3
e” 1y + 3x%e” y = 62%e”

P1i pozorném zkoumani predchozi rovnice zjistime, ze na levé strané méme rozepsanou
derivaci sou¢inu. Rovnici proto muzeme upravit do tvaru:

<€x3y)/ — 6I2623

nyni muzeme obé strany rovnice zintegrovat:
3 3
e’y = /6$2€x dx

Integral na pravé strané rovnice vyiesime substituci t = 23, odtud dx = 3% dostaneme
tak vyraz:

e’y =2¢"" 4+ C
upravou rovnice dostavame:
y=2+ Ce ™

Tento vyraz je obecnym teSenim zadané linearni diferencialni rovnice.

3 Abplikace diferencialnich rovnic prvniho radu v che-
mii
3.1 Radioaktivita a radioaktivni rozpad

Radioaktivita je jev, pfi némz dochazi k vnitini preméné slozeni nebo energetického stavu
atomovych jader, pricemz je zpravidla emitovano vysokoenergetické ionizujici zareni. Ra-
dioaktivitu objevil v roce 1896 Henri Becquerel u soli uranu. K objasnéni podstaty radi-
oaktivity zdsadnim zpusobem pfispéli francouzsti fyzikové Pierre Curie a jeho zena Marie



Curie-Sklodowska, ktera byla polského puvodu. Dalsi z védcu zabyvajicich se radioakti-
vitou byl Ernest Rutherford, ktery dokéazal, ze rychlost radioaktivniho rozpadu je pfimo
umeérnd poctu atomu piislusného prvku N. Tento jev je zavisly na case N(t). Radioaktivni
rozklad muzeme popsat diferencialni rovnici:

N' = -)\N

kde A > 0 je konstanta premény. Jednd se o rovnici se separovanymi proménnymi, u které
muzeme zavést pocateéni podminku N(0) = Ny, tedy v case po¢atku méreni mame Ny
atomu. Zménu poc¢tu atomu muzeme zapsat pomoci rovnice:

dN
— = —AN
dt
Po separaci proménnych obdrzime:
dN
— = —\dt
N
Tuto rovnici zintegrujeme
dN
— = [ =\t
[5-]
Odtud dostavame teseni
N(t) = Ke ™

Aby byla splnéna pocéteéni podminka musi platit Ny = Ke¥ a feseni pocateéni ilohy
ma tvar:

N(t) = Noe™

Pro tulohy tohoto typu je dulezity pojem polo¢as rozpadu, coz je doba, za kterou se
preméni praveé polovina atomu. V praxi se tohoto jevu vyuziva k ur¢ovani stari organickych
latek, kde sledujeme izotop uhliku “C, jehoz polocas rozpadu je 5568 let. Cim dels je
s malym polocasem rozpadu. Radioaktivni prvky s dlouhym polo¢asem rozpadu mohou byt
pri kontaminaci ve velké koncentraci nebezpeéné pro zdravi zivocichu.

Piiklad 6 Pro izotop uhliku *C zndme polocas rozpadu, ktery je 5568 let. Za jak dlouho
se premeéni i jader izotopu uhliku C. Dosadime-li do vztahu za N(t) = N, a t = 5568

-2
dostaneme:

1
ZN, = N, —5568A
5 0 0€



vydélenim rovnice vyrazem Ny dostavame:

1
D 5568
2

Rovnici zlogaritmujeme a ziskame vyraz:

In2

—In2 = —5568\ = A\ = ——

N 5568
Pro preménu }l jader izotopu plati:
4

Odtud pro t plati:
5568 hn§L )
=——==2310

In2

Ctvrtina véech jader izotopu uhliku "C' se piemeéni za 2310 let.

3.2 Kinetika chemickych reakci

Pfedmétem zajmu chemické kinetiky je prubéh chemickych reakei pred ustavenim chemické
rovnovahy. Kinetika studuje zejména rychlost reakci, katalytické pusobeni nékterych latek
a mechanizmy reakci, tj. jejich skute¢né prubéhy na molekularni trovni.

3.2.1 Zakladni pojmy

Rychlost chemické reakce je definovana analogicky jako ve fyzice rychlost télesa. Rych-
lost chemické reakce bude bude zavisla na case stejné jako rychlost télesa ve fyzice. Pti
chemické reakci ale dochazi ke zméné koncentrace jak vychozich latek - jejich spotiebé, tak
produkti - nérust jejech koncentrace. Rychlost chemické reakce tedy vyjadiime jako podil
zmény koncentrace za ¢asovy tsek.

d(c)

d(t)

Pro snazsi zépis budeme pro zépis koncentrace latky A misto ¢(A) pouzivat ndm jiz
dobfe znadmy zapis [A]. Protoze pii chemické reakeci dochdzi ke spotiebé vychozich latek
budeme jejich koncentraci uvadét se zapornym znaménkem, naopak produktu pii reakci
pribyva a proto budeme zménu jejich koncentrace vyjadirovat kladnym znaménkem.

v o= —% pro vychozi latky a v = % pro produkty.
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Jak ale vime z praxe, nemusi vzdy rychlost chemické reakce zaviset pouze na koncentraci
jedné latky a v pripadé nékterych reakci muze dokonce zaviset na mocniné koncentrace
chemické latky, nebo na sou¢inu koncentraci nékolik latek. Uvazujme reakci:

aA + BB —~C

Pri vyjadrovani rychlosti chemické reakce tedy vyuzivame stechiometrické koeficienty:.

[A]”

d(t)
Dalsim dulezitym pojmem, ktery budeme pouzivat je fad chemické reakce. Budeme
rozlisovat diléi fad chemické reakce, ktery bude vyjddien exponentem (stechiometrickym

koeficientem) u koncentrace v rovnici vyjadiujici rychlost chemické reakce. Soucet dil¢ich
radu chemické reakce vyjadruje celkovy fad chemické reakce.

Uvazujeme-li kinetickou rovnici:

v =k .[A]*.[B]?

hovorime o diléim Tfadu reakce o vuci koncentraci latky A a dilcim fadu reakce S vuéi
koncentraci latky B. Celkovy tad reakce je roven souctu a + f.

K urceni rychlostniho zakona a tim i fadu dané reakce nestac¢i znat jen chemickou
rovnici, musi se v kazdém jednotlivém piipadé urcit specialnimi metodami.

Dalsim dulezitym pojmem v kinetice chemickych reakci je rychlostni konstanta
- k. Rychlostni konstanta je konstanta vyskytujici se ve vztahu mezi rychlosti reakce
a okamzitymi koncentracemi reagujicich latek (v rychlostnim zakonu). Polozime-li viechny
koncentrace v kinetické rovnici rovny jedné, pak tato rovnice piejde na tvar: v = k. Z toho
vidime, Ze rychlostni konstanta z kinetické rovnice nam ciselné udava, jak rychle by reakce
probihala pii jednotkovych koncentracich vSech vychozich latek v reakci. Hodnota rych-
lostni konstanty je zavisla na tom, jaké latky reaguji a na podminkach pokusu. Nejvétsi vliv
na zménu rychlostni konstanty ma teplota - se vzrustajici teplotou se hodnota k zvétsuje.
Dalsimi faktory, které maji vliv na rychlost reakce, jsou: tlak, rozpoustédlo a pritomnost
nekterych latek, jez se reakci nezméni. Takové latky nazyvame katalyzatory a o procesu
urychleni reakce mluvime jako o katalyze.

V pripadé chemické reakce probihajici v plynné fazi budeme misto koncentraci latek
pouzivat jejich parcialni tlaky.

3.2.2 Reakce nultého radu

Pro tento druh chemickych reakci je charakteristické, ze reakce probihé konstantni rychlosti
a neni zavisla na koncentraci reagujicich latek. Matematicky tento vztah vyjadiime:
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v =k [A]’[B)
tedy

v =k1ll=k
Rovnici rychlosti chemické reakce muzeme zapsat nasledovné:

~C ok
dt

Tuto diferencialni rovnici muzeme fesit metodou separace proménnych.

—dc =k .dt

dc = —k.dt

Pted integraci musime jesté stanovit meze, protoze fesime realny ptripad, ktery probiha
v konecném casovém tseku a za urcité pocatecni koncentrace. Ptiklad resime pro koncen-
traci reaktantu, ktery se v prubéhu chemické reakce spotiebovava, proto je pred zménou
koncentrace zaporné znaménko. Integraci budeme provadét pro casovy tsek v ¢ase od 0 do
casu t. Na pocatku bude koncentrace reaktantu cy a po ¢ase t bude koncentrace reaktantu
rovna hodnoté c. Matematicky zapsano:

c t
/ de = —k/ dt
co 0

[c]e, = —kltl

o
c—cy=—k(t—0)

co—c=kt

Jak zjistime déle, bude mit rychlostni konstanta rtuzné jednotky pro ruzné fady che-
mickych reakci. V nasem piipadé uréime jednotku rychlostni konstanty nasledovné.

Cop— C
t

koncentrace je udavana v jednotkich mol.dm =3, ¢as je v sekundach s. Rychlostni kon-
stanta ma tedy jednotku:

k:

1 mol

mol.dm™3.s7! = .

Dalsim dulezitym ukazatelem kinetiky chemické reakce je polo¢as chemické rekace.
Podobné jako v ptipadé radioktivniho rozpadu hovorime o polocasu rozpadu latky, je
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polocas chemické reakce definovan jako cas, kdy sledovana koncentrace reaktantu poklesne
na polovinu. V ¢case t je tedy koncentrace rovna %co. Kineticka rovnice ma tedy tvar:

CO—§COZk5.t
1
—co=k .t
90
_ %
=9

Posledni otazkou je, jak vypada graf rychlosti chemické reakce. Na osu x budeme
vynaset prubéh sledovaného ¢asu a na osu y koncentraci sledované latky. Grafem bude
primka, jak ukazuje nasledujici obrazek:
¢ [mol/dm3]

<

t [min]

Obrazek 1: Graf rychlosti chemické reakce pro reakci nultého radu

Smérnice piimky je rovna rychlostni konstanté k.

3.2.3 Reakce prvniho rfadu

V tomto piipadé je rychlost chemické reakce zavisla na prvni mocniné koncentrace jedné sle-
dované latky v = k [A]. Rychlost rovnice reakce nultého fddu muzeme zapsat nasledovné:

de

=

I v tomto pripadé fesime diferencialni rovnici metodou separace proménnych a opét
integrujeme pro ¢asovy usek od 0 do t a koncentrace od ¢y do c.

k .c

—dc =k .c.dt
d
- kat
C
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c t
/:—k/dt
co 0

Incf, = —k.t

Inc—1Incy = —kt

Protoze rozdil logaritmi hodnot je roven logaritmu podilu danych hodnot, muzeme
rovnici prepsat do tvaru:

In < = —kt
Co

ln@ =kt
C

Jiz z tohoto vysledku je zifejmé, Ze rychlostni konstanta bude mit pro reakci 1. fadu
jinou jednotku, nez pro reakci nultého fadu. Proto si ji odvodime.

In &
C
t
V citateli zlomku méame pfirozeny logaritmus podilu koncentraci, tedy bezrozmérnou
velicinu. Ve jmenovateli je jednotka casu, tedy sekunda s. Rychlostni konstanta ma tedy

jednotku s1.
Podobné jako v predchozim piipadé si odvodime polocas chemické reakce 1. fadu.

k:

1 Co 1 1 1
ti=—.In(=—)=—.In(+ = —-1n2
>k %Co k % k
Vysledna rovnice mé tvar:
b= In2
ik

Je vidét, ze polocas chemické reakce 1. fadu nezavisi na pocatecni koncentraci vychozi
latky:.

3.2.4 Reakce druhého fadu pro pripad, kdy je rychlost chemické rakce zavisla
na koncentraci pouze jedné latky

V tomto ptipadé lze rychlost chemické reakce vyjadrit rovnici:

v =k .[A]?

nebo také:

LA
dt ¢
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Tuto diferencidlni rovnici fesime stejné jako predchozi pomoci metody separace pro-
ménnych. Postup feseni vypada nésledovneé:

1 c
[—-15, = —k.[d)
1 1
D (—) = —kit
C Co
1 1
S =kt
C Co

Stejné jako v predchozich pripadech, i zde se podivame na jednotky rychlostni konstanty
chemické reakce. Opét vidime, ze i v tomto piipadé bude mit rychlostni konstanta opét
jiny rozmeér. Osamostatnénim rychlostni konstanty ziskame:

jednotka rychlostni konstanty tedy bude:

dm?3.mol™'.s7!

Pro vytvoreni grafu bude vyhodnéjsi na osu y vynést hodnoty % nez hodnoty koncent-

race c.

1/¢ [dm3/mol]

1/c0)

t [min]

Obréazek 2: Graf rychlosti chemické reakce pro reakci 2. fadu

Piipad, kdy rychlost chemické reakce zavisi na koncentraci dvou latek je nad ramec
tohoto kurzu. Pro feSeni uvedeného piipadu je treba umét fesit integraly raciondlnich
lomenych funkci. Pro zajemce o tuto oblast doporucuji u¢ebnice matematické analyzy.
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3.2.5 Resené piiklady
Esterifikace

Zadani: Esterifikace CH3sCOOH + CoHsOH — CH3COOCyHs + H50O byla sle-
dovana mérenim koncentrace kyseliny octové po dobu 31 minut a vysledky byly zapisovany
do tabulky. Objem systému a teplota reakéni smési se béhem reakce neméni. Urcete rych-
lost chemické reakce v case t = 30min, dale urcete rychlost ubytku koncentrace ethanolu
(koncentrace na zacatku reakce byla 1 mol.dm™ a také rychlost ptirustku koncentrace
esteru pro ptipad, kdy jeho pocatecni koncentrace byla nulova.

cas reakce [min] 0 ... 29 30 31
koncentrace kys. octové [mol.dm™3] | 0.5 ... 0.101 0.100 0.099

Reseni: Pro piipad, kdy jsou rozdily koncentraci malé lze rychlost vypoéitat jako
pomér diferenci koncentrace a casu. Rozdil koncentraci mezi 29. a 30. minutou je 0.001
mol.dm ™3 pro ¢asovou diferenci 1 min. rychlost chemické reakce je tedy @. 7 tabulky
plyne, Ze pocatecni koncentrace kyseliny octové je 0.5 mol.dm™3. Z latkové bilance je
ziejmé, ze ubytek koncentrace reaktantu a prirustek koncentrace produktu maji stejné
hodnoty. Ubytek koncentrace kyseliny octové je po 30 minutach roven 0.5 - 0.1 = 0.4
mol.dm =3, ibytek koncentrace ethanolu je 1 - 0.4 = 0.6 mol.dm~3. Pifrustek koncentrace
esteru je roven 0.4 mol.dm=3.

Reakce 2NO + Cly, — 2NOCI

Zadani: Uvazujme chemickou reakci 2NO + Cly — 2NOCI, pro jejiz rychlost plati
vztah v = k [NOJ?[CI] a rychlostn{ konstanta k = 3.84 - 10~*dm®mol=2s~!. Vypocitejte
rychlost reakce pro reakéni nadobu o objemu 2.50 dm3, ktera obsahuje 4.00 mol NO a 3.50
mol Cly. Jak se zméni rychlost reakce, pouzijeme-li poloviéni mnozstvi NO.

Reseni: Nejdiive musime vypocitat koncentrace reaktantu.

[NO] = 38 = 1.60mol.dm™?

[Cly] = 228 = 1.40mol.dm ™3
Dosazenim do rychlostni rovnice ziskame hodnotu:

v =3.84.107* - (1.60)2.(1.40) = 1.38.10"*mol.dm 5.5~

Protoze rychlost reakce zavisi na druhé mocniné koncentrace NO, pii pouziti po-
loviéniho mnozstvi bude rychlost reakce ¢tvrtinova.
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4 Numerické reseni diferencialnich rovnic

V numerické matematice je numerické teseni obycejnych diferencidlnich rovnic postup,
kterym muzeme ziskat priblizné feseni obycejnych diferencidlnich rovnic (ne parcidlnich).
Pouziva se v piipadech, kdy by bylo nalezeni pfesného (analytického) feseni naroéné nebo
v pripadech, kdy analytické feSeni nelze najit.

4.1 FEulerova metoda

Zakladni myslenkou této metody je aproximace feSeni lomenou carou. Za¢neme v bodé
zadaném pocatecni podminkou a v okoli tohoto bodu nahradime integralni kiivku jeji
tecnou. Tim se dostaneme do dalsiho bodu, odkud opét integralni kiivku aproximujeme
tecnou. Smérnici tecny zjistime z diferencialni rovnice ptimo z derivace.

Uvazujme pocatecni ulohu:

/

Yy = f(l',y), y(ﬂUo) =Y

Potiebujeme nalézt priblizné teseni y(z) pro x € [zo;x¢ + a]. Postupujeme tak, ze
interval rozdélime na n podintervalu délky h;, takto dostaneme délici body:
T =20+ hi, 2o =21+ ho, ..., 0y =2p_1+hy, =20 +a

kde hy + ho + ... 4+ hy, = a. Za pomoci funkénich hodnot vypocteme yj, = f(xo, 7o) a
polozime

Y1 = Yo + hayh = yo + haf(zo, o)

Podobné urcime yo = y; + ho f(21,y1) a stejné budeme postupovat déle. Dostaneme tak
priblizné feseni:

y(z) = yi + fzi, yi)(x — x5)
pro x € [z, xi41], (1 =0,1,...,n—1).
Nejjednodussim zpusobem déleni intervalu je pouziti stejné vzdalenych délicich bodu.
V tomto ptipadé bude Eulerova metoda popsana nasledovné:

Tipn=x;+h

Yi+1 = Yi + hf(xzayz)v 1= (Oa ]-727 B an)
Modelovy piiklad Pomoci Eulerovy metody urcete piiblizné feseni pocatecni ulohy
y = x4y pro y(0) = 1 s krokem h = 0,1. Ziskany vysledek porovnejte s analytickym

reSenim.
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Reseni: Méme ddno: h = 0,1, 20 = 0, yo = 1 a f(z,y) = 2 +y. Podle vise popsaného
postupu budeme postupné pocitat:

yl:y0+hf(x0ay0>:1+071(0+1):171
y2:yl+hf($1ayl):171+Oa1(071+171) :1722
Y3 :y2+hf(x2,y2) - 1722+071<072+1722> = 17362

Podobné pak postupujeme déle. Vysledky si zapiSeme do tabulky:

(RS Yi 1| o Yi

110,11 1,100000 6 | 0,6 1,943122

20,2 | 1,220000 7 10,7 (2,197434

3 10,3 1,362000 8 10,8 2487178

4104 | 1,528200 9 10,9 | 2,815895

5 10,5 | 1,721020 10 | 1,0 | 3,187485
Jednd se o linedrni diferencidlni rovnici, jejiz fesenim je y(x) = 2¢* —x — 1 a pro

y(1) = 2e — 2 ~ 3,436564. Chyba naseho numerického feseni od analytického feseni je
0,249079.

4.2 Runge - Kuttovy metody

Zatimco Eulerova metoda pouziva jako smérnici k = f(x;,y;) hodnotu smérového pole v
bodé, ze kterého vychazi, nejjednodussi Runge - Kuttova metoda sleduje hodnoty smérového
pole v bodé, kam bychom dosli v pripadé polovi¢niho kroku od vychoziho bodu - Metoda
RK druhého fadu. Jesté sofistikovanéjsi metoda je RK4 - metoda ¢étvrtého radu.
Zde podobné jako u metody druhého rddu udélame fiktivné pul kroku smérem k; podle
Eulerovy metody a ze smérového pole v bodé do kterého se dostaneme ziskame smér k.
Poté podobné provedeme opét fiktivné pul kroku smérem ko a ze smérového pole v bodé, do
kterého se dostaneme, ziskdme smér k3. Koneéné, smérem ks provedeme fiktivné cely krok
a ziskdme smér k4. Ze vSech téchto sméru vypocitdme vazeny prumeér ve kterém jsou ko
a k3 zastoupeny dvojnasobnou vahou oproti k; a k4 a ziskdme smér pro provedeni dalsiho
kroku metody.
Matematicky vyjadiime Eulerovu metodu takto:

Tit1 = X; + h; Yie1 = Y + hk; b=k = f(xiyyi)

Runge - Kuttovu metodu druhého fadu vyjadiime takto:

h h
Tig1 =2 + 0 Y =y +hky B =ky = f(a; + §,yi+k‘1§)

kde ki = f(z;,y;) jako v Eulerové metodé.
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Runge - Kuttovu metodu ¢tvrtého fadu vyjadiime takto:
1
Tiv1 = 4 -+ h; Yiv1 = Y + hk‘, k‘ = a(k’l + 2]€2 + 2]€3 + ]{,‘4)

kde ki = f(@5,yi), ko = f(mi+ 2, yitki2), ks = f(zi+2, yitkel) aky = f(zi+h,yi+h).

Popsand metoda RK4 dosahuje v jednom kroku chyby odpovidajici A%, kumulativni
chyba je pak v fddu h*. Neuvazujeme-li vliv zaokrouhlovacich chyb, tak mens{ krok obvykle
vede k presnéjsimu odhadu, avsak za cenu vice pocitani.
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