
Monte Carlo simulace

1 Úvod

Monte Carlo jsou algoritmy pro simulaci systémů. Jde o stochastické metody1 použ́ıvaj́ıćı
(pseudo)náhodná č́ısla. Typicky jsou využ́ıvány pro výpočet integrál̊u, zejména v́ıceroz-
měrných, kde běžné metody nejsou efektivńı. Metoda Monte Carlo má široké využit́ı v ma-
tematice, fyzice, chemii, ale i biologii, poč́ıtačové grafice, finančnictv́ı a daľśıch odvětv́ıch.
Základńı myšlenka této metody je velice jednoduchá, chceme určit středńı hodnotu veličiny,
která je výsledkem náhodného děje. Vytvoř́ıme poč́ıtačový model tohoto děje a po proběhnut́ı
dostatečného množstv́ı simulaćı můžeme data zpracovat klasickými statistickými meto-
dami, třeba určit pr̊uměr a směrodatnou odchylku.

Tato metoda byla formulována ve 40. letech minulého stolet́ı a je spojena se zkoumáńım
chováńı neutron̊u a projektem Manhattan2. Za touto metodou stoj́ı jména jako John von
Neumann a Stanislaw Marcin Ulam. Tito dva vědci zkoumali pr̊uchod neutron̊u r̊uzným
prostřed́ım. I když bylo k dispozici velké množstv́ı informaćı, nedařilo se problém vyřešit ani
teoreticky a ani prakticky. Autoři se tedy nechali inspirovat ruletou (proto Monte Carlo).
Podle źıskaných informaćı věděli, že neutron je pohlcen atomem v jednom př́ıpadě ze sta.
Vybrali si tedy jedno poĺıčko rulety, které symbolizovalo toto pohlceńı. Roztočeńı rulety
symbolizovalo pohyb neutronu. V př́ıpadě, že kulička dopadla na jiné, než označené pole,
neutron pokračoval ve své dráze, v př́ıpadě dopadu na označené poĺıčko byl neutron pohl-
cen. Tato úvaha je velice jednoduchá a elegantńı, jej́ı řešeńı ale nelze provádět roztáčeńım
rulety, zde našly uplatněńı poč́ıtače.

Pokud p̊ujdeme ještě dále do historie, naraźıme na problém formulovaný v roce 1777
francouzským matematikem Georgesem Louisem Lecrerc de Buffonem. Ten formuloval slav-
nou úlohu známou pod názvem Buffonova jehla. Úloha zńı takto:Na podlaze je velký list
paṕıru, který je rozdělený rovnoběžnými linkami. Vzdálenost mezi všemi linkami je stejná.
Na tento paṕır se libovolným zp̊usobem háźı jehla, jej́ı̌z délka je rovna vzdálenosti mezi
linkami. Jaká je pravděpodobnost, že jehla po dopadu bude ležet tak, že protne některou z
linek.

Pojd’me se pod́ıvat na řešeńı úlohy. To jestli jehla protne rovnoběžku záviśı na vzdálenosti
středu jehly od rovnoběžky (x ) a natočeńı jehly - úhlu, který sv́ırá jehla s rovnoběžkami
(ϕ). Tyto dvě proměnné popisuj́ı polohu jehly v rovině a nabývaj́ı hodnot 0 ≤ ϕ ≤ π

1Metody, které se zabývaj́ı zkoumáńım a modelováńım náhodných jev̊u.
2Projekt sestrojeńı atomové bomby, který započal v roce 1942.
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Obrázek 1: Grafické znázorněńı vztahu středu jehly a jej́ıho natočeńı.

a 0 ≤ x ≤ d
2
. Jehla délky l protne některou z rovnoběžek právě tehdy, když bude pla-

tit x ≤ ( l
2

sinϕ). Grafické znázorněńı souřadnic středu jehly a jej́ıho natočeńı je vidět
na uvedeném obrázku. Vybarvená část vyznačuje kombinaci, kdy jehla protne linku, celý
obdélńık odpov́ıdá všem možnostem. Pravděpodobnost toho, že jehla protne linku je rovna
pod́ılu obsahu vybarvené oblasti vydělené obsahu celého čtyřúhelńıku. Obsah vybarvené
je integrál

∫ π
0

l
2

sinϕdϕ = l obsah celého čtyřúhelńıka je π d
2

jejich pod́ıl je tedy roven 2l
πd

.
Vid́ıme, že v tomto př́ıkladu je pravděpodobnost protnut́ı rovnoběžky jehlou vyjádřena
pomoćı č́ısla π. Pokud provedeme dostatečný počet hod̊u v tomto experimentu, můžeme
vyjádřit č́ıslo π. Matematicky lze tento experiment vyjádřit následovně. Pokud provedeme
n hod̊u a jehla protne rovnoběžky v m př́ıpadech odpov́ıdá dř́ıve popsaná pravděpodobnost
2l
πd

= m
n

. Úpravou výrazu vyjádř́ıme výpočet č́ısla π následovně: π = 2ln
md

, l je délka jehly,
d je vzdálenost mezi rovnoběžkami n je celkový počet hod̊u a m je počet hod̊u, kdy jehla
protne rovnoběžku. Uvedený pokus výpočtu č́ısla π popsal v roce 1873 A. Hall. Jeho popis
vyzkoušel prakticky v roce 1850 pan Volf a při 5000 hodech určil č́ıslo π na hodnotu 3,1596.
Takové určováńı je ale velmi zdlouhavé, proto jsou už́ıvány poč́ıtače.

Všechny následuj́ıćı úvahy se oṕıraj́ı o matematické zákony: Zákon velkých č́ısel a
centrálńı limitńı větu.

Zákon velkých č́ısel je několik podobných matematických vět z oblasti teorie pravdě-
podobnosti tvrd́ıćıch, že aritmetický pr̊uměr n náhodných veličin se stejnou středńı hod-
notou se s rostoućım n za určtých předpoklad̊u bĺıž́ı k této středńı hodnotě.

Centrálńı limitńı věta v teorii pravděpodobnosti označuje tvrzeńı, podle něhož se
(za určitých podmı́nek diskutovaných ńıže) rozděleńı výběrového pr̊uměru po vhodné nor-
malizaci bĺıž́ı k normálńımu rozděleńı 3 . O náhodné veličině s uvedeným chováńım ř́ıkáme,

3Normálńı rozděleńı neboli Gaussovo rozděleńı (podle Carla Friedricha Gausse) je jedno z
nejd̊uležitěǰśıch rozděleńı pravděpodobnosti spojité náhodné veličiny. (Slovo

”
normálńı“ zde neńı použito v

nejběžněǰśım smyslu
”
obyčejné, běžné“, ale znamená

”
ř́ıd́ıćı se zákonem, předpisem nebo modelem“.) Jeho

d̊uležitost ukazuje centrálńı limitńı věta (CLV), jež zhruba řečeno tvrd́ı, že součet či aritmetický pr̊uměr
velkého počtu libovolných vzájemně nezávislých a nepř́ılǐs

”
divokých“ náhodných veličin se vždy podobá
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že má asymptoticky normálńı rozděleńı.

2 Obecný postup metody Monte Carlo

Nejčastěǰśı postup metody Monte Carlo je modelováńı takové náhodné veličiny X, že jej́ı
středńı hodnota E(X) je rovna hledané hodnotě a. Tedy, abychom mohli přibližně vypoč́ıtat
veličinu a, muśıme naj́ıt takovou náhodnou veličinu X, že plat́ı E(X) = a.

Jestliže tedy n nezávislých realizaćı X1;X2; . . . Xn náhodné veličiny X, můžeme odhad-
nout hodnotu a pomoćı aritmetického pr̊uměru

a
.
=

1

n
(X1 +X2 + . . .+Xn)

Obecně plat́ı, že existuje nekonečně mnoho náhodných veličin X takových, že E(X) =
a. Proto teorie metody Monte Carlo muśı odpovědět na následuj́ıćı dvě otázky:

1. Jak vybrat náhodnou veličinu X, lépe řečeno, jak vybrat nejvhodněǰśı náhodnou
veličinu X pro výpočet hledané veličiny?

2. Jak naj́ıt hodnoty x1, x2, . . . xn libovolné náhodné veličiny X?

Ke druhé otázce lze ř́ıci, že v převážné většině MC simulaćı se postupuje tak, že se
nejdř́ıve generuj́ı hodnoty náhodné veličiny Y rovnoměrně rozdělené na intervalu (0, 1) a
ty se pak transformuj́ı pomoćı vhodné funkce f na hledané hodnoty x.

xi = f(yi, yi−1, . . .)

Výpočet hodnot xi nemuśı být zadán př́ımo funkćı, ale může se provádět pomoćı
vhodného algoritmu. Druhou otázku můžeme tedy zredukovat na otázku generováńı ná-
hodných č́ısel rovnoměrně rozdělených na intervalu (0, 1) a nalezeńı vhodné transformace.
Obecný postup Monte Carlo metody lze rozdělit do následuj́ıćıch krok̊u:

1. Generováńı náhodných č́ısel yi s rovnoměrným rozděleńım na intervalu (0, 1).

2. Transformace náhodných č́ısel yi na náhodná č́ısla zi se složitěǰśım rozděleńım.

3. Pomoćı náhodných č́ısel zi se bud’ př́ımo poč́ıtaj́ı odhady charakteristik náhodné
veličiny X nebo se poč́ıtaj́ı pomoćı vhodného algoritmu hodnoty xi a odhady cha-
rakteristik náhodné veličiny.

4. Źıskané výsledky se zpracuj́ı statistickými metodami.

normálně rozdělené náhodné veličině. Normálńı rozděleńı proto za určitých podmı́nek dobře aproximuje
řadu jiných pravděpodobnostńıch rozděleńı (spojitých i diskrétńıch), i když v praxi málokteré rozděleńı je
přesně normálńı.
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3 Generováńı náhodných č́ısel s rovnoměrným rozlo-

žeńım

Monte Carlo simulace předpokládá modelováńı náhodného procesu pomoćı operaćı s ná-
hodnými č́ısly. Podmı́nkou úspěchu je možnost náhodný proces mnohonásobně opakovat a
k tomu je třeba mı́t k dispozici dostatečný počet náhodných č́ısel s nejr̊uzněǰśımi dis-
tribučńımi funkcemi. Pro každou distribučńı funkci neńı zapotřeb́ı tvořit speciálńı ge-
nerátor náhodných č́ısel, který odpov́ıdá dané distribučńı funkci. V praxi si vystač́ıme
s generátorem náhodných č́ısel s rovnoměrným rozděleńım na intervalu (0, 1). Náhodné
veličiny s jiným typem rozděleńı lze potom źıskat vhodnou transformaćı.

Proto jsou nejd̊uležitěǰśı součást́ı metody Monte Carlo generátory náhodných č́ısel4.
Generátory náhodných č́ısel s definovaným stochastickým rozděleńım jsou základem si-
mulačńıch programů Monte Carlo. Generátory náhodných č́ısel funguj́ı tak, že nejprve
vygeneruj́ı posloupnost náhodných č́ısel s rovnoměrným rozděleńım (primárńı generátor)
a poté je z nich transformaćı vytvořena posloupnost s požadovaným rozděleńım. Primárńı
generátory jsou fyzikálńı nebo pseudonáhodné.

3.1 Fyzikálńı generátory náhodných č́ısel

Jako fyzikálńı generátor náhodných č́ısel se dá chápat vše, co má charakter náhodnosti,
jako např. házeńı kostkou nebo minćı. Častěji se ale použ́ıvaj́ı generátory založené na kom-
binaci radioaktivńıho zářiče a detektoru (vyzařuje částice v náhodném množstv́ı). Fyzikálńı
generátory se ale málo použ́ıvaj́ı, jelikož mohou být v závislosti na vněǰśıch vlivech nesta-
bilńı, posloupnost č́ısel se nedá zopakovat a chováńı se může lǐsit v d̊usledku výrobńıch
toleranćı.

3.2 Pseudonáhodné generátory náhodných č́ısel

Generátor pseudonáhodných č́ısel je efektivńı deterministický program, který generuje po-
sloupnost č́ısel, statistickými testy pokud možno nerozlǐsitelnou od náhodné. Byt’ existuj́ı
zdroje skutečně náhodných jev̊u (kvantové generátory, šum), pseudonáhodné generátory
(a postupy jakými se vytvářej́ı) jsou kĺıčovým prostředkem moderńı kryptografie. Na nich
se zakládaj́ı pravděpodobnostńı kryptosystémy s veřejným kĺıčem, digitálńı podpisová
schémata, bit-commitment protokoly a interaktivńı zero-knowledge d̊ukazové systémy.

Vstupńımi daty pro pseudonáhodné generátory jsou skutečně (téměř) náhodné (pokud
prob́ıhá útok postranńım kanálem nav́ıc záměrně ovlivňované), leč krátké, posloupnosti
zvané random seed, které jednoznačně určuj́ı daľśı běh programu (generátoru). V d̊usledku
determinističnosti těchto programů jsou na poč́ıtači s ohraničenou pamět́ı nevyhnutelně pe-
riodické, tedy po určité době (periodě) se generovaná posloupnost začne opakovat. Ta však
může být velmi dlouhá, tud́ıž nedetekovatelná. Standardizované generátory ovšem mohou

4Generátor náhodných č́ısel je výpočetńı nebo fyzické zař́ızeńı, které generuje řadu náhodných č́ısel, tj.
č́ısel která postrádaj́ı jakýkoliv vzor (sekvenci, předv́ıdatelnost).
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obsahovat posloupnosti vytvářej́ıćı u šifrovaćıch algoritmů
”
zadńı vrátka“ tj. univerzálńı

kĺıč.
Je otázkou, je-li možné současnými výpočetńımi prostředky rozlǐsit náhodnou posloup-

nost od posloupnosti pseudonáhodné, pokud nedisponujeme znalost́ı
”
random seed“ a

použitého algoritmu generátoru.
Generátor pseudonáhodných č́ısel je nastaven do jakéhokoliv výchoźıho stavu použit́ım

random seed (náhodné č́ıslo – počátečńı stav). Poté vždy vyprodukuje stejnou sekvenci
č́ısel, pokud je inicializován se stejným počátečńım stavem. Perioda generátoru pseu-
donáhodných č́ısel je definována jako maximum nad všemi počátečńımi stavy délky neo-
pakuj́ıćı se sekvence. Perioda je omezena velikost́ı stavu měřeného v bitech. Nicméně od té
doby, co se délka periody potenciálně zdvojnásobuje s každým stavovým bitem, je snadné
vytvořit generátor pseudonáhodných č́ısel s periodou dostatečně dlouhou pro praktické
aplikace.

Pokud vnitřńı stav generátoru pseudonáhodných č́ısel obsahuje n bit̊u, pak jeho peri-
oda nemůže být deľśı než 2n výsledných stav̊u, ale může být mnohem kratš́ı. Pro některé
generátory je možné délku periody vypoč́ıtat bez procházeńı skrze celou periodu. Posuvný
registr s lineárńı zpětnou vazbou je obvykle volen s periodou 2n− 1. Lineárńı kongruentńı
generátor mı́vá periodu, která může být vypoč́ıtána faktorizaćı. Přestože generátor pseu-
donáhodných č́ısel bude opakovat výsledky poté, co dosáhne konce periody, opakovaný
výsledek nezaručuje dosažeńı konce periody, poněvadž jeho vnitřńı stav může být větš́ı než
výsledný. To je zřejmé zejména u generátoru pseudonáhodných č́ısel s 1 bitovým výstupem.

Většina algoritmů pseudonáhodných generátor̊u produkuje sekvenci s rovnoměrným
rozděleńım.

Problémy s deterministickými generátory
V praxi výstup z mnoha běžných generátor̊u pseudonáhodných č́ısel vykazuje anomálii,

která zp̊usobuje jejich selháńı při statistické detekci vzoru. Např́ıklad:

• periody pro některé výchoźı stavy jsou kratš́ı než očekáváme (takové stavy mohou
být v tomto kontextu nazvány

”
slabými“)

• chyběj́ıćı rovnoměrnost rozděleńı pro velké množstv́ı generovaných č́ısel

• korelace po sobě následuj́ıćıch hodnot

• slabá dimensionálńı distribuce výsledné sekvence

• rozd́ıl mezi t́ım, jak jsou určité hodnoty distribuovány od těch s náhodnou distribućı

Chyby vyskytuj́ıćı se ve vadných generátorech pseudonáhodných č́ısel se objevuj́ı od
těch nejnepatrněǰśıch (a neznámých) až ke zřejmým. Jako př́ıklad může být uveden RANDU,
což je algoritmus náhodných č́ısel, použ́ıvaný po celá desetilet́ı na mainframech5 . Tento al-
goritmus byl vskutku nedostatečný, ale jeho neadekvátnost z̊ustala bez povšimnut́ı po celá

5Mainframe (sálový poč́ıtač, střediskový poč́ıtač) je poč́ıtač použ́ıvaný převážně velkými firmami pro
kritické aplikace, často zahrnuj́ıćı zpracováváńı velkých objemů dat. Mezi typické úlohy zpracovávané
mainframy patř́ı sč́ıtáńı lidu, rozsáhlé statistické úlohy, ERP nebo finančńı transakce. Většinou se jedná o
sálové poč́ıtače, které byly konstruovány do enormńıch rozměr̊u v řádu mı́stnost́ı.
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léta. V mnoha oborech, bylo velké množstv́ı výzkumných praćı té doby, která se spoléhala
na náhodný výběr nebo na metodu Monte Carlo, jinak řečeno jsou méně spolehlivé než by
mohly být v př́ıpadě výsledk̊u.

3.2.1 Nejpouž́ıvaněǰśı generátory pseudonáhodných č́ısel

Mersene Twister generátor Mersenne Twister je generátor pseudonáhodných č́ısel
vyvitutý Makoto Matsumotem a Takuji Nishimurou. Tento generátor nevyuž́ıvá aritme-
tických operaćı ve smyslu sč́ıtáńı, odeč́ıtáńı, násobeńı či děleńı. Využ́ıvá pouze bitového
posunu a funkćı and, or a xor. Perioda tohoto generátoru je 219937 − 1. Tento generátor je
d́ıky použitým operaćım velice rychlý. Úspěšně prošel řadou test̊u statistické náhodnosti a
je hojně využ́ıván.

Lineárńı kongruentńı generátor Lineárńı kongruentńı generátor patř́ı mezi nejjed-
nodušš́ı generátory. Je založen na prin cipu algoritmu 11 se stavy Si = Xi ∈ 0, . . . ,m− 1,
pro nějaké kladné m , které nazýváme modulem. Přechody mezi stavy jsou definovány jako

Xi = (a ∗ xi−1 + c)mod m,

pro
i = 1, 2, . . . ,

kde činitel a a př́ır̊ustek c jsou celá č́ısla. Pokud je c = 0, je občas generátor nazýván jako
multiplikativńı. Většina existuj́ıćıch lineárńıch kongruentńıch generátor̊u je v této formě.
Př́ır̊ustek c totiž nemá př́ılǐs velký vliv na kvalitu generátoru. Výstupńı funkce generátoru
vypadá takto:

Ui =
Xi

m

Např́ıklad lineárńı kongruentńı generátor jazyka C++ má periodou 2147483647.

Subtract with carry Subtract with carry je zpožděný Fibonacciho generátor, který je
definován rekurentně:

xi = xi−S − xi−R − cyi−1modM,

kde

cyi =

{
1, pro xi−S − xi−R − cyi−1 < 0
0, jinak

Konstanty S a R se nazývaj́ı krátká a dlouhá prodleva, výrazy xi−S a xi−R koresponduj́ı s
S-tým a R-tým členem sekvence. S a R splňuj́ı podmı́nku 0 < S < R. Modulo M nabývá
hodnoty M = 2W kde W je bitová délka kĺıčového slova. Teorie z hlediska matematiky je u
tohoto generátoru zat́ım nejasná. Vlastnosti jsou odvozeny pouze ze statistických výsledk̊u,
ve kterých vycháźı lépe než Lineárńı kongruentńı generátor. Tento generátor je jeden ze tř́ı
standardńıch generátor̊u knihovny jazyka C++.
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3.3 Rozš́ı̌reńı klasické Monte Carlo metody

V praxi můžeme narazit na problém, kdy náhodné generováńı stav̊u v mnoha př́ıpadech
povede k nesmyslným stav̊um a to v převládaj́ıćım množstv́ı. Potom bychom i při velkém
počtu provedených experiment̊u nedošli ke správným výsledk̊um. Př́ıkladem může být
rozmı́stěńı n tuhých kouĺı (atomů) do zadaného objemu. Pokud dojde k překryvu ale-
spoň dvou kouĺı, je takový stav nemožný. Možné stavy jsou pouze v př́ıpadě, že se žádné
dvě koule nebudou překrývat. Proto je třeba klasickou MC

”
vylepšit“. V takovém př́ıpadě

vyjdeme z vhodného stavu a změnou konfigurace tohoto stavu dojdeme k daľśı konfigu-
raci. Vytvář́ıme tzv. Markovovy řetězce, nebo aplikujeme Metropolis̊uv algoritmus, který
z Markovových řetězc̊u vycháźı.

3.3.1 Markov̊uv řetězec

Markov̊uv řetězec popisuje obvykle diskrétńı náhodný (stochastický či pravděpodobnostńı)
proces, pro který plat́ı, že pravděpodobnosti přechodu do následuj́ıćıho stavu závisej́ı pouze
na současném stavu, ne na předchoźıch stavech. Tato tzv. markovovská vlastnost dovoluje
proces znázornit stavovým diagramem, kde z každého stavu (uzlu grafu) vycházej́ı hrany
možných přechod̊u do daľśıho stavu s připsanou pravděpodobnost́ı.

Jinými slovy Markov̊uv řetězec je posloupnost náhodných veličinX(k), kde k = 1, 2, . . .∞
taková, že událost, kterou pozorujeme v kroku k + 1, záviśı na tom, jaká událost byla po-
zorovaná v kroku k. Tedy, jestliže se v čase k vyskytne událost Ai s pravděpodobnost́ı π

(k)
i ,

(náhodná veličina X(k) nabývá hodnoty Ai s pravděpodobnost́ı π
(k)
i ), pak v čase k + 1 se

událost Aj vyskytne s pravděpodobnost́ı, pro kterou plat́ı

π
(k+1)
j =

M∑
i=1

π
(k)
i Wi→j

Zapsáno vektorově: π = (π1, π2, . . . , πM , kde M je počet stav̊u.

π(k+1) = πk.W

kde veličina W se nazývá matice přechodu. Prvky matice přechodu maj́ı fyzikálńı
význam pravděpodobnosti přechodu ze stavu Ai do stavu Aj. Součet prvk̊u v každém
řádku matice muśı být roven 1.

Markovovým řetězcem může být např́ıklad posloupnost hod̊u hraćı kostkou. V tomto
př́ıpadě můžeme připustit, že při jednom hodu je č́ıslo, které padne, ovlivněno předchoźı
polohou kostky (nedostatečné protřepáńı kostky v dlani), neńı však nijak ovlivněno polo-
hou před dvěma hody.

Př́ıklad
Pravděpodobnost výskytu jevu v bodě 3 můžeme vyjádřit následovně:

π(2) = π(1).W
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a
π(3) = π(2).W = (π(1).W ).W = π(1).W 2

Př́ıklad Máme systém ve dvou stavech A, B. Pravděpodobnost, že systém A přejde
do systému B je 90%, pravděpodobnost, že systém z̊ustane v tomto stavu je tedy 10%.
Pravděpodobnost, že systém přejde z konfigurace B do konfigurace A je 30%, pravděpo-
dobnost, že z̊ustane va stejné konfiguraci je 70%. Stav pravděpodobnosti, že se nacháźıme
v určité konfiguraci můžeme popsat vektorem π(k) = (π

(k)
A , π

(k)
B ). Matici přechodu W tvoř́ı

vektory (0.9, 0.1) a (0.3, 0.7). Pokud se nacháźıme v konfiguraci A, je π(1) = (1, 0) v daľśım
kroku je pravděpodobnost výskytu ve stavu A popsaná vektorem π(2) = (0.9, 0.1). Nacháźı-
li se systém v konfiguraci B, π(1) = (0, 1), je pravděpodobnost v následuj́ıćım kroku π(2) =
(0.3, 0.7). V následuj́ıćım kroku bude pravděpodobnost pro prvńı př́ıpad (vycháźıme z kon-
figurace A) π(3) = (0.84, 0.16). Vycháźıme-li z konfigurace B, je pravděpodobnost výskytu
dána vektorem π(3) = (0.48, 0.52). Provedeme-li velké množstv́ı generováńı transformaćı,
bĺıž́ı se k limitně k nekonečnu, dojdeme k limitńımu rozložeńı π(n) = π = (0.75, 0.25).

3.3.2 Metropolis̊uv algoritmus

V reálném př́ıpadu ale řeš́ıme problém s v́ıce než dvěma stavy. Proto muśıme použ́ıt ještě
sofistikovaněǰśı metody. Metropolis̊uv algoritmus vycháźı z metod Markovových řetězc̊u
a hod́ı se právě pro analýzu systémů s v́ıce než dvěma možnými stavy. Celý algoritmus
můžeme popsat pomoćı 4 následuj́ıćıch krok̊u:

1. Vybereme libovolnou částici i, (výběr můžeme provést náhodně).

2. Zkuśıme náhodně změnit jej́ı polohu,

xnewi = xi + u(−d,d)

ynewi = yi + u(−d,d)

znewi = zi + u(−d,d)

u(−d,d) je náhodné č́ıslo rovnoměrně rozdělené v intervalu (−d, d). To znamená, že
pravděpodobnost opačného pohybu je stejná.

3. Vypoč́ıtáme změnu potenciálńı energie systému ∆U = Unew − U .

4. Je-li ∆U ≤ 0, změnu přijmeme a pokračujeme s novou konfiguraćı. Je-li ∆U > 0,
změnu přijmeme s pravděpodobnost́ı e−β∆U . To znamená, že pokračujeme se stejnou
konfiguraćı při pravděpodobnosti 1− e−β∆U .

Uvedené kroky opakujeme mnohokrát.
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3.3.3 Simulované ž́ıháńı

Tato metoda je úpravou Metropolisova algoritmu. Je určena k hledáńı globálńıho minima
funkce. Stejně jako u Metropolisova algoritmu pro výpočet energie figuruje teplota systému.
Ta je v př́ıpadě Metropolise konstatńı po celou dobu simulace. V př́ıpadě simulovaného
ž́ıháńı je na počátku teplota nastavena na vysokou hodnotu, což umožńı přijet́ı téměř
každé konfigurace systému, nebot’ je velmi málo konfiguraćı zamı́tnuto. Postupně docháźı
ke snižováńı teploty a t́ım jsou vyb́ırány konfigurace s nižš́ı energíı. Na konci simulace je
už přijata pouze jedna energeticky nejvýhodněǰśı simulace.

3.4 Aplikace Monte Carlo v poč́ıtačové chemii

Monte Carlo metoda je snadno implementovatelná na atomárńı systém, protože zde be-
reme v úvahu translačńı stupně volnosti. (Atomy bereme jako rigidńı koule.) Algoritmus je
snadno implementovatelný a výsledky źıskáme pro relativně malý počet simulačńıch krok̊u
(deśıtky tiśıc). Praktické problémy vyvstanou při aplikaci MC na molekulárńı systémy,
zvláště pak na flexibilńı molekuly s mnoha stupni volnosti. Zde je třeba zahrnout vnitřńı
stupně volnosti molekul, které muśıme měnit. To vede v mnoha př́ıpadech ke konfiguraćım s
velmi vysokou energíı, které bývaj́ı zamı́tnuty. Muśıme tedy provádět mnohonásobně větš́ı
počet MC simulaćı.

Rigidńı molekuly V př́ıpadě rigidńıch nesférických molekul muśıme brát v úvahu jak
jejich orientaci, tak jejich vzájemnou pozici v simulovaném prostoru. V praxi se to provád́ı
tak, že molekulu v prostoru posuneme a také s ńı otoč́ıme v pr̊uběhu jednoho MC si-
mulačńıho kroku. Posun je popsaný pomoćı změny polohy těžǐstě molekuly. Pro popis
otočeńı molekuly máme několik možnost́ı6. Např́ıklad můžeme zvolit kombinaci rotaćı ko-
lem souřadných os. Zahrnut́ı rotace společně s translaćı vede k větš́ımu počtu zamı́tnutých
konfiguraćı a je tedy třeba provádět mnohem větš́ı počet MC simulaćı, abychom splnili
požadovaná kritéria modelu.

MC simulace flexibilńıch molekul MC simulace flexibilńıch molekul jsou, při použit́ı
klasické MC, možné pouze pro malé molekuly. Pro simulaci velkých flexibilńıch systémů
muśıme využ́ıt určitá

”
vylepšeńı metody“, jako např́ıklad zafixováńı určitých rigidńıch část́ı

molekuly. Nejjednodušš́ı cesta změn poloh atomů zde neńı použitelná, proto je vhodné
použ́ıt pro popis molekuly tzv. vnitřńıch souřadnic 7. Zde opět si znovu připomeneme, že i
malá změna torzńıho úhlu uprostřed molekuly může vést k rozsáhlým změnám souřadnic
atomů vzdálených od atomů rotuj́ıćı torze. Tato změna často vede k překryvu atomů v
molekule a prudkému vzr̊ustu energie systému, což vede k zamı́tnut́ı změny. Zde plat́ı
př́ımá úměrnost mezi počtem stupň̊u volnosti systému a počtem Monte Carlo krok̊u.

6Připomeňme si matice posunu, zrcadleńı, rotace, o kterých jsme se bavili v předchoźıch přednáškách.
7Bližš́ı informace naleznete v přednášce o použit́ı matic.
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Modely použitelné pro MC simulace polymer̊u Polymery jsou makromolekuly,
které se skládaj́ı z opakuj́ıćıch se jednotek (monomer̊u), chemicky navzájem vázaných do
molekuly. Některé polymery jsou tvořeny řetězci jednoho monomeru (polyethylen, poly-
styren). Jiné polymery jsou tvořeny směśı r̊uzných monomer̊u, př́ıkladem jsou např́ıklad
b́ılkoviny, které jsou tvořeny dvaceti základńımi aminokyselinami. Spojeńı r̊uzných jedno-
tek vede k rozd́ılným vlastnostem v dané části polymeru. Každá jednotka monomeru má
své specifické konformačńı vlastnosti, což ovlivňuje celkové chováńı molekuly. Zmapováńı
chováńı polymeru za r̊uzných podmı́nek je d̊uležité pro praktické využit́ı. Protože se jedná
o simulace velkých systémů s mnoha stupni volnosti, nemůžeme pro generováńı použ́ıt
klasické MC metody. Pro výpočet energíı stav̊u jsou použity empirické modely založené
na zjednodušených aproximaćıch, nar̊ustaj́ıćı výpočetńı výkon poč́ıtač̊u nám sice umožňuje
studovat stále větš́ı systémy, ale stále je třeba využ́ıvat daľśı

”
smartness“.

Jednou z možnost́ı je použit́ı tzv. modelu mř́ıžkové stavby polymeru. Kde do
jednotlivých bod̊u na mř́ıžce (2D, 3D)umı́st’ujeme monomerńı jednotky s popsanými vlast-
nostmi a hodnot́ıme, zda konfiguraci jednotek přijmeme nebo zamı́tneme. Jednou ze zá-
kladńıch podmı́nek přijet́ı je, že generovaný řetězec se nesmı́ na mř́ıžce sám protnout. Tento
zp̊usob je velice rychlý a efektivńı a dokáže vygenerovat a ohodnotit velké množstv́ı stav̊u
pro velké systémy.

Daľśı model kontinuálńı model polymeru stav́ı polymer postupně z jednotek (může-
me si jej představit jako navlékáńı korálk̊u na šň̊uru). Přidané jednotky (korálky) interaguj́ı
se svými navázanými sousedy, ale také se svým okoĺım (nevazebné interakce). Zde ale opět
naráž́ıme na značnou r̊uznorodost stav̊u d́ıky počtu volně rotovatelných vazeb, a proto je
nutná aplikace daľśıch algoritmů, které umožńı řešeńı problému.

Nar̊ustaj́ıćı výpočetńı výkon současných poč́ıtač̊u nám umožňuje provádět simulace
velkých systémů za př́ıtomnosti molekul solventu i za př́ıtomnosti iont̊u. Při těchto simu-
laćıch se běžně použ́ıvá kombinace molekulové dynamiky s Monte Carlo metodou. Ta je
použita pro generováńı a optimalizaci pozic molekul solventu a iont̊u. Při této optimali-
zaci je studovaná molekula polymeru držena v tzv. zamrzlé pozici. Volba metody, použité
aproximace, použit́ı r̊uzných algoritmů vždy zálež́ı na tom, jakou vlastnost molekul chceme
studovat.
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