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Uvodni slovo

Tento text vznikl jako textovd opora pro prvnich nékolik témat pted-
métu PfF:C1471. Pavodné slouZil pouze jako podklad pro pfipravu
pfednasek, nicméné v souvislosti s distanéni vyukou, kterd byla v sou-
¢asnosti zavedena, jsem se pokusil jej upravit do podoby vhodné pro
samostudium.

JelikoZ napsat studijni text je zaleZitost na minimalné nékolik mé-
sict, nelze ocekavat, Ze tento materidl vytvofeny za nékolik dnti bude
uplné kvalitativné na trovni vysokoskolskych skript. Pfi jeho hodno-
ceni prosim o shovivavost, pokusim se jej priibézné aktualizovat a opra-
vovat.

Obsahem tento text pokryva ¢ast o problémech spojenych s repre-
zentaci redlnych ¢isel v pocitaci, kapitoly k linedrni algebfe a tivod
k funkcim vice proménnych. Pti jeho pripravé jsem Cerpal zejména
z nésledujicich zdrojt:

e Reprezentace redlnych ¢isel: pfedmét FI:PA081 Programovani nu-
merickych vypocth

e Linedrni algebra: vynikajici kurz 18.06 Linear Algebra na MIT

ProtoZe je uZite¢né v nékterych prikladech vyuZit pocita¢, text ob-
sahuje i tryvky kédu v jazyce Python. Umét programovat neni pro
pochopent jednotlivych pfikladti povétsinou nutné, nicméné ti, které
by to zajimalo, mohou tyto ttrzky pouzit pro dalsi studium.

Naleznete-li v textu chybu, prosim o jeji nahlaSeni, abych ji mohl

v

v pristi revizi opravit. Diky.

Tomas Racek

Posledni aktualizace: 4. ¢ervna 2020


https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/

Problémy s reprezentaci redlnych Cisel

Pro velkou &ast vypocetnich tloh lze s tispéchem vyuzit pocitac. Vy-
kon dnesnich osobnich poé¢itaci je tak velky, Ze ndm umoZnuje fesit
problémy, jejichZ feSeni by bylo jesté pred nékolika desitkami let ne-
myslitelné.

Vypocty na pocitaci maji vSak jista specifika — vlastnosti, o kterych
musime védét, abychom nebyli nepffjemné piekvapeni. Co tim mys-
lime si povime v této kapitole.

Motivacni ptiklady

Uvedme dva jednoduché priklady, na kterych demonstrujeme neoce-
kavané chovani pti vypoctech s redlnymi ¢isly.

Urcity integral

Zacnéme prikladem z matematické analyzy. Urcete hodnotu integralu:

Jl 130 ex—1 gx
0

Tento piiklad je typickym zdstupcem pro metodu per partes. Poly-
nomu Ize kazdou aplikaci snizovat stuperi o jedna (¢len eX~! ztistava
samoziejmé nezménén). Nicméné tficetkrat aplikovat tuto metodu je
mozné az prilis...

Dfive neZ se pustime do alternativniho feSeni, zamysleme se nad
tim, jaky vysledek mtiZeme ocekédvat. Na intervalu od 0 do 1 jsou obé
funkce (x3Y1e*~!) nezdporné, rostouci a konvexni, totéz mizeme tedy
ocekavat od jejich soucinu. Dosadime-li meze pro osu x, ziskdme tak
i meze pro osu y:

030e0-1 — g

130e1-1 — 1

Odtud vidime, Ze obsah pod kfivkou danou nasi funkci je cely ob-
sazen v jednotkovém ¢tverci, hledany vysledek tedy bude urcité ¢islo
mezi0al (pfesnéji mezi 0 a 1/2, jak miizeme vidét z nacrtku).

Kdyz vime, jaky vysledek mtiZeme ocekdvat, pfistoupime k feSeni.
Zobecnime ptiklad (pro n = 30) a ozna¢me integral J,:

UZjen dnesni mobilni telefony jsou mno-
hondsobné vykonngjsi nez fidici pocitac
Apolla 11, které pfistalo v roce 1969 na
Meésici.

Obrézek 1: Nacért hledané funkce
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1
Jn = J xme* 1dx
0

Resen{ skrze per partes, prvni aplikace: Pfipometime metodu per partes obecné:
1 oo | g0 ax =
Jn = J Xt hdx = [xMe ], —nJ X" leX hdx =
0 0 f(x)g(x)fjf(x)g'(x)dx
1
Jn = 1me — TLJ x" e dx Konkrétné zde:
0
! 1
Jn = 1*T1J' xM e dx f(x) =e*~
0 g(x) =x"

Zde simtizeme vSimnout, Ze nové vznikly integral je velmi podobny
nasemu ptivodnimu. Dostdvdme rekurentni vztah:

Ja=1—"nJn,

Urceme jesté hodnotu pro trividlni pfipad pron = 0:

1 1
Jo :J xYeX 1 dx :J e ldx = [ex_l]é =e'—el=1—-1/e
0 0

J30 feSme postupné od J;:

Jo=1—1/e
]1:1—1]0:1—(171/e)=1/e
]2:1—2]1:1—2(1/e)=1—2/e

130 =

Abychom tohle vSe nemuseli pocitat ru¢né, pomutiZzeme si kratkym
programem:

>>> from math import e
>>> J = {}

>>> J[0] =1 - 1/e

>>> for n in range(l, 31): Pfipomenme, Ze funkce range(m, n)
Jm] =1 -n % Jn - 1] vraci hodnoty m, m+1, ..., n — 1.
>>> J[30]

-3296762455608386 .5

Vysledek je nicméné zjevné nesmyslny — z pocateéni analyzy vime,
Ze musime ziskat ¢islo mezi 0 a 1. Pocita tedy Python Spatné?

Jednoduchd porovndni

Zkusme jesté nékolik jednoduchych porovnani v interpretu Pythonu:



>>> 1 + 1

Il
]
N

True
>>> 0.1+ 0.1 ==0.3
False
>>> 0.1+ 0.1 ==0.2
True
>>> 0.1 + 0.2 == 0.3

False

Opét vysledek posledniho porovnani mtize byt pfekvapivy. Nejed-
né se o chybu Pythonu. V jiném programovacim jazyce bychom obdr-
zeli podobné vysledky. Abychom porozuméli, co se déje, musime si
Fict néco o tom, jak jsou ¢isla reprezentovana v pocitadi.

Reprezentace cisel v pocitaci

ProtoZze celych nebo reédlnych ¢isel je nekoneéné mnoho, nelze ulozit
libovolné ¢islo v kone¢né paméti. Omezujeme se tedy na reprezentace,
které jsou uZite¢né pro velké mnozstvi pouziti. Cislo je z hlediska pro-
graméatora uloZeno jako proménna (nebo konstanta) vhodného dato-
vého typu. To mimo jiné definuje, kolik mista v paméti zabira.

Celé a redln4 ¢isla jsou reprezentovéna v pocitaci odlisné, zamé¥me
se nejprve na jednodussi pfipad.

Reprezentace celijch cisel

Jak asi vime, pocita¢ pouziva pro reprezentaci ¢isel dvojkovou sou-
stavu. Zopakujme si nejdfive, jak lze rozepsat ¢islo v soustavé desit-
kové:

101=1-102+0-10*+1-10°

Uplné analogicky to Ize provést pro jiny zaklad, mame-li &islo v jiné
soustaveé. Uvedme jednoduchy pfiklad korespondence mezi dvojko-

vou a standardni desitkovou soustavoul:

(101) =1-2240-2'+1-2°=440+1=5

Pro uloZeni celého ¢isla se v pocitaci bézné pouzivaji 4 byty, tedy 32
bitti (takovy typ se oznacuje tfeba v jazycich odvozenych z jazyka C
jako int). Jelikoz kazda z &islic mtize nabyvat hodnot 0 nebo 1, dosta-

932 2

vame 2°¢ rtiznych kombinaci®.

232 — 4294967296

Omezime-li se na kladna &isla (unsigned int), jsme se tedy schopni
reprezentovat ¢isla v rozmezi 0 az 4294967295. VSechny standardni
operace (s¢itani, odecitani, ndsobenti, celociselné déleni) pak probihaji
shodné jako v desitkové soustavé. Pokud potfebujeme i zaporna ¢isla,
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!Dolni index u &isla vyjadiuje, v jaké
soustavé je ¢islo zapsdno. U desitkové
soustavy ho nepiSeme, pokud tuto sku-
te¢nost nechceme v textu explicitné odli-
sit.

2 Z kombinatoriky se jednd samozfejmé
o variaci s opakovanim, kde vybirdme ze
dvou prvkt 32krat.



je situace malicko slozitéjsi. Spokojime se tedy pouze s faktem, Ze roz-
sah je zhruba polovi¢ni (v obou smérech).

Pokud bychom ovSem chtéli naptiklad seéist dvé ¢isla, jejichZz soucet
by byl vy$si nez je zminéné maximum, doslo by k tzv. preteceni, coz
mulZeme ilustrovat to miiZzeme na jednoduchém ptikladu:

4294967294 + 1 = 4294967295
4294967294 +2 =0
4294967294 +3 =1

Pokud je pro nas dany rozsah dostate¢ny?, vysledky jsou piesné.

Reprezentace redlnych Cisel

N

U realnych cisel je situace vyrazné slozité€j$i, vzdyt uz jen mezi 0 a 1
mame nekone¢né mnoho realnych ¢&isel. Zjevné nam tedy nepomtize
se omezit na libovolné maly rozsah, v rdmci kterého bychom reprezen-
tovali ¢isla presné.

Pojdme se podivat, jakym zptisobem jsou tedy reédlna ¢isla v po-
¢itaci uloZzena. Typickym zastupcem miize byt 4bytovy typ float pro-
gramovaciho jazyka C. Opét mame k dispozici 2*? rtiznych hodnot,
nicméné zde bude jejich vyznam jiny. Reprezentace pouziva ekviva-
lent tzv. védecké notace; pro ukdzku zvolme dva piiklady v desitkové
soustave:

12345 = 1,2345 - 10*
—0,001 =—1,0-1073

z Xz

Jak mtizeme vidét, kazdé ¢islo je reprezentovano ve tvaru x,yz. ..
vyndasobeno piislusnou mocninou desiti. Prvni ¢ast nazyvame pojmem

mantisa. P¥idame-li je$té informaci o znaménku, dostavame obecny
tvar:

+mantisa - zdklad®Porent

Pro dany zdklad (at uz to je 2, 10 nebo libovolny jiny) tedy staci
ulozit informaci o znaménku, mantise a exponentu.

Pfesuneme-li se do dvojkové soustavy, mame k dispozici uz pouze
¢islice 0 a 1. Pfevod z dvojkové do desitkové soustavy probiha analo-
gicky jako u celych ¢isel, pouze u desetinné ¢asti musime pouZit i za-
porné exponenty. Ukazme si na jednoduchém ptikladu:

(1100,101)g =1-23+1-22+0-2' +0-2°+1.-27 ' +0.272+1.273
=8444+0+0+05+0+0,125 = 12,625

Ve védecké notaci bychom tedy méli:

+1,100101 - 23
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®Neékteré jazyky maji jesté 8B
typ long, ktery uz zvlddne ulozit
18446744073709551616 rtiznych hodnot.
Jazyky, jako je Python, svtij celo¢iselny
typ maji omezen pouze velikosti do-
stupné paméti, tam je tento problém
bezpiedmétny.



Coz bychom mohli ptevést do dvojkové soustavy takto?:
znaménko 0

100101

exponent 11

mantisa

Datovy typ float pouziva 1 bit pro znaménko, 8 bitti pro exponent
a 23 bitd pro uloZeni mantisy. Nejvétsi ¢islo, které jsme schopni re-
prezentovat timto typem je asi 3,4028235 - 10%®. 23 biti mantisy nam
pak odpovida zhruba 7 desitkovym ¢islicim. To je pro mnohé aplikace

vice neZ dostate¢né®

, nicméné i nékteré trividlni p¥ipady mohou ¢init
obtize. V&imnéme si, Ze pro reprezentaci desetinného ¢asti ¢isla mame

k dispozici pouze zdporné mocniny dvojky, tedy ¢isla:

271 =05
272=0,25
273 =0,125
274 =0,0625

Proto, abychom vyjadfili uz jen tfeba ¢islo 0,1 bychom ovSem potte-
bovali nekone¢né mnoho takovychto mocnin. Typ float ndm jich v8ak
dava k dispozici pouze 23 (pocet bitti mantisy).

Nechédme-li si v Pythonu vypsat ¢islo 0,1 na 20 desetinnych mist,
dostaneme néasledujici:

>>> print(£'{0.1:.20}")
0.10000000000000000555

vvvvvv 6

Jak MUZEME VIDET, redlnd Cisla se v pocitaci obecné neuklddajf stejné,
coz je duisledek jejich kone¢né reprezentace ve dvojkové soustave.
Vratme se nyni k p¥ikladtim ze zacatku kapitoly.

Motivacni pfiklady — objasnéni
Jednodussi z nich se zabyval porovnanim dvou reédlnych ¢isel.

>>> 0.1+ 0.2 == 0.3

False

Problematicky pfipad uz bychom meéli nyni byt schopni pochopit.
Zobrazme si obé strany rovnosti zvlast, napfiklad na 20 desetinnych
mist:

>>> print(£'{0.1 + 0.2:.20}")
0.30000000000000004441

>>> print(£f'{0.3:.20}")
0.2999999999999999889
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Ve skute¢nosti je pfesnd reprezentace
v pocitaci o néco slozitéjsi, ale takhle
nam to pro pfedstavu staci.

®Dalsim rozsifenim muZe byt 8bytovy
typ double, ktery zvlada 16 desitkovych
¢islic.

Mohlo by se zdét, ze dvojkovd sou-
stava je v tomto sméru velmi neprak-
tickd, protoZze ndm neumoZiiuje pfesné
zapsat i takto trividlni ¢isla. Podobny
problém mame ale i v desitkové sou-
stavé. Jak bychom zapsali pfesné ¢islo
odpovidajici zlomku 1/3?

1
- =0,333333...
3 y

Jak vidime, i pro takto jednoduché
¢islo bychom v desitkové soustavé potie-
bovali nekoneéné mnoho &islic. Naopak
v trojkové soustavé je jeho vyjadieni tri-
vidlni, zjevné totiz plati:

1
~=31=1.3"1=(01)3
3
¢ Python pouziva 53 bitli pro mantisu
(ekvivalent typu double v jazyce C).
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Python obsahuje i datovy typ Deci-
mal, ktery dokaZze ulozit desetinna Cisla

Obe ¢isla predstavuji nejblizsi reprezentaci, které mtizeme dosah- presné. JelikoZ se oviem jednd o imple-
o . ez Xz .1z < . mentacné sloZitéjsi typ, jeho pouZiti s se-
nout. Jak spravné porovnavat redlnd ¢isla si ukdzeme v nasledujici ka- | " .
pitole.
Priklad s uré¢itym integralem je o néco komplikovanéjsi. P¥ipomeni-
me, Ze nas$im cilem bylo spo¢itat integral J3 uzitim rekurentniho vztahu:

Podrobnéjsi pohled na jednotlivé mezi-

Jn=1—1nJn vysledky:
1 p . T >>> J
kde Jo = 1 — 1/e. Zkusme nyni rozepsat vyraz pro J, pro né€kolik {0: 0.6321205588285577

prvnich ¢lent: 1: 0.36787944117144233,
2: 0.26424111765711533,
3: 0.207276647028654,
Jn=1l-nJpa=1-nl-Mm-Dho)=1-n+nn—-1)Jh 2= 4: 0.17089341188538398,
5: 0.14553294057308008
=l-n4+nn—-1)(1-Mn—-2)Jn_3) = ’
+n )= ( Jn—s) 6: 0.1268023565615195,
=l-n+nm—1)—nn—-1)(n— 2)]71—3 = ... 7: 0.11238350406936348,
8: 0.10093196744509214,
Kdybychom pokracovali v rozepisovani déle, posledni ¢len by pak 9: 0.09161229299417073,
10: 0.0838770700582927
. | o x P | . . ;
obsahoval vyraz n!Jy. Konkrétné pro nas priklad 30!]o. Jak vime, J, je 11: 0.07735222935878028,
zatiZen chybou v reprezentaci (i kdyZ velmi malou), vyndsobime-li ji 12: 0.07177324769463667,
ale velkym ¢&fslem (30! = 2,6 - 1032), bude ve vysledku dominovat. 13: 0.06694777996972334,
L A o U o 14: 0.06273108042387321,
Re$enim miize byt obrétit smér vypoctu tak, aby se chyba v kazdé 15: 0.059033793641901866,
iteraci zmensovala. Upravme rekurentni vztah a vyjadfeme J,_i: 16: 0.05545930172957014,
17: 0.05719187059730757,
18: -0.029453670751536265,
Jooy = 1—Jn 19: 1.559619744279189,
n—-1= 20: -30.19239488558378,
, o o . ) 21: 635.0402925972594,
Mame-li vyc¢islit hodnotu J30, potfebujeme ale nyni odhadnout vy- 22: -13969.886437139707,
sledek nékterého integralu J,,, kde n > 30. Pfipomerime, Ze integral 23: 321308.38805421325,
o . Y 24: -7711400.313301118
uvazujeme na intervalu 0 az 1, tedy vzhledem k charakteru funkce x™ ’
3 e elon e . o 25: 192785008.83252797,
nutné plati, ze [, X" dx < [, x" ! dx, z ¢ehoZ vyplyva i1 < Jn. 26: -5012410228.645727,
Protoze vime, Ze |, je ¢islo mezi 0 a 1, zvolme tedy nap¥iklad odhad 27: 135335076174.43463,
st vvisdy { Puth 28: -3789382132883.17,
Jas = 0. Opét vyjadieme postup pomoci Pythonu: 29: 109892081853612.92,
30: -3296762455608386.5}
>>> J = {}
>>> J[35] =0
>>> for n in reversed(range(30, 36)):
Jn-11 =@ - Jn]) /n
>>> J[30]
0.03127967393216807
Toto ¢islo uz piedstavuje o¢ekdvany vysledek a od spravného se lisi
az na sedmndactém desetinném misté! Zména vypoctu ndm tak umoz-
nila ur¢it hodnotu integralu s mnohem mensi chybou. 7 Zatimco polatecni chyba pro Jo byla

mensi nez 10716, chyba pti odhadu J35

Tyto pfiklady demonstrovaly nékteré problémy, na které mtiZeme
ytop y Y p Y byla mnohondasobné vyssi. Jz5 ~ 0,027.

narazit p¥i préci s redlnymi ¢isly. Podivejme se nyni na nékteré obecné
zésady préce s redlnymi ¢isly.

Zisady price s redlnymi Cisly

Jak uz vime, redlnd ¢isla se v pocitaci typicky neuklddaji pfesné, coz je
dtsledkem jejich kone¢né reprezentace. V nékolika nésledujicich sek-
cich rozebereme nékteré z obecnych problémti a ukdzeme jejich feSeni.



Porovnduvini redlnyjch cisel

V jednom z pfedchozich ptikladti jsme vidéli, Ze porovnavat redlna
¢isla pomoci operédtortt (== a != nebo ekvivalentnich) mtize p¥inést
neodekéavané komplikace.?

Vzhledem k (nevyhnutelnym) nepfesnostem bychom méli test na
rovnost nahradit testem na blizkost, tj. misto otdzky Je x rovno y? se
ptat na Je x dostatecné blizko y? Co ale znadi vyraz dostatecné blizko? To-
hle uz musime zvolit dle konkrétni aplikace, jestli bereme rozdil za
vyznamny rozdil 0,001 nebo tfeba az 0,0000001.

SPRAVNE POROVNANT by tedy odpovidalo vyrazu

x—yl<e

kde € je zvolena pfesnost. Pro dfive zminény piiklad tedy konkrétné:

>>> eps = 0.000001
>>>x =0.1+ 0.2
>>> y = 0.3

>>> abs(x - y) < eps

True

Limity reprezentace

Dalsim problémem, na ktery bychom mohli narazit u redlnych cisel,
je opét pretecent. To je situace, kdy pti vypoctu prekrocime maximalni
velikost ¢isla, které jsme schopni v pocitaci ulozit?. Tento limit je po-
mérné velky, jak mtizeme jednoduse ovétit:

>>> import sys
>>> sys.float_info.max
1.7976931348623157e+308

Nicméné i tak muize nastat situace, Ze je pfi vypoctu pfekro¢ime.
Uvazme vypocet geometrického primeéru (projednoduchost uvazujme
pouze kladna ¢isla):

Glay, ...,an) = ¥Yai-...-an =1 Hai

i=1
Zkusme nyni spocitat geometricky primér 1000 redlnych ¢isel mezi
0a10:

>>> import numpy as np
>>> array = np.random.random_sample(1000) * 10
>>> np.prod(array) ** (1 / 1000)

inf

I timto jednoduchym pfikladem rychle pfesdhneme zminény limit.
Regenim je v tomto piipadé jednoduché transformace vyuzivajici vlast-
nosti logaritmi'?. Nize s kompletnim odvozenim:
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8 Pfekladace nekterych jazykt na tako-
véto problematické vyskyty dokazi upo-
zornit varovanim.

° Existuje i stav nazvany podtecent, kdy je
vysledek vypoc¢tu mensi, neZ nejmensi
hodnota, kterou jsme schopni reprezen-
tovat. Vyzkousejte napf. vynasobit mezi
sebou 1000 reédlnych ¢isel mezi0a 1, ana-
logicky jako v nésledujicim p¥ikladu.

0L ogaritmus soucinu je soucet loga-
ritmt. Soucet uz vak preteCenim trpét
nebude.



Glay, ...,an) = Yar ... an
logG(ay, ...,an) =log(a; a,)t/m™
logG(ay, ...,an) =1/n-log(as-...-an)
logG(ay, ...,an) =1/n(loga; + ... +logay)
G(ay, ..., an) =exp (1/n(loga; + ... +logay))

Upraveny algoritmus uz pak funguje korekiné:

>>> import numpy as np

>>> array = np.random.random_sample(1000) * 10
>>> np.exp(np.sum(np.log(array)) / 1000)
3.76991962941375

Asociativita s¢itani redlnijch Cisel

S¢itani redlnych ¢isel je asociativni operace, coz znamenad, Ze nezalezi
na pofadi uzdvorkovéani operaci.

a+(b+c)=(a+b)+c

U s¢itani redlnych ¢isel v pocitaci to ovsem nemusi byt vzdy pravda.
UvaZzme zjednoduseny piiklad.

Zz %z

S ptesnosti na 3 platné &islice!! urcete vysledek vyrazu:

1,23 + 0,001

Kdybychom nebyli nikterak omezeni na pfesnost, vysledek by byl
samoziejmé 1,231, nicméné v rdmci zvolené presnosti je korektni vy-
sledek

1,23 +0,001 = 1,23
Cislo 0,001 totiz pfi tomto s&itani v dané piesnosti odpovidé nule.

Co kdybychom méli ale tento ptiklad?

1,23 +0,001 + ...+ 0,001
10

Pokud bychom po¢itali jednotlivé soucty postupné, vysledek by z-
stal nezménén:

ZAPISKY K PREDNASKAM 12

' P¥ipomerime, Ze typ float jich posky-
tuje asi 7, typ double pak 16.

(1,23 +0,001) + 0,001 +...4 0,001 =1,234+ 0,001 +...4+0,001 =...=1,23

9 9
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Zménou uzéavorkovéani ale mtizeme docilit jiného vysledku!

1,23+ (0,001 4 ...+0,001) = 1,234+ 0,01 = 1,24

10

Jsou-li pro nés tyto rozdily podstatné, je potfeba urcit spravné po-
fadi provedenych operaci.

UkaZme si nyni, Ze tento problém skute¢né existuje, i kdyZ pouzi-
jeme vyssi pfesnost, jak je typické v béZznych programovacich jazycich.
>>> import numpy as np
>>> array = np.random.random_sample (10)
>>> # Vytvorime nové pole jako permutacti puvodniho
>>> array2 = np.random.permutation(array)
>>> sum(array) == sum(array2)

False

>>> # Vyrobime jinou permutact

>>> array3 = np.random.permutation(array)
>>> sum(array) == sum(array3)

True

Opét muzeme vidét, ze vysledek je v téchto dvou pfipadech od-

liénylz. 12 Pokud si uvedeny piiklad vyzkousite,
miizete dostat rozdilné vysledky v za-
"y o L, . L. ’ . vislosti na vygenerovanych ¢islech a zvo-
SCITAME-LI REALNA CisLA (zejména s velkymi Fadovymi rozdily), je uzi- lené permutaci.
te¢né je nejprve sefadit podle velikosti (v absolutni hodnoté) a s¢itat
od nejmenéiho.13 3V Pythonu bychom mohli pouzit na-
priklad:

sum(sorted(array, key=abs))

Stabilita algoritmu

Uvedme jesté posledni pfiklad — znamou Gaussovu elimina¢ni me-

todu (GEM) pro feeni systému linedrnich rovnic.'*

4 Pfipomerime, Ze cilem je eliminace
prvktt pod hlavni diagondlou uZitim
. ekvivalentnich operaci (pfi¢tenim k-
me pifklad: nasobku jednoho ¥adku k druhému, vy-
nasobeni fadku nenulovym realnym ¢&is-
lem a prohozeni dvou fadk).

Ackoliv je tato metoda velmijednoducha, v praxi se nepouziva. Uvaz-

10_107(1 + Xo = 1
X1+ 2x9 =3

Prvni krok GEM pak vypada nasledovné:

1 1010 1 1
3 0 2—10% |3—-10'0

Vzhledem k omezené pfesnosti bude ovSem tento systém ekviva-

10710 1
1 2

lentn{ tomuto:1® 15 Protoze s¢itdme dvé &isla s velmi odlis-

nymi fady, bude pfi vypoctu na poéitaci

platit, Ze mensi z nich se ve vysledku vii-

1 10710 11 1071 oo 1 00| becneprojev
10| | o 1|1 | o 1]1] o 1

1

—10
llo 1 Napt. tedy 2 — 1019 = —100.

0 —10%




Dostavame tedy feSeni x; = 0,x2 = 1. Pfesné feSeni je nicméné
x1 = X2 = 1. Pfesvédcte se o tom dosazenim do ptivodni soustavy.

Spravnéjsi variantou je modifikace Gaussovy elimina¢ni metody p¥i-
danim tzv. ¢aste¢ného vybéru hlavniho prvku (pivota). Rozdil bude
ten, zZe v kazdém kroku prohodime zbyvajici nezpracované fadky tak,
Ze pivotem pfi eliminace bude prvek s nejvétsi absolutni hodnotou.
V nasem prikladé tedy v prvnim kroce dojde k prohozeni fadkii:

1 1 23
3 10719 1)1

Dale postupujeme standardng, az ke spravnému vysledku!®:

1 23 1 2 3
10710 1)1 0 1—2-10710|1—-3.10710

1 23 1 0|1
0 1|1 0 1]1

Gaussova elimina¢ni metoda v ptivodni podobé€ je tzv. numericky

10710 1
1 2

nestabilni algoritmus!”. Podobné jako u jinych p¥ikladii z této kapitoly
jsme zménou algoritmu byli schopni dosdhnout pfesného feseni.

ZAVEREM DODEJME, Ze pro vétsinu obvyklych operaci (napf. z linearni
algebry, které se budeme vénovat dale), existuji pfedpfipravené knihov-
ny funkci, které jsou psdny s ohledem na vy$e zminéné problémy, a je

doporuéeno je pouzit misto vlastnich feseni.!®

ZAPISKY K PREDNASKAM 14

16 Opét poznamenejme, Ze vlivem vel-
kého rozdilti v fddech bude platit, Ze

1—2-107109=1

17 Algoritmus ozna&ime za stabilni, po-
kud feseni, které uzitim ného ziskame,
je pfesnym FeSenim pro néjaké blizké za-
dani.

BV nekterych piipadech budeme na
tyto funkce odkazovat v poznamkach.



Pojmy linedrni algebry

V posledni ¢asti pfedchozi kapitoly jsme si ve stru¢nosti pfipomnéli
Gaussovu elimina¢ni metodu, jednim ze zakladnich algoritmti line-
arni algebry. NeZ se pustime do konkrétnich témat, zopakujme si né-
kolik zékladnich pojm.

Vektory

Usttednim pojmem je v linedrni algebte vektor, tedy uspofddana n-tice
¢isel. Oznacujeme je nejcastéji pismeny jako u, v nebo w. Naproti tomu
obycejnd redlnd ¢isla (skaldry) budeme znacit nejcastéji a, b, c, . . .. Po-
Zet prvki vektoru oznacujeme jako jeho dimenzi. Nap#.!

1
1 1
u=|2|, v= , W=
1 0
0

Dimenze vektoru u je 3, zatimco u vektoru v a w pak 2. Zakladni
operace s vektory jsou jejich s¢itani?? a ndsobenf skaldrem. Napf.

1 0 2 0 2
Stejnou operaci mtizeme vyjadFit i graficky:

Y Y

Vektory béZzné uvazujeme jako tzv. sloupcové. Nékdy vSak mutize byt

uZzite¢né pracovat s #ddkovymi vektory. Operace, kterd provadi ,kon-

verzi“ mezi témito dvéma vyjadfenimi, nazveme transpozic121.

19 Casto se misto hranatych pouzivajf ku-
laté zavorky. Na vyznamu se nic neméni,
jen je potfeba je pouzivat konzistentné.

2 Sgjtat 1ze samoziejmé pouze vektory
stejné dimenze.

2 Zjevné plati (vI)T = v.



Matice

Dalsim dtilezitym pojmem je matice. Matice neni nic jiného nez obdél-
nikovy zptisob zépisu &isel. 22 Chceme-li pracovat s nékolika vektory
najednou, miizeme je zapsat naptiklad jako jednotlivé sloupce matice.
Potfebujeme-li navic matici néjak pojmenovat, volime velkd pismena
ze zacatku abecedy (A, B, ...):

11
1 0

A=1|v w|=
Pro matici A, kterd ma m fadkt a n sloupcti, zapisujeme jeji roz-
meéry explicitn€ jako Ay xn.
Stejné jako u vektorti, i u matic je definovéna transpozice.

| T
— — 1 1
o w! — 1 0

V nasem pifpadé k zaddné zméné nedoglo, plati, ze AT = A. O ta-
kové matici A fekneme, Ze je symetrickd.

Ptehled pojmti pro tuto chvili zakon¢ime klicovym terminem celé
linedrni algebry.

Linedrni kombinace

MozZné jste nékdy premysleli nad tim, pro¢ se linedrni algebte fiké
linedrni. Tohle oznaceni souvisi s pojmem linedrni kombinace. Umime-
li s¢itat vektory a ndsobit je skaldrem, nebude to pro nas nic nového.

23

LiNEARNT KOMBINACT vektortl v, w™ nazveme vyraz

av + bw

kde a, b jsou reédlna ¢isla. Tyto nazveme koeficienty linearni kombi-
nace.
Zopakujme nyni ptiklad ze zacatku této kapitoly:

1 2 —1 1
1 = + =

2v—w =2 —
1 0 2 0 2

Zde mame linedrni kombinaci vektort v a w s koeficienty 2 a —1.

Linearni kombinaci mtizeme pfithodné vyjadfit jako ndsobeni mati-
ce vektorem. Matice bude obsahovat ptivodni vektory jako své sloupce,
koeficienty linedrni kombinace zapi$eme jako novy vektor. 24
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2Na tomto misté se hodi zminit, Ze
vektory i matice slouzi ¢asto jako pii-
hodny nastroj pro vyjadieni urcitych
typt problému. Data (= jednotliva ¢isla)
v nich uloZend nabyvaji takového vy-
znamu, jaky jim ddme. MtiZe jit o kon-
centrace slouc¢enin v roztoku, informace
o véku skupiny osob, soufadnic objektti
v prostoru atd.

Vertikalni nebo horizontalni linky v pfi-
kladech pouze explicitné zdtraziuji, Ze
se jedna o sloupcovy, resp. fddkovy vek-
tor.

B Zjevné téchto vektorti mtize byt libo-
volny pocet, vSechny musi mit ale stej-
nou dimenzi.

2 Obecné tedy:

ajvi +...+ anvn =

\ \ at
= |:V1 L. Vn:| . :
| e



Systémy linedrnich rovnic

Regenf systému linearnich rovnic je jeden z nej¢ast&jsich problémd,
ktery se objevuje v mnoha réiznych aplikacich. V této kapitole si uka-
Zeme, jak o takovych systémech uvaZovat z pohledu linedrni algebry
a zaméfime se na vlastnosti, které ndm pomohou nalézt efektivné je-

jich fegeni.?

Opakovani

Uvazme jednoduchy systém dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych:

x+2y=0
x— y=3

At zvolime libovolnou metodu feSeni, nemélo by nés pfekvapit vy-
sledek x =2,y = —1.

Pojdme si pfiblizit tuto soustavu rovnic graficky. Kazdou rovnici
muiiZeme brat jako jedno z omezeni na mnoZzinu vsech bodti [x; y]. Gra-
fem znézornujici kazdou z rovnic je ptimka, kterou dokdzeme jedno-
znac¢né urcit dvéma body. Snadno nahlédneme, Ze prvni z nich miize
prochazet napiiklad body [0; 0] a [2; —1], druha pak body nap#. [3;0]
a [0; —3].

Regenim je pak jejich prinik — obecné mnozina bod, ktera splituje

obé dand omezeni.

(3; 0] V4 N

Systém linedrnich rovnic pohledem linedrni kombinace

N

Zkusme se nyni podivat na sloZzitéjsi priklad:

% Linedrni algebra se ¢asto udi jako pre-
hled algoritmti, postupti pro feSeni kon-
krétniho typu problému (,Mate-li sys-
tém linedrnich rovnic, pouZzijte Gaus-
sovu eliminaéni metodu.®, ...). Timto
zplisobem se sice miiZeme naucit efek-
tivné fesit piiklady, nicméné s pochope-
nim jak to celé funguje a pro¢ nam to ne-
pomiiZze. Nasledujici kapitoly jsou proto
koncipovany trochu odli$né a vice nez
na prezentaci postupt se budou soustie-
dit na analyzu vlastnosti a souvislosti
mezi probiranymi koncepty.

Pfipomerime, Ze by obecné mohly na-
stat jesté dvé situace. Pokud by se obé
piimky p¥ekryvaly, vyjadfovaly by nam
stejné (i kdyZ obecné jinak explicitné vy-
jadrené) omezeni. Takova soustava by
pak méla nekone¢né mnoho feseni, kon-
krétné kazdy bod leZici na téchto p¥im-
kédch. Naopak pokud by obé p¥imky byly
rovnobézné, nebudou mit zadny prinik,
nebot zadavaji neslucujici se omezeni.
Soustava rovnic by pak neméla zadné fe-
Seni.
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2x—y =0
—Xx+2y—z=-1
—3Jy+4z=4

Grafické vyjadfeni by ndm v tomto pfipadé nebylo moc uzitecné,
protoze najednou potfebujeme pracovat v trojrozmérném prostoru.
Kazda rovnice ndm pak zadava jednu rovinu. Nakreslit tyto roviny
a urcit z jejich prianiku feSeni by vSak bylo obecné nepraktické.

Zkusme se nyni podivat na stejny systém s vyuzitim maticového
poctu. Takovy systém se obecné zapisuje ve tvaru

Ax=D>

kde A je matice koeficientti, b je vektor pravé strany a x vektor nezna-
mych. Konkrétné pro nas priklad:

Takovouto soustavu miizeme zapsat do zjednoduSeného tvaru vy-
nechanim vektoru nezndmych:

a déle fesit standardné napf. Gaussovou elimina¢ni metodou.

Zkusme se ale nyni zamé¥it na jiny zptisob feSeni, ktery bude vyu-
zivat vlastnosti linearnich systémfi.

Predchozi systém linedrnich rovnic miizeme rozepsat jako linedrni
kombinaci sloupcti matice A:

18

2 -1 0 0
Zkusme si nyni také ptiblizit grafické
x-|=lf+y-| 3| +z|-1] =|-1 zndzornéni celé soustavy, kdy nebu-
0 3 4 4 deme wuvaZzovat jednotlivé rovnice
(tadky), ale zaméfime se na sloupce,
Hleddme tedy takové koeficienty linedrni kombinace, které ndm vySe uvedené vektory. Ty si oznadime

poté v souctu daji vektor pravé strany. V tomto vyjddfeni je ale feSeni strany pak b. Regent je opét zjevné.
tohoto ptikladu pomérné zjevné, povsimneme-li si, Ze posledni vektor z
a vektor pravé strany jsou shodné. Regeni je tedy x =y =0,z = 1. uz="b

Tento pfiklad ndm pomérné hezky demonstruje, jak souvisi line- w2

arni kombinace s feSitelnosti soustavy linedrnich rovnic.

SysTEM Ax = b MA RESENI praveé tehdy, kdyZ je vektor b linedrni kom-

binacf sloupcti matice A. u y

Zkusme si ptiblizit n€kolik typové rtiznych systémti linedrnich rov- x
nic obrazkem. Uvazme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:

postupné ui, ug,u3z a vektor pravé



[
Ax=|u v -[Xllzb
o]

Zameéime se ted na nasledujici ¢tyfi priklady:

u M~ J !

Ve v8ech pfipadech se ptdme: , Kolikrat mam vzit vektor u a kolikrat

v, aby jejich soucet byl vektor b?“ ProtoZe ale nemame explicitné uve-
deny hodnoty, misto konkrétnich koeficientti nds bude zajimat, zdali
1ze vektor b vyjadFit pomoci vektorti u a v (tedy zdali existuje néjaka
linedrni kombinace, ktera by vedla na vektor pravé strany).

V prvnim p¥ipadé je to pomérné pfimocaré, tam takovou kombi-
naci jisté najdeme. Tento systém bude mit praveé jedno feseni.

Ve tfetim a ¢tvrtém piipadé je v ndsobkem u (a naopak). Libovolna
jejich linearni kombinace tedy bude vektor leZici na stejné pf¥imce jako
u a v. To znamen4, Ze ve tfetim pfipadé se ndm vektor b ,nepoda¥i“
vyrobit, ve ¢tvrtém méme naopak nekoneéné mnoho moznosti.

Druhy pfiklad mtiZe byt na prvni pohled obtiznéjsi. Zkusme si uveé-
domit, jak by vypadaly vSechny linedrni kombinace zadanych vektort
uav (zejména ve srovndni s ostatnimi ptiklady). Protoze oba vektory
nelezi v pfimce, poda¥fi se ndm pomoci linedrnich kombinaci popsat
libovolny jiny vektor v roving, a tedy i vektor b. Tento systém bude
mit jedno feSeni.

Linedrni (ne)zdvislost

Zkusme nyni pozorovani z pfedchozich ptikladti zobecnit a podivat
se, jaké vlastnosti musi mit matice A, aby mél systém Ax = b feSeni
pro libovolny vektor pravé strany b.

Vzpomenme si, Ze stacilo, aby jeden sloupec matice A nebyl nasob-
kem druhého, a védéli jsme Ze existuje linedrni kombinace vedouci na
vektor b.

Pokud se pfesuneme alespoil o dimenzi vySe, situace se ndm po-
nékud zkomplikuje. UvaZme nésledujici matici A, kde zadny sloupec
neni ndsobkem jiného:

0
1

1
A=|1
0 —2

N =N

Ackoliv to neni moZna na prvni pohled vidét, vSechny vektory tvo-
Fici sloupce této matice, leZi v jedné roviné v trojrozmérném prostoru.
Pro¢ tomu tak je? VSimnéme si, Ze libovolny z vektortt mtizu vyjadfit
jako linedrni kombinaci zbylych dvou, napt.
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Jeden z vektord je tedy z jistého pohledu ,zbyteény“, ni¢im nam
v ramci linedrnich kombinaci nep¥ispiva. To také znamen4, Ze jisté ne-
dokadzeme vyjadfit kazdy vektor b jako linedrni kombinaci sloupct
matice A%,

Abychom byli schopni vyjadfit libovolny vektor b v trojrozmérném
prostoru, potfebujeme tedy tfi vektory takové, Ze kazdy ptispiva do li-
nearni kombinace ,né¢im novym®. To znamen4, Ze zadny z nich nelze
vyjadtit jako linedrni kombinace zbylych. O takovych vektorech pro-
hlasime, Ze jsou linedrné nezdvislé. Pokud to lze, oznacime je za linedrné

zdvislé.

FormALNT DERINICE Tikd, Ze vektory jsou linedrné nezavislé, pokud je-
dina linedrni kombinace, ktera vede na nulovy vektor, je trividlni (tj.
vechny jeji koeficienty jsou nulové).

avi+...anvhn=0—a;=...a, =0

Naopak pokud 1ze najit linedrni kombinaci, kterd vede na nulovy
vektor, takovou, Ze alespori jeden jeji koeficient je nenulovy, vektory
jsou linearné zavislé.?”

Jak TEDY URCIT, zdali jsou vektory linedrné zavislé nebo nezavislé?

V jednoduchych prikladech to mtiZe jit vidét p¥imo (jeden vektor
je ndsobkem druhého; jeden vektor je nulovy; dva vektory jsou stejné,
atd.), neplati to ale vzdy.

Standardni postup spocivéd v tom, Ze si vektory napiSeme do ma-
tice (jako fadky)?® a provedeme Gaussovu eliminaci, tedy ipravu na
schodovity tvar. Pokud po jejim skonceni ziskdme néjaky nulovy fa-
dek, vektory byly linedrné zavislé. Pokud ne, byly linedrné nezavislé.
29 30

Vratme se nyni k ptivodni otdzce, tj. kdy je systém linedrnich rovnic
fesitelny pro libovolny vektor b, nyni viak s vyuZitim pojmii pfedsta-
venych vyse.

SYSTEM N LINEARNICH ROVNIC Ax = b md FeSeni vzdy (= pro kazdé b),
pokud matice A obsahuje n linedrné nezavislych vektorti.

Homogenni systémy

Kratce zminime jesté specidlni pfipad systému linedrnich rovnic, pro
ktery plati b = 0. Takovy systém nazveme homogenni.

Ax =0
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% VyjadFit se ndm podati pouze takovy
vektor b, ktery leZi ve stejné roviné jako
vektory z matice A.

%7 Zamyslete se, pro¢ to pak znameng, ze
néktery z vektorti dokdzu vyjadfit jako
linedrni kombinaci zbylych.

% Pro sloupce to funguje stejng, ale tento
zpusob je intuitivnéjsi pro pochopeni.

¥ Pro¢ ale tento postup funguje? Uvédo-
mme si, Ze Gaussova eliminace je zalo-
Zena na pric¢itani néjakého nasobku jed-
noho fadku k jinému. Intuitivné: Pokud
se nam podafi néktery z fadka ,,vynulo-
vat“, znamena to, Ze jej 8lo ,,vyrobit* (ve
smyslu linedrni kombinace) z ndsobki
tadkh predeslych.

¥Moznd si pamatujete pojem hodnost
matice. To je pocet linedrné nezavislych
radkd matice. A to je stejné ¢islo jako po-
et nenulovych Fadkt matice upravené
na schodovity tvar.



V Cem je tento systém zvlastni? Zkuste jej opét rozepsat jako line-
arni kombinaci sloupcti matice A. Takovy systém ma zjevné vzdycky
fegeni, a to je x = 0. 3!

Dale plati, Ze ma-li takovy systém dalsi (= nenulové) feSeni, ma
jich rovnou nekone¢né mnoho.

Pro demonstraci vyuZzijme dfive zminénou matici A:

Systém Ax = 0 mé feSeni:

Dalsimi feSenimi jsou pak vSechny ndsobky tohoto vektoru, tj. kx
pro libovolné realné ¢islo k. Ovéfte si to rozepsanim soucinu A (kx)
jako linearni kombinace.

Dosavadni souvislosti

NeZ se pustime v tématech déle, ukaZme si na jednom misté, jak spolu
vSechny dosud zminéné informace souvisi.
Méjme matici A xn. Tu nazveme reguldrni>?, pokud plati:

e pocet linearné nezédvislych fddkil matice A jen
e pocet linedrné nezdvislych sloupcti matice A je n

e pocet nenulovych faddkh matice A prevedené na schodovity tvar je
n

e hodnost matice A jen
e soustava Ax = 0 ma pouze trividlni feSeni (x = 0)
e soustava Ax = b md praveé jedno feSeni

Vsimnéme si, Ze véechny vyse uvedené vlastnosti jsou ekvivalentni
(pokud plati jedna, plati v8echny ostatni) a vystihuji vSechno, co jsme
si doposud v linearni algebfe povédéli.

V tuto chvili mtiZe byt uzitecné projit si celou kapitolu jesté jednou
od zacatku a zaméf¥it se na vSechny souvislosti, které jsme uvedli poz-
déji a nyni sumarizovali.

Metoda nejmensich ctvercii

Nasledujici sekce se bude zabyvat soustavami linedrnich rovnic, které
nemaji feSeni. Ackoliv to nezni tplné prakticky, ukdzeme si, Ze jsou
tyto pfiklady pomérné bézné a uzitecné.

ZAPISKY K PREDNASKAM 21

31 Zamyslete se, jak to souvisi s pojmem
linearni nezavislosti.

Pro tplnost dodejme, Ze pokud mé ho-
mogenni systém dvé feSeni x a y, pak je
feSenim ijejich libovolna linedrni kombi-
nace. Zkuste si to ovéfit podobné jako v
tomto pifpadé.

2V opatném piipadé mluvime o tzv.
singuldrni matici.

Ackoliv se v tomto textu determinanty
nezabyvdme, tak zminime, Zze také
det A # 0.



Predstavme si jednoduchy experiment, kdy mé¥ime néjakou vlast-
nost (tfeba teplotu) pozorovaného systému v case. Vime-li, Ze mezi
veli¢inami existuje napf. linedrni zavislost, mtizeme tento vztah vyja-
dfit jednoduse rovnici

y=kx+q
kde x je hodnota nezévislé veli¢iny, y hodnota méfené velic¢iny a k, g
jsou pak néjaké parametry.

Abychom tyto parametry urcili jednozna¢né, budeme potiebovat
dvojici méfeni ([x1,y1], [x2,Y2]). Zadany problém pak vede na sou-
stavu dvou rovnic o dvou nezndmych (k, q).

S VYPOCTENYMI HODNOTAMI PARAMETRU pak miizeme takovy model pou-
zitk interpolaci (x{ na obrazku vpravo) a extrapolaci (x. ), tzn. k odhadu
hodnot mezi jednotlivymi méfenimi, resp. mimo né.

ProtoZe jsou ale méfeni asto zatiZeny chybami, je uzite¢né jich pro-
vést vice. Ukazme si zjednoduSeny pfiklad. Mé&me pro jednoduchost
tfi méfeni, jak je zndzornéno na nasledujicim obrazku.

Pomérné snadno jde vidét, Ze neexistuje pfimka, kterd by prochaze-
la v8emi tfemi body. V feci linedrnich systémt to znamen4, Ze by nase
soustava rovnic neméla zadné feSeni.

Zkusme se tedy pokusit nalézt feSeni, které by bylo v jistém smyslu
nejlepsi mozné. 3334
Sestavme si nejprve tuto soustavu tff rovnic o dvou nezndmych:

lk+q=1
2k+qg=2
3k+qg=2

Ukazme si nyni pohled pfes jednotlivé sloupce % na jinak analogic-

kou soustavu (aby byl obrazek piehlednéjsi, zvolili jsme jiné hodnoty
vektori):

/u2 y
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%S nejmensi odchylkou od zadanych
bodti. Co formalné znamena, si definu-
jeme pozdéji.

% Tuto ulohu muZzeme nalézt i pod né-
zvem linedrni regrese.

% Soustava vyjddrend jako linearni kom-
binace:
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Uvéazime-li vSechny moZzné hodnoty parametrti k a ¢, bude linedrni
kombinace ku; + qu; popisovat néjakou rovinu v trojrozmérném pro-
storu. Pfipomernime, Ze aby mél nas systém rovnic feSeni, musi vektor
b lezet v této roviné (= byt linedrni kombinaci vektorti u; a us).

Jak tedy vypada vektor, ktery by leZel v této roviné a byl zadanému
vektoru b nejbliZze? Takovou vlastnost ma projekce vektoru b do této
roviny, coZ si zkusime ukédzat na nasledujicim obrazku:

b
e
P w2

U

Vektor p je naSe hledana projekce, vektor e pak oznac¢uje chybovy
vektor, tj. rozdil mezi b a p, piSeme:

p=b—e

Zaroven plati, Ze vektor p uZz je nyni linedrni kombinaci vektort u,

36 % Drzime se standardniho znadeni, kdy

nase vektory 1y, up tvofi sloupce ma-

a us pro néjaké vhodné zvolené koeficienty x; a X3, piSeme:

~ x
tice A a vektor X = 5 .
P =X1u; + XolUsy 2

p:{ul uz}' ~
p = AX

ProtoZze je vektor p projekci do roviny, znamena to, Ze je vektor e na
tuto rovinu kolmy. Zejména je tedy kolmy na vektory u; a us. Vime
také, ze skalarni soucin dvou na sebe kolmych vektorti je 0:

wlesue=0

u lesule=0
Vsimnéme si, Ze miizeme obé& rovnosti sloucit do jedné, vektory u{
au) totiz predstavuji #ddky matice AT. Navic vyjadfime e uzitim b a p:

ATe=0
AT(b—p) =0
ATb=ATp

VYJADRENIM PROJEKCE p pak ziskdme novy systém linedrnich rovnic,

ktery uz ale oproti ptivodnimu systému Ax = b bude mit feSeni. Tato

37 ¥ NaSim cilem je minimalizace velikosti

chybového vektoru e. Pfipomerime si,
ze velikost vektoru e ziskdme jako

Vele = /e? + e3 + eZ Nazev me-
tody pak odkazuje na soucet druhych
mocnin jednotlivych slozek chybového

vektoru.

transformace se nazyva metoda nejmensich ctvercii.



Zkusme nyni aplikovat tuto metodu na nas ptivodni priklad.

ATAX=ATb

1 1] .

1 2 3 5 1 2 3
21| = .

[111] [xz l111]
3 1]
14 6] [x 11
6 3| |% 5

Tento systém uZz vyfesime standardné Gaussovou elimina¢ni meto-
dou. Ziskame FeSeni x3 = 1/2,X3 = 2/3, coZ odpovida pFimce:

y=1/2x+2/3

Reseni v Pythonu je zde pomérné pfimocaré, srovnejme dva pfi-

stupy. Prvni pouziva pfimo metodu 1stsq (z angl. least squares), druha

pak predstavuje explicitni vypocet pomoci vzorce odvozeného vyse.38

>>> A = np.array([[1, 1], [2, 1], [3, 111)
>>> b = np.array([1, 2, 2])

>>> np.linalg.lstsq(A, b)[0]

, 0.66666667])

>>> np.linalg.solve(A.T @ A, A.T @ b)

, 0.66666667])

array([0.5

array([0.5

Podminénost systému linedrnich rovnic

Tuto kapitolu zakon¢ime jednou zajimavou vlastnosti systémi linear-
nich rovnic.
Uvazme jednoduchy ptiklad:

10x + y=11
x+ 0,11y = 1,11
AniZz bychom zkusili systém néjakou vhodnou metodou fesit, vSim-
neme si rovnou, ze feSeni je jednoduché x =y = 1.

Zkusme nyni systém mirné modifikovat, pravou stranu druhé rov-
nice zmensime o 0,01:
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Metoda nejmensich ¢tvercti pro feSeni
stejného problému se objevuje i v mate-
matické analyze, kde bychom pro feSeni
pouzili parcialni derivace.

Vyjadfeme sijesté pro tplnost vektory p
ae:

1 1] 7/6
1/2]
g 1 .{2/3}._ {10/6}

13/6

b

1 7/6 ] —1/6
e=|2| — |10/6] = | 2/6

2 13/6] —1/6

% Doporuceno je pouZivat prvni moz-
nost, kterd pouzivd numericky stabilni
algoritmus.

V Pythonu mtiZeme vyfesit tento systém
takto:

>>> import numpy as np

>>> A = np.array([[10, 1], [1, 0.11]11)
>>> b = np.array([11, 1.11])

>>> np.linalg.solve(A, b)

array([1., 1.1)
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10x + y=11
x+ 0,11y =1,1

Ackoliv je zména pouze v jednom ¢&isle a to dokonce mensinez 1 %,
feSeni tohoto systému se vyrazné zmeéni. Nové totiz ziskdme FeSeni
x=1lay=0.

Takovy systém, ktery je velmi citlivy na zmény, nazveme Spatné pod-
minény. MtiZeme sepsat i opa¢nou definici.

SysTEM JE DOBRE PODMINENY (intuitivn€), pokud mald zména zadani
zpusobi pouze malou zménu ve vysledku.

Zkusme vzit systém rovnic z tvodu kapitoly a provést podobnou
modifikaci i u néj. Abychom se vyhnuli zdlouhavym vypoctim, po-
muiiZeme si Pythonem:

>>> import numpy as np

>>> A = np.array([[1, 2], [1, -111)
>>> b = np.array([0, 3])

>>> bb = np.array([0, 2.99])

>>> np.linalg.solve(A, b)

array([ 2., -1.1)

>>> np.linalg.solve(A, bb)

array([ 1.99333333, -0.99666667])

V tomto pfipadé k zadnému prekvapeni nedochézi, vysledek pro
modifikované zadani se lisi pouze minimalné.
Nabizi se pfirozend otdzka, v ¢em se tyto systémy linedrnich rovnic
lisi. Zamé¥me se na to, jak vypadaji sloupce matice A. V obou piipa-
dech jsou tvofeny linearné nezavislymi vektory (jeden neni nasobkem
druhého). 3 U prvniho z nich v8ak tento rozdil neni velky: ¥ P¥ipomenime, Ze kdyby se jednalo o li-

nedrné zavislé vektory, feSeni by obecné
10 1
~ 10 -
1 0,11

neexistovalo.
Jsou-li tedy sloupce vektory, které maji , blizko k linedrni zavislosti®,
miiZeme mald zména v zadéani (napf. chyba pfi méfeni, chyba repre-
zentace) vyrazné ovlivnit vysledek.
Vsimnéme si, Ze podminénost je vlastnost problému, nikoliv algo-
ritmu, ktery byl pti vypoctu pouzit. V obou pfipadech jsou totiz vy-
sledky pfesné vzhledem ke konkrétnimu zadéni, nejde tak o chybu

danou V}’IpO(VZten’I.40 0 Jen pro tplnost dodejme, Ze uZitim slo-

zitéjstho matematického aparatu jsme
schopni odhadnout velikost chyby, kte-
rou miize konkrétni zména zadani zpt-
sobit.



Nisobeni matic

Jedna z nejdutilezitgjsich operaci (vedle linedrni kombinace), se kterou
se setkdme, je ndsobeni matic, které budeme hojné vyuzivat v dalsi
kapitole. I zde existuje nékolik postupti, které mtizeme zvolit, kazdy
ndm umozni nahlédnout na problém z trochu jiného pohledu.
Vsechny postupy demonstrujme s pouzitim nésledujicich matic:

L2 1 1
A=10 1}, B =
2 1
11
Abychom mohli dvé matice vyndsobit, musi platit, Ze pocet sloupcti
prvni matice je roven poctu fadkt druhé matice.
Naésobeni matic neni komutativni, tzn. obecné neplati, Ze bychom
mohli matice pfi ndsobeni prohodit (stejné jako je to mozné u realnych
isel).

A-B#£B-A

Vyslednd matice ma stejny pocet faddkii jako prvni matice a stejny

pocet sloupcti jako druha. Obecné:#1 #Jako pomticka mtiZze v tomto zapisu

pomoci, Ze vnitini ¢isla musi byt stejna
a vngjsi pak udédvaji rozméry vysledku.

Amxn - BnX‘p = Cm><p

Pro nase matice A a B je tato podminka splnéna. Rozméry vysledné
matice pak budou 3 x 2. Nyni mtizeme pfejit k prvnimu zptisobu vy-

poctu. . _
Pro nédsobeni matic v Pythonu existuje
operétor @:
Skalarni souciny >>> import numpy as mp
>>> A = np.array([[1, 2],[0, 11,01, 111)
Lo . . e v i iy , . . >>> B = np.array([[1, 11,[2, 111)
Skalarni soucin je prvni a asi nejc¢astéji zmitiovany zptisob pro né- >>> A @ B
sobeni matic. Konkrétné prvek v i. faddku a j. sloupci vysledné matice array (L[5, 31,

[2, 11,

ziskame jako skaldrni soucin i. fAdku matice A a j. sloupce matice B. (3. 211)

Napftiklad pro druhy fadek a prvni sloupec dostavame:

0 1}[3] —0-14+1-2=2

Stejnym zptisobem ur¢ime vSechny ostatni prvky:
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0-1+1-2 0-1+1-1| =
9 1 + +

] 1-1+2-2 1-1+2-1
1-1+1-2 1-1+1-1

1 2 5 3
A-B=10 1]- [ 2 1
11 3 2
Tento postup je pomérné pfimocary na vypocet, nicméné nam ne-
umoziiuje pfesnéji nahlédnout do podstaty ndsobeni matic. To nyni
napravime.

Linedrni kombinace sloupcii

Pfipomenime si, Ze pokud ndsobime matici vektorem, je to stejné, jedna
se o linedrni kombinaci sloupcti této matice, jejiz koeficienty jsou jed-
notlivé prvky daného vektoru. Vezméme pro ptiklad matici A a prvni
sloupec matice B:

1 2 1
1

0 1§- =1-10
2

11 1

Jak vidime, vysledny vektor je prvni sloupec vysledné matice. Ana-

2 5
+2- 11 =12
1 3

logicky pokud bychom vynésobili matici A druhym sloupcem B, do-
stali bychom druhy sloupec vysledné matice.

1 2 1
1

0 1f- =1-10
1

11 1

Misto toho, abychom jako v pfipadé skaldrnich soucinti uvaZovali

2 3
+1- (1] =1
1 2

nad jednotlivymi prvky vysledku, ddvame dohromady celé sloupce.*?

Linedrni kombinace #idkii

Posledni zptisob, ktery si zde zminime, funguje analogicky, jen si ted
obé matice ,,prohodirole“. Budeme uvazovat linearni kombinace fadku
matice B, kde jako koeficienty budeme brat prvky z jednotlivych fad-
kovych vektora A.

Pro prvni fadek dostdvame tedy:

o]y -l el = o

Pro druhy:

o o]y =0l erf =

A pro posledni:
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U vétsich matic mtize byt obtiznéjsi zo-
rientovat se v tom, ktery fddek ndsobit
s kterym sloupcem. Zkusme si druhou
matici napsat ,,0 fadek vyse“. Pak virtu-
alni prisec¢ik kazdého fddku a sloupce
udévd misto, kam zapiSeme vysledek
konkrétniho skalarniho soucinu.

Jako bonus nemusime pfemyslet ani
nad rozméry vysledné matice, ty jsou
zfejmé z tvaru tohoto schématu.

2Pokud vyjadifme tuto myslenku
slovné pro nés piiklad, tak pro vysledek
plati:

1. sloupec = soucet prvniho sloupce a
dvojndsobku druhého sloupce ma-
tice A

2. sloupec = soucet prvniho a druhého
sloupce matice A

To ndm umozni nékteré piiklady spo-
¢itat snadnéji, zejména pokud druhd ma-
tice obsahuje pouze ¢isla jako 0 a 1.



K 1}[; 1]:1[1 1+1-[2 1] =3 2

Pro nékteré piiklady ndAm mohou tato alternativni vyjadieni vy-
razné usetfit praci. Jejich hlavni smysl ale uvidime pozdéji, v ndsle-
dujici kapitole.

Jednotkovd matice

Nésobime-li realné &islo jednickou®?, vysledek se nezméni.
y

x-1=1-x=x

Pro maticové ndsobeni mtizeme nalézt podobnou ,jedni¢ku*. Hle-
dédme tedy matici I, pro kterou plati:

AI=I-A=A

nezavisle na konkrétni matici A. Jakou ma mit matice I podobu, aby
vyse zminénd rovnost byla spInéna, neni tézké urcit, podivame-li se na
toto ndsobeni (A - I = A) jako na linedrni kombinaci sloupcti matice
A.

Aby prvni sloupec vysledku byl stejny jako prvni sloupec A, musi
byt v prvnim sloupci I prvni prvek 1 a vSechny ostatni 0. Pro druhy
sloupec potfebujeme jednicku na druhé pozici a vsude jinde nuly, atd.

Matice 1#* se tfemi fadky a tfemi sloupci pak vypad4 takto:

1
I=1|0
0

o = O
—= o O

Zobecnéni pro jiné rozmeéry neni jisté problém. V tuto chvili si ma-
Zete ovéYit, Ze i pro ostatni zptisoby ndsobeni matic, které jsme uvedli
dfive, tento tvar vyhovuje.

Vsimnéme si navic, Ze to samé plati i pfi ndsobeni jednotkové ma-
tice vektorem:

Inverzni matice

Ztistaiime jesté chvili u analogie s redlnymi ¢isly a pfipomerime si po-
jem prevraceného ¢&isla (hodnoty). Cislo y je pfevracené k x, pokud
plati, ze xy = 1. Zjevné tedy musi platit, zZey = 1/x =x 1

ZAPISKY K PREDNASKAM 28

Opét zkusme i slovni vyjadfent:

1. fddek = soucet prvniho fadku a dvoj-
nasobku druhého fddku matice B

2. fddek = druhy ¥ddek matice B

3. fddek = soucet prvniho a druhého
fadku matice B

® Formélné se bavime o neutrdlnim
prvku, v piipadé nasobeni pak také po-
uzivame oznaceni jednotkovy prvek.

# Oznaceni I vychézi z anglického slova
Identity.

V Pythonu vytvofime jednotkovou ma-
tici pomoci funkce np.eye(n), kde n
oznacduje jeji velikost.



U matic je situace komplikovanéjsi. Jednotkovou matici médme, nic-
méné déleni matic (jako I/A) definovano neni. Musime si pomoci ji-
nou definici.

InvERzNT MaTICT K A 0znaéme A~ ! a definujme vztahem:*®

A-A =1

Je pomérné zjevné, Ze jednotkovéa matice je sama sobé inverzi, plati
I =1 46

Jak urcit obecné inverzni matici neni tplné trividlni. Zkusme po-
stupné uréit inverzni matice k témto piikladtm:4”

10 11 1 2
A= , B= , C=
0 2 1 2 1 2
Nalézt A~! neni téZké. Snazime se vlastné vytesit nasledujici rov-
nici pro neznamé a;, as, as, a4:

1 0 C11(12_10
0 2| laz as| |0 1

At uz zvolime libovolnou metodu (roz)nésobenti, snadno uréime:*

L ltoo
0 1/2

Ve druhém piipadé uz je situace slozitéjsi, protoze madme nenulové
prvky i mimo diagonalu:
1 1] |by ba| |1 0
1 2/ |bs byl [0 1

Jednim ze zptisobti mtize byt rozdéleni této rovnosti na dvé jedno-
dussi, vyuzijeme-li linedrnich kombinaci.

— =
N
o o
w =
S =

—=
N =
o o
NN
_ O

Tyto dva systémy uz vyfesime tteba Gassovou elimina¢ni metodou

a ziskame:¥
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% Pokud se bavime o inverznich mati-
cich, uvazujeme vzdy pouze ¢tvercové
matice.

4 To vyplyva z vlastnosti nasobenti, pie-
svédcte se o tom.

¥V Pythonu miizeme pro vypo-
Cet inverzni matice pouzit funkci
np.linalg.inv.

* Obecné plati, Ze inverzni matice k di-
agondlni matici (= ma nenulové prvky
pouze na diagonale), je opét diagonalni
matice — prvky diagonaly jsou pfevra-
cené hodnoty ptivodnich.

¥ Oveite, zeplati B- B~ = 1.



Tretim piiklad pak zacneme fesit analogicky jako druhy:

1 2| |eg| |1
1 2| les| o
1 2 Cgio
1 2| les| |1

KdyZ se oviem podivdme na sloupce matice C, mtizeme si vSim-
nout, Ze jeden je ndsobkem druhého. Oba vektory lezi v jedné pfimce
a zcela jisté z nich nelze pomoci linedrni kombinace vyrobit ani jeden
ze sloupct jednotkové matice.”” Inverzni matice C~' tedy neexistuje.

Zkusme nyni zobecnit zavéry, které jsme ucinili na pfedchozich p¥i-
kladech. Aby méla matice svou inverzi, musi jeji sloupce tvofit vektory,
kterymi lze vyjadfit libovolny sloupec jednotkové matice. A protoze
uvazujeme pouze ¢tvercové matice, musi podle poznatkti z pfedchozi
kapitoly platit, Ze takové vektory jsou linedrné nezavislé.

Do souhrnu vlastnosti z pfedchozi kapitoly tak mtizeme pfidat na-
sledujici vétu:

Martice MA INVERzI, pokud je reguldrni. Jinymi slovy, pokud je A tvo-
fena linedrné nezavislymi vektory, A~! existuje.

Zname-li inverzni matici, mGzeme ji pouZzit pfi feSeni systému li-
nearnich rovnic, jak ukazuje nasledujici odvozeni:>!

Ax=D>
A'Ax=A"1p
Ix=A"1b
x=A"'b

Urcit inverzni matici je obecné ¢asové narocné. Ve specidlnich p¥i-
padech to mtize byt ovSem jednodussi, jak ukaze nasledujici kapitola.
V té ptitkneme nékterym maticim specidlnf vyznam.
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% P¥ipomenime si tuto situaci obrazkem:

°1 Obé strany rovnice vynésobime zleva
AL Poptemyslejte nad analogi s reél-
nymi &isly.

Poznamenejme, Ze redlné v pocitaci se
tento postup (s explicitnim vyjadienim
inverzni matice) nepouZziva kviili poten-
cidlnim problémam s numerickou stabi-
litou.



Transformace

V minulé kapitole jsme se naucili ndsobit matice nékolika rtiznymi
zptisoby. Nyni si ukdZeme, Ze matice mohou mit pfi ndsobeni zvl4stni
vyznam — funguji jako specidlni , funkce®, které nam vhodnym zptiso-

bem transformuji data.>? 52 Matice tedy mtizeme vyuZit na dvou
V ptikladech dale budeme néjakou vhodnou metodou transformo- drovnich - pro vyjadfeni konkrétn
. = . L . . L. transformace a jako pfithodnou repre-

vat matici A. Pfipomerime, Ze ndsobime-li ji néjakou transforma¢ni ma- zentaci vlastnich dat.

tici T zleva, interpretuje ndsobeni jako linedrni kombinace fadkt ma-
tice A, ndsobime-li ji naopak zprava, pracujeme s linedrni kombinac{
sloupctt A.

Zaméfme se nejprve na prvni ptipad, kdy se vratime ke Gaussové
elimina¢ni metodé a odvodime si zndmy postup pro vypocet inverzni
matice.

Gaussova eliminace a maticové ndsobeni

Gaussova elimina¢ni metoda je zaloZena na eliminaci prvki pod hlavni
diagonalou. K tomu mame k dispozici tzv. elementarni fadkové tpravy,
tedy operace, které pracuji na trovni jednotlivych ¥adkti a neméni fe-
$eni daného systému rovnic. Jsou to:

e prohozeni pofadi dvou fadka
e vyndsobeni libovolného fddku nenulovym ¢islem
e pficteni k-ndsobku jednoho fadku k jinému
Ukazme si nyni, jak lze v8echny operace realizovat jako maticové
nésobeni.
Prohozent fadkat

Chceme-li odvodit, jak ma vypadat konkrétni matice realizujici poZa-
dovanou transformaci, je vzdycky uZzite¢né zacit matici jednotkou a tu
postupné modifikovat. Ukazme si to na pfikladu matice o velikosti
3 x 3
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Jak vime, budeme-li nasobit jednotkovou matici, dostaneme jako
vysledek opét A. Zkusme si slovy vyjadtit, co toto ndsobeni pfedsta-
vuje. V tuto chvili déldme linedrni kombinace fadkd matice A, takze

N

prvni faddek jednotkové matice [1 0 0} vlastné fika: ,,opi$ prvni fa-
dek“. Analogicky pak funguje druhy a tfeti.

V tuto chvili by mélo byt snadné odvodit, jak bude vypadat ma-
tice, kterd by v matici A prohodila napt. prvni a druhy fddek. Staci
pouze prohodit tyto fadky v jednotkové matici a dostdvame poZado-

vany tvar.3 % Pokud vam to neni intuitivné jasné,
zkuste si vyzkouSet nasobeni na néja-
kém piikladu s konkrétni matici A.

O = O

10
0 0
0 1

Timto zptisobem jsme schopni realizovat libovolné prohozeni fadkt.
Matice, které toto prohozeni realizuji se nazyvaji permutacni.
Pro dany rozmér existuje n! réiznych permutacnich matic®, pro 3 x %To by nemélo byt piekvapivé,

3 je jich tedy celkem 6: vzpomeneme-li si na kombinatoriku
a pojem permutace, tedy pocet rtiznych
uspofddani. V tomto piipadé potadi
tadkh jednotkové matice:

10 0|1 0 0|0 1 0|0 1 0] [0 0 1] (0 0 1 . 123
0 1 0{f{0 0 1} (1 0 O[O0 O 1{|1 0 O[]0 1 O . 13,2
0 0 1]f{0 1 0j |0 O 1[ (1 O O[]0 1 Of|1L 0 O . 21,3
Pojdme si nyni zamyslet, jak je to s inverz{ k permuta¢ni matici. In- * 231
verzni matice realizuje inverzni transformaci, tedy v tomto piipadé * 312
svraci“ (prohazuje) fadky A do ptivodni podoby. Inverze permutaéni * 321
matice je tedy také permutacni matice.?® % Presvédite se o tom sami a pro matice
Zminime zde je$té posledni vlastnost, a to je sou¢in dvou permu- vyse uréete jejich inverze (samozfejmé

"y . Ly . PR . bez poditani).
ta¢nich matic. Asi nds uz nepfekvapi, zZe vysledkem bude opét permu-

ta¢ni matice. Pfesvédcit se o tom muZzeme jednoduse nékolika zpti-
soby. Uvazme nésledujici soudin:

Py-Py-A

kde P; a P; jsou né&jaké permuta¢ni matice. Ozna¢me navic A’ jako
vysledek prvniho ndsobeni s matici A:

A'=P-A

A’ je tedy A s néjak prohozenymi fddky. Analogicky A” = P, - A/,
tedy opét A s (obecn€) jinak prohozenymi fadky.

ProtoZe je ndsobeni matic asociativni (= nezavisi na pofadi uzavor-
kovan{), miizeme psat:

(Py-P1)-A=A"

Odtud vidime, Ze soucin P - P; musi byt opét matice, kterd proha-

zuje fédky VA, tedy permutaéni.% % Vsimnéme si, Ze jsme p¥i tomto odvo-
zeni viibec nemuseli védét, jak permu-
taéni matice vypadaji.



Vynidsobent Fidku

Vyuzijeme-li poznatky z pfedchozi sekce, bude uz velmi snadné vy-
robit matici, kterd realizuje druhou ekvivalentni tpravu, tedy vynaso-
beni libovolného fddku nenulovym redlnym ¢islem.

Uvedme piiklad, kdy chceme vyndsobit tfeti fadek dvéma:

1 00
0 1 0
0 0 2
Najit inverzi je podobné snadné:
1 oo [to o
010 =01 0
0 0 2 0 0 1/2

Pticteni k-ndsobku fadku k jinému

Posledni z iiprav uz by méla byt opét pomérné jednoduchd. Ukazme
priklad matice, ktera pricte dvojnasobek prvniho fadku ke tfetimu:

1
0
2

S = O

0
0
1

Inverzni transformace musi od tfettho fadku dvojnasobek prvniho
naopak odedist:

—1

1 00 1 00
01 0 =0 1 0
2 01 -2 0 1

Operace nad sloupci

Jesté neZ pokrocime dale, je vhodné zminit, Ze vSechny uvedené po-
stupy mtiZzeme aplikovat nejen na fddky matice, ale i na jeji sloupce.
Transforma¢nimi maticemi pak musime ale ndsobit zprava.

Srovnejme napiiklad nasledujici dva vyrazy. V prvnim ziskdme ma-
tici A s prohozenym prvnim a druhym fadkem, ve druhém dojde
k prohozeni prvniho a druhého sloupce:

VS. A -

o = O
o O =
— O O
>
o = O
o O =
= O O

Algoritmus pro vypocet inverzni matice

V predchozich prikladech jsme si ukdzali, Ze pfi urceni inverzni matice
nemusime mnohdy pocitat, uvédomime-li si, jakou transformaci dand
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V ramci jedné matici mizeme vyjadrit
i vice téchto tiprav najednou. To je ddno
tim, Ze jednotlivé Gpravy jsouna sobé ne-
zavislé. Tedy napiiklad nésledujici ma-
tice vyndsobi kazdy fddek konkrétnim
hodnotou na diagonéle:

2 0 0
0 3 0
0 0 2

Pokud modifikujeme fadky nezavisle na
sobé&, miizeme opét vice operaci snadno
vyjadfit jednou matici.



matice reprezentuje. Tu pak pouze ,,oto¢ime*“. Samoziejmé ne ve vSech
ptipadech to ale ptijde takto jednoduse.

Uz v minulé kapitole jsme naznacili, jak urcit inverzni matici pro
libovolnou reguldrni matici. Pfedstavme si nyni alternativni vyjadient
stejné myslenky jako jednoduchy algoritmus.

NapiSeme do jedné ,,vétsi“ matice ptivodni matici A a vedle ni navic
jednotkovou matici:

Ao

Nyni pouzijeme Gaussovu eliminaci na celou tuto rozsifenou ma-
tici. Postupné ji elementarnimi iipravami modifikujeme, aby v prvni
¢asti vznikla jednotkovad matice. Jakmile se ndm to podafi, v druhé
&asti bude ptivodni jednotkova matice transformovéna na A~':%7

[A | 1]~...~[1 | Aﬂ

ZxUSME NYNI tento postup vysvétlit s uzitim transforma¢nich matic rea-
lizujicich elementarni operace nad fddky. UvaZzme posloupnost téchto
operaci, které musime v pritbéhu transformace A ~ ... ~ I pouZit.
Kazdou z nich umime vyjadfit pomoci néjaké matice, které oznacime
postupné Eq, Ey, ..., Eq. Pak cely postup miizeme vyjadfit jako:

BB Ere A ]
Protoze zminénd posloupnost operaci transformuje A na I, platf
(pro prvni ¢ast rozsifené matice):
(En-v.. By Ey)-A=1
A z toho nutné vyplyva, Ze soucin téchto matic E; musi byt A1
ProtoZe ale pti tomto nasobeni aplikujeme stejné operace i na jednot-
kovou matici v druhé ¢4sti, dostavame nase zdtivodnéni:
(En-...-Eg-E1)- I=A 1. I=A"1
ABY BYLA TATO MYSLENKA Uplné zfejmd, demonstrujme cely postup na

nésledujici matici:

11
1 2

A:

Utvorfime rozsifenou matici a budeme ji postupné upravovat. V prv-
nim kroku odecteme prvni fddek od druhého. Ve druhém pak druhy
od prvniho:
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% Jedna se vlastné o rozsifeni Gaussovy
eliminace, kdy médme vice pravych stran.
Tyto pravé strany jsou jednotlivé sloupce
jednotkové matice:

A-X=1



1 11 0 . 1 0 T 1)1 0 |1 1} 1 0

1 20 1 -1 1 1 2 1l [0 1]{—-1 1
1 11 O N 1 -1 T 11 o (1 0] 2 -1
0 1|—-1 1 0 1 0 1|—1 1| |0 1]—-1 1

A zde uz p¥imo vidime hledanou inverzi:>®

2 -1
-1 1

ATl =

LU dekompozice

Jak uZz jsme zminili dfive, Gaussova eliminace se pro feSeni systému
linedrnich rovnic v redlu pfimo nepouZziva. Misto ni se vyuZzivaji riizné
alternativni p¥istupy, které povétsinou stavi na néjakém rozkladu ma-
tice A na soucin jinych matic, které maji uréité specialni vlastnosti.>
V této casti si pfedstavime myslenku asi nejjednodussi takové dekom-
pozice.

Matici A vyjadiime jako soucin dolni trojithelnikové matice L a horni
trojtihelnikové matice U.%? Tyto matice maji nuly pouze nad, resp. pod
hlavni diagonélou.

Cilem je najit matice, pro které plati:

A=L-U
Mame-li tento rozklad, transformujeme Ax = b na ekvivalentni sys-

tém:

LUx=Db

Oznacme y = Ux. Pak feSeni nového systému spociva ve dvou kro-
cich:

1. Vypocet ,pomocného* vektoru y:

Ly=>b
2. Vypocet vlastniho feSeni, vektoru x:

Ux =y

MtiZe se zdét, Ze nahradit feSeni jednoho systému linearnich rovnic
dvéma jinymi systémy rovnic neni iplné efektivni. Uvédomme si ale,
Ze vypocet téchto systémii je uz ale diky specidlnimu tvaru matic L a
U vyrazné jednodussi.®!

Ukazme si nyni jednoduchy zptisob, jak LU dekompozici provést

pro néasledujici matici A:

ZAPISKY K PREDNASKAM 35

5% Uvédomte si, Ze tato inverze skuteéné
vznikla jako soudin matic realizujicich
obé pouZité elementarni operace.

¥Na takovém principu je zaloZena
i metoda np.linalg.solve z knihovny
NumPy, kterou uz jsme dfive nékolikrat
pouzili pro feSeni systému linedrnich
rovnic.

8 Pojmenovani L a U vychéazeji z anglic-
kych slov lower a upper.

61 Poznamenejme, Ze pro matici A o roz-
mérech n X n zabere Gaussova elimi-
nace fadové n3 krokd. Pokud je ale ma-
tice trojihelnikova, jde to vyrazné rych-
leji, sta¢i uz jich Fadové pouze n2.

V praxi neni neobvyklé se setkat se
soustavami rovnic, které maji tisice ne-
znamych.



=N O

1 1
A=12 4
1 3

Tuto matici budeme postupné upravovat na horni trojihelnikovou
pomoci elementarnich ¥adkovych tprav (jako jsme to délali pfi vypo-
¢tu inverzni matice v pfedchozi ¢asti). Cilem je tedy vynulovat prvky
pod hlavni diagonélou. Nejdfive eliminuje prvky v prvnim sloupci:

1 00 1 1 0 1 1 0
Ei-A=|-2 1 0|-]2 4 2|=1]0 2 2
-1 0 1 1 3 1 0 2 1

Druhym krokem je pak eliminace prvku pod diagonédlou v druhém
sloupci:

1 0
2 2
0 -1

Ey- (E1-A) = 1

1 0
2 2| =
-1 1 2 1

o O =
o O =
o O =

V tuto chvili se ndm podafilo A transformovat na horni trojihelni-
kovou matici, mame tedy:

E2-Ei-A=U

Druhym krokem je z této rovnosti vyjadfit A. To udélame tak, Ze
obé strany rovnice vyndsobime postupné inverzemik E; a E;. Zkusme
tyto kroky rozepsat:

B, Ei-A=U
E;lEy BB cA=E]NESTAU

Nicméné samoziejmé plati, ze E; - E; ' = L. Navic nasobeni jednot-
kovou matici miizeme vypustit, takZe rovnost postupné upravime:

ELLI-E -A=E BT
E;'EA=E B
I-A=E' E;*-
A=E1-E;'-U

c e e

Zbyva nam jesté urcit inverze k maticim E;. To je ale snadné, po-
kud si uvédomime, co predstavuji. U E; $lo o odecteni prvniho fadku
(v pfislusnych nasobcich) od druhé a tfetiho, u E; pak o odecteni dru-
hého fadku od tfetiho.

Inverzni matice tedy musi realizovat opak téchto operaci:

ZAPISKY K PREDNASKAM

36



1
E;l=12
1

o = O

0 1 00
0|, Ey'=1]0 10
1 01 1

Poslednim krokem je uz pouze tyto matice vynasobit, coZ je jedno-
duché, protoze obé obsahuji pomérné hodné nul. Dostdvame hleda-
nou matici L.%2

1
E;LESh =2
1

— = O

0
0] =L
1

Pro tplnost jesté napisme kompletni rozklad matice A:

A=L-U
1 10 1 0 0 11 0
2 4 2]=12 10 0 2 2
1 3 1 1 1 1 0 0 —1

V zAvERu je$té poznamenejme, Ze v praxi se pouzivaji vzorce na pfimy
vypocet jednotlivych prvki L a U. Zde uvedeny postup je spise de-
monstrac¢ni.

Geometrické transformace

Druhou ¢&ést této kapitoly vénujeme geometrickym aplikacim naso-
benimatic. UkdZeme si nékolik jednoduchych transformaci, které tvofi
zaklad pro operace napiiklad v pocitacové grafice, tpravé fotografii,
ale i jinde.

Méjme bod v roviné o soufadnicich [1;2]:

Y

At uz ptjde o to vyjadfit libovolnou transformaci, je vzdy vhodné
zvolit pro zacétek jednotkovou matici a tu né€jakym vhodnym zpt-
sobem upravit. Jednotkova matice totiz pfedstavuje i zde identickou
transformaci. UloZime-li si tedy soufadnice naseho bodu do vektoru
V03, zjevné plati:
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82 Vsimnéme si, Ze viechny matice E;
byly samy o sobé dolni trojihelnikové.
Inverze dolni trojihelnikové matice je
opét dolni trojahelnikovd matice. To
stejné plati pro soucin téchto matic.

Ptipojme jesté par rozsifujicich pozna-

mek.

o Dekompozice matic se pouZivaji na-
pii¢ linedrni algebrou, nemusi jit
nutné o LU dekompozici a feSeni sys-
tému linedrnich rovnic.

e Ma-li matice A néjaky specialni tvar
(napt. je symetrickd), miizeme vyu-
zit dekompozici, kterd bude efektiv-
né&jsi pro vypocet.

o LU dekompozici lze provést pro kaz-
dou reguldrni matici A. Pokud by
bylo potteba v priibéhu vypoctu pro-
hodit néjaké fadky, bude obecny tvar
vypadat takto:

P-A=L-U

kde P je néjaka permutacni matice.

8 Budeme-li chtit pracovat s vice body
najednou, muZzeme kazdy z nich re-
prezentovat jako jeden sloupec matice.
V3echny operace pak ztistavaji v nezmé-
néné podobé.



Zrcadleni

Chceme-li naptiklad realizovat zrcadleni (= osovou soumérnost) podle
osy Yy, musime si uvédomit, jak se maji sloZky naseho vektoru zmeénit.

«

Z obrazku je zfejmé, Ze potfebujeme pouze zaridit, aby se u prvni
slozky otocilo znaménko. To uz v tuto chvili vede na trividlni Gpravu

L

Takovou matici nazvéme M,,.%* Pokud se zamyslime nad jeji inverzi,

jednotkové matice:

tak ta je trividlni:

Skalovini

Skalovani ve sméru osy x nebo y uz opét neni nic nového, pfislusnou
matici a jeji inverzi uz zde piSeme pouze pro tplnost.

o Isx O g1 1/s5 0
0 syl S0 1/sy

Projekce

U metody nejmensich ¢tverct jsme se setkali s pojmem projekce. Slo
tehdy o projekci vektoru do roviny generované zadanymi vektory. Zde
si zminime pouze jednodussi pfiklad projekce na soutadné osy.

Schematicky jde o velmi jednoduchou operaci. Ukazme si projekci
na osu x:

Dochazitedy k ,,vynulovani“ soufadnice y, coz realizuje nasledujici
matice Py:
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64 Z angl. mirroring.

V8echny transformace lze samoziejmé
zobecnit i pro vyssi dimenze. Pro po-
chopeni hlavnich myslenek ndm oviem
staci pohybovat se ve dvourozmérném
prostoru (= roving).



10
P =
oo
Jak je to s inverzi v tomto pfipadé€? Zminénd projekce ,zahazuje“
hodnotu jedné soufadnice, z novych soufadnic tak nemtiZeme odvodit
ty ptivodni. Re¢eno neformélné jinak, projekce je ztrdtovd transformace.
Inverze tedy neexistuje.65

Rotace

Posledni z transformaci, kterou si zde popiseme, bude rotace okolo
pocatku soustavy soufadnic. Tu si mtizeme zndzornit nasledovneé:

Odvodit matici pro rotaci o tihel ¢ uz by bylo pomérné netrivi-
4ln{,% uvedeme pouze jeji kone¢nou podobu:

cos@ —sin@

Ro = | .
sing@ cos@
Z predchozich &asti je zfejmé, Ze mtizeme transformace aplikovat
postupné. Intuitivné uz vidime, Ze naptiklad plati:®”

Ro - Ry = Roty

Koneéné inverzni matice je také snadna, trivialng plati:®3-69

—sin (—@) cos@ sing@

cos (—¢)

cos (—¢)

sin (—@) —sin@ cos@

Homogenni soutadnice

MoZna jste si v8imli, Ze jsme nezminili moZznd nejjednodussi operaci,
prosté posunuti ve sméru daném néjakym vektorem t (translace). Je
to proto, Ze ji nelze pfimocate vyjadfit pomoci ndsobeni matic, jako
tomu bylo u pfedchozich priklada.

Samozfejmé, Ze miiZeme pouzit prosté secteni v + t, ale to ma dvé
nevyhody. Prvné ji nemtiZzeme pfimo aplikovat na vice bodul najed-
nou. Druhy diavod je ale zavaznéjsi. Pokud skldddme transformace
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% Moznosti, jak toto ukédzat formalng,
mame vice. Postadi si tfeba uvédomit, Ze
Py je singuldrni matice, protoZe ma line-
arné zavislé sloupce.

% Pro jeji uréeni je potieba si opét ro-
zepsat, co se dé&e s jednotlivymi sou-
fadnicemi a vyuzit pfi Gpravach vyuzit
nékteré goniometrické vztahy pro sinus
a cosinus souctu.

 Vsimnéme si, Ze jsme opét vibec ne-
potiebovali znat, jak konkrétné matice R
vypadaji, vyuzili jsme pouze informaci
o tom, co dané matice pfedstavuji.

%V posledni tpravé vyuZijeme toho, ze
cos @ je sudd funkce a naopak sin ¢ je
licha.

% Presvédcte se nasobenim, Ze plati:

Ry -R_g =1



za sebou, chceme, abychom jako vysledek dostali jednu matici, ktera
realizuje vSechny transformace ,najednou“. To by se ndm ovSem ne-
podafilo, pokud by vSechny operace nebyly vyjadfeny jako ndsobeni
matic.

Reseni je v pouZiti tzv. homogennich soutadnic. Kazdy bod o ptivod-
nich soufadnicich [x;y] miiZeme reprezentovat vektorem s o jedna
vétsi dimenzi:

X

Y
1

Chceme-li odvodit, jak by méla vypadat matice translace o [ty; ty],
znamena to vyftesit tento systém rovnic:

X X+ tx
T-ly| = |y+ty
1 1

Rozepisme si tuto rovnost jako linedrni kombinaci sloupcti matice
T, ty oznacme t¥eba u, v, w:

| | | X+ tx

- |u|l +y- vl +1-(w| = |y+ty
| | | 1

ProtoZe se na pravé strané objevuje x pouze v prvni sloZce a y ve
druhé, zvolme u a v nasledovné:”?

1 0 | X + ty

x- [0 +y- (1] +1-|w| = |y+ty
0 0 | 1

V tuto chvili uz je jasné vidét, jak musi vypadat posledni vektor:

Celkové dostdvame tedy matici posunuti:’!

10ty
T=[0 1 t
00 1

Ostatni operace

VVVVVV

nich soufadnicich. Nabizi se pfirozena otdzka, jak budou vypadat tyto
transformace v homogennich soufadnicich.
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7 Jde samoztejmé o prvni sloupce jed-
notkové matice.

7! Inverzi uz explicitng zmifovat nebu-
deme, ta by méla byt v tuto chvili zfejmad.
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Uvazme néjakou matici transformace ve standardnich soufadnicich.
Obecné ji vyjadfeme jako:

ap az
as a4
Pak jeji ekvivalent v homogennich soufadnicich bude tento: Navic nyni zvlddneme snadno reprezen-
tovat i rotaci kolem libovolného bodu,
nejen pocatku. Ziskdme ji soucinem tf{
a a; 0 matic, které postupné provedou:
ax as 0 1. posunuti bodu do pocatku
3 4
0 0 1 2. vlastni rotace o dany tihel

3. posunuti zpatky
Zdtvodneéni uz si mtizete provést sami, sta¢i se zamyslet, jaky bude
vysledek ndsobeni vektorem ve standardnich soufadnicich v prvnim
piipadé, resp. v homogennich ve druhém.



Redukce dimenzi

Pti zpracovani a analyze dat je ¢asto velmi uZite¢né je umét vhodnym
zplisobem vizualizovat. UvaZzme napiiklad nasledujici matici:

2,77 1,83 1,06 1,23 2,17 294

2,64 298 234 1,36 1,02 1,66
Na prvni pohled ndhodna ¢isla vsak pfi vhodném zptisobu zobra-
zeni mohou odhalit néjakou skrytou strukturu, kterd ndm pomiiZe po-

chopit, co data vyjadfuji. Pokud bude kazdy sloupec zminéné matice
vyjadfovat soufadnice jednoho bodu, dostavame tento obrazek:

Y

Situace se ovsem zkomplikuje, pokud bychom méli data s vys$si di-
menzionalitou. 3D data mtiZzeme jesté zakreslit v ramci néjakého pro-
mitnuti prostoru, ale je otdzka, do jaké miry bude podobny obrizek
pfehledny.

Zmitime jeSté nékolik moznosti. Napfiklad jeden rozmér miizeme
vyjadtit jako velikost bodu:

1 2 3
1 2 2
5 3 12

V tomto p¥ipad€ prvni dva rozmeéry zobrazime jako soufadnice x, y,
tteti rozmér pak udava polomér bodu:

Y

Ze je vizudlni vnimani pro nds pfiro-
zengjsi neni pfekvapivé. To se u (pted-
chtidcil) ¢lovéka formovalo miliony let,
symbolické vyjadfovani (tteba vyuZziti
¢islic) pouzivame naproti tomu ,,pouze*
nékolik tisic let.



Pro kategorické atributy’? bychom mohli zvolit odligeni uZitim rtiz-
nych barev nebo symbolti pro body, nicméné je ziejmé, ze tady po-
malu nase moZznosti kondi.

V praxi totiz nenf neobvyklé pracovat s daty, kterd maji desitky,
ale klidné i stovky dimenzi. V této kapitole si predstavime myslenku
zakladniho postupu’3, ktery dokaZe snizit dimenzionalitu dat pii za-
chovéni co nejvétsitho mnozstvi informace (= struktury, charakteristik
dat).

TriviALNI zrOsoB redukce dimenzi je prosté vynechani nékterych sou-
fadnic.”* To mtize byt uzitené, pokud vime, Ze vynechavame soufad-
nici, kterd nema vliv na to, co zkoumdme. To ale samoziejmeé vzdy ne-
musf platit a timto zptisobem bychom mohli ztratit potencidlné velké
mnozstvi informace.

Uvazme tvodni matici po vynechani druhé soufadnice (projekce
na osu x). Vizualizujeme-li si ji nyni, ziskdme misto dfive zjevného
pravidelného Sestitihelniku pouze nékolik bodt na ose x:

Y

Alternativni reprezentace

Pro nékteré ptipady mtize byt uzite¢né, pokud bychom nasli pro za-
dand data alternativni vyjadfeni. UvaZzme nasledujici data:

1 2 3
05 1,0 1,5

Vztah mezi nimi je pomérné zjevny, z obrazku navic mtizeme vidét,
Ze vSechny leZi na pfimce prochdzejici pocatkem.

Nynije vidét, Ze stejnd data mtizeme snadno reprezentovat jako na-

sobky tohoto vektoru. Dostdvame jednodussi vyjadfeni stejnych bod,

dokonce bez ztraty informace:”
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72 Kategorické atributy nabyvaji pouze
kone¢ného mnoZstvi diskrétnich hod-
not. Objekty tak mutizeme rozdélit do
skupin na zdkladé hodnot téchto atri-
butti.

78 Cely postup neni tplné trivialni, my se
zaméfime jen na jednu jeho Cast.

7 A¢koliv to v tomto p¥ipadé neni nutné,
i toto Ize vyjadfit uzitim maticového na-
sobeni. Napiiklad redukce 3D —2D vy-
nechanim druhé soufadnice:

{100}}1§2_[123}
001789 7 8 9

Jen zminime, Ze nékdy muze byt uzi-
tené reprezentovat data napi. v poldr-
nich soufadnicich. P¥tipometime, Ze u po-
larnich soufadnic pouZivdime misto sou-
fadnic x a y vzdélenost od pocatku r a
dhel .

Zéaklad pro nas ,Sestitthelnik“ by pak
mohl byt popsan takto:

1 1 1 1 1 1
0° 60° 120° 180° 240° 300°

Abychom dostali vyjadieni pIné ekvi-
valentni, museli bychom jesté vSechny
body vhodné orotovat a posunout.

7 Vsimnéme si, ze kazdy bod je nyni
reprezentovan pouze jednou soufadnici
misto dvou. To miize byt vyznamné
zejména tehdy, mame-li takovych bodu
mnoho.
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m : [1/2 1 3/2}

UkaZme si nynf, jak se daji naSe tvahy zobecnit. K tomu si ale mu-
sime vysvétlit pojem bdze.

Bidze

Maéme-li néjaky bod v roviné, mtizeme zapsat jeho soufadnice do vek-

[

To nevypada jako néjaka nova informace, klicové je ale si uvédo-

toru. Napft.:

mit, Ze dané soufadnice se vztahuji vzdy k néjakému soufadnému sys-

tému, ktery pouiivéme.% 76 D¥{ve jsme v poznamce vzpomnéli po-
L s < 115 5 . IRV y T
Zatim vzdy (aniZ bychom o tom védéli) jsme se pohybovali v tzv. larni soufadnice. Napf. vektor [1 1]
P P 5 1 il Jv s s . a larnich soufadnicich tplné jiny
standardni bdzi, to znamend, Ze kazdy vektor byl vyjadfen jako linedrni 2 v Potariich soufadmicich tpne iy
vyznam.

kombinace vektort, které jsou sloupci jednotkové matice (oznacujeme
jejako ey, eq, ...). Konkrétné pro pfedchozi vektor to znamena:

ez [ oo [1 -]

Pokud bychom ale zvolili na$ soufadny systém jinak, mél by uve-
deny vektor soufadnice jiné. Zkusme tfeba pouZzitjako bazi nasledujici

[l

Pak stejny vektor bude mit v této nové bazi soufadnice 3 a 1, protoze

o)<l

Srovnéni obou vyjadreni pak nabidnéme v nésledujicich obrazcich,

vektory:

plati:

u+v=3- +1-

1

kde navic explicitné zndzornime piislusné linedrni kombinace bazo-
vych vektort:
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Pro VYJADREN{ LIBOVOLNEHO VEKTORU musi byt bdzové vektory linearné
nezavislé. To uz nés asi nepfekvapi, zejména vzpomeneme-li si na dis-
kuzi k FeSitelnosti systému linedrnich rovnic.

Najit soufadnice vektoru v nové bazi (reprezentované vektory u,v)
tedy znamena vyfesit nasledujici systém rovnic. x,y pfedstavuji sou-

7 7 Jinak fe¢eno hleddme vhodnou line-

arni kombinaci téchto novych bazovych

fadnice ve standardni bazi, x’,y’ jsou naopak ty hledané:”

vektort.
N
v y/ - y Alternativné mtzeme k pffmému vyja-
| dfeni novych soufadnic pouZzit ekviva-
lentni formu, kterd vznikne vyndasobe-
nim obou stran rovnice inverzni matici
. P zleva:
Ztritové transformace .
X/ [ N
= [(u v .
Tuto kapitolu jsme zacali tvahami o vizualizaci vicerozmérnych dat. L.J /} | [H}
Abychom sniZili dimenzi téchto dat, ale zarovern zachovali co nejvice
informace, pomiizeme si zménou baze.
Méjme nasledujici data:
D— 05 1,1 14 22 22 34
00 03 09 11 1,6 195
Opét si zkusime data vykreslit do obrazku a navic si do néj pfidame
miizku:
Y
TTT I T T TAaA T T T T T e T T
| | | |
{ I 4 I I
| | | |
! [ J | !
iaiaia e el Al Mt
| | | |
| | | |
4 | | |
l ° 1 1 I g X
Vsimnéme si, Ze vSechny body lezi blizko pomysIné pfimky y =
x/2. Tuto p¥imku lze reprezentovat pomoci vektoru v:
2
Vv =
1
Zvolme jesté vektor u takovy, aby byl na v kolmy. Napftiklad nasle-
dujici volbou:"8 7 Pottebujeme, aby platilo uTv = 0.
Stadi tedy prohodit soufadnice a jednu
znegovat.
1
u =
—2

Pridejme nyni vektory u a v k ptivodnimu obrazku:

Y
Y o -




Nasfm cilem bude ted vyjadtit tyto body v nové bazi. To znamen4,

ze musime najit koeficienty linedrni kombinace vektortiua v pro kazdy

bod z D, coz odpovidé feSeni nasledujictho systému rovnic:

[2 1] X—D
1 —2

Pomozme si v tuto chvili Pythonem, abychom nemuseli tyto vypo-
¢ty délat rucne:

>>> import numpy as np

>>> D = np.array([[0.5, 1.1, 1.4, 2.2, 2.2, 3.4]1,\
[0.0, 0.3, 0.95, 1.1, 1.6, 1.95]11)
>>> A = np.array([[2, 1],[1, -2]11)

>>> X = np.linalg.solve(A, D)

>>> X

array([[ 0.2 , 0.5, 0.75, 1.1, 1.2, 1.75],
o.t, 0.1, -0.12, -0. , -0.2, -0.111)

KdyZ se nyni podivime na soufadnice v nové bazi, mtizeme si v§im-
nout, Ze druha slozka je oproti prvni vyrazné marginalni.”’

Budeme-li chtit sniZit dimenzi dat, mtiZe se ,vypusténi“ této slozky
jevitjako rozumny ndpad, ktery ndm zachové velké mnoZzstvi ptivodni

informace. Opét vypocet realizujme v Pythonu:

>>> X[1] =0

>>> X

array([[0.2 , 0.5 , 0.75, 1.1 , 1.2 , 1.75],
(. ,0. ,0. ,0. ,0. ,0. 1D

>>> # Prevod do standardni baze

>>> A 0 X

array([[0.4 , 1. , 1.5, 2.2, 2.4 ,3.51],

(0.2, 0.5, 0.75, 1.1 , 1.2 , 1.75]])
Vykresleme si tyto nové body k tém z ptivodniho obrazku:

Yy

V&imnéme si, Ze jsme vlastné urcili projekci véech bodti na pfimku
y = x/2 reprezentovanou vektorem 1.5

Vzpomernime si nyni na metodu nejmensich ¢tverct, kterd je na pro-
jekci zaloZena. I zde totiz feSime systém linedrnich rovnic, o kterém

vime, Ze nema feSeni:

u-X=D

Ovéfme, Ze uzitim této metody ziskdme stejné vysledky:
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7 To asi neni pfekvapivé, kdyz se znovu
podivdme na obrazek vyse.

% Dodejme, Ze timto postupem jsme
schopni udélat projekci pouze na
piimku prochézejici pocatkem.

V obecném piipadé by bylo nutné data
nejdiive vycentrovat (= zjistit pramér-
nou hodnotu kazdé ze soufadnic a tyto
praméry pak odedist od vlastnich dat).



>>> v = np.array([[2, 1]]1).T
>>> np.linalg.lstsq(v, D) [0]
array([[0.2 , 0.5 , 0.75, 1.1 , 1.2 , 1.75]1)

Vektor v, ktery jsme pouzili, sice neni nejlep$i mozny (také jsme jej
urdili ,,od oka“), ale oproti jednoduché projekci tteba na osu x posky-
tuje i tak vyrazné lepsi vysledky.

MnNoZsTvi ZACHOVANE INFORMACE zdleZ{ tedy na tom, jakym zptisobem
zvolime bézi a kterou soufadnici v reprezentaci podle této nové bazi
vypustime.

Jako vektory nové béaze tak dava smysl vybirat postupné ty sméry,
ve kterych maji data nejvétsi variabilitu (= nejvice se méni) a vypous-
tétje v opacném potadi, od nejméné vyznamnych. Jak tyto sméry urcit

uz viak vyrazné presahuje zamyslenou tirovet tohoto textu.8!
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81 Cely tento proces se pak nazyva ana-
lyza hlavnich komponent, anglicky princi-
pal component analysis (PCA).

Pfidejme jesté odkaz na jedno vynika-
jici vysvétleni celé myslenky (zejména
nékolik prvnich &asti).

Dodejme jesté, ze obdobné postupy jsou
zékladem nékterych algoritmt ztratové
komprese.


https://stats.stackexchange.com/a/140579

Zakladni pojmy matematické analyjzy

Doposud jsme se v tomto textu zabyvali linedrni algebrou, nynf je ¢as
zaméfit se na druhou velkou oblast matematiky — matematickou ana-
lyzu. Ta se zabyvéa studiem funkci a jejich vlastnosti. V této kapitole

neformalné ptipomeneme nékteré zékladni pojmy z této oblasti.8? 2 Zameémé zde neuvadime konkrétni
formalismy, ani vzorce a postupy pro fe-
Seni rtiznych typt ptikladd, ty 1ze nalézt

Funkce v materidlech tvodnich kurzi.

Funkce v matematické analyze je pfedpis, ktery nam fikd, jakym zpt-
sobem zavisi hodnota proménné y na proménné x. Znac¢ime ji typicky
pismenem f (nebo také g, h atp.). Naptiklad:

. 2
fr y=x Pro pfipomenuti si ukazme grafy téchto
y =sinx funkci:
1 Y
h: =—
Y X
f

DerINIENT oBOR funkce je mnozina vSech hodnot, které mohu dosa-

dit za x, aniZ by bylo poruseno néjaké matematické pravidlo (typicky x
napfiklad déleni nulou, odmocnina ze zaporného ¢&isla,...). Defini¢ni
obor se zna¢i pismenem D. Pro nase funkce vyS$e plati:

Di=Dy =R
Yy
Dy, =R\ {0}
Osor HODNOT pak udavé, jakych hodnot mtize nabyvat proménnd y, » N X
budeme-li do funkce dosazovat x z defini¢niho oboru. Obor hodnot 9
znacime H. Dostavame:
Yy
He =R§
Hy = [-1;1]
Hp =R\ {0} h

Grafy nékterych funkci mohou byt symetrické, at uz okolo osy y
nebo pocatku soustavy soufadnic. V prvnim pfipadé hovofime o funk-
cich sudyjch, ve druhém jde o funkce liché. Pro takové funkce plati:




suda: f(—x) = f(x)
licha: f(—x) = —f(x)

Funkce f je tedy zjevné suda, funkce g a h jsou pak liché.83

Limita funkce

Limita je zdkladnim stavebnim kamenem matematické analyzy. Jedna
se o formalismus, ktery ndm umoZziiuje pracovat s nekone¢né malymi
vzdalenostmi.3*
Limita popisuje, jak se funkce chové v okoli daného bodu. To je pro
nase tcely uZzite¢né, zejména jedna-li se o body nespojitosti. Uvazme
1

funkci h za zacatku kapitoly (y = +). ProtoZe bod x = 0 neni soucasti

defini¢niho oboru, nemtizeme v ném urcit funkéni hodnotu. MtZeme

se ale ptat, co se d&je, budeme-li se k tomuto bodu piiblizovat.8?
Pokud ptijdeme zleva, funkéni hodnota bude klesat k —oco, naopak

pti pribliZzeni zprava roste funkéni hodnota nade vSechny meze. Tyto

skute¢nosti mtizeme vyjadrit jednostrannymi limitami.

lim — =—
x—0— X

. 1

lim — =0
x—=0+ X

ProtoZe se tyto jednostranné limity nerovnaji, ,,oboustranna“ limita
limy 0 & neexistuje.8°

Dal$im vyuzitim limit je pak asymptotické chovani funkci, tedy in-
formace o tom, jak se méni funkéni hodnota pro x — Zoco. Mohou
nastat tfi pfipady, jak si ukdZeme na funkcich f, g a h (zde pouze pro
x — 00).87

lim f(x) = lim x% = o0
X—00 X—00

lim g(x) = lim sinx neexistuje

X—>00 X—00

1
lim h(x) = lim — =0
X—00 x—00 X

V prvnim pfipadé roste funkéni hodnota nade vSechny meze. Ve
tfetim dochézi k ustdleni na hodnoté 0. Ve druhém funkce osciluje,
k ustéleni nedochdzi, a limita tak neexistuje.

Derivace funkce

Dalsim z klicovych pojmi celé matematické analyzy je derivace. De-
rivace funkce urcuje, jakym zptisobem se méni funkéni hodnota. Je-li
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8 Ovétte si dosazenim a vizualné nadrt-
nutim v obrazku.

8 Matematické analyze se také ¥ika infi-
netizimalni pocet (infinetizimdlni = ne-
kone¢né maly).

% Podivejte se na obrazek na pfedchozi
strané.

1
% Srovnejte s funkei y = =

Y

8 Podivejte se na obrazky.



derivace (v konkrétnim bodé) kladnd, funkce je tam rostouci, je-li za-
pornd, funkce klesa.

Pokud je derivace v nékterém bodé nulové, ke zméné funkéni hod-
noty nedochdazi. Takovym bod@im fikdme staciondrni a né€které z nich
mohou byt minimem nebo maximem.

Hodnota derivace v daném bodé pak presné odpovidd smérnici
te¢ny®® v tomto bodé.

Navic ¢im vy$si hodnota derivace (v absolutni hodnoté), tim funkce
rychleji roste/klesa. Demonstrujme na ptikladu funkce y = x%. Prvni
derivaci zna¢ime jako y’, konkrétné zde plati y’ = 2x.

Naptiklad v bodé x = 1/2 je hodnota derivace y'(1/2) = 1, v bodé
x = 1 dostdvame y’(1) = 2. To znamen4, Ze funkce v druhém bodé
roste rychleji, coz mtiZeme vidét i na nésledujicim obrazku:

Y

Druhd derivace

UvaZzme nyni tyto dvé funkce f a g:

Y Y

Obé funkce jsou rostouct, takZe jejich prvni derivace musi byt kladna.

Nicméné zatimco v pifpadé funkce f se rychlost riistu zvysuje, u funkce
g naopak rtist zpomaluje. Geometricky vidime, Ze se lisi ,prohnuti“
obou funkci.
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8 P¥ipomerime, Ze te¢na je pfimka, lze ji
tedy popsat rovnici y = kx + q, kde k
je smérnice uddvajici sklon p¥imky a q
pak oznacuje posunuti ve sméru osy y.



Pokud funkce f roste ¢im dél rychleji, znamena to, Ze prvni derivace
musi byt rostouci funkce.?? Analogicky, prvnf derivace funkce g musi
byt klesajici funkce. Mohly by vypadat napfiklad takto:

y o y
g/
X X

Jak vidime, obé prvni derivace jsou kladné funkce (jejich grafy lezi
nad osou x). ProtoZe i prvni derivace je funkce, mtizeme ji opét zderi-
vovat, ¢imZ dostavame tzv. druhou derivaci. Opét si nacrtnéme obrazky.
Vime, Ze f’ je rostouci funkce, takZe jeji derivace musi byt kladna. g’

je naproti tomu klesajici, jeji derivace tedy bude zéporna.”®
y Y
f//
| )

Funkce, jejichZ druhd derivace je kladna, nazyvame konvexni, zapor-
nou druhou derivaci maji funkce konkdvni. Body, ve kterych se méni
konvexnost na konkdvnost (nebo naopak) nazyvame inflexni body.

Asymptoty

Asymptoty funkce jsou pfimky, ke kterym se graf funkce blizi. Roz-
liSujeme asymptoty bez smérnice a se smérnici. Prvni z nich vznikaji
v bodech nespojitosti funkce, tedy tam, kde funkce neni definovana.
Jsou to pfimky kolmé na osu x, nejde tedy o funkce, protoZze je nedo-
kédZeme vyjadfit ve tvaru y = kx + q. Zapisujeme je tedy napiiklad
jako x = p, kde p je bod nespojitosti.

Asymptoty se smérnici ndm pomahaji urcit, jak se chova funkce pro
x — Zoo. Tyto umime vyjadfit ve tvaruy = kx + ¢. Abychom ur¢ili
konkrétni koeficienty, musime spocitat dvé sady limit. Zde uvedeme
pouze ty pro x — oo (pro x — —oo jsou analogické):

k = lim @
x—00 X

g = lim f(x)—kx

X—>00

Pokud néktera z limit neexistuje, nebo jeji vysledek neni redlné ¢islo,
pak pfislusna asymptota neexistuje.

Pro funkce f, g a h ze zacatku kapitoly ma asymptoty pouze funkce
h. Asymptota bez smérnice je x = 0 (0sa y), asymptota se smérnici je
pro x — £oo shodnd, jednd se o pfimku y = 0, tj. osu x.
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8 Neformalné feceno, hodnota derivace
uruje pfirtistek funkéni hodnoty, po-
kud se posuneme o maly kousek na ose
x. V piipadé funkce f se tyto prirtistky
zvetsuji.

% Konkrétni tvary prvnich a druhych
derivaci mohou byt samoziejmé rtizné.
V tomto ptikladé byly funkce f a g kvad-
ratické, jejich derivace jsou tedy linedrni
funkce a derivace linedrnich funkci jsou
funkce konstantni.



Priibéh funkce

V pfedchozi kapitole jsme si ve stru¢nosti pripomnéli nékolik zdklad-

nich konceptti matematické analyzy. Abychom ukézali, jak spolu tyto

pojmy navzajem souvisi, uvedeme v této kapitole jeden pfiklad, v rdmci

kterého vsechny tyto néstroje vyuzijeme. Zvoleny typ ptikladu se na-

zyva priibéh funkce. Nasim cilem bude ur¢it o zadané funkci co nejvice

informaci, na jejichz zakladé budeme schopni nac¢rtnout jeji graf.
Zvolme pro ukdzku nésledujici funkci f:

eX
f = —
Y X
Zakladni vlastnosti Abyfhom mohli L{r(:it Vlzistnosti naé'i. za-
dané funkce, musime znét vlastnostijed-
notlivych elementdrnich funkci, jako je
V prvni ¢asti nasi analyzy se zaméfime na jednoduché charakteristiky, tfeba e*. PHipometime si jeji graf:

které mtizeme odvodit ptimo z ptedpisu funkce.
Yy

Definicni obor

Nejdfive ze vSeho urc¢ime defini¢ni obor. ProtoZe funkce e* je defino-
véana pro libovolné x, jedinym problematickym bodem funkce f bude
x = 0, protoZe bychom p¥i dosazeni dostali nepovolené déleni nulou.

Plati tedy: /

Dr =R\ {0}

Obor hodnot

Mohli bychom v tuto chvili zkusit urcit i obor hodnot, ale to je vyrazné
snaz$i, mame-li nacrtnut obrazek. Tuto ¢ast tedy nechdme na konec.
Parita funkce

Abychom zjistili, jestli je funkce suda nebo lichd (nebo ani jedno), do-
sadime do funkéniho pfedpisu vSude —x misto ptivodniho x. Dosta-
vame:

Zjevné muizeme Fict, ze f(—x) # f(x), ani f(—x) # —f(x). Funkce f
tedy nenf ani sudé, ani licha.



Priiseciky s osami

Priseciky se soufadnymi osami ndm mohou pomoci p¥i kresleni grafu.
Zatimco prisecikil s osou x mtiZze byt obecné vice, priisecik s osou y
mitiZe byt pouze jeden.”!

Abychom ur¢ili prise¢iky s osou x (znacime P, ), musime vyfesit

rovnici®?:

0=—
X

Tato rovnice zjevné nema feSeni, protoze funkce e* nikdy nemtize
byt nula.” Priise¢iky s osou x tedy neexistuji.

Analogicky, prisecik s osou y je takovy bod (Py), jehoZ x-ové sou-
fadnice je 0. ProtoZe ale 0 neni soucasti defini¢ntho oboru, ani P, pro
nasi funkci neexistuje.

Znaménko funkce

V zéavéru prvni ¢asti jesté uréime, kdy je graf funkce f nad, resp. pod
osou x. Vyjddieno jinak, ptdme se, pro kterd x plati, ze <= > 0, resp.
e <.

Kli¢ové je si uvédomit, ve kterych bodech mtiZe ménit funkce zna-
ménko. Obecné to jsou priiseciky s osou x a potom také body, ve kte-
rych neni zadana funkce definovana.?*

Prise¢iky s osou x neméme zadné, jediny bod, kde mitize f ménit
znaménko, je tedy x = 0. Ten ndm rozdéli redlnou osu na dvé ¢asti
(= dva intervaly). Poté uz staci vzit z kazdého intervalu pouze jeden
bod a dosadit jej do f. Vysledné znaménko pak bude shodné na celém
intervalu. Vzdy je dobré zvolit bod, ktery se ndm bude do funkéniho
predpisu snadno dosazovat. V tomto pfipadé se nabizi dvojice x = —1
ax = 1.%° Naértnéme si obrazek.

— -

x

Monotonnost funkce

V druhé casti uréime, kde je funkce f klesajici a rostouci, p¥ipadné
ma-li néjaké lokalni extrémy. Z pfedchozi kapitoly vime, Ze tyto in-
formace mtizeme zjistit skrze prvni derivaci funkce f.

x2 X

f/(x) = ("‘)l _ex—et- 1 eX(x—1)

Zopakujme, ze pokud f’(x) > 0, pak f je v bodé x rostouci, obrdcena
nerovnost indikuje v daném bodé klesani. Opét ndm tedy pijde o to
urdit znaménko funkce, tentokrat ovsem f’. %6

Bod nespojitosti f’ je opét x = 0. Priseciky f’ s osou x jsou pak body,
pro které plati, Ze f'(x) = 0. Tedy:
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°1 Zamyslete se proc.

%2 Priise¢iky s osou x maji tu vlastnost,
Ze jejich y-ovéa soufadnice mad hodnotu
0, proto polozime y = 0.

% Plati, Ze pro libovolné x je e* > 0.
Zkontrolujte s obrdzkem vyse.

% Teoreticky by mohly nastat jesté jiné
piipady, ale ne pro funkce, se kterymi se
setkame v tomto textu.

% Vsimnéme si, Ze pokud ndm jde pouze
o to uréit znaménko funkce, tak viibec
nemusime tyto hodnoty dosazovat do
Citatele. Jak uZz jsme uvedli vyse, plati
totiz, ze e* > 0, takze citatel bude
kladny vzdy. O znaménku funkce roz-
hoduje pouze jmenovatel.

% Body, ve kterych se znaménko f’ miize
ménit, jsou opét priseciky T’ s osou x a
body nespojitosti '.
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eX(x—1)
0=—7s—
X
Tato rovnice ma zjevné jediné feSeni x = 1 (staciondrni bod). Re-

alna osa se ndm tedy rozpadé na tfi intervaly. Z kazdého opét vybe-

reme jeden bod a uré¢ime znaménko ':% 7V tomto ptipadé nemd smysl pro
urychleni vypoctu dosazovat do jmeno-
WV pN Ve vatele, protoze ten je vzdy kladny.
— - +
t t X
0 1

Jak vidime, v bodé x = 1 mé funkce f lokalni minimum. Uréeme
jesté jeho y-soufadnici dosazenim do pfedpisu funkce f:

Dostavame tedy bod LMIN(L; e].

Konvexnost a konkdvnost funkce

s w2z

Ve tieti ¢asti uréime pomoci druhé derivace intervaly, na kterych je
funkce f konvexni, resp. konkavni. Nejprve vlastni derivace:

g eX(x—1)\" [eX(x—1)4+eX]x%—eX(x—1)2x
f (X):( X2 ) = x4

xeXx? —2xeX¥(x — 1)  x%eX — 2xe* + 2e*

N x4 N x3
eX(x2 —2x + 2)
3

Funkce je konvexni v daném bodé x, pokud plati f”(x) > 0, kon-
kdvni pokud plati f”(x) < 0. Znaménko f” uréime opét zcela stejné
jako znaménko f a f'.

Bodem nespojitosti f” je zjevné x = 0. Prtiseciky f” s osou x jsou
pak feSenim rovnice:

eX(x2 —2x +2
0o & —2x+2)

3
Tuto rovnici si mtizeme zjednodusit:* % Opét diky tomu, Ze vime, Ze e* > 0,
tedy zejména plati e # 0.
0=x%—2x+2

Tuto kvadratickou rovnici mtizeme fesit standardnim zptisobem
vzorci pro vypocet kofentl. Zjistime, Ze diskriminant je zdporny, takze

feSeni neexistuje.99 % Elegantngji si mtiZzeme v$imnout, Ze
Reédlnou osu tedy rozdélime pouze na dva intervaly okolo bodu 0. plati nsledujici:

Dosadime libovolny bod z kazdého intervalu a uréime znaménko f”. 0=x*—2x+2

Zakreslime vSe do obrazku: 0=x%—2x+1+1

0=(x—1)2+1
Po posledni tipravé mame na pravé
strané vyraz, ktery je urcité vétsi nez 0.
Rovnice tedy nemd feSeni.



x

Asymptoty funkce

Posledni vypocetni ¢asti je uréeni asymptot. Asymptoty bez smérnice
nam vznikaji v bodech nespojitosti funkce f, tedy v bodé x = 0. Jak se
bude graf funkce k této asymptoté blizit, uréime vypoctem jednostran-
nych limit:

eX
lim — =—o0
x—0— X

X
lim — =0
x—0+ X

Asymptoty se smérnici jsou pfimky tvaruy = kx + q, zde zjistu-
jeme chovéni funkce pro x — =£oo. Nejprve uréeme pomoci vzorct

koeficienty asymptoty pro x — oo:1%0
f(x ex
ki1 = lim (—): lim —5 =
Xx—o00 X X—00 X

ProtoZze vysledkem neni redlné ¢islo, tato asymptota neexistuje. Pro
druhy ptipad dostdvame:101

f X
ko= lim ) g € 2
X——00 X X—00 X
X
qo = lim f(X) —kox= lim — =0
X——00 X——00 X

Asymptotou pro x — —oo je tedy pfimka y = 0 (= osa x).

Graf funkce

Posledni ¢asti je uz jen nakreslit graf. P¥i tom vyuZijeme v8echny dfive
zjisténé informace. Po soufadnych osach md smysl jako prvni zakres-
lit asymptoty a vyznamné body, kterymi graf funkce prochazi (prise-
¢iky s osami, lokalni extrémy). Déle uz pouze kombinujeme ziskané
informace pro nakresleni vysledného obrazku:!%2
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10 Pro x — oo plati, Ze e* > x2.

M Uveédomme si (naptiklad z grafu

funkce na zacatku této kapitoly), Ze plati
e* — 0 prox — —oo.

127 opatného pohledu miizeme také
tuto fazi pouZit jako kontrolu, Ze jsme
pocitali spravné. Viechny zjisténé vlast-
nosti si musi odpovidat.

Obor hodnot uz nyni uréime snadno
z obrazku:

H¢ = (—00;0) U [e; 00)



Funkce vice proménnijch

Doposud jsme v ramci matematické analyzy pracovali s funkcemijedné
proménné. Pro kazdou hodnotu nezévislé proménné x z defini¢niho
oboru této funkce, jsme dle pfedpisu f(x) ziskali hodnotu z4vislé pro-
ménné y. Takovou funkci je tieba f: y = 2x? — 3.

U funkci miizeme explicitné vyjad¥it jejich typ. V pfipadé funkce
jedné proménné f vypada takto:

f: R—=R

Tento zapis ndm ¥ika, Ze funkce f md jako argument jedno redlné
¢islo a jejim vysledek je také redlné ¢islo.
Méjme nyni jinou funkci, kterd bude mit dva argumenty, nap¥. g(x, y)

a napi$me i jeji typ:'%®

g: z=2"+y
g: RZR

Samozfejmé miizeme pracovat s funkcemi, které majf i vice argu-
mentti. Uvazme obecné funkci h(x, ..., xn) s nargumenty!®, jeji typ

pak bude:

h: R"—=R

Na funkci h se mtizeme divat tak, Ze ma n redlnych argumentt,
nebo analogicky, Ze jejim argumentem je n-slozkovy vektor redlnych
¢isel.

AckoLiv s MUZE zDAT, Ze funkce vice proménnych uz jsou pfilis abs-
traktni koncept, setkdvdme se s nimi pomérné bézné. Treba vzorec
pro objem vélce V je vlastné funkce dvou proménnych — poloméru
podstavy a jeho vysky:

V(r,v) = mrv

Jinym p¥ikladem mtiZe byt tfeba Coulombtiv zdkon, tedy vypocet
sily ptisobici mezi dvéma elektricky nabitymi ¢asticemi. Zde vyjad-

feny jako funkce tf{ proménnych F:105.106

qi192

T2

F(qll q2/‘r) = ke

163 Zde jsme pouzili explicitngjsi ozna-
¢eni s obéma argumenty abychom zdu-
raznili, Ze ma funkce dvé nezavislé pro-
ménné. Pokud je to z kontextu ziejmé,
staci psat g.

104 Pokud méme funkci vice nez dvou

proménnych, oznac¢ujeme obecné jeji ar-
gumenty jako x;.

15 k. je Coulombova konstanta.

1% Vsimnéme si, Ze pokud velikosti na-
boji ,zafixujeme*, dostdavame funkci
pouze jedné proménné F(r).



VYKRESLIT GRAF funkce vice proménnych je komplikovanéjsi. Protoze

pro jeho zobrazeni potfebujeme vzdy o jeden rozmeér vice, nez je pocet

argumentt funkce, ztistaneme v tomto textu u dvou proménnych.07
NiZe srovnejme grafy funkci f a g ze zacatku kapitoly:

Y

I u funkci vice proménnych mtizeme urcovat vlastnosti podobné,
jako jsme to délali dfive, nicméné vétSina vypocthi by byla vyrazné
slozitéjsich.19® Zamétime se tedy dale jen na jednu oblast — hledant
extrém.

Parcidlni derivace

Zopakujme si, Ze aby néjaky bod mohl byt extrém u funkce jedné pro-
ménné, musi byt hodnota prvni derivace v tomto bodé nula. Prvni
derivace urcuje zménu funkéni hodnoty ,,pfi pohybu po ose x“. Pro
funkci dvou proménnych budou existovat derivace dvé — ve sméru
osy x a ve sméru osy y. Takovym derivacim fikdme parcidlni.

Ukazme sinyni, jak zminéné smeéry vypadaji v néjakém konkrétnim
bodé, napt. [—3/2; 0] na p¥ikladu funkce g.

Jak mtizeme vidét, ve sméru osy x funkéni hodnota z = g(x,y)
klesd, zatimco ve sméru osy y roste. Hodnota prvni parcidlni derivace
podle x je tedy zdpornd, podle y naopak kladna.

Nez uréime pfesné vypoctem velikost zminénych parcidlnich deri-
vaci, musime si povédét néco o tom, jak se parcidlni derivace zapisuji.
Uvedeme dva bézné pouzivané zptisoby zdpisu. Oproti funkcim jedné
proménné zde musime explicitné€ vyznacit podle které proménné de-

rivujeme. Oba tvary pro obé& parcialni derivace vypadaiji takto:10%110
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7 To je asi i maximum toho, co si je
schopen ¢lovék pfedstavit. U vyssich di-
menzi uz si musime pomoci riiznymi
projekcemi.

108 Naptiklad misto prusecikii s osou x
mame u funkce dvou proménnych pri-
nik s rovinou xy.

10 Cteme jako ,,prvni parcialni derivace
z (nebo g(x,y)) podle x (nebo y)*.
10 Symbol pro parcidlni derivaci d nent
fecké pismeno 5.
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og(x,
2 g(x,y)

0x
9g(x,y)
z, = oy

VYPOCET PARCIALNICH DERIVACT je pomérné jednoduchy, protoZe se od
derivace funkci jedné proménné 1isi pouze v jednom pravidle. P¥i deri-

vaci podle zadané proménné na vSechny ostatni proménné pohlizime
jako na konstanty. Uvedme pro ilustraci par p¥ikladi:

0 2 _ 0 2y _ 2
3 (X Y) =2y oy XY =x
i(3X-i- ) =3 i(3x+ )=1
ox YT oy YT
a X)) _ pX a X))
ax(e)—e ay(e)—()
V tuto chvili uz miizeme spocitat parcidlni derivace funkce g z p¥i-
kladu vyse:
ag(x/y) _ 0 2 _
Tox Xty =k
ag(xry) 0 2
=T - (2 =1
oy oy 2 T

Konkrétn{ hodnotu derivaci v bodé [—3/2; 0] pak ziskdme prostym

dosazenim:!11 M Zkontrolujte s grafem funkce g. Ve
sméru osy x funkce v bodé [—3/2;0]

pomérné rychle kles4, naopak ve sméru

dg(x,y) — 6 0sy y mirné roste.
0X  [x—_3/2:y—0

9g(x,y) 1
oy x=—3/2;y=0

DRUHE PARCIALNI DERIVACE se opét pocitaji analogicky. Druhd derivace
je prvni derivace prvni derivace. Mdme-li dvé proménné, dostdvame

tak celkem ¢tyfi rtizné druhé parcidlni derivace. Na ptikladu funkce

g si ukazme zptisob znaceni:!1? 12 Cteme napiiklad ,druhé parcidlni de-
rivace g dvakrat podle x“, nebo ,druha

parcidlni derivace g podle x a y“.

0%g(x,y) 32g(x,y)

0x? o0y?
?g(xy)  *glxy)
ox0y oyox
Pro spojité funkce navic plati, Ze nezaleZi na pofadi derivovani, mii-
Zeme tedy psét:113 3 A s jinymi se zde v tomto textu nese-
tkdme.

g(x,y) _ 9%g(xy)
0xdy o0yox
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Extrémy funkci dvou promeénnijch

Aby méla funkce dvou proménnych lokdlni extrém (minimum nebo
maximum) v néjakém bodé, musi platit, Ze jsou obé parcidlni derivace
v tomto bodé nulové. Napftiklad funkce g urcité zadny extrém nemad,
114

rotoze 29 nemtize byt nikdy nula. 114 Opgt ovétte s obrazkem vyge.
p ay P y

Zkusme zvolit jinou funkci:

h: z=x*+y*>—3xy+6

Spocitame obé parcialni derivace:

oh 9
a—x—?)x —3y
a—h:3y2—3x
ay

Ty polozime rovny nule a vyfesime jako soustavu dvou rovnic o dvou
neznamych.

X —3y=0 — xX*-y=0 — x’=y
3y —3x=0 — y>—-x=0

Vyjadfenim proménné y z prvni rovnice a dosazenim do druhé zis-
kdme po tpravach vysledek:

xt—x=0
x(x3—1)=0
X1:O X2:1

y; =0 Yy =1

Timto vypoctem jsme urcili soufadnice dvou staciondrnich bod.
Oznac¢me je napiiklad A a B:

A[0;0]  B[1;1]

K tomu, abychom zjistili, zdali je néktery ze staciondrnich bod lo-
kalnim minimem nebo maximem, vyuZzijeme test pomoci druhych par-
cidlnich derivaci.

Definujme nejdfive Hessidn, determinant z matice druhych parcial-
nich derivaci funkce f:

92f(x,y) 9%f(x,y)
_ ox? ox9dy
H=det | g2¢00y)  o%f(xu)
dyox oy?2

Dosadime-li pak za x a y soufadnice néjakého bodu S, pak plati:
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>0 Sjelokdlni extrém
H(S)< =0 nelze rozhodnout

< 0 S neni lok4lni extrém

Zajimavé jsou posledni dva pfipady. Pokud je hodnota Hessidnu
v néjakém bod€ zapornd, znamend to, Ze se nejednd o extrém, ale o tzv.
sedlovy bod. Jde o bod, ktery se chova v jednom sméru jako maximum
a v jiném jako minimum.!>

Pokud je naopak hodnota Hessidnu v zadaném bodé nula, tento
postup ndm s rozhodnutim, jestli jde o lokalni extrém, nepomtize. Pro
tely tohoto textu se s timto zavérem spokojime. 1
Spocitejme nejdiive Hessidn pro funkci h:

9%h(x,y) 09%h(x,y)

6x —3

ox2 oxd

H = det a2hE(x,y) azh"(x‘;’y) =det 3 6y =36xy —9
dyox oy?

Dosadime nyni dva staciondrni body:

H(A)=36-0-0—9=-9<0
H(B)=36-1-1—9=27>0

Bod A extrém tedy neni, jedna se o sedlo. Bod B je lokalni extrém.
Zbyva uz pouze urdit, zdali se jednd o minimum nebo maximum, coz
zjistime dosazenim do druhé parcidlni derivace dvakrat podle x. Pro
né&jaky bod S obecné plati:

0%f(x,y) >0 S je lokalni minimum

0x2

Slxo:yol <0 Sjelokalni maximum

V naSem pfipadé ziskavame:

0%h(x,y)
0x2

= 6X|B[1;1] = 6 > 0
B[1;1]

Bod B je tedy lokadlni minimum. Navic miizeme urcit jesté jeho z-
ovou soufadnici dosazenim do ptivodniho pfedpisu funkce h:

h(,1): z=134+13-3-1-14+6=5

Zé&vérem si ukazme jesté graf funkce h pohledem ve sméru osy z:'”
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5 Pro lepsi predstavu si ukazme graf
jednoduché funkce z = x2 — y2, ktera
ma sedlovy bod [0; 0]:

116 Tako rozsifeni rozeberme na ukézku
alespoii jeden piiklad, funkci z = x3 +
y2. Funkce m4 jediny stacionarni bod
[0;0], ve kterém je Hessidn ovSem nu-
lovy.

Zkusme si nyni predstavit, jakych
funkénich hodnot nabyva tato funkce
v okoli bodu [0; 0]. Rozdélme rovinu xy
na ¢tyfi kvadranty podle toho, jestli je
hodnota x a y kladn4, resp. zdporna.

Pokud vezmeme libovolny bod, pro
ktery plati x > 0ay > 0, nutné vy-
plyvéd z > 0. Analogicky pro x < 0 a
y < 0 plati z < 0. Graficky si to mt-
Zeme znézornit nasledovné:

Yy

Odtud vidime, Ze bod [0;0] nemuze
byt extrém. Pokud by mél byt mini-
mum, musela by byt jeho funkéni hod-
nota (zde 0) vzdy niz8i nez hodnota
bodti v okoli (analogicky vy3si pro maxi-
mum). Zde jsme ovSem ukézali, Ze v jed-
nom z kvadrantti jsou funkéni hodnoty
nizsi a ve druhém vyssi, takZe se o ex-
trém nejedna.

Nakonec zkuste pouzit stejny postup
pro funkciz = x2 41?2, kterd ma v bodé
[0; 0] lok&lni minimum.
7Jedn4d se vlastné o analogii map se
zobrazenymi vrstevnicemi



Metoda nejmensich ctvercii

Vratme se nyni k ptikladu, ktery jsme feS$ili v rdmci linedrn{ algebry.
Cilem bylo nalézt pfimku, kterd nejlépe aproximuje zadané body v ro-
viné. Nyni si ukdzeme, jak 1ze stejny pfiklad vyfeSit s pomoci matema-
tické analyzy, konkrétné parcidlnich derivaci.

Zkusme si nyni vzit stejné zadani a do obrazku zakreslit libovolnou
piimku (y = kx + q) a navic chyby, kterych jsme se takto zvolenou
aproximaci dopustili:

Zjevné plati, Ze ¢im mensi je soucet délek téchto ,,chybovych* tGse-
ek, tim je zvolena aproximace presnéjsi. Zkusme pro ukazku vyjadrit
velikost prvni chyby. To je vzdalenost bodu méteni [1;1] od zvolené
piimky, kde x = 1. Rozdil (ozna¢me zde e;) je tedy:

e1=1—(kx+q)=1—(k-1+q)=1—-k—q

Analogicky bychom mohli vyjadfit i ostatni. Pro tfetf bod by ndm
ale timto postupem vy$la zapornd velikost, coZ samozfejmé nechceme.
Mohli bychom jednoduse vzit kazdy z rozdila v absolutni hodnot¢, ale
to ma jista tskali'!8, misto toho pouZijeme druhou mocninu rozdilu,
ktera je také vZdy nezdporna:

2=(1—(k-1+q))?
el=(2—(k-2+q))?
2=(2—(k-3+q))?

e

e
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118 Jedna se vlastné o technické omezeni,
absolutni hodnota totiz nema definova-
nou derivaci, kterou budeme déle potie-
bovat, pro vechny hodnoty x.



Druhou mocninu néjakého ¢isla mtizeme graficky vyjadfitjako ¢tve-
rec, upraveny obrazek pak bude vypadat takto:

Celkova velikost chyby je tedy uréena souctem e? + e3 + e2. Nagim
cilem je tuto chybu minimalizovat. Odtud plyne nézev metoda nejmen-

sich ctvercii.

Velikost této chyby zavisi na zvolené pfimce, konkrétné na jejich
parametrech k a g. Zapisme nyni velikost chyby jako funkci dvou pro-

meénnych E(k, q):

E(k,q) =e? +e3 +e2

Konkrétné v nasem piipade:

E(k,q) =ef +e3+e3 =

=(1—(k-1+q)°+2—(k-24+9)P+(2—(k-3+q))* =
=(1-k—qP+(2-2k—q)?+(2-3k—q)* =

Nasim tikolem je minimalizovat funkci E(k, q), tzn. nalézt bod (=
dvojici hodnot) [k; q], pro ktery vySe uvedeny vyraz nabyva nejn
hodnoty. V tomto bodé& musi platit, Ze jsou obé parcidlni derivace nu-

lové:

0E(k,q) _

ok

otk q) _,

0q

Jednotlivé parcidlni derivace vypadaji takto:

% —2(1—k—q)- (1) +2(2—2k—q)-(~2) +2(2—3k—q) - (=3)
= (=24 2k +2q) + (—8 + 8k +4q) + (—12 + 18k + 6q) =
— 28k + 12q — 22

mig;"” —2(1—k—q)- (1) +2(2—2k—q)-(—1) +2(2—3k—q) - (1)

= (=24 2k +2q) + (—4 + 4k + 2q) + (—4 + 6k + 2q) =

— 12k + 6q — 10
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Poznamenejme, Ze zptisob, jakym jsme
problém zadefinovali ovlivni podobu
vysledku. ProtoZze pouzivame druhé
mocniny chyb, bude vypocet nejlepst
aproximace vyrazné ovlivnén odlehlymi
hodnotami (angl. outliers).

Zkuste se zamyslet nad nasledujicimi
daty:

Yy

S vyjimkou dvou bodi miZeme vi-
dét v datech mirny rtst. I tyto dva
body ovSem stac¢i k tomu, aby vypocteny
trend metodou nejmensich ¢tvercti byl
pfesné opacny.

Yy

To neni chyba metody, ale jeji vlast-
nost. Jestli je vhodné ji pouzit v této
podobé ¢&i nikoliv, pak zalezi na kon-
krétni aplikaci, datech. MtiZe se jednat
tteba o chyby méfeni, pak dava smysl
tyto hodnoty pfed vypocltem vypustit.
Na druhou stranu mohou byt skute¢né
sprdvné, pak bychom se ale méli zamys-
let, co v kontextu dané aplikace zname-
naji.



Polozime je nyni obé rovny 0 a upravime:

28k + 129 — 22 =0
12k +6¢ —10 =0

i
14k 4+ 6q = 11
6k+3q=5

Vsimnéme si, Ze jsme dostali ipln€ stejny systém rovnic jako dfive,
i kdyZ jsme pouzili zcela jiny postup.

NYNT s1 PREDSTAVIME OBECNOU PODOBU celé metody. UvaZzme mnozinun
bodt, které oznacime jako [x1;y1], ..., [xn;ynl. Témito body budeme
chtit prolozit néjakou funkci s m parametry py, ..., pm, kterou zde

oznacujeme jako model M(x,p1, ..., pm). Pak velikost chyby v zavis-

losti na hodnoté parametrii p; méizeme vyjadfit jako:'”

n
E(py, - Pm) =) (Yi = Mxu,p1, o, pm))’
i=1

Pokud by modelem byla naptiklad kvadraticka funkce, platilo by:120

M(x,a,b,c) = ax? +bx +c¢
n

E(a,b,c) = Z (yi — (ax? + bx; + c))2
i=1
V tomto pfipadé bychom v dal$im kroku potfebovali tfi parcidlni
derivace (podle parametrii a,b,c) a pro né pak vyfesit soustavu t¥
rovnic o tfech nezndmych.

VoLBa VHODNEHO MODELU je kli¢ovy parametr celého procesu. Model
by mél odpovidat charakteru dat'?!, jak si ukédZeme na nasledujicim
piikladu. Pro stejna data jsme pouZili ¢tyfi rtizné modely — polynomy
prvniho aZ ¢tvrtého stupné.

Ackoliv v poslednim p¥ipadé je chyba téméf nulova, predikéni schop-

Zx 2

nost modelu klesd, protoZe neodraZi trend ve vstupnich datech. Tako-
vému stavu se fika overfitting a vétSinou je to signdl toho, Ze je zvoleny
model pi#ili§ slozity.!?? Linedrn{ nebo kvadraticky polynom se zda byt
lepsi volbou.
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¥ Tento vyraz vypadd moZzna na prvni
pohled slozité, ale vyjadiuje pouze sou-
et druhych mocnin (= ¢tverctt) odchy-
lek mezi skute¢nou a modelem prediko-
vanou hodnotou.

120Srovnejte s linedrni funkei, kterou
jsme pouzili v ivodnim piikladu.

121 Pokud bychom tfeba sledovali drahu
padajictho mi¢ku v zavislosti na case,
vhodny model by byl kvadraticky. Pro
jeho rychlost by se pak hodil linedrni
(vzpometime si na vzorce s = 1/ 2gt?,
resp. v = gt).

mysleny ramec tohoto textu.



Pir slov k aplikacim

V této posledni kapitole zminime pér piikladd, kde se mtizeme s dfive
probiranymi koncepty setkat. Vezméme to postupné dle prezentova-
nych kapitol formou kratkého shrnuti.

Reprezentace redlnijch Cisel

ProtoZe se dnes zpracovavaji data uz prakticky vyhradné na pocitaci,
je dobré mit alesponi zakladni znalost toho, jak jsou v ném tato data
reprezentovana, a jaké p¥ipadné problémy mtiZe tato reprezentace p¥i-
nést.

Vyuzitim vhodnych knihoven nebo pf¥imo néjakého softwaru pro
analyzu dat mtizeme vliv téchto problémi potlacit na minimum. Jisté
neni dobry ndpad implementovat zabéhlé metody ,svépomoci“, pri
navrhu novych metod se pak snazime v nejvétsi mife vyuzit téch stan-
dardnich.1?3

Systémy linedrnich rovnic

Jak jsme v predchozich kapitolach vidéli, feSeni systému linedrnich
rovnic se objevuje napfi¢ vSéemi probiranymi tématy. Jedna se o takovy
pomyslny zdkladni stavebni kdmen celé linearni algebry.

Uvedme jednoduchy pfiklad. Mé&me néjakou surovinu, kterd obsa-
huje konkrétni mnozstvi tfech tcinnych latek. Otdzka zni, jestli tuto
surovinu dokdZeme nahradit jinymi surovinami s obecné jinym ob-
sahem téchto latek tak, aby jejich celkové mnozstvi ztistalo v souctu
zachovéno.

Jinymi slovy hledame linedrni kombinaci novych surovin, kterd by
byla ekvivalentni té ptivodni. Jeji koeficienty navic musi byt nezdporna
¢isla (zdporné mnozstvi zde neddva smysl).

Mnohé z takovych prikladti zvlddneme vyftesit intuitivné postupy
ze zékladni nebo stfedni Skoly, aniz bychom pottebovali formalné apa-
ratlinedrni algebry. Mame-li soustavu dvou rovnic o dvou neznadmych,
kterou jsme Casto pouzivali v pfikladech, mohou se zdat zminéné me-
tody zbytecné komplikované. Pokud bychom ovsem meéli desitky nebo
stovky takovych rovnic, za¢nou tyto postupy nabyvat na vyznamu.
V téchto pfipadech uZ je nutné pouzit pocitac a linedrni algebra ndm
poskytuje mnoZstvi néstrojii, které mtiZeme pro feSeni pouZit.

12 To plati zejména pro zamyslené dte-
néafe tohoto textu, tedy ,béZné uzivatele“
matematiky. Mate-li nap¥iklad doktorat
z matematiky, toto doporuceni se na vas
nevztahuje.



Metoda nejmensich ctvercii

Zde jsme motivaci zmiriovali uz v p¥islusné kapitole. Jde o zédkladni

zptisob, jak ,nafitovat“!?* ngjakou k¥ivku na zadana data. Konkrétni

tvar dané kiivky je ur¢en hodnotami jejich parametrti (koeficientt1).
V ptvodnim ptikladu jsme uvazovali pfimku, ale situace je analo-

gicka tfeba i pro parabolu!?.

y=ax’*+bx+c

Cilem je opét najit takové hodnoty a, b, ¢, pro které vysledna para-
bola nejlépe aproximuje data.

Jestli ale pouzit pfimku, parabolu, nebo jinou funkci je uz zavislé
na charakteru dat. Vétsinou vime, co data pfedstavuji, mdme tedy né-
jakou predstavu o hledané zavislosti.

Transformace

S vyuZzitim matic pro reprezentaci konkrétnich transformaci jsme se
potkali také v nékolika p¥ipadech. Prvni z nich pfedstavuiji ,abstrakt-
néjsi koncepty, které jsme vyuzili pfi odvozeni rtiznych postupti (vy-
pocet inverze, zména baze).

Druhy pak odkazuje na geometrické transformace, které nachézejt
velké vyuziti v poéitacové grafice. Dobrym pf¥ikladem mtize byt tfeba
zména perspektivy pii tpravé fotek.126 Takovou transformaci lze vy-
jadfit ndsobenim vhodnou matici.

Uziti mohou nalézt tfeba pfi studiu symetrie molekul, kdy jednot-
livé operace symetrie 1ze opét popsat maticemi.

Redukce dimenzi

Redukce dimenzi je uzite¢nd tam, kde pracujeme s mnohodimenzio-
nélnimi daty. Cilem je sniZit dimenzi dat p¥i zachovani co mozné nej-
vétstho mnozstvi informace.'?’

Jednim ze zdkladnich néstroj je PCA, které ptivodni charakteris-
tiky dat'?® transformuje na vhodné zvolené nové (zména béaze). Tyto
nové vlastnosti jsou uréovany v pofadi od nejdtlezitéjsich (= dokazi
nejlépe popsat variabilitu v ptivodnich datech) aZz po nejméné dtile-
zité. P¥i nasledné analyze se pak mtiZzeme zamé¥it pouze na nékolik
prvnich komponent.

Jednim z vyuziti mtize byt i odstranéni sumu v ptivodnich datech,
ten muiZe byt totiz identifikovan jako nékterd z minoritnich slozek.

Uvedme jeden pfiklad, kdy se PCA vyuziva pti studiu vnitfnich po-
hybt proteinti. Zatimco pohyby jednotlivych atom® nemusi byt samy
0 sobé Vyznamné129, dohromady mohou realizovat zménu celé struk-
tury proteinu, coZ pak mtZze mit vliv na jeho biologickou funkci. Ci-
lem PCA pak miize byt tyto pohyby popsat a oddélit je od téch, které
nejsou pro jeho funkci relevantni.
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124 Tento vyraz nemd asi v Cesting lepsi
ekvivalent.

125 Obecné mitizeme zvolit libovolnou
funkci, kterd je linedrni vzhledem k hle-
danym koeficienttim.

126 Zkuste se zamyslet, jak reprezentovat
obrazek jako néjakou matici.

127 Uvédomme si, Ze nékteré ptivodni
vlastnosti mohou byt napf. korelované,
a tedy v jisté sméru redundantni.

187 ¢loveka by takové charakteristiky
mohly byt tfeba vyska, vaha, vék, atd.

12 Navic jsou vysoce korelované, pro-
toZe jsou atomy spojeny vazbami.
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