
Numerická derivace a integrace

1 Úvod

Při řešeńı praktických př́ıklad̊u často naraźıme na problém. V mnoha př́ıpadech známe
funkčńı hodnoty nějaké funkce, ale neznáme jej́ı analytické zadáńı. Někdy se může stát,
že funkce má tak složitý tvar, že nejsme schopni vyjádřit analyticky jej́ı derivaci nebo ji
zintegrovat. V takových př́ıpadech nám nezbude nic jiného, než použ́ıt numerické metody
pro výpočet derivaćı neb integrál̊u. Jsou to tedy metody odhadu derivace nebo integrálu
funkce. Pro řešeńı některých praktických problémů se nám nab́ıźı i metody Monte Carlo.
My si ale ukážeme daľśı metody.

2 Numerická derivace

2.0.1 Prvńı derivace

Obrázek 1: Grafické znázorněńı derivace funkce f(x) v bodě x.

Vrát́ıme se na okamžik k definici derivace funkce jedné proměnné. Pomůže nám obrázek
1. Zde máme graf funkce f(x) a vybereme si dva body x a x+ h, pro které známe funkčńı
hodnoty. Př́ımka, která procháźı body f(x) a f(x+h) sv́ırá s osou x úhel, jehož tangens je

definován jako f(x+h)−f(x)
(x+h)−x tedy f(x+h)−f(x)

h
. Při vhodně malém h přejde př́ımka do tečny ke
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grafu v bodě x a my už v́ıme, že směrnice tečny v bodě je derivaćı funkce v daném bodě.
Připomeneme si nám již velmi dobře známou rovnici:

f ′(x) = lim
x→0

f(x + h)− f(x)

h

Protože někdy nemáme k dispozici analytické vyjádřeńı funkce, ale známe jej́ı funkčńı
hodnoty v určených bodech, muśıme použ́ıt numerické metody. V takovém př́ıpadě prolož́ıme
známými body polynom, který následně derivujeme a vypočtená derivace polynomu v bodě
odpov́ıdá hodnotě derivace p̊uvodńı funkce v daném bodě. Stupeň polynomu muśı být větš́ı
než stupeň poč́ıtané derivace. Č́ım vyšš́ı je stupeň polynomu , t́ım přesněǰśı je odhad funkce
a t́ım je také přesněǰśı výpočet derivace. Zálež́ı na tvaru funkce, ale v některých př́ıpadech
dosahujeme uspokojivých výsledk̊u i interpolaćı polynomem prvńıho stupně - tedy př́ımkou.

Pro odvozeńı použijeme interpolačńı polynom v Lagrangeově tvaru 1 kdy budeme nahra-
zovat funkci f(x) v intervalu 〈xi;xi +h〉. Máme zadané dva body o souřadnićıch [xi; f(xi)]
a [xi + h; f(xi + h)], potom Lagrange̊uv polynom prvńıho stupně má tvar:

L1(x) = f(xi)
x− (xi + h)

xi − (xi + h)
+ f(xi + h)

x− xi

xi + h− xi

sečteńım jmenovatel̊u źıskáme zjednodušený tvar:

L1(x) = f(xi)
x− (xi + h)

−h
+ f(xi + h)

x− xi

h

Grafem źıskané funkce L1(x) je př́ımka. Derivaćı funkce L1(x) podle proměnné x do-
staneme:

L′1(x) =
1

h
.(f(xi + h)− f(xi))

odtud plynou vzorce pro derivaci funkce f(x) v bodech x0 a x1:

f ′(x0)
.
=

f(x1)− f(x0)

h
(1)

a

f ′(x1)
.
=

f(x1)− f(x0)

h
(2)

Př́ıklad 1 Vypoč́ıtejte hodnotu prvńı derivace funkce f(x) = 1
x

v bodě x0 = 2 a pro h =
0, 2. Tuto jednoduchou funkci dokážeme snadno zderivovat a vypoč́ıtat přesnou hodnotu
derivace v bodě x = 2. Derivace funkce f ′(x) = − 1

x2 , tedy pro x = 2 je f ′(2) = −0.25.

1Lagrange̊uv polynom je jedńım ze známěǰśıch a také snadných zp̊usob̊u interpolace funkce zadané
pouze v diskrétńıch bodech. Teorie k tomuto tématu přesahuje rámec naš́ı výuky. Pro zájemce doporučuji
vysokoškolské učebnice matematické analýzy.
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Představme si ale, že funkci neumı́me zderivovat nebo ji v̊ubec neznáme a známe jen jej́ı
funkčńı body. Při použit́ı vzorce 1 dostaneme pro derivaci hodnotu:

f ′(xi)
.
=

f(2.2)− f(2)

0, 2
= −0, 2273

nebo při použit́ı vzorce 2 dostaneme hodnotu:

f ′(xi+1
.
=

f(2)− f(1, 8)

0, 2
= −0, 2778

Vid́ıme, že výsledky se lǐśı už na druhém desetinném mı́stě. Je to ale d̊usledek použit́ı toho
nejjednodušš́ıho vzorce, jaký jsme mohli použ́ıt.

Pokud budeme mı́t k dispozici tři body se souřadnicemi: [xi − h; f(xi − h)], [xi; f(xi)]
a [xi + h; f(xi + h)], můžeme sestrojit Lagrange̊uv polynom druhého stupně:

L2(x) = f(x− h)
(x− xi)(x− xi − h)

(xi − h− xi)(xi − h− xi − h)

+f(xi)
(x− xi + h)(x− xi − h)

(xi − xi + h)(xi − xi − h)

+f(xi + h)
(x− xi + h)(x− xi)

(xi + h− xi + h)(xi + h− xi

úpravou tohoto výrazu do mocnin (x− xi) dostaneme:

L2(x) =
(x− xi)

2

2h2
(f(xi − h)− 2f(xi) + f(xi + h))

+
x− xi

2h
(f(xi + h)− f(xi − h)) + f(xi)

Po derivaci funkce podle x dostaneme výraz:

L′2(x) =
1

2h2
[f(xi − h)(2(x− xi)− h)− 2f(xi).2(x− xi) + f(xi − h)(2(x− xi) + h)]

Nyńı do vyjádřené derivace L′2(x) dosad́ıme po řadě body xi, (xi − h) a (xi + h) a
dostaneme vztahy:

L′2(xi − h) =
1

2h
(−3f(xi − h) + 4f(xi)− f(xi + h)),

L′2(xi) =
1

2h
(f(xi + h)− f(xi − h)),
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L′2(xi + h) =
1

2h
(f(xi − h)− 4f(xi) + 3f(xi + h))

Po dosazeńı x0 = xi − h, x1 = xi a x2 = xi + h dostaneme následuj́ıćı vzorce:

f ′(x0)
.
=

1

2h
(−3f(x0) + 4f(x1)− f(x2)), (3)

f ′(x1)
.
=

1

2h
(f(x2)− f(x0)), (4)

f ′(x2)
.
= (f(x0)− 4f(x1) + 3f(x2)). (5)

Pro běžné výpočty je d̊uležitý vzorec 4. Daľśı dva vzorce 3 a 5 se použ́ıvaj́ı tehdy,
pokud nejsme schopni vypoč́ıtat funkčńı hodnoty nalevo od kĺıčového bodu, ve kterém
nás derivace zaj́ımá (uvedené vzorce pro derivaci v konkrétńım bodě totiž už́ıvaj́ı funkčńı
hodnoty ve třech r̊uzných bodech).

Př́ıklad 2 Nyńı zkuśıme výpočet jako v předchoźım př́ıkladu za použit́ı aproximace
Lagrangeovým polynomem druhého stupně. Hodnoty x0 = 2 a h = 0, 2.

Po dosazeńı do vzorce 4 dostaneme:

f ′(2) =
1

2.0, 2
(f(2, 2)− f(1, 8)) = −0, 2525

Vid́ıme, že při stejných vstupńıch datech výsledek s přesnost́ı na dvě desetinná mı́sta.
Pokud bychom zmenšili krok h z hodnoty 0,2 na hodnotu 0,1 dostaneme pro polynom
prvńıho stupně hodnotu:

f ′(2) =
f(2, 1)− f(2)

0, 1
= −0, 2381

Pro polynom druhého stupně dostaneme:

f ′(2) =
1

2.0, 1
(f(2, 1)− f(1, 9)) = −0, 2506

Jak jsme předpokládali zmenšeńım kroku pro funkčńı hodnoty obdrž́ıme přesněǰśı vý-
sledek. To samé plat́ı pro interpolaci polynomem vyšš́ıho řádu. Je ale nutné zopakovat, že
pro interpolačńı polynom i-tého stupně potřebujeme i + 1 bod̊u.

Př́ıklad 3 Vypočtěte přibližnou hodnotu prvńı derivace funkce f(x) = ex(1− x) v bodě
x0 = 1 pro h = 0, 1.

Nejprve použijeme vzorce 1 a 2.

f ′(1) =
e1,1(1− 1, 1)− e1(1− 1)

0, 1
= −e1,1 ≈ −3, 0041
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a

f ′(1) =
e1(1− 1)− e0,9(1− 0, 9)

0, 1
= −e0,9 ≈ −2, 4596

Při použit́ı vzorce 4 obdrž́ıme:

f ′(1) =
1

0, 2
(e1,1(1− 1, 1)− e0,9(1− 0, 9)) =

e1,1(−0, 1)− e0,9(0, 1)

0, 2
=

=
(−0, 1)(e1,1 + e0,9)

0, 2
= −e1,1 + e0,9

2
≈ −2, 7318

Protože tuto funkci umı́me zderivovat, můžeme vypoč́ıtat přesnou hodnotu derivace
funkce v bodě 1.

f ′(x) = ex(1− x) + ex(−1) = −xex

f ′(1) = −1e1 = −e ≈ −2, 7182

Jak jsme předpokládali, nejlepš́ıho výsledku dosáhneme při použit́ı vzorce 4. Prvńı dva
vzorce dosahuj́ı chyby v řádu velikosti h, tedy desetin. Posledńı vzorec dosahuje chyby
v řádu h2, tedy v našem př́ıpadě v řádu setin.

2.1 Druhá derivace

Analogicky odvod́ıme druhou derivaci. Výraz L′2(xi) zderivujeme ještě jednou a obdrž́ıme
výraz:

L′′2(xi) =
1

h2
(f(xi − h)− 2f(xi) + f(xi + h))

Analogickým dosazeńım jako v př́ıpadě prvńı derivace x0 = xi−h, x1 = xi a x2 = xi+h
dostaneme vzorec pro výpočet druhé derivace v bodě x1:

f ′′(x1)
.
=

1

h2
(f(x0)− 2f(x1) + f(x2)) (6)

Př́ıklad 4 Vypoč́ıtejte druhou derivaci funkce f(x) = 1
x

pro x = 3 a pro h = 0, 2 a
h = 0, 1 podle vzorce 6.

Pro h = 0, 2 dostáváme:

f ′′(3)
.
=

1

0, 04
(f(2, 8)− 2.f(3, 0) + f(3, 2)) = 0, 0744
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Pro h = 0, 1 dostáváme:

f ′′(3)
.
=

1

0, 01
(f(2, 9)− 2.f(3, 0) + f(3, 1)) = 0, 0742

Protože opět danou funkci umı́me zderivovat, můžeme vypoč́ıtat zadanou derivaci ana-
lyticky. Druhá derivace funkce f(x) = 1

x
je rovna f ′′(x) = 2

x3 a po dosazeńı hodnoty x = 3
dostáváme f ′′(3) = 0, 07407. Pro oba dva kroky jsme obdrželi shodu na tři desetinná mı́sta.

3 Numerická integrace

Existuje několik d̊uvod̊u, proč určitý integrál nepoč́ıtáme přesně, např́ıklad

• integrál funkce f(x) neumı́me spoč́ıtat analytickými metodami;

• analytický výpočet je př́ılǐs pracný;

• funkce f(x) je dána jen tabulkou.

Z předchoźıch přednášek v́ıme, že určitý integrál (Riemann̊uv integrál) funkce f(x) na
intervalu 〈a; b〉 je obsah plochy ohraničené osou x, grafem funkce f(x) a kolmicemi na osu
x v bodech a a b, viz Obrázek 2.

Obrázek 2: Grafické znázorněńı významu určitého integrálu funkce f(x) na intervalu 〈a; b〉

Připomeňme si odvozeńı Riemannova integrálu (Obrázek 3). Interval si rozděĺıme na
stejné úseky a v nich vytvoř́ıme obdélńıky s výškou nejnižš́ı funkčńı hodnoty v daném inter-
valu a ve druhém př́ıpadě nejvyšš́ı funkčńı hodnotou. Součet obsah̊u obdélńık̊u vytvořených
s nejnižš́ımi funkčńımi hodnotami se nazývá dolńı součet, součet obsah̊u obdélńık̊u s
nejvyšš́ımi funkčńımi hodnotami se nazývá horńı součet. V př́ıpadě rozděleńı integračńıho
intervalu na limitně vysoký počet úsek̊u, dojde ke sbĺıžeńı velikosti dolńıch a horńıch součt̊u,
ty jsou pak rovny hledanému určitému integrálu.
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Obrázek 3: Grafické znázorněńı Riemannova integrálu funkce f(x) na intervalu 〈a; b〉

3.1 Obdélńıková metoda

Tato metoda je nejpodobněǰśı Riemannovu odvozeńı. Nepouž́ıváme ale horńı a dolńı součty,
mı́sto nich vybereme funkčńı hodnotu uprostřed intervalu. Na obrázku 4 máme znázorněný
celý interval 〈a; b〉. V praxi jej ale rozděĺıme na stejné části. Č́ım menš́ı úseky zvoĺıme, t́ım
přesněǰśı hodnotu źıskáme. Počet podinterval̊u na které rozdělujeme zadaný interval se
nazývá děleńı.

Obrázek 4: Grafické znázorněńı obdélńıkové metody řešeńı integrálu funkce f(x) na inter-
valu 〈a; b〉

Obsah vyznačeného obdélńıku vypoč́ıtáme S = (b − a).f(a+b
2

). V praxi interval 〈a; b〉
rozděĺıme na m stejných úsek̊u o š́ı̌rce h. Funkčńı hodnotu v bodě a označ́ıme f(x0), funkčńı
hodnotu v bodě b označ́ıme f(xm). Body děleńı budou: x0 = a, x1, x2, ..., xm−1, xm = b.
Pro výpočet integrálu potřebujeme znát funkčńı hodnoty střed̊u jednotlivých podinterval̊u.
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Potom odhad určitého integrálu vypoč́ıtáme podle následuj́ıćıho vztahu:

∫ b

a
f(x)dx = h.(f(

x0 + x1

2
) + f(

x1 + x2

2
) + . . .+ f(

xm−1 + xm

2
)) = h.

m−1∑
i=0

(
f(xi) + f(xi+1)

2
)

Př́ıklad 5 Za použit́ı obdélńıkové metody vypoč́ıtejte integrál
∫ 1
−1 e

xdx pro děleńı m = 4
a m = 8. Výsledky porovnejte. Analyticky vypoč́ıtaná hodnota je 2,3504024.

Řešeńı:
Pro m = 4 bude š́ı̌rka intervalu h = (1 − (−1)) : 4 = 0, 5. Interval 〈−1; 1〉 rozděĺıme

na body: x0 = −1, x1 = −0, 5, x2 = 0, x3 = 0, 5 a x4 = 1. Pro výpočet integrálu
potřebujeme znát funkčńı hodnoty v bodech xi = −0, 75;−0, 25; 0, 25; 0, 75. Hledaný in-
tegrál tedy vypoč́ıtáme následovně:∫ 1

−1
exdx = 0, 5 ∗ (e−0,75 + e−0,25 + e0,25 + e0,75) =

= 0, 5 ∗ (0, 472367 + 0, 778801 + 1, 284025 + 2, 117000) = 0, 5 ∗ 4, 652193 = 2, 326097

Pro m = 8 bude š́ı̌rka intervalu h = 0, 25. Uzlové body intervalu budou: x0 = −1,
x1 = −0, 75, x2 = −0, 50, x3 = −0, 25, x4 = 0, x5 = 0, 25, x6 = 0, 50, x7 = 0, 75 a x8 = 1.
Pro výpočet integrálu budeme potřebovat funkčńı hodnoty:
xi = −0, 875;−0, 625;−0, 375;−0, 125; 0, 125; 0, 375; 0, 625; 0, 875

Integrál bude mı́t tvar:∫ 1

−1
exdx = 0, 25 ∗ (e−0,875 + e−0,625 + e−0,375 + e−0,125 + e0,125 + e0,375 + e0,625 + e0,875) =

= 0, 25 ∗ (0, 416862 + 0, 535261 + 0, 687289 + 0, 882497 + 1, 133148 + 1, 454991+

+1, 868246 + 2, 398875) = 0, 25 ∗ 9, 377169 = 2, 344292

Při porovnáńı s analyticky vypoč́ıtanou hodnotou vid́ıme, že źıskané výsledky lǐśı už
na mı́stě setin. Jak je vidět už z obrázku 4, tato metoda dosahuje dobré přesnosti až při
velkém děleńı. Proto si ukážeme daľśı přesněǰśı metodu.

3.2 Lichoběžńıková metoda

U této metody budeme plochu pod křivkou nahrazovat stejně širokými lichoběžńıky. Me-
toda je znázorněna pro jeden interval na obrázku 5. Obsah lichoběžńıku vypoč́ıtáme podle
nám dobře známého vzorce S = v

2
(z1 + z2), kde v je výška lichoběžńıku a z1 a z2 jsou jeho
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základny. V př́ıpadě našeho integrálu odpov́ıdaj́ı základny funkčńım hodnotám v krajńıch
bodech a výška lichoběžńıka je š́ı̌rkou intervalu, v př́ıpadě děleńı je tedy výška rovna hod-
notě h.

Obrázek 5: Grafické znázorněńı lichoběžńıkové metody řešeńı integrálu funkce f(x) na
intervalu 〈a; b〉

V našem př́ıpadě pro aproximaci jedńım lichoběžńıkem dostáváme výraz:∫ b

a
f(x)dx =

b− a

2
(f(a) + f(b)) =

h

2
(f(a) + f(b))

Budeme postupovat jako v předchoźım př́ıpadě. Funkčńı hodnotu v bodě a označ́ıme
f(x0), funkčńı hodnotu v bodě b označ́ıme f(xm). Body děleńı budou: x0 = a, x1, x2, ...,
xm−1, xm = b. Pro výpočet potřebujeme znát pouze š́ı̌rku interval̊u a funkčńı hodnoty v
jejich krajńıch bodech. Potom pro aproximaci určitého integrálu dostáváme výraz:

∫ b

a
f(x)dx

.
=

h

2
[f(x0)+f(x1)]+

h

2
[f(x1)+f(x2)]+. . .+

h

2
[f(xm−2)+f(xm−1)]+

h

2
[f(xm−1)+f(xm)]

Ve výrazu můžeme vytknout h
2

a také vid́ıme, že každý bod uvnitř intervalu se ve výrazu
vyskytuje dvakrát. Proto źıskáme zjednodušený tvar:∫ b

a
f(x)dx

.
=

h

2
(f(x0)) + 2 ∗ [f(x1) + f(x2) + . . . + f(xm−1)] + f(xm))
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Př́ıklad 6 Nyńı vyzkouš́ıme vypoč́ıtat určitý integrál
∫ 1
−1 e

xdx lichoběžńıkovou metodou
pro děleńı m = 4 a m = 8. Výsledky porovnáme s předchoźım př́ıkladem.

Pro děleńı m = 4 je š́ı̌rka podinterval̊u h = 0, 5. Uzlovými body jsou x0 = −1, x1 =
−0, 5, x2 = 0, x3 = 0, 5 a x4 = 1. Pro výpočet integrálu budeme potřebovat funkčńı
hodnoty v těchto uzlových bodech. Hledaná aproximace určitého integrálu má hodnotu:∫ 1

−1
exdx

.
=

0, 5

2
(e−1 + 2 ∗ e−0,5 + 2 ∗ e0 + 2 ∗ e0,5 + e1) =

=
0, 5

2
(0, 367879 + 2 ∗ 0, 606531 + 2 ∗ 1 + 2 ∗ 1, 648721 + 2, 718282) =

= 0, 25 ∗ 9, 596665 = 2, 399166

Pro m = 8 bude š́ı̌rka intervalu h = 0, 25. Uzlové body intervalu budou: x0 = −1,
x1 = −0, 75, x2 = −0, 50, x3 = −0, 25, x4 = 0, x5 = 0, 25, x6 = 0, 50, x7 = 0, 75 a x8 = 1.
Integrál má potom tvar:

∫ 1

−1
exdx

.
=

0, 25

2
∗ (e−1 + 2 ∗ (e−0,75 + e−0,5 + e−0,25 + e0 + e0,25 + e0,5 + e0,75) + e1) =

= 0, 125∗(0, 367879+2∗(0, 472367+0, 606531+0, 778801+1+1, 284025+1, 648721+2, 117000)+

+2, 718282) = 0, 125 ∗ 18, 901051 = 2, 362631

Vid́ıme, že i při použit́ı této metody jsou rozd́ıly již na mı́stě setin. Posledńı metodou,
kterou si představ́ıme bude Simpsonova metoda.

3.3 Sipsonova metoda

V lichoběžńıkové metodě jsme nahrazovali graf funkce f(x) př́ımkou - polynomem prvńıho
stupně. Nyńı ji nahrad́ıme polynomem stupně druhého - kvadratickou funkćı. Pro tuto
metodu je ale třeba mı́t interval rozdělený na sudý počet podinterval̊u. To je z d̊uvodu,
že budeme vytvářet dvojice těchto podinterval̊u. Pro každou sousedńı dvojici máme k
dispozici 3 body a k nim př́ıslušné 3 funkčńı hodnoty a těmi prolož́ıme polynom druhého
stupně - parabolu. Tento polynom zintegrujeme na obou intervalech součtem integrál̊u přes
dvojice podinterval̊u źıskáme přibližnou hodnotu hledaného integrálu. Grafické znázorněńı
této metody najdeme na obrázku 6. Zde tedy nebudeme řešit problém výpočtu obsahu
rovinného obrazce jako v předchoźıch př́ıpadech.

Interpolačńı polynom pro dané tři body xi − h, xi a xi + h má tvar:

L2(x) =
(x− xi)

2

2h2
[f(xi − h)− 2f(xi) + f(xi + h)]+
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Obrázek 6: Grafické znázorněńı Simpsonovy metody řešeńı integrálu funkce f(x) na inter-
valu 〈a; b〉

+
x− xi

2h
[f(xi + h)− f(xi − h)] + f(xi)

Tuto funkci zintegrujeme na intervalu 〈xi−1;xi+1〉 a protože jsou podintervaly stejně
široké, můžeme při úpravě použ́ıt: h = xi+1 − xi = xi − xi−1. Po dosazeńı meźı do zinte-
grované funkce a dosazeńım dř́ıve vyplývaj́ıćı podmı́nky 2h = xi+1 − xi−1 obdrž́ıme tvar:∫ xi+1

xi−1
f(x)dx

.
=

∫ xi+1

xi−1
L2(x)dx =

h

3
(f(xi−1) + 4f(xi) + f(xi+1))

Sečteńım výsledk̊u přes všechny páry při děleńı m dostáváme výraz:∫ b

a
f(x)dx

.
=

h

3
(f(x0)+4f(x1)+2f(x2)+4f(x3)+ . . .+2f(xm−2)+4f(xm−1 +f(xm)) (7)

Pro snazš́ı zapamatováńı výrazu (7) je tu následuj́ıćı pomůcka: posledńı a prvńı koefi-
cienty jsou rovny 1, druhý a předposledńı jsou rovny 4 a od třet́ıho se stř́ıdaj́ı koeficienty
2 a 4.

Př́ıklad 7 Náš již dobře známý př́ıklad s integrálem funkce
∫ 1
−1 e

xdx s děleńım m = 4 a
m = 8 za použit́ı Simpsonovy metody.

Řešeńı: Pro děleńı m = 4 je š́ı̌rka podinterval̊u h = 0, 5. Uzlovými body jsou x0 = −1,
x1 = −0, 5, x2 = 0, x3 = 0, 5 a x4 = 1. Pro výpočet integrálu budeme potřebovat funkčńı
hodnoty v těchto uzlových bodech. Hledaná aproximace určitého integrálu má hodnotu:∫ 1

−1
exdx

.
=

0, 5

3
(e−1 + 4 ∗ e−0,5 + 2 ∗ e0 + 4 ∗ e0,5 + e1) =
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=
0, 5

3
(0, 367879 + 4 ∗ 0, 606531 + 2 ∗ 1 + 4 ∗ 1, 648721 + 2, 718282) =

= 0, 16667 ∗ 14, 107169 = 2, 351199

Pro m = 8 bude š́ı̌rka intervalu h = 0, 25. Uzlové body intervalu budou: x0 = −1,
x1 = −0, 75, x2 = −0, 50, x3 = −0, 25, x4 = 0, x5 = 0, 25, x6 = 0, 50, x7 = 0, 75 a x8 = 1.
Integrál má potom tvar:

∫ 1

−1
exdx

.
=

0, 25

3
∗(e−1+4∗(e−0,75+2∗e−0,5+4∗e−0,25+2∗e0+4∗e0,25+2∗e0,5+4∗e0,75)+e1) =

= 0, 0833333∗(0, 367879+4∗0, 472367+2∗0, 606531+4∗0, 778801+2∗1+4∗1, 284025+2∗1, 648721+

+4 ∗ 2, 117000 + 2, 718282) = 0, 0833333 ∗ 28, 205437 = 2, 350452

Vid́ıme, že jsme dosáhli mnohem lepš́ıch výsledk̊u při stejném děleńı při srovnáńı s
obdélńıkovou a lichoběžńıkovou metodou. Při děleńı m = 8 máme shodu s analytickým
integrálem na čtvrtém desetinném mı́stě.

Pro lepš́ı procvičeńı Vám nab́ıźım daľśı př́ıklady, které si můžete vypoč́ıtat sami.

1. Vypočtěte integrál
∫ 1
0

1
1+x2dx při děleńı m = 10 za použit́ı všech uvedených metod.

2. Vypočtěte integrál
∫ 1
0 ex

2
dx při děleńı m = 10 za použit́ı všech uvedených metod.

3. Za pomoćı lichoběžńıkové metody vypočtěte integrál
∫ 1
0

1
x2+4x+8

dx pro děleńı m = 4
a m = 8.
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