Numericka derivace a integrace

1 Uvod

Pri teseni praktickych piikladi casto narazime na problém. V mnoha piipadech zname
funkéni hodnoty néjaké funkce, ale nezname jeji analytické zadani. Nékdy se muze stat,
ze funkce ma tak slozity tvar, Ze nejsme schopni vyjadrit analyticky jeji derivaci nebo ji
zintegrovat. V takovych piipadech ndm nezbude nic jiného, nez pouzit numerické metody
pro vypocet derivaci neb integralia. Jsou to tedy metody odhadu derivace nebo integralu
funkce. Pro feseni nékterych praktickych problému se nam nabizi i metody Monte Carlo.
My si ale ukazeme dalsi metody.

2 Numericka derivace

2.0.1 Prvni derivace

f(x+h)
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Obrazek 1: Grafické zndzornéni derivace funkce f(z) v bodé x.

Vratime se na okamzik k definici derivace funkce jedné proménné. Pomuze ndm obrézek
1. Zde mame graf funkce f(x) a vybereme si dva body z a x + h, pro které zndme funkéni

hodnoty. Piimka, kterd prochazi body f(z) a f(x+ h) svird s osou x 1hel, jehoz tangens je
(e)-16) gy Lzth)=
T+h)—x

definovan jako ! %) Pfi vhodné malém h prejde primka do tecny ke



grafu v bodé x a my uz vime, ze smérnice tecny v bodé je derivaci funkce v daném bodé.
Ptipomeneme si nam jiz velmi dobfe znamou rovnici:

o) — 1 £ = @)

x—0 h

Protoze nékdy nemame k dispozici analytické vyjadieni funkce, ale zname jeji funkéni
hodnoty v ur¢enych bodech, musime pouzit numerické metody. V takovém piipadé prolozime
znamymi body polynom, ktery nasledné derivujeme a vypoctena derivace polynomu v bodé
odpovida hodnoté derivace puvodni funkce v daném bodé. Stupen polynomu musi byt vétsi
nez stupeii pocitané derivace. Cim vy je stupen polynomu , tim presnéjsi je odhad funkce
a tim je také presnéjsi vypocet derivace. Zéalezi na tvaru funkce, ale v nékterych pripadech
dosahujeme uspokojivych vysledki i interpolaci polynomem prvniho stupné - tedy primkou.

Pro odvozen{ pouZijeme interpolaéni polynom v Lagrangeové tvaru ! kdy budeme nahra-
zovat funkei f(z) v intervalu (z;; z; + h). Mdme zadané dva body o souradnicich [z;; f(z;)]
a [x; + h; f(z; + h)], potom Lagrangeuv polynom prvniho stupné m4 tvar:

z— (z;+ h) T —

Li(z) = f(ajz):cz yp—— +f(9€i+h)x

sectenim jmenovatelu ziskame zjednoduseny tvar:

L) = a2 TN

Grafem ziskané funkce L;(z) je pfimka. Derivaci funkce L,(z) podle proménné z do-
staneme:

r — T

+ f(z; + h)

Lifa) = 1(Fln+ ) — ()

odtud plynou vzorce pro derivaci funkce f(z) v bodech xy a z1:

f'(ao) = L) ) )

flay) = ) )

Piiklad 1 Vypocitejte hodnotu prvni derivace funkce f(z) = % v bodé zyp =2 a pro h =
0,2. Tuto jednoduchou funkci dokazeme snadno zderivovat a vypocitat presnou hodnotu
derivace v bodé = = 2. Derivace funkce f'(x) = —;12, tedy pro x = 2 je f'(2) = —0.25.

'Lagrangefiv polynom je jednim ze zndméjsich a také snadnych zplsobii interpolace funkce zadané
pouze v diskrétnich bodech. Teorie k tomuto tématu presahuje ramec nasi vyuky. Pro zdjemce doporucuji
vysokoskolské uéebnice matematické analyzy.



Predstavme si ale, ze funkci neumime zderivovat nebo ji vilbec nezname a zname jen jeji
funkéni body. Pri pouziti vzorce 1 dostaneme pro derivaci hodnotu:

2.2) — f(2
fwi) = 122 -2 _ —0,2273
0,2
nebo pfi pouziti vzorce 2 dostaneme hodnotu:
2) — f(1,8
[ = O ICL) ; ];( 8 _ o, 2778

Vidime, ze vysledky se lis{ uz na druhém desetinném misté. Je to ale dusledek pouziti toho
nejjednodussiho vzorce, jaky jsme mohli pouzit.

Pokud budeme mit k dispozici tii body se soutfadnicemi: [x; — h; f(x; — h)], [zi; f(x;)]
a [x; + h; f(z; + h)], muzeme sestrojit Lagrangeuv polynom druhého stupné:
(x —z;)(x —x; — h)

Ly(x) = f(z — h)

(x —x;+h)(x —x; — h)
(x —z; + h)(x — ;)

tpravou tohoto vyrazu do mocnin (z — z;) dostaneme:

+f ()

La(e) = I = ) = 2 () + Fa + 1)
+gp (Flai h) = [z = b)) + f(w)

Po derivaci funkce podle z dostaneme vyraz:

1

le(»”‘?) = By

[f(zi = h)2(x — i) = h) = 2f () 2(x — x:) + [ = h)(2(x — 23) + h)]

Nyni do vyjddirené derivace L)(z) dosadime po tfadé body x;, (x; — h) a (z; + h) a
dostaneme vztahy:

Lyl h) = o (=8 ey — h) +47 () — f(a: + ),

L) = 5 (Flaet ) — o= B),



Ehr+ ) = o (F = b) = 47 (x) + 3 (i + 1)

Po dosazeni xg = x; — h, 1 = x; a x5 = x; + h dostaneme nasledujici vzorce:

f'(an) = 5 (=3 (o) + 41 (1) — f(22), )
P = o ()~ flwo)), 8
e2) = (Fwe) — 4f(@1) + 3(2). o)

Pro bézné vypocty je dulezity vzorec 4. Dalsi dva vzorce 3 a 5 se pouzivaji tehdy,
pokud nejsme schopni vypocitat funkéni hodnoty nalevo od klicového bodu, ve kterém
nés derivace zajimé (uvedené vzorce pro derivaci v konkrétnim bodé totiz uzivaji funkéni
hodnoty ve tfech ruznych bodech).

Priklad 2 Nyni zkusime vypocet jako v predchozim piikladu za pouziti aproximace
Lagrangeovym polynomem druhého stupné. Hodnoty zg =2 a h =0, 2.
Po dosazeni do vzorce 4 dostaneme:
1
/ 2 —
) 2.0,2
Vidime, ze pfi stejnych vstupnich datech vysledek s presnosti na dvé desetinna mista.

Pokud bychom zmensili krok A z hodnoty 0,2 na hodnotu 0,1 dostaneme pro polynom
prvniho stupné hodnotu:

(f(2,2) — £(1,8)) = —0,2525

2,1) — f(2
f'2) = F2D=1@) | g3
0,1
Pro polynom druhého stupné dostaneme:
1

T 20,1

Jak jsme predpokladali zmensenim kroku pro funkéni hodnoty obdrzime presnéjsi vy-
sledek. To samé plati pro interpolaci polynomem vyssiho fadu. Je ale nutné zopakovat, ze
pro interpola¢ni polynom i-tého stupné potiebujeme i + 1 bodu.

Piiklad 3 Vypoctéte pribliznou hodnotu prvni derivace funkce f(z) = e*(1 — ) v bodé
xo=1proh=0,1.

Nejprve pouzijeme vzorce 1 a 2.

L1 —1.1)—e'(1-1
£y =< ( ’0)1 el >=—e171z—3,0041




H1—1)—e®9(1-0,9
ray= 4=l 061 (1=0.9) _ 00~ _9 4596

Pti pouziti vzorce 4 obdrzime:

1 e1(—=0,1) —€%9(0,1)
(1) = — (e (1—1,1) — (1 — = : — =
0.1 1,1 0,9 1,1 0,9
:< 0, )(062—1‘6 ):_6—56%_2’7318

Protoze tuto funkci umime zderivovat, muzeme vypocitat presnou hodnotu derivace
funkce v bodé 1.

&) = (1 =) + (1) = —ze"

fl(1) = —le! = —e~ —2,7182

Jak jsme ptredpokladali, nejlepsiho vysledku dosdhneme pii pouziti vzorce 4. Prvni dva
vzorce dosahuji chyby v fadu velikosti h, tedy desetin. Posledni vzorec dosahuje chyby
v fadu h?, tedy v nasem pifpadé v fadu setin.

2.1 Druha derivace

Analogicky odvodime druhou derivaci. Vyraz L, (z;) zderivujeme jesté jednou a obdrzime
vyraz:
1
Ly(x;) = ﬁ(f(xz —h) =2f(z;) + f(zi + 1))
Analogickym dosazenim jako v piipadé prvni derivace xg = x;—h, x1 = x; a 1o = x;+h
dostaneme vzorec pro vypocet druhé derivace v bodé xy:

F1(1) = (o) = 2f(@) + £(2) )

Piiklad 4 Vypocitejte druhou derivaci funkce f(z) = % prox =3 aproh =0,2a
h = 0,1 podle vzorce 6.
Pro h = 0,2 dostavame:

(f(2,8) —2.f(3,0) + f(3,2)) =0,0744



Pro h = 0,1 dostavame:

1
Protoze opét danou funkci umime zderivovat, muzeme vypocitat zadanou derivaci ana-
lyticky. Druhd derivace funkce f(z) = % je rovna f"(z) = % a po dosazeni hodnoty x = 3

dostévame f”(3) = 0,07407. Pro oba dva kroky jsme obdrzeli shodu na tfi desetinnd mista.

3 Numericka integrace

Existuje nékolik duvodu, pro¢ uréity integral nepocitame presné, napiiklad
e integrél funkce f(x) neumime spocitat analytickymi metodami;
e analyticky vypocet je prilis pracny;
e funkce f(z) je ddna jen tabulkou.

Z predchozich prednédsek vime, ze urcity integral (Riemannuv integral) funkce f(z) na
intervalu (a;b) je obsah plochy ohranic¢ené osou z, grafem funkce f(z) a kolmicemi na osu
x v bodech a a b, viz Obrazek 2.

F A

Obrézek 2: Grafické znazornéni vyznamu uréitého integralu funkce f(z) na intervalu (a;b)

Pripomenme si odvozeni Riemannova integralu (Obrézek 3). Interval si rozdélime na
stejné tseky a v nich vytvorime obdélniky s vyskou nejnizsi funkéni hodnoty v daném inter-
valu a ve druhém piipadé nejvyssi funkéni hodnotou. Soucet obsahti obdélniku vytvotrenych
nejvyssimi funkénimi hodnotami se nazyva horni soucet. V ptipadé rozdéleni integraéniho
intervalu na limitné vysoky pocet iseku, dojde ke sblizeni velikosti dolnich a hornich souctu,
ty jsou pak rovny hledanému ur¢itému integralu.
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Obrazek 3: Grafické znazornéni Riemannova integralu funkce f(z) na intervalu (a; b)

3.1 Obdélnikova metoda

Tato metoda je nejpodobnéjsi Riemannovu odvozeni. Nepouzivame ale horni a dolni soucty;,
misto nich vybereme funkéni hodnotu uprostied intervalu. Na obrazku 4 mame znazornény
cely interval (a;b). V praxi jej ale rozdélime na stejné casti. Cfm mens{ tseky zvolime, tim
presnéjsi hodnotu ziskame. Pocet podintervalu na které rozdélujeme zadany interval se
nazyva déleni.

a (a+b)/2 b

Obréazek 4: Grafické zndzornéni obdélnikové metody teseni integrélu funkce f(z) na inter-
valu (a; b)

Obsah vyznaceného obdélniku vypotitdme S = (b — a).f(%t). V praxi interval (a;b)
rozdélime na m stejnych tseku o sifce h. Funkéni hodnotu v bodé a oznacime f(zy), funkéni
hodnotu v bodé b oznacime f(z,,). Body déleni budou: z¢ = a, x1, xa, ..., Tiy_1, Tm = b.
Pro vypocet integralu pottebujeme znat funkéni hodnoty sttedu jednotlivych podintervali.
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Potom odhad urcitého integralu vypocitame podle néasledujiciho vztahu:

To + 21
2

T+ T2
2

[ frrdr = ns( . .

)+ f( )+ S

1=0

Priklad 5 Za pouziti obdélnikové metody vypocitejte integral f_ll e*dx pro déleni m = 4
a m = 8. Vysledky porovnejte. Analyticky vypoc¢itana hodnota je 2,3504024.

Resend:
Pro m = 4 bude sitka intervalu h = (1 — (—1)) : 4 = 0,5. Interval (—1;1) rozdélime
na body: g = —1, xry = —0,5, o = 0, z3 = 0,5 a x4 = 1. Pro vypocet integrdlu

potiebujeme znat funkéni hodnoty v bodech x; = —0,75; -0, 25;0,25;0,75. Hledany in-
tegrél tedy vypocitame nasledovneé:

1
/ e = 0,5 % (€075 4 =0 | 025 | 075y _
—1

=0,5%(0,472367 4 0, 778801 + 1, 284025 + 2,117000) = 0,5 * 4, 652193 = 2, 326097

Pro m = 8 bude sitka intervalu h = 0,25. Uzlové body intervalu budou: zy = —1,
1 = —0,75, 29 = —0,50, x3 = —0,25, x4 =0, 5 = 0,25, g = 0,50, x7 = 0,75 a zg = 1.
Pro vypocet integralu budeme potiebovat funkéni hodnoty:
x; = —0,875; —0,625; —0,375; —0, 125; 0, 125; 0, 375; 0, 625; 0, 875

Integral bude mit tvar:
/1 edx = 0,25 * (e 08T5 4 ¢=06%5 | o=0375 | (=025 4 0125 | 0375 | 0625 | 0875) _
-1 ’
= 0,25 % (0,416862 + 0, 535261 + 0,687289 + 0, 882497 + 1, 133148 + 1,454991+
+1,868246 + 2,398875) = 0,25 % 9,377169 = 2, 344292

Pii porovnani s analyticky vypocitanou hodnotou vidime, ze ziskané vysledky lis{ uz
na misté setin. Jak je vidét uz z obrazku 4, tato metoda dosahuje dobré presnosti az pfti
velkém déleni. Proto si ukédzeme dalsi presnéjsi metodu.

3.2 Lichobéznikova metoda

U této metody budeme plochu pod kiivkou nahrazovat stejné Sirokymi lichobézniky. Me-
toda je znézornéna pro jeden interval na obréazku 5. Obsah lichobézniku vypocéitame podle
nam dobfe zndmého vzorce S = §(21 + 22), kde v je vyska lichobézniku a 21 a 23 jsou jeho



zékladny. V piipadé naseho integralu odpovidaji zékladny funkénim hodnotam v krajnich
bodech a vyska lichobéznika je sitkou intervalu, v pripadé déleni je tedy vyska rovna hod-
noté h.

a b

Obrazek 5: Grafické zndzornéni lichobéznikové metody FeSeni integralu funkce f(x) na
intervalu (a; b)

V nasem piipadé pro aproximaci jednim lichobéznikem dostdvame vyraz:

b—a h

/ab f(x)dr = 5 (f(a) + f(b) = §(f(a) + (b))

Budeme postupovat jako v predchozim piipadé. Funkéni hodnotu v bodé a oznacime
f(zg), funkéni hodnotu v bodé b oznacime f(z,,). Body déleni budou: ¢ = a, x1, x9, ...,
Tm_1, Tm = b. Pro vypocet potiebujeme znat pouze sitku intervalu a funkéni hodnoty v
jejich krajnich bodech. Potom pro aproximaci ur¢itého integralu dostavame vyraz:

b _h h h h
[ F@yde = S+ f @l )T @)l o+ 51 o+ ) o)+ )
Ve vyrazu muzeme vytknout % a také vidime, ze kazdy bod uvnitf intervalu se ve vyrazu
vyskytuje dvakrat. Proto ziskame zjednoduseny tvar:

[ F@dr = S ) + 2% [Fn) + F) 4+ Fno)]+ F )



Priklad 6 Nyni vyzkousime vypocitat urcity integral fil e*dx lichobéznikovou metodou
pro déleni m = 4 a m = 8. Vysledky porovname s predchozim prikladem.

Pro déleni m = 4 je sitka podintervalu h = 0,5. Uzlovymi body jsou xg = —1, z; =
—0,5, 2o = 0, xz3 = 0,5 a 4, = 1. Pro vypocet integralu budeme potiebovat funkéni
hodnoty v téchto uzlovych bodech. Hledanéa aproximace urcitého integralu ma hodnotu:

1 0,5
/ exdali’7(671+2*670’5+2*60+2*60’5+61):
-1

0,5
2

(0,367879 4+ 2 % 0,606531 + 2 % 1 + 2 x 1,648721 + 2, 718282) =
= 0,25 %9,596665 = 2, 399166

Pro m = 8 bude s§itka intervalu h = 0,25. Uzlové body intervalu budou: zo = —1,
r1 = —0,75, x9 = —0,50, z3 = —0,25, x4 = 0, x5 = 0,25, x4 = 0,50, 7 = 0,75 a vg = 1.
Integral m&a potom tvar:

1 0,25
/ Ty = 7 s (et 4 2k (€707 4 708 om0 4 (0 4 025 4 (05 4 05y 4 o1y
-1

= 0, 125%(0, 367879+2x(0, 472367+0, 606531 +0, T78801+1+1, 284025+1, 648721+2, 117000)+
+2,718282) = 0, 125 * 18,901051 = 2, 362631

Vidime, Ze i pti pouziti této metody jsou rozdily jiz na misté setin. Posledni metodou,
kterou si predstavime bude Simpsonova metoda.

3.3 Sipsonova metoda

V lichobéznikové metodé jsme nahrazovali graf funkce f(x) piimkou - polynomem prvniho
stupné. Nyni ji nahradime polynomem stupné druhého - kvadratickou funkci. Pro tuto
metodu je ale tfeba mit interval rozdéleny na sudy pocet podintervalu. To je z duvodu,
ze budeme vytvaret dvojice téchto podintervalu. Pro kazdou sousedni dvojici mame k
dispozici 3 body a k nim prislusné 3 funkéni hodnoty a témi prolozime polynom druhého
stupné - parabolu. Tento polynom zintegrujeme na obou intervalech souc¢tem integralu pres
dvojice podintervali ziskame pribliznou hodnotu hledaného integralu. Grafické znazornéni
této metody najdeme na obrazku 6. Zde tedy nebudeme fesit problém vypoctu obsahu
rovinného obrazce jako v predchozich ptipadech.
Interpolaéni polynom pro dané tii body x; — h, x; a x; + h ma tvar:

(x — x;)?

La(w) = 555

[f(x; —h) = 2f(z;) + f(z; + h)]+
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a (a+b)/2 b

Obrazek 6: Grafické znazornéni Simpsonovy metody feseni integralu funkce f(z) na inter-
valu (a; b)

r — I;
i b) = o= )]+ S
Tuto funkci zintegrujeme na intervalu (z;_1;x;11) a protoze jsou podintervaly stejné
Siroké, muzeme pii upravé pouzit: h = x;.1 — x; = x; — x;_1. Po dosazeni mezi do zinte-
grované funkce a dosazenim diive vyplyvajici podminky 2h = x;,; — x;_1 obdrzime tvar:

+

/;iﬂ f(z)dz = /$i+1 Ly(x)dr = ﬁ(f(mz'—l) +4f (i) + f (@)

i—1 zi—1 3

Sectenim vysledku pres vSechny pary pii déleni m dostdvame vyraz:

[ P = S0 0) + 47 0) + 2 (@) 40 1)+ 420 )4 (o1 o) (7)

Pro snazsi zapamatovani vyrazu (7) je tu nésledujici pomucka: posledni a prvni koefi-

cienty jsou rovny 1, druhy a pfedposledni jsou rovny 4 a od tretiho se stiidaji koeficienty
2ad.

Piiklad 7 N4&s jiz dobfe zndmy pifklad s integralem funkce [!, e®dz s délenfm m = 4 a
m = 8 za pouziti Simpsonovy metody.

Resend: Pro déleni m = 4 je sitka podinterval h = 0, 5. Uzlovymi body jsou zo = —1,
1 =—0,5, 29 =0, 23 =0,5 a 24, = 1. Pro vypocet integralu budeme potiebovat funkéni
hodnoty v téchto uzlovych bodech. Hledana aproximace urcitého integralu ma hodnotu:

1 0,5
/ e’”daziT(e_l+4*e_0’5—|—2*eo+4*60’5+61):

-1
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0,5
3

(0,367879 4+ 4 % 0,606531 4+ 2 % 1 + 4 % 1,648721 + 2, 718282) =
= 0,16667 * 14,107169 = 2, 351199

Pro m = 8 bude sitka intervalu h = 0,25. Uzlové body intervalu budou: zqg = —1,
T = —0,75, To = —0,50, r3 = —O, 25, Ty = 0, Ty = O, 25, Tg = 0, 50, Ty = 0,75 a Irg = 1.
Integral mé potom tvar:

1 0,25
/ edr = T*(e_l—i—él*(6_0’75+2*e_0’5+4*e_0’25+2*60+4*60’25+2*eo’5+4*60’75)—i—el) =
-1

= 0, 0833333x(0, 367879440, 472367+2%0, 606531450, 778801+2x1-+4x1, 284025+2x1, 648721+
+4 %2, 117000 + 2, 718282) = 0, 0833333 * 28, 205437 = 2, 350452

Vidime, ze jsme dosahli mnohem lepsich vysledku pii stejném déleni pti srovnéni s
obdélnikovou a lichobéznikovou metodou. Pii déleni m = 8 mame shodu s analytickym
integralem na ¢tvrtém desetinném misteé.

Pro lepsi procviceni Vam nabizim dalsi ptiklady, které si muzete vypocitat sami.
1. Vypoctéte integral fol H%dx pii déleni m = 10 za pouziti vSech uvedenych metod.
2. Vypoctéte integral fol ¢’ dx pii délenf m = 10 za pouziti viech uvedenych metod.

3. Za pomoci lichobéznikové metody vypoctéte integral fol
am = 8.

1 Torr{ ary
sriarsde pro déleni m = 4
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