Uvod do fyziky mikrosvéta
Cast 2
Vinova klubka

Heisenberguyv princip neurcitosti
Schrédingerova rovnice v jednorozmérném prostoru
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Vinova klubka

Pohybujici se lokalizovana ¢astice nemize byt popsana postupnou monochromatickou
vinou. Lokalizaci ziskdme superpozici mnoha postupnych vin s rliznymi frekvencemi

Monochromaticka postupna vina:

Y(x,t)= A e o) (11.22)
Vinové klubko: o .
w(x,t)=| dk A(k)e ek
- (11.23)
Disperze: W = a)(k)
Fazova rychlost: Grupova rychlost:
vik,) = o Volko) = == lemy, 129
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Superpozice dvou monochromatickych postupnych vin s tymiz amplitudami, s vinovymi
vektory k,=1, k,=1.1 a fazovymi rychlostmi v,=2 a V,=3 (v libovolnych jednotkach).

Vysledné vinové klubko ma fazovou a grupovou rychlost
k+k, v,—v
1 2 72 1 13

vV.+V dv v.+ Vv
1 2 1 2
vV~ = 2.5, vg:v+k ~ + =
2 dk 2 2 k,—k,
25
j Y Faze se posouva rychlosti V,
501 it maximum amplitudy klubka se
t=5 T S ' posouva rychlosti V.
15 :
: A
=4 ! /
3 10 !
t=3 ) //I
: iy
VA
t=2 l//
0 l
t=1
-5 I I
0 50 100 150 200
X
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Vinové klubko slozené z mnoha monochromatickych vin

Zavislost amplitudy na vinovém vektoru:

4

— rozlozeni vychylky v daném

casovém okamziku:

10 30 50
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Casovy vyvoj tvaru vinového klubka pfi nenulové disperzi (libovolné jednotky):

d_V d_ﬁ)_g > 0
dk ~ kldk k
- " X=V T
= TN g
= il
i
N “”WI'r =
| t=1
-100 Cl) 1 (l)O 260 360 460 560 600
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Heisenberglv princip neurcitosti (1924)

Sitka vinového klubka v prostoru je nepfimo Umérna Sifce
oboru vinovych vektor zastoupenych ve vinovém klubku:

Werner Heisenberg (1901-19763°

Ax Ak = = 7
2 2
Coz muzeme vyjadrfit vztahem pro hybnosti: b
f 11.25
AxAp. > — (11.25)
X
2
, Siroké Klubko | uzke klubko
3,
1_
< 2t <
0.5
1
-(()).5 0 0.‘5 1 1.‘5 2 2i5 3 315 4 -8.5 0 0.5 1 115 2 25 3 3.‘5 4
k k
1 1
051 05k
05 -05+
o 30 ) 30 50 o 30 10 10 30 50
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Heisenberglv princip neurditosti Ize ilustrovat (Fraunhoferovou) difrakci svétla na Stérbiné:

A X Pia A X Pa
Uzka Stérbina — malé AX, velké Ap, Sirok& Stérbina — velké AX, malé Ap,
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Difrakci ¢astic miizeme popsat jako difrakci de Broglieho vin

Experimentalni ovéreni:

oba otvory otevreny

jen jeden otvor otevren Souasnad

rtg difrakce na kovové folii ...

... a difrakce elektron(l na téze
kovové folii, tataz vinova délka
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I1.4. Zaklady kvantové mechaniky v 1 dimenzi

Vinova funkce ¥ (X,t) nese vSechny informace o objektu.
Pravdépodobnost nalezeni Castice v elementarnim intervalu

dx je

P(x,t)de=|®(xt) dx w26

P(x, t) je hustota pravdépodobnosti nalezeni ¢astice
v misté x. Je jisté, Ze se Castice nachazi nékde na ose X, Max Born (1882—-1970)

proto 0 :
f de [P (x,t] =1 (1.27)
—0
. hormovaci podminka pro vinovou funkci.

Srovnani s klasickou fyzikou: v klasické fyzice zname presnou polohu ¢astice v libovolném
case x=x(t), a pravdépodobnost je tedy rovna jedné v misté, kde se Castice nachazi, a nula

veude jinde, tedy 'Pklas(X:X(t)!t)zl aqjklas(x;éx(t)ﬁt)zo
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Vinova funkce volné ¢astice 29

Na volnou ¢astici nepusobi zadna sila a jeji kineticka energie E je konstantni. Z de Broglieho
vztahu p=hk (11.18) mezi hybnosti p a vinoCtem k plyne

2 212 2
_ D _ htk _E _ hi k
b= = om T o (11.28)
VInova funkce i ( )
—ilot— —i — DX ——Et—px
W (x,t)= Ae " = e PP = pe (1.29

je postupna monochromaticka vina.

Stav ¢astice je GpIné uréen vinovym vektorem K (kvantové &islo).

Normalizace funkce (aneb upfesnéni konstanty A): ¢astice se uréité nachazi v intervalu <a, b>
a proto integral musi vyjit roven jedné (100procentni pravdépodobnost):

b
fa dx|¥, (x,t)f = |A[(b—a) =1 (11.30)
a hodnota A v (l1.29) je tedy 1

A=———
Jb—a
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Castice v silovém poli

Schrodingerova rovnice — jeden z postulatt kvantové mechaniky:
2
nooY(x,t) 0¥ (x,t)
2m 0 X2 ot

Tato rovnice popisuje Casovy vyvoj vinoveé funkce castice v silovém poli
s potencialni energii U(X). Pocate¢ni podminka je dana funkci

Y (x,t=0]

Re3me rovnici separaci promé&nnych. Pfedpokladejme

P(x,0)=ylx)glt)

+ U (x)¥(x,t) =ik (11.31)

“*Aayigiican Institute of Physics

Erwin Schrodinger
(1887-1961)
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Castice v silovém poli

Schrodingerova rovnice — jeden z postulatli kvantové mechaniky
2
nooY(x,t) 0¥ (x,t)
2m 0 X2 ot

rovnice popisuje casovy vyvoj vinoveé funkce castice v silovém poli
s potencialni energii U(X). Pocate¢ni podminka je dana funkci

P(x,t=0)

Re3me rovnici separaci promé&nnych. Pfedpokladejme

P(x,t)=y(x)olt)
Dosazenim vyjde )
B dylx)

+ U (x)¥(x,t) =ik (11.31)

(x)y(x)=Ey(x)

Erwin Schrodinger
(1887-1961)

2m dx’
. de(t) ~LEt (11.31)
i —Ep(t) > ¢(t)j=Ae
dt
casove nezavisla Schrédingerova rovnice
Fyzika pro chemiky II 31



Jednorozmérna nekonec¢né hluboka kvantova jama

. . i . . U(x
Predpokladejme profil potencialni energie U(x) jako ( )I
nekonecné hlubokou jamu (propast), Castice s energii
E se nachazi uvnitf.

(00)

Resime Schrodingerovu rovnici (11.31) a hledame fe3eni,
ti. E a Y(x) v diferencialni rovnici:

K dy(x)

32

+U (x)y(x) = Ey(x) 0

2m  dx’

Castice se urtité nachazi uvnitf jamy, mimo jamu se
urcité nenachaazi, tj.

w(x)=0 vnéjamy

2 32
KAy

2m dx’°

W

Uvnitf jamy je U=0:

\4

(11.32)

Fyzika pro chemiky II
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Obecneé feSeni — Cislujeme je pismenkem (Cislem) k:
_ : B V2mE
wk(x) — ACOS(kX)"' BSlH(kX), XE<0,L>, k = 7 (11.33)

VInova funkce (X) musi byt viude spojita, jeji derivace dp/dx musi byt viude spojita
s vyjimkou bodd, v nichz je U(X) — oo. Plati proto

U (0) =y, (L) =0 (1.34)
Resime rovnici (11.32) s okrajovymi podminkami (11.34) — okrajovy problém.

Z podminky (11.34) plyne A = 0 a mozné hodnoty kvantového &isla K jsou pouze tyto:

k:nT[/L, n:1,2,... (11.35)
Energie Castice v potencialové jameé jsou kvantovany
'k n'n’h’
E = = —ocn’, n=1.2,... (11.36)
2m  2mL

Obecné feSeni rovnice (11.32) je linearni kombinace feSeni (11.33) s rlznymi hodnotami

kvantového cCisla nN.
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vinova funkce P (x) hustota pravdépodobnosti P(x) = [ (x)|?

n=3

W)
lw OO

Fyzika pro chemiky II 34



35
Jednorozmérna konecné hluboka kvantova jama

A

U(x)

U

v

0 L

Schrodingerova rovnice €astice uvniti jamy vypada stejné jako na dné nekonecné hluboké jamy:

ndy =Ey, x€(0,L) (1.37)
2m gy

zatimco v bariérach e d L/J

2m dx

=(E-U)y, x&{(0,L) (.38

Fyzika pro chemiky II 35
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Okrajové podminky — spoijitost y(x) a jeji 1. derivace v bodech X =0 a X = L.

Uvazme pripad E < U, tj. ¢astice je vazana v jamé&. Redeni rovnice (11.37) ma tvar (11.33),
rovnice (11.38) ma reseni

w(x)=Ce™ pro x<0, y(x)=De ™ prox>L,
0(:2—¢2m(U—E)

(11.38)

Pouzili jsme pfitom podminku lim y(x)=0 Koeficienty A,B,C,D ur&ime z okrajovych
X% 00 podminek.

Tyto podminky |ze napsat jako soustavu 4 linearnich homogennich rovnic pro A,B,C,D.
Podminka existence netrivialniho feSeni této soustavy je, ze determinant jeji matice je nulovy:

det = e “[K’sin (kL) —2a kcos (kL )—a’sin(kL)]=0 (11.39)

Tento vyraz predstavuje transcendentni rovnici pro E, kterd ma kone¢né mnoho
feSeni E, pro E < U:

2ak
ki—ao

tan(k L) = (11.40)
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vinova funkce hustota pravdépodobnosti
012 . ‘ . 0.12

0.1

0.08r - 0.08-
— N;
Xa? Ne$
3 3
lu w

0.04r- 0.04

0.02- 0.02

Existuje nenulova pravdépodobnost nalezeni €¢astice v bariére.

Castice pronikaji do bariéry s efektivni hloubkou vniku:

f=-=——N

o 2m(U—E)

(11.41)
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Jednorozmérny kvantovy harmonicky oscilator

Céastice se pohybuje v silovém poli s parabolickym rozloZenim potencialni energie

tU(x)

v

minimum potencialni energie — stabilni rovnovazna poloha

Potencialni energie U (x) = % Kx' = %ma)z X’ (11.42)

Klasicka fyzika: sila  F(x) = _d[cjl—(X) — K x
X

K je tuhost vazby, w je vlastni frekvence harmonického oscilatoru.
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Schrédingerova rovnice je

dzl/J _ 2m|1 )
P me x"—E|y(x)
Tato rovnice ma spocetné mnoho reSeni
52
1 ) mawo
Wa(x) = H,Ele ?, &=xy—,
R L
kde . " 2)
H (&) =(-1)¢ e
€)= (-1ret

je Hermite(Qv polynom stupné n.

ViInove funkce (11.44) jsou normovany

J e, (&u, (=35,

(11.43)

n=0,1,2,...
(11.44)

(11.45)

(11.46)

Schrddingerova rovnice (11.43) ma netrivialni feSeni pouze pro diskrétni spektrum energii

(kvantovani energie): 1

E =h +—
. wn2

(11.47)

39
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Hustota pravdépodobnosti nékolika stavl kvantového harmonického oscilatoru

P, (&)=ly, (&)

6

40
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Zakladni stav pron = 0: ]
E, = Ehw, v, (&) = n " exp(—&%/2) (1.48)

V zakladnim stavu nemUGze byt E,= 0, odporovalo by to Heisenbergovu principu neurcitosti.

Srovnani s klasickym oscilatorem:

klasicky: kvantovy:
energie: spojité spektrum: diskrétni spektrum:
E:%meA2 E,=ho(n+ %)
hustota _ (Az—x2)_1/2/71 pro|x|<A L 2
pravdépodobnosti P(x)= 0 pro |x|>A Pn(x):|(n!2"\/E) “exp —% Hn(é)\
kvantové &islo: A>0 , spojité spektrum n=0,1,2,..., diskrétni spektrum
zékladni stav: A=0,E,=0 n=0, EO:% A o

41

2
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Tok castic potencialovou bariérou - tunelovani

Uvazme Castici v silovém poli s profilem potencialni energie

yU(x)
U

v

0 L
Uvazme nejprve klasickou ¢astici, dopadajici na bariéru zleva a majici kinetickou energii E < U.
Takova Castice bariéru nepiekona a od bariéry se odrazi. Hustota pravdépodobnosti jejiho
vyskytu v bariére je nulova.

Kvantova Castice ma nenulovou hustotu pravdépodobnosti vyskytu v libovolnem bodé X,
v némz je U(X) konecné. Jeji vinova funkce nalevo od bariéry (X < 0)

o _ 7 ™~
Castice se pohybuje zleva doprava  gastice se pohybuje zprava doleva
(dopadajici ¢astice) (odraZena &astice)
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VInova funkce Gastice napravo od bariéry (X > L)

‘P(X t) _ Fe—i(oot—kx)_l_ Ge—i(a)t+ kx) (1.50)
) =
Predpoklad: napravo od bariéry nejsou ¢astice, které by se pohybovaly zprava doleva, tj. G = 0.

VInova funkce &astice uvnit¥ bariéry O < X < L (pfedpokladame E < U - viz (11.38))

'P(X,t) — Ce—i(wt—ax)_l_ De—i((oHO(X) o = %\/2m(U—E) (11.51)

Okrajové podminky — spojitost W(x,t) ajeji 1. derivace podle X vbodech X =0 a X =L.
Zavedme odrazivost R a propustnost T bariéry jako podily hustot pravdépodobnosti:

R — |W<X?t)|feﬂected — |B|2 T — |W<X’t)|t2ransrnitted — |F|2

(%, fens AL ¥ (x,0), Af

incident incident

(11.52)

a poloZzme pro jednoduchost A = 1. Z okrajovych podminek dostaneme 4 linearni
nehomogenni rovnice pro neznamé B, C, D, F. Tato soustava rovnic ma vzdy pravé jedno

feSeni pro kaZzdou energii E dopadajicich ¢astic, tedy i pro E > U. Pro propustnost vyjde
priblizny vztah (plati pro libovolny tvar bariéery): )
T ~exp|—=V2m f dxVU (x)-E (11.53)

h Ulx)>E
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Priklad vypoctu pro E < U.:

2 T = ?incident(x) * lPre]‘Ier:ted(x)I |

transmltted( )

\?\/\
(VAN

05t 1P|n0|dent( )
1+ _
1.5+ -
-2 | | | I |
-30 -20 -10 0 10 20 30
x (A)
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Priklad vypoctu pro E > U.:

45

IP(X) = IIJincident(x) * IIJreflec’[ed()()
2L _
transm|tted( )

>
S
L

RVA

1 .

|nC|dent( )
-2 | | | I |
-30 -20 -10 0 10 20
X (A)

30
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Aplikace: a-rozpad radioaktivnich jader

46

a-Castice se nachazi v silovém poli s potencialni energii

un]

energie E o-Castice

[

pritazliva sila uvnitr jadra
(silna interakce)

elektrostaticka odpudiva sila

castice prekona potencialni bariéru tunelovanim,
propustnost Ize ziskat ze vztahu (11.53)

E
T(E)=exp|—4mZ—+ 8\/—ZR ,
E ro

4me b’ 6
ry=———~7.25X10 " nm,
m,e
e2
E,= ~ 0.099 MeV
8meyr,

DalSi aplikace: emise elektronl studenou katodou.
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Aplikace: tunelovaci mikroskopie (STM)

Gerd Binning (vpravo), Heinrich Rohrer, Nobelova cena 1981

Positioning
device faor

A Y.and Z

| T

Tunneling
current

—

i
|
|
[

nacrtek principu STM L

Bigs Computer and
¥ - fecdback elechronlc

méreni tunelovaciho proudu

Tip

) dauuajinahhiessa d
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povrch monokrystalu Cu 48

povrch monokrystalu Ni, jednotlivé atomy jsou rozliSeny
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