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11.6. Zaklady kvantové mechaniky ve 3 dimenzich

Schrddingerova rovnice pro vinovou funkci W(r,t) Castice v 3 dimenzich

B’ L 0P(r,t)
_ZmA'P(r,t)+U(r)‘P(r,t) =ih—
2 2 2
Laplacetv operator (laplacian): A= 0 2+ C 2+ 0 7
0x" 0y 0z

Analogicky jednorozmeérnému pripadu separujeme prostorové promenné a cas:

P(r.t)=u(r)(t), @) =exp|— Et

a obdrzime neCasovou trojrozmérnou Schrodingerovu rovnici
2

—5—Ay(r)+U(r)y(r) = Ey(r)

(11.70)

(11.71)

(11.72)
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I.7. Castice v trojrozmerné pravouhlé kvantové jame

Uvazme &astici nachazejici se v krabici x, y,z € (0,L), v niz je potencialni energie U(r) nulova,
mimo ni je U(l‘)-)OO . ReSime neCasovou Schrédingerovu rovnici pro Castici v 3 dimenzich
2

= Ay Uy (r) = Eg(r) 0172

Hledejme feSeni ve tvaru

W(r) =, (x),(y) W3(Z)

Dosazenim do (I11.72) separujeme proménné a dostaneme trojici rovnic

Pd b A -
_ﬂﬁ%()‘) = E,y,(x), _EEW(J’) = E;¥,(y), _ﬂg%(z) = Esys(z)  (11.79)

pficemz E=E +E,+E,
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Kazda z trojice rovnic popisuje Castici v jednorozmeéerné kvantové jame ((11.33) az (11.36)).
Rovnice (I11.73) feSime s okrajovou podminkou
Uillhsgr =0, =123, x=x,y,2

J

Reseni se popisuje trojici kvantovych Cisel n,, n,, n,

Lpnl,nz,HB(r) = Bsm(knlx)sm(knzy)51n(kn3z) (11.74)
kde k =n>, E _ n+nny), non,n=1,2 .75
" L’ nyn, ns; 2m L’ : 2 braTE e (11.75)

Obecné feSeni je linearni kombinaci téchto feSeni s riznymi hodnotami kvantovych Cisel n,, n,, n.,

Konstantu B v (11.74) mdzeme uréit z normovaci podminky
3/2
2

fkrabice d3r|wn1,n2,n3(r)|2:1 = B= T (1.76)

vyjadrujici to, Ze Castice ve stavu n_, n,, n, se v krabici urcité vyskytuje.
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Tabulka energiovych hladin Castice v krabici

Schéma energiovych hladin

60

g degenerace
4 E, 1
11/3E, 3
3 E,; 3
2E, 3
E, 1
Pozn.: 511 a 333
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Hustoty pravdépodobnosti nékolika prvnich stavi v roviné z = const.

22

m
[

3E,
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Castice v centralnim silovém poli (atom vodiku)

Re3me necasovou Schrodingerovu rovnici (11.72) pro elektron nachazejici se v centralnim
silovém poli

Ur)=Ul(lr|)=Ul(r) (11.77)
Vysledek pak pouzijeme pro elektron v elektrostatickém poli protonu (atom vodiku)
2
e
U(r) — _ (11.78)
dmeyr
Z klasické mechaniky plyne, ze prfi pohybu Castice v centralnim poli se zachovava
moment hybnosti Castice
L=rXp (1.79)

Heisenberglv princip neurditosti ovdem neumoziiuje, aby vdechny 3 soufadnice L byly
ostré. Kdyby byl smér L pfesné znam, ¢astice by se pohybovala v orbitalni roviné kolmé na

L, tedy jeji souradnice a hybnost ve sméru kolmém na tuto orbitaIni rovinu byly soucasné
ostré arovny 0. To je v rozporu s Heisenbergovym principem (11.25). Je-li jedna souradnice

L ostré, ostatni dvé musi byt neostré. Zvolme ostrou soufadnici L, .

Stav Castice Ize pak popsat trojici kvantovych Cisel odpovidajici trojici veliCin, které jsou
soucasné ostré, ato E, [L| aL,.

Fyzika pro chemiky II 62



Sférické souradnice

NecCasovou Schrddingerovu rovnici (11.72)
2

63

— (P U )y (r) = Er)
Ize feSit separaci sférickych proménnych r, § a ¢:
y(r)=R(r)6(9)2(¢) (180
Laplacetv operator v kartézskych souradnicich je:
02 02 0?
Noy:=a5+t 235+ 53
i or? 0y? 0z?
Laplacetv operator ve sférickych souradnicich je:
1 /0 ,0 1 0 9, 1 02
A'r — 7'2 + = Sin ¥ — -+
SR (87" Or  sind OV 09 sin? 8@52)
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Uvazme nejprve funkce thlovych proménnych. Pfevodem Schrddingerovy rovnice do
sférickych souradnic a separaci uhlovych proménnych vyjde

O8] iolg)

d ¢ (11.81)
d’e(9 do(9 ,0(U
éz >+cotg %_mlsin(zﬁ) +1(1+1)0(9) =0

kde /1 =0,1,2,... je orbitalni kvantové Cislo
a m=-1,-1+1,...-1,0,1,...,I-1,] je magnetické kvantové &islo.

Tato kvantové ¢isla urcuji vliastni hodnoty operatori velikosti momentu hybnosti | L|
a Z-oveé soufadnice momentu hybnosti LZ

IL|=ayl(l+1) , L,=m# (11.82)

Res3eni rovnic (11.81) jsou kulové funkce
Y"(9,¢) = P"(cos9) ™’ (11.83)

kde P;"’(E) jsou pfidruzené Legendreovy funkce.
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Nékteré kulové funkce:

Y'"(9,¢)| m=0 m=+1 m==x2

[=0

L5 1 /15 : 1]15 :
[=2 ~/=(3cos*(9)-1 il Bl *i¢ - 2 2
4\/71( (8)-1) +21/2n51n(t9)cos(t9)e 41/2nsm (9)e

Kuloveé funkce jsou normovany vztahem

ff) dp [ dOsin8 [v]'(9,¢)f =1 (1.84)
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Grafy kulovych funkci |Y] (9, @)

[
—_
=

I
No

m,=0 m,

z |

[=0

=1
[=2
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Misto uvedenych kulovych funkci Ize pouzit i jejich linearni kombinace.
Napfiklad pro / = 1 Ize misto trojice funkci YIl, Y(l) a Y} pouzit funkce

—1

1
V2 V2

z

X
odpovidajici staviim, kdy je elektron soustfedén podél os z, x ay =3 .z
... prostorové modely orbital(l typu p l

Yy (Yi+Y,") (Y=Y,

A

Kvantova ¢&isla | a m, uréuji Ghel mezi vektorem L

a osou z. Neurduji v8ak tplné smér vektoru L, protoze
slozky L, jsou neostre.
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Uhlova &ast vinové funkce Castice v centralnim poli nezavisi na tvaru pole a je dana vzdy
kulovymi funkcemi (11.83). Radialni €ast vinové funkce je feSenim rovnice
n g R 1(1+1)

—— L (rR(r ))+Ueff(r)rR(r):ErR(’”): U gg(r r) = omr?

+U(r)  (1.85)
2m dr*

Rovnice je formalné totozna se Schrodingerovou rovnici ¢astice na pfimce, na niz plsobi
efektivni silové pole U, (r) obsahujicii pfispévek ,odstredivé sily“ k silovému poli, ktery
odpovida rotaci této pfimky s uhlovou frekvenci | L| /7 ( )

mrt mr

Uvazme nyni specialni pfipad centralniho pole - elektrostatické pole protonu (jadra)
podle (11.78).

Lze ukazat, Ze rovnice (11.85) ma feseni pro hodnoty energie E dané vztahem (l1.15)

plynoucim z Bohrova modelu atomu 4
me 1

68

E,=- =, n=1,2, ... (11.86)

2(4me, ) n* n®

N je hlavni kvantové &islo. Hodnoty energie nezaviseji na orbitalnim kvantovém ¢&isle /, i kdyz

se toto ¢islo v (11.85) vyskytuje. Orbitalni kvantové ¢islo mizZe nabyvat hodnot

[=0,1,2,...,n—1 (11.87)

n-1
Energiova hladina E,, je tedy ZI:O (21+1) = n’-krat degenerovana (zatim neuvazujeme spin).
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Tato degenerace se shima v atomech s vice elektrony, tim vznika z jedné energiove

hladiny (slupky) E, celkem N podslupek. Slupky a podslupky se znaci pismeny takto:

n  symbol slupky / symbol podslupky
1 K 0 S
2 L 1 p
3 M 2 d
4 N 3 f
5 O 4 g

Re3eni rovnice (11.85) Rn,(r) Ize vyjadfit pomoci Laguerrovych polynomu. Radialni funkce

Al

2 —rla, 1 r —rl2a, 1 r —-rl2a,
Ryp(r) = I / , Rylr) = FEEY) (2——)e ’ . Ry(r)= 32 5. € :

Pravdépodobnosti vyskytu elektronu jsou napf.

|1P10(r)|2 — €
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Vypoctéme radialni rozlozeni hustoty pravdépodobnosti nalezeni elektronu v obalu atomu

vodiku jako integral hustoty pravdépodobnosti pfes uhlové proménné

2m n
Piilr)= [, dpJ, d9sin® PIR,(r)Y](0,0)F =|Ry(r)f  qreo

nl

0.4+ =

rad
P 2,

0.2F m

Radialni hustoty pravdépodobnosti I | | | | | | |
pro nékolik stavu: % 2 4 & 8 10 12 14 16 18 20

0.2
svislé Sipky odpovidaji polomérim 015
Bohrovych orbitalt (11.14) T 0.1

0.05

Prad

0

0.2

0.15
0.1

rad
P 2,

0.05
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Rezy elektronovym oblakem podél roviny xz pro n = 3

m,=0

0 10 20

0 10 20

0 10 20

0

10 20

zla,

xla,

0

10 20

0.8
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0.4
0.2
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I.7. Atomy

72

Magneticky moment vyvolany orbitalnim mechanickym momentem elektronu

Analogie s magnetickym momentem p proudové smycky hustota proudu  doba obzhu
AL » | L
Klasicka elektrodynamika:  |u|= jA, j=le|lT
plocha A A
Mechanicky orbitalni moment: |L‘ =2m—
e
=T T T T~ - Odtud: H — YL = —L (11.90)
¢ roo3 2m
T >/ € icky pomé
pts 5 N 4 kde y=——  je gyromagneticky pomér
J 2m
1L L
e < 0 je naboj elektronu
. o _ |e|h —24
Definujeme Bohrdv magneton 1, = m ~ 9.274-10 = J/T
m
Slozka z magnetického momentu W se kvantuje do osy Z
podobné jako slozka mechanického momentu L LZ = hml 2 U, =—Ugm (11.91)
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Atom vodiku ve vnéjSim magnetickém poli: 73

Vektor n vykonava precesni pohyb kolem vektoru B (Larmorova precese) s Ghlovou frekvenci
W, = B— (11.92)

Potencialni energie magnetického momentu ve vnéjSim magnetickém poli je
U=-uB=rhom (11.93)

Tyto vztahy lze snadno odvodit v ramci klasicke elektrodynamiky.

Energiova hladina elektronu v elektrickém poli protonu je bez vnéjsiho pole 21 +1 -krat
degenerovana. Tato degenerace se snima ve vnegjSim magnetickém poli:
B #0

B =0 m,=1
n=2,1=1 m,=0
m

n :1’1 :O v A\ 4 A\ 4 A 4 ml —
ho, hoy—ho, he, hotho,
normalni Zeemanuv jev

Vybérova pravidla (vyplyvaji ze zdkona zachovani momentu hybnosti soustavy atom + foton):

Al==+1, Am=-1,0,1
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Spinovy moment elektronu a s nim spojeny magneticky moment

Klasicka elektrodynamika: rotujici nabité téleso ma magneticky moment

e
Uy =g ﬂs (1.94)

S je mechanicky moment rotace (spinovy moment), g je tzv. g-faktor zavisici na rozlozeni
naboje uvnitr télesa.

Sternliv—Gerlachlv pokus: Stépeni toku neutralnich atom( v nehomogennim magnetickém poli

Zjistilo se, ze proud atomu se Stépi do dvou slozek, tedy 2s +1=2 a s=1/2
z-ova (tj. ostra) slozka mechanického spinového momentu elektronu je

_ 1 1
;= M, M=oty (11.95)
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Velikost spinového mechanického momentu je

V3
S| =vs(s+1) h:7 i (1.96)

Magneticky spinovy moment je dan vztahem (11.94), g-faktor elektronu je

g =2.00232 ~2

Tato hodnota vyplyva z relativistické kvantové teorie (P.A.M. Dirac) a z kvantové
elektrodynamiky (R. Feynman)

Celkovy magneticky moment elektronu je tedy

e
H= it H = ﬂ(L*' gS) (11.97)

Celkovy mechanicky moment je pfitom

J=L+S

(1.98)

Protoze je g rGzné od 1, nejsou celkovy mechanicky a magneticky moment rovnobézné.

Slozka celkového magnetického momentu rovnobézna s J se nazyva efektivni magneticky
moment.
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(Normalni) Zeemanliv jev se zapoctenim spinu je PaschenGv-Backiv jev

s=0 s=1/2, g=2

_____________ — n=2,[=1,m=1,m=1/2
n=2,I=1,m=1 — t =2, 1=1,m=0,m=1/2
n=2,1=1,m=0 - — n=2,1=1.m=~x1,m=-(+1/2)
n=2,I=1,m=-1 ST — n=2,1=1,m=0,m=-1/2

"""""" : ; n=2,I=1,m=-1,m=-1/2

____________ VIVIVIVIV: o =0m=0,m=1/2
n=1,=0,m=0 —L Y Y = :

~~~~~~~~ V V V V YV =1/=0m~0,m=-1/2

(Do-(bL (OR 050"'0%
Vybgrovapravidla Al =+1,  A(m#+m,)=0, +1 (1.99)

Tento jev se experimentalné pozoruje jen pfi velmi silnych magnetickych polich.
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Spin-orbitalni interakce

Orbitalni magneticky moment elektronu vyvolava magnetické pole, které interaguje
s magnetickym spinovym momentem elektronu. To vyvola rozStépeni energioveé hladiny
pro m.=1/2 a m,=-1/2 i bez vnéjSiho magnetickeho pole.

Spin-orbitalni interakce zptsobi, Ze orbitalni moment L a spinovy moment S se oddé&lené
nezachovavaji. Stacionarni stav elektronu v poli protonu neni tedy popsan kvantovymi Cisly

m_am,.
Zachovava se celkovy mechanicky moment J = L + S.

Celkovy mechanicky moment:

I =Vj(j+1) B, j=|l-s|, [I-s]+1, ..., I+s (11.100)
JL,=mh, m=-j, —j+l .., ]

Kvantova Cisla popisujici stacionarni stav elektronu (se zapocCtenim spin-orbitalni interakce)
jsou

n, l, j, m
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Stépeni spektralni ¢ary Na bez vnéjsiho magnetického pole (sodikovy dublet):

3P,, .
3 — n=3,1=1,=3/2,m=x1/2,+3/2
n=3.1=1.m=0+1.5=1/2 < 3P
~~~~~~~~~ 2 p=3,I=1,=1/2,m=+£1/2
3S v v v 3S1f2 n=3,l=02]=1/2,mJ::|:1/2

n=3,70,m=0,s=1/2 —————
AE=2.13-10" eV tomu odpovida AA = 0.597 nm

Pozn. znaceni energiovych hladin (term0):
2s+ 1 _

Atom se spin-orbitalni interakci v magnetickém poli — anomalni Zeemanuv jev
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Pauliho vylucovaci princip

Atomy s vice elektrony — kolik elektrond mlze byt sou¢asné ve stejném
stavu popsaném kvantovymi &isly n, I, m;, mg(nebo n, I, j, m;)?

Pauliho vylu€ovaci princip: v daném stavu mlZe byt nanejvys jeden
elektron. Toto plyne z principu, ze nelze principialné rozliSit dva
elektrony.

Uvazme vinovou funkci dvojice elektron( l/l(l”1 rz) Wolfgang Pauli (1900-1958)

ktera popisuje stav, ze 1. elektron je ve stavu I, a 2. elektron ve stavu r,. Na zaklade
Pauliho principu plati

‘W(ﬁﬁ)f = W’(rz)ﬁ)f (11-101)
Pro Castice s poloCislenym spinem (fermiony) plati

w<r19r2):_¢'(r2’r1) (11.102)
Pro Castice s celoCiselnym (bosony) spinem plati

Wlr,r)=wlr,n) (11103)
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Hundovo pravidlo

Jaka je konfigurace elektronl v zakladnim stavu atomu?

Elektrony se snazi v zakladnim stavu zaujmout stavy s riznymi kvantovymi €isly m, a
stejnymi orientacemi spind.

Is  2s 2p ioniza¢ni energie (eV)
Li 1525 AV A 1'S,2°S,, 5.39
Be 1525 [+ ¥|4 ¥ 1'S,2'S, 9.32
B 1s2s2p' (A {4 VA 1'S,2'S,2°P,., 8.29
C 152s2p A ¥4 V|4 |4 1'S,2'S,2°P, 11.26
N 1s252p" (A 4RV (4[4 | 1'S2'S2S. 14.55
o 1s2s2p" A A VA VA (4 1'S,2's,2°P, 13.61
Fis2s2p (A v[d v[d V(A | 1s2is2P,, 17.42
Ne 1s252p (2 V[P V| V(A ¥4 ¥| rs2is2s, 21.56
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Co by ted’ mohlo nasledovat ... a bude jindy ¢i jinde:

— vazba atomU v molekulach, molekularni spektra, ...
— kvantova chemie

Viz specialni prednasky ve Vasem dalSim studiu...

Hodné stésti s kvantovkou!

81

Fyzika pro chemiky II

81



