M1130 — Priklady ze cviceni a doméci ulohy

e Jde o seznam typovych tloh, které jsme probrali na cviceni a dalsich obdobnych tloh na pro-
cviceni za domdci tlohu. Na pisemkéch se objevi vyhradné modifikace ptrikladu z této sbirky
a jim obdobné piiklady.

e Piiklady oznacené hvézdickou jsou urceny pro studenty, ktefi by se na cvi¢eni prili§ nudili a jsou
zde uvedeny pouze jako doplnujici priklady, které nebudou obsahem pisemek.

e Casovy udaj je pouze orientacni. Program jednotlivych cviceni si sestavuji vyucujici sami a po-
psany ¢asovy plan nemusi dodrzovat.

e Velké mnozstvi piikladu je pfevzato ze sbirky ,Seminér ze stfedoskolské matematiky“ autoru
Herman, Kuéera, Simsa (skriptum MU, 2004).

1 Test stredoskolskych znalosti

Cviceni konand 16. a 17. 9. 2019.

Priklad 1.1: Necht T = [r, s] je teziste AABC, kde A = [2,—1], B =[-1,3] a C = [5,7].
Urcete hodnoty r a s.
[Reseni: r =2, s =3

Piiklad 1.2: Necht S = 72cem? je povrch krychle vepsané do kulové plochy o poloméru r.
Urcete hodnotu k = 7% + 7 + 3.
[Reseni: k = 15.]

Piiklad 1.3: Necht M je mnozina vsech redlnych ¢isel, kterd splituji nerovnici |[2z+1| < z+3.
Urcete mnozinu M.
[Reseni: M = (—3,2).]

Priklad 1.4: Komplexni ¢islo z je feSenfm rovnice z + |z| = 5 + (2 + )%, Urcete komplexn{
cislo 22
[Reseni: 2% = —T + 244.]

Piiklad 1.5: Cisla a,b € R, a < b, jsou feSenfm rovnice z2°8#+35 = 100,/z. Urcete &slo
k = ab®.

[Resend: k = 1]

Piiklad 1.6: Necht éfslo ¢ je souctem vsech feseni rovnice cosx + sinz = /2 v intervalu
[0, 27]. Urcete hodnotu c.

[Reseni: ¢ = % (jediné reseni v daném intervalu).)



Piiklad 1.7: Urcete pocet vSech lichych péticifernych ptirozenych cisel, ktera neobsahuji ve
svém zapisu cifru 9.
[Reseni: 8 - 9% - 4]

Piiklad 1.8: Necht ¢ = a® + b2, kde a a b jsou délky poloos kuZelosecky k o rovnici k
322 + 5y? + 62 — 20y + 8 = 0. Urcete hodnotu c.
[Reseni: ¢ = 8.]

2 Porovnavani prumeéru, formalni zapis mnozin

Cviceni konand 23. a 24. 9. 2019.

Piiklad 2.1: Drfive nez zacneme rozebirat vysledky testu, si matematicky pfesné definujme,
co je to aritmeticky prumeér n-tice realnych ¢isel aq,ao,. .., a, a co je median téchto ¢isel. Na
prikladech ctyt cisel ukazte, ze nékdy je median mensi nez aritmeticky prumér a jindy je tomu
naopak.

Priiklad 2.2: Pro n-tici kladnych realnych ¢isel muzeme definovat kromé aritmetického prumeéru
i jiné prumeéry. Nejznaméjsi je geometricky a harmonicky prumeér:

G(a,l,a,Q’,,,’an) = {L/a,l cQy e A,

H(ay,as,...,a,) =

Dokazte, ze pro kazda dvé kladnd redlnd ¢isla aq,ay plati A(aq,as) > G(ay,a2) > H(ay,as).
Pro ktera aq, as nastane rovnost? (A znaci aritmeticky prumeér ¢éisel v zévorce.)

Piiklad 2.3*: Jaka je prumérna rychlost auta, které jede n stejné dlouhych tseki postupné
rychlostmi vy, v, ..., 0,7

Piiklad 2.4*: Nerovnosti z piikladu 2.2 plati nejen pro dvojice, ale pro vSechny n-tice
kladnych realnych cisel. Dokazte, ze z nerovnosti A > G plyne nerovnost G > H. Zkuste
dokéazat nerovnost A > G.

Piiklad 2.5: Pomoci mnozinového zapisu zapiste nasledujici mnoziny definované slovneé:
1. Mnozinu vsSech pfirozenych cisel, kterd jsou délitena tfemi.

2. Mnozinu vsech celych cisel, ktera davaji po déleni osmi zbytek 5.



Mnozinu vSech redlnych ¢isel, jejichz druha mocnina je vétsi nez 3.
Mnozinu vSech kladnych realnych ¢isel, jejichz druhd mocnina je mensi nez jejich trojnasobek.
Mnozinu vSech dvojic realnych ¢isel, kde prvni je tiikrat vétsi nez druhé.

Mnozinu vsech trojic prirozenych ¢isel, kterd mohou byt délkami stran pravoihlého trojihelnika.
Je tato mnozina prazdnd?

Piiklad 2.6: Pomoci mnozinového zapisu zapiste nasledujici mnoziny definované slovneé:

1.

2.

Mnozinu vsech lichych ptirozenych cisel, ktera jsou délitena 5.

Mnozinu vSech dvoucifernych celych ¢isel, ktera jsou délitena 17.

. Mnozinu vsech redlnych ¢isel z, kterd jsou feSenim nerovnice x? + 2x + 1 > 0.

Mnozinu vSech kladnych realnych cisel, jejichz tfeti mocnina je mensi nez jejich druha
mocnina.

Mnozinu vSech dvojic ptirozenych c¢isel, kde prvni déli druhé.
Mnozinu vSech dvojic celych ¢éisel, ktera se navzajem déli, tj. prvni déli druhé a naopak.

Mnozinu vSech ctvefic celych cisel, kde tieti je sou¢tem prvnich dvou a ¢tvrté je soucinem
prvnich tii.

Realné funkce a jejich grafy

Cviceni konand 30.9. a 1. 10. 2019.

Zopakujte si, co je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B. O zobrazeni do mnoziny realnych
¢isel R budeme mluvit jako o funkei.

Piiklad 3.1: Urcete defini¢ni obor a obor hodnot funkci f zadanych predpisy

flx)=2247, f(x)=[3z+1]—-2, f(z)= f(z) =2*+22+3, f(x)= logo(z+2),

x—1’

f(x) =22 f(x) =3cosxz, f(x)=tan(—zx).

Nacrtnéte jejich grafy. Zjistéte, zda jsou injektivni, surjektivni (zobrazeni ze svého definiéniho
oboru). Najdéte maximélni intervaly, na kterych jsou funkce rostouci, resp. klesajici.



Piiklad 3.2: Funkce f je ddna predpisem

1
- loggp(a? —1) = 1

f(x)

Najdéte jeji definiéni obor jako podmnozinu redlnych c¢isel. Najdéte jeji obor hodnot. Zjistéte,
na kterych maximalnich intervalech je funkce rostouci, resp. klesajici.

Piiklad 3.3: Zkoumejte, jak se méni graf funkce y = f(z), kdyz prejdeme k funkei:

y=20@), y=5 @), y=-f@), y=f-), y=[@+3)
y=flz=2), y=[fr)=4 y=[fz)+6 y=[f3), yzf(%)-

Je-li puvodni funkce rostouci na svém definiénim oboru, co muzeme fici o nové vytvorenych
funkcich?

Piiklad 3.4: S vyuzitim predchozi ulohy nakreslete grafy funkei
fle) =laf,  glx) =2-]z,  h(z) =3z —8[+2.

Zjistéte, na kterych maximélnich intervalech je funkce rostouci, resp. klesajici.

Piiklad 3.5: Nakreslete graf funkce
f(z) = 2cos(3x + g) -1

Urcete vSechny maximalni intervaly, na nichz je funkce klesajici (resp. rostouci). Urcete vSechna
x € R splaujici f(x) = 0. Urcete zejména, kolik je takovych redlnych ¢isel v intervalu (0, 27).
[Reseni: a) pro kazdé k € Z je f klesajici na intervalu Iy = [2nk — T, 27k + Z] a rostouci na
intervalu Jy = [3mk+%, 2wk+%]. b) MnoZina vsech tesent je {2nk—1%; k € ZYU{3rk—Zm k €
7}, 6 tesent lezi v intervalu (0, 27).]

Priklad 3.6: Definujte (formdalné) pojem ,funkce f je rostouci na intervalu .

Zformulujte precizné tvrzeni, ze slozeni rostoucich funkei (na intervalu) je rostouci funkce
(na intervalu) a vétu dokazte. Zejména si uvédomte, jaké vsechny predpoklady je tfeba uvést.
Presnéji: pokud g je rostouci funkce na intervalu I, kde I C D(g), a déle f je rostouci funkce na
intervalu J C D(f), potom jesté musime néco predpokladat o mnoziné {g(z);x € I}, abychom
mohli dokézat, ze f o g je rostouci na intevalu 1.



Piiklad 3.7: Necht f a g jsou rostouci funkce na intervalu I, tj. zejména I C D(f) N D(g).
Rozhodnéte, zda je rostouci nebo klesajici funkce h dana nasledujicim pfedpisem:

(1) h(x) = f(z) +g(x), (id) h(z) = flz) —g(x), (i) hz) = f(z) - 9(z),

(iv) h(z) = —g(x), (v) h(z) = g(z) - gx). (vi) hz) = |g(2)]. @mh@*:£5'

V ptipadech, kdy odpovidate ,ano“, se pokuste o formalni dikaz. V ptipadech, kdy odpovidate
»ne“, dejte protipfiklad a navic se pokuste (pfidanim vhodnych predpokladu pro funkce f a g)
zformulovat platné tvrzeni.

Reste tlohy (i)-(iii) za pfedpokladu, ze f je konstatn{ funkce, tj. f(x) v definici funkce h(x)
nahrad'te konstantou ¢ € R. Pozor, v tomto piipadé se muze nékdy odpoved lisit v zdvislosti
na paramatru c.

4 Funkce s absolutni hodnotou, kvadratické funkce

Cvicen{ konand 7. a 8. 10. 2019.

Piiklad 4.1: Nakreslete graf funkce f: R — R dané predpisem
f(x) =120 =3|— |z +2|+ |10 — 3z| — 1

na intervalu [—5, 5]. Najdéte obor hodnot této funkce, maximalni intervaly, na kterych je mo-
noténni, a vyfeste nerovnici f(x) < 2.
[Resend: a) H(f) = [—3,00), b) klesajici na intervalu (—oo, 1], rostouct na intervalu |

) {z €R; f(z) <2} = (5,9)]

10

?,OO).

Piiklad 4.2: Reste v R rovnice

a) 2+ 1] — o] + 3z — 1] = 2Je — 2| = |o + 2]

|22 —4x|+3
b el g

[Resent: a) x € (—oo, —2] U [2,00), b) x € {~2/3,1/2,2} ]

Piiklad 4.3: Pomoci tpravy na ¢tverec odvodte “vzorecek” pro feSeni obecné kvadratické
rovnice
az® 4+ bx +c =0,

kde a,b,c € R, a # 0. Nac¢rtnéte graf kvadratické funkce f(z) = ax?® + bx + ¢ pro a > 0 a pro
a < 0. Urcete, jaké maximum nebo minimum tato funkce nabyva a v kterém bodé.



Piiklad 4.4: Urcete vSechny hodnoty parametru r» € R tak, aby dana nerovnost platila pro
vSechna = € A. (Kreslete si, jak musi vypadat grafy ptislusnych kvadratickych funkei.)

a) (r+4)2> —2re+2r—-6<0, A=R,.

)
b) ra? —4x+3r+1>0, A= (0,00).
c) (r—=2)z+rz+1—r>0, A= (0,00).
d) (z=3r)(z—r—-3)<0, A=1[1,3].
[Resend: a) r € (—o0, —6), b) r € (1,00), ¢) nemd Tesent, d) r € (0,1/3)]
Priklad 4.5: Urcete vSechny hodnoty parametru r» € R tak, aby nerovnost
(re—1)(z+r) <0

platila pro vSechna x € A.

a) A=(0,1).

b) A= (—1,1).
¢) A=(-2,2)
d) A=(0,00).

Piiklad 4.6*: Naleznéte kvadratickou rovnici s celo¢iselnymi koeficienty, jejimz jednim fesenim

Jje
_V5-V3
Vb +3

[Re§em? 1 =4 — /15,29 = 4 + /15, polynom x> — 8x + 1.]

X1

Priklad 4.7*: Urcete vSechna x € R, pro ktera plati

¢

e

=

eni: x € R\ {—1}]



5 Prvni pisemka; kvadratické rovnice a polynomy

Cviceni konand 14. a 15. 10. 2019.

Piiklad 5.1: Urcete, kdy pro feseni x; < x5 rovnice
20 —2(2a+ )z +ala—1) =0
plati 1 < a < x9. Ndpovéeda: Vyznacte na grafu prislusné kvadratické funkce jeji hodnotu v a.
[Resent: a € (—oo, —3) U (0, 00)]
Piiklad 5.2: Urcete, kdy pro feseni x; a x5 rovnice
(a—2)z* —2(a+3)x+4a =0
plati 1 > 3 a x5 < 2.
[Reseni: a € (2,5)]
Piiklad 5.3: Urcete, pro kterd a € R ma nésledujici polynom dvojnasobny kofen

(2a — 5)2* — 2(a — 1)x + 3.

[Reseni: a = 4]

Priklad 5.4: Najdéte nejmensi celé ¢islo k, pro néz ma rovnice
2 =2k +2)z+12+k* =0
dvé ruzna reilna feSeni.
[Re§em? k =3, diskriminant D = 16(k — 2)]
Piiklad 5.5: Urcete vSsechny hodnoty parametru a € R tak, aby obé rovnice mély aspon
jedno spole¢né feseni.

(1—2a)2* —6ax —1=0, az®—x+1=0.

[Reseni: a = —3/4, 0, 2/9]
Piiklad 5.6: Urcete vSsechny hodnoty parametru a € R tak, aby obé rovnice mély aspon
jedno spole¢né fesend.

P 4+ar+8=0 z*4+zx+a=0.

[Reseni: a = —6]



Piiklad 5.7*: Oznacme

a=1\/3vV21+8, b=1/3v21-8.

Dokazte, ze soucin i rozdil téchto dvou realnych cisel je celociselny a urcete jej. Zjednoduste
algebraické vyrazy pro ¢isla a a b tak, aby obsahovala kromeé celych ¢isel a obvyklych operaci
jiz pouze druhé odmocniny.

Ndpovéda: Napiste si kvadratickou rovnici s dvojici resent a, —b.
[Reseni: ab="5, a —b = 1. Potom a = @, b= @]

6 Racionalni koreny, Vietovy vztahy, iracionalni funkce

Cviceni konand 21. a 22. 10. 2019.

Piiklad 6.1: Najdéte néjaky polynom s celociselnymi koeficienty,

a) jehoz koteny jsou 0,1, —1/2,

b) jehoz jediny redlny koten je —1, ale stupen polynomu je vétsi nez 1,
c¢) ktery ma trojndsobny koten 1,
)

d) jehoz kofeny jsou v/2 a —1.

Piiklad 6.2: Najdéte raciondlni koteny polynomu:

a) 223 + 2?2 — dx — 3,

b) 272% + 272 — 4,

c) 4zt + 7x® + 22% + Tx — 2.
Piiklad 6.3: Oznacme x4, 25 FeSeni rovnice 322 +8x+4 = 0. Aniz danou rovnici fesite, urcete
¢islo:

2 2
a xl +l‘2,

o

3 3
Ty + Ty,

1, 1

C )
T T2

@

xire + x123,

2 _ .2
i — 3.

)
)
)
d) z1 — a9,
)
)

f



Piiklad 6.4: Polynom z? + ax + b ma kofeny z1, z5. Uréete kvadraticky polynom, ktery ma
koteny:

Piiklad 6.5: Reste v R rovnice:

a) Vr+1—1=+/z -z +8,
b) 3z +4+r—4 =2,

¢) V3r+2=+br+3+2y22+ 1.

[Reseni: a) 8, b) 4, ¢c) —1/2.]

Piiklad 6.6: Reste v R nerovnice:
a) 3>x+3- V1 — 22,
b) vV +3—+vVz—1>+2z—1,
¢) 1>+ +4— a2
[Reseni: a) [-1,0) U (3/5,1], b) [1,3/2), ¢) [-2,3(1 — V7). ]

Piiklad 6.7*: Necht polynom 23 + az? + bz + ¢ m4 tii kladné kofeny. Dokazte, Ze a® < 27c.

8 Exponencialni a logarimické funkce

Cviceni konand 4. a 5. 11. 2019.

Piiklad 8.1: Mocniny a exponencialni funkce a”.
1. Proa > 0 an € Z definujte a™.
2. Je-li @ > 1 redlné cislo a n < m cela cisla, pak a™ < a™.

3. Proa > 0 redlné a xr = §> p € Z, q € N definujte a”.



4.* Pro a > 0 redlné a x,y raciondlni, dokazte, ze a®a? = a**¥ a (a®)? = a™.
5. Pro a > 1 a z redlné definujeme a® = sup{a? € R; y € Q,y < z}.

6.* Dokazte, ze funkce a”® je rostouci pro a > 1 a klesajici pro a € (0,1).

7% Pro a > 0 redlné a z,y redlna, dokazte, ze a“a¥ = a*¥ a (a®)? = a™¥.

8. Nakreslete graf exponencialni funkce pro ruzna a.

Priklad 8.2: Logaritmicka funkce log, x.

1. Definujte inverzni funkci k funkci f.
2. Definujte log, x jako inverzni funkci k exponencialni funkei a®.
3. Jak je to s monotonii logaritmické funkce? Nakreslete grafy logaritmické funkce pro rizné
zaklady:.
Piiklad 8.3: Z vlastnosti exponencialnich funkei dokazte tyto vlastnosti logaritmickych funkei:
1. log,(zy) = log, = + log, v.
2. log, % = log, x — log, v.

3. log,(2¥) = ylog, =.

__ logyz
4. log, x = Tog a"
_ 1
5. log, b= Toara”

6. blogac — Clogab.

Priklad 8.4: Urcete ¢islo m, je-li

(a) m = 49!~z losr 25

(b) m = log (log v/ v/10).

2
d) m =log, % +log, 2.
(6) m = 3210g3 2+4logs 5
1 11
(f) m = logs 3 + log, 9 logg 3°

g> m = 36log65 + 101—10g102 _ 310g9 36

( .
[Resend: (a) 22, (b) —1, (¢) 625, (d) 0, (e) 20, (f) —logs2, (g) 24]



9 Druha pisemka; Exponencialni a logarimické funkce

Cviceni konand 11. a 12. 11. 2019.

Piiklad 9.1: Pomoci cisel a, b, ¢ vyjadiete x:
(a) = =logyp40; a=log,5.
(b) z =logs16; a = logy, 27.

)
)
c) x = log ;o a=1log2, b=1log3, c=1logh.
300
)

(d) z =log4x63; a=1log,3, b=1logy5, c=log,?2.

[Resent: (a) 22, (b) 22 (c) —(2a+ b+ 2c), (d) 221 ]

24-2a”’ 3+a abc+2c+1

Piiklad 9.2: Reste v R rovnice:

(a) 47 427+ =24,

(b) || = 1.

(c) 6-9"—13-6" 464 =0.
d) &) +I=2"

[Resent: (a) 2, (b) —1, 1,2, (c) 1, =1, (d) 1 (Ize snadno ukdzat, Ze md prdvé jedno Fesend).]

Piiklad 9.3: Reste v R rovnice:
(a) logh + log(x + 10) = 1 — log(2x — 1) + log(21x — 20).
(b) logys, 2* — 141ogyg, 2° + 401log,, /z = 0.
(c) 1583 . g1 +loss(92) — 1.
(d) logv/1T+z +3logy1 —2 =logV1 — 22 +2.
[Resent: (a) 3/2, 10, (b) v/2/2, 1, 4, (c) 1/15, 1/3 (d) nemd resend.]



Piiklad 9.4: Reste v R nerovnice:

1 e 1
3°45 = 3eFl_1°

8% +18% —2-27* > 0.

10 Goniometrické funkce

Cviceni konand 18. a 19. 11. 2019.

Piiklad 10.1: Odvod'te zdkladni vztahy:

sinz + cos’z =1,

sin(—z) = —sinz, cos(—x) =cosz, tg(—z)=—tguz,
sin(z + 27) = sinz, cos(x + 27) =coszx, tg(r +7) =tgx,

)
)
)

(d) sinz = sin(r — z) = —sin(r + ) = — sin(27 — 1),
) cosT = — cos(m — ) = — cos(r + ) = cos(2r — z), tgx = —tg(r — ).
)

f) cosz =sin(z + §) = sin(§ — ), sinz = cos(§ — x).

Piiklad 10.2: Piedpoklddejme, Ze plati e = cosx + isinx, kde x je libovolné realné &islo.
Déle predpokladejme, ze pro umocnovani realného ¢isla e na komplexni ¢isla plati obvyklé
vlastnosti pro umociiovdni. Odvodte souctové vzorce

sin(z +y) =sinzcosy + cosxsiny, cos(x +y) = cosxrcosy —sinzxsiny.

Souctovych vzorcu vyuzijte k odvozeni vzorcu (e) a (f) z predchoziho prikladu.

Piiklad 10.3: Odvodte dale vztahy:

2 2

(a) sin2x = 2sinxcosx, cos2r = cos”x — sin” x,

; ; — in 1Y z—y — z+ty z—y
(b) sinz +siny = 2sin %5¥ cos 5, cosz + cosy = 2 cos T cos T,
(c) sinx —siny = 2sin ¥ cos 3¢, cosx — cosy = —2sin T sin FY.

Ndpovéda: V édstech (b) a (c), napiste v = a+ f ay =« — [ a pouZijte souctové vzorce.



Piiklad 10.4: Za ptedpokladu, ze vyrazy na obou strandch rovnosti davaji smysl, dokazte:

tgx +tgy to(z — y) = tgr —tgy

t = 5" T o9 ot o7
g(r+y) 1—tgzrtgy’ 1+tgatgy

Ptitom si tadné promyslete pro které hodnoty tyto rovnosti plati. Navic dokazte, ze pro libo-
volné x € R takové, ze == ¢ Z plati

s
tgx - tg <§+x> =—1.

Piiklad 10.5: Odvodte nasledujici vztahy (a promyslete, pro které hodnoty z € R plati):

. 2tg 3 1—tg*% 2tg 3
sinw = ——5—, CcosT = 7” , tgr=—-—15+

11 Goniometrické funkce, inverzni funkce

Cviceni konand 25. a 26. 11. 2019.

Piiklad 11.1: Za predpokladu, ze vyrazy na obou stranach rovnosti davaji smysl, dokazte:

(a) sinztcosz __ 1+tgx+tg2x+tg3x,

cos3

(b) 14sin2z __ tg(% +$),

cos 2z

(C) tg3xz _ 3—tg2zx
tgx ~  1-3tg2x’

1—cos2z+sin2x __
(d> 1+4cos 2z+sin2zx tgﬂf,

() cos®z —sin®z = (3 + cos® 2z) cos 2,

(f) sinzcos(y —x) + cosxsin(y — z) = siny.

Priklad 11.2: Vypoctéte bez kalkulacky:
(a) cos15°,

(b) tg75°,

(c) tg20° + tg40° + /3 tg20° tg 40°,
()

(e)

sin 160° cos 110° 4 sin 250° cos 340° + tg 110° tg 340°,

37 mo_ 3 2r T 37
sm 5 sin {5 — sin < sin 2 = + sin {3 sin 5.



Ndpovéda: (a) 15 = 45—30, (b) 75 = 45+ 30, (c) pouZijte vztah 10.4 pro argumenty 20° a 40°,
(d) pouzijte vztahy 10.1. na posunuti argumentu do zdkladniho intervalu. Potom souctovy vzorec
na soucet prunich dvou clent a posledni vzorec z 10.4. na tieti sc¢itanec, (e) pouZijte posledni
vzorec z 10.3¢ v opacném smeéru.

[Resent: (a) ¥2-(1++/3), (b) 2+/3, (¢) V3, (d) 0, () 0]
Piiklad 11.3*: Dokazte, ze pro vnitini uhly «, 3, trojihelnika plati:

cosa + cos 3 4 cosy = 1+4sin%sin§sin%.

Piiklad 11.4: Najdéte maximalni intervaly, na kterych je funkce f monoténni. Na téchto
intervalech urcete inverzni funkci.

(a) f(z) =24z —6,
(b) f(x) =22+ 4z — 12.
[Resend: (a) I, = (=00, —1/2] a I, = [~1/2,00); Pro I, je inverzni funkce f~'(x) = —

2, s definiénim oborem [—22, 00| a oborem hodnot I,; Pro I, je inverzni funkce f~(z) =

—3+/z+ 2, s definicnim oborem [—22,00] a oborem hodnot I; (b) I} = (—oco,—6] a I, =

[2,00); Pro Iy je inverzni funkce f~1(z) = —2—+/22 + 16, s definiénim oborem [0, 00| a oborem
hodnot I,; Pro Iy je inverzni funkce f~'(x) = —2 + /22 + 16, s definicnim oborem [0, 00] a
oborem hodnot I5.]

1
2

Piiklad 11.5: Funkce arcsin je inverzni funkce k funkci sin na intervalu [—7;7]. Napiste
predpis inverzni funkce k funkci sin na intervalu

(a) [2km — T;2km + T],
(b) [(2k+ 1)m — 5 (2k + 1)m + %]
pomoci funkce arcsin.
(c) Navrhnéte a teste analogickou tlohu pro dvojice funkei cos, arccos, resp. tg, arctg.

[Resent: (a) arcsinx + 2km, (b) —arcsinz + (2k + 1)7. |



Piiklad 11.6: Najdéte maximalni interval obsahujici 0, na némz je funkce f monotdénni.
Na tomto intervalu urcete inverzni funkci.

[Reseni: (a) f(z) = ssin2x, [ = [~7w/4,7/4], H(f) = [-1/2,1/2], tzn. f~'(z) = L arcsin2z s
definiénim oborem [—1/2,1/2] a oborem hodnot I.

(b) f(z) = V2-cos(x—m/4), I = [-3m,in], H(f) = [-V2,V2], tzn. [ !(z) = —arccos(£)+ 7
s defini¢nim oborem [—\/5, \/5] a oborem hodnot I.
(¢c) f(x) = 2-sin(z +7/6), [ = [—3m,37), H(f) = [-2,2], tan. f~'(2z) = arcsin(¥) — % s

defini¢nim oborem [—2,2] a oborem hodnot I.

(d) Protoze funkce cos (a tudiz i funkce f) nabjvd v bodé 0 svého maxima, existuji dva ma-
zimdini intervaly I, a Iy obsahujici bod 0, kde je f monotonni: I, = (=5,0] a Iy = [0,5). V
obou pripadech je H(f) = (—o00,0]. Pro I, je inverzni funkce f~(x) = —arccos(10%), s de-
finiénim oborem (—o0,0] a oborem hodnot I,; Pro I je inverzni funkce f~1(x) = arccos(10%),
s defini¢nim oborem (—o0,0] a oborem hodnot I5.

(e) Definiéni obor funkce f je (=9,00) a obor hodnot je R. Funkce je na svém defini¢nim oboru
rostouct. Tedy f~Y(x) = 101" — 10 md definicni obor R a obor hodnot (-9, c0). |

12 Rovnice a nerovnice s goniometrickymi funkcemi

Cviceni konand 2. a 3. 12. 2019.

Piiklad 12.1: Urcete nejmensi periodu zadané funkce:

(a) f(x)=sinz + cosz,

[Resend: (a) 2w, (b) 2, (c) Z, (d) neni periodickd, (e) nent periodickd, (f) 2m.]



Priiklad 12.2: U dané funkce urcete, zda je suda nebo licha.

[Resent: (a) sudd, (b) lichd, (c) lichd, (d) lichd, (e) sudd, (f) sudd, (g) neni ani sudd ani lichd,
(h) sudd.]

Piiklad 12.3: Udejte priklad funkce s vhodnym definiécnim oborem, kterd ma ptredepsané
vlastnosti:

(a) perioda 37, obor hodnot [1,2],

(b) perioda 1, obor hodnot R,

(¢) perioda 2, obor hodnot [0, 1] U (2, 3), rostouci na intervalu (0, 2).

Piiklad 12.4: Udejte piiklad funkce s definicnim oborem obsahujici interval I, pro niz je
obor hodnot na intervalu I roven (0, 00), tzn. f(I) = (0, 00).

(a) I = (n,00), pro pevné zvolené n € N,

(b) I = (—o00,n), pro pevné zvolené n € N,

(¢) I =(0,n), pro pevné zvolené n € N,

(d) I = (a,b), pro pevné zvolena a,b € R splaujici a < b,



Piiklad 12.5: Udejte piiklad funkce s definicnim oborem R takové, ze pro libovolné kladné
realné ¢islo ¢ je obor hodnot na intervalu (0,¢) roven I, tzn. f(0,e) = I.

(a) I=[-1,1],
(b) I=(~1,1),
(¢) =101,
(@) I=(0,1),
(&) 1= (0,0)

Piiklad 12.6: Reste v R rovnice nejdiive graficky a poté i algebraickym vypoctem:
(a) sinx = sin 2z,
(b) sin3z + cos3x = 0,
(¢c) sin 2z = cos 3z.

[Re§em? Resenim je vidy sjednocent Urez M mnozin M. Jednotlivé mnoZiny My, jsou mnoZiny
reseni dané nerovnosti na intervalu [2k7r, (2k + 2)m], resp. [(2k — 1)m, (2k + 1)7].

(a) My = {2kn, w + 2kn, 5 + 2km, 5L + 2kn},

(b) My = {3 + 2km, IZ i3 + 2k:7r 11” + 2km, B8 + 2k, DX + 2km, B2 + 2krr},

(c) My = {3” + 2km, & + 2km, 3% + 2k7r, 0 + 2k, 1130” + 2k, 117(? + 2km}.]

Piiklad 12.7: Reste v R nésledujici rovnice. Vidy urcete pocet fedeni v intervalu [0, 27).
(a) sin2z = V2 cosz,
(b) 2sin’z + Tcosz — 5 = 0,

c) 2cosxcos2x = cosz,

)

)

()

(d) v3cosz +sinz = 2,

(e) sin3x + sinz = sin 2z,

(f) sin b5z cos 3z = sin 6z cos 2z,
)

(g) sin2x 4 cos2x = sinx + cos .



Ndpovéda: (d) Podélte 2 a pouZijte 10.2 zprava doleva. (e) Pouzijte 10.3b na levou stranu. (f)
Pouzigte 10.3b zprava doleva. (g) PouZijte 10.1f.

[Re§em? Ve vsech pripadech se Teseni periodicky opakuji podobné jako v predchozim pripadé.
Lze je tedy i podobnygm zpisobem zapsat. My zde uwvedeme pouze vycet reseni v intervalu [0, 27).

(CL) %7 %7 3%7 37”7

() 5.5,

(C) m 3r w® 5w 7w 1llx

219276766 6’
(d) 5
(6) 07 3771-7 37”7 %7 5?”7

(f)oﬂﬁ3_7r£5_7r7_7rll_ﬂ

@of ikl "

Piiklad 12.8: Reste graficky v R nésledujici nerovnice.
(a) sinz > 1,
(b) sinz < cosz,
(c) tgz < —V/3.

[Resend: Resenim je vidy sjednocent Ukez k- Jednotlivé mnoZiny Iy, jsou mnoZiny teseni dané
nerovnosti na intervalu [(2k — 1), (2k + 1)7], resp. [(k — ), (k + 3)7].

(a) I, = (% + 2km, 2% + 2kmr),

(b) I, = (=38 + 2km, T + 2km),

(c) Iy = (=5 + km, =% + km) ]

Piiklad 12.9: Reste v R nésledujici nerovnice.

(a) sin3z < sinz,

1

coszx’

)

(b) 2cos’x 4+ 5cosx+2 >0,
(c) sinz 4 cosz <

(

d

) sin2zx 4+ sinx < 0,

(e) 1 —cosz <tga —sinz,

(f) sinx + sin 2z + sin 3z < 0,
)

(g) sin3z > 4sinz cos 2x.



Ndpovéda: (a) 10.3c. (b) Substituce y = cosx a vyresit kvadratickou nerovnici. (c¢) Prondsobit
cosx a pouzit 10.1a. Ovsem pozor na znaménka pri ndsobeni a délend. (d) 10.3b. (e) Pravd
strana je soucin levé strany a tgxz. (f) Sesist dle 10.8b sinx + sin3z. (g) Vyjadrit obé strany
pomoci sinx (za pouzitim 10.2, resp. 10.3a, s prihlédnutim k 10.1a0.

[Resend: Reienim je vidy sjednocent | Jy ey I mnoZin Iy, Jednotlivé mnoZiny I, jsou mnoZiny
reseni dané nerovnosti na intervalu [2kw, (2k + 2)x|, resp. [(2k — 1), (2k + 1)7].
(a) I = (§ + 2k, 32 + 2km) U (38 + 2k, O + 2km) U (F + 2km, 27 + 2km),
(b) I, = [—5 + Qk 5 + 2k,
(c) I, = +2k7r +2k7r) (7 + 2km, 5 + 2km) U (3 + 2km, 27 + 2k),

-2
(4
(d) I, = [2” + 2k, T + 2km| U [4F + 2k, 27r + 2k,
(e) I = (§ + 2km, 5 + 2km) U (57r + 2k, 3 + 2km) U {2k7},
(f) Iy = (5 + 2km, 3 + 2km) U (7 + 2km, °F +2k‘7r)U(37r+2k:7T 27 + 2km),
(9) I = (5 + 2km, 2% +2k7T)U(7T+2k;7T,%T+2k:7T)U(H”+2k:7r 27 + 2km). |

13 Treti pisemka

Cviceni konand 9. a 10. 12. 2019.



