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9. seminaf z matematiky, jaro 2020

Ukézeme si Feden{ 8. doméci tlohy. V tloze 3 dokdzeme zékladni tvrzeni diferencidlniho
poctu jedné proménné. V tloze 4 se podivdme na charakteristiku kolmych projekei.

1. (8. DU) Necht a < b jsou dvé redlnd éisla. Uvazujme mnozinu M C [a,b] s témito
vlastnostmi:

(1) a e M.
(2) Je-li {z,}%; rostouci posloupnost prvki z M, pak z = lim,_,. z, € M.
(3) Pro kazdé y € M, pak existuje § > 0 tak, ze

(v =6,y +8)Nla,b) € M.
Dokazte, ze M = [a, b].

'Toto tvrzeni se nékdy nazyvé plizivé lemma.
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1. (8. DU) Necht a < b jsou dvé realnd ¢isla. Uvazujme mnozinu M C [a,b] s témito
vlastnostmi:

(1) ae M.

(2) Je-li {x,}22; rostouct posloupnost prvku z M, pak z = lim,,_, z, € M.

(3) Pro kazdé y € M, pak existuje § > 0 tak, ze

(y_é,y+6)ﬂ[a7b] C M.
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Dokazte, ze M = [a, b].

Toto tvrzeni se nékdy nazyva plizivé lemma.
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2. (8. DU) Necht U je vektorovy prostor nad R nebo C a ¢ : U — U je linedrn{

zobrazeni s vlastnosti ¢ o v = ¢, tj. p(p(u)) = ¢(u) pro véechny vektory u € U.
Dokazte, 7Ze pak je prostor U direktnim soucétem vlastnich podprostorii k vlastnim

¢islum 1 a 0, tj.
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U = ker(p — id) & ker(¢p).
Najdéte néjaky geometricky pfiklad takového zobrazeni v R®.

e Al b = %7y, (4)
ie G(¥) =% @ @lg)=0.
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2. (8. DU) Necht U je vektorovy prostor nad R nebo C a ¢ : U — U je linedrn{
zobrazeni s vlastnosti ¢ 0 ¢ = ¢, tj. p(¢(u)) = ©(u) pro vechny vektory u € U.
Dokazte, ze pak je prostor U direktnim souétem vlastnich podprostort k vlastnim
Eslim 1 a 0, t.
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U = ker(yp — id) @ ker(¢).

Najdéte néjaky geometricky pfiklad takového zobrazeni v R3.
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3. Dokazte nasledujici dilezitou vétu, které se ifka Rolleova: Necht a < b jsou redlna
cisla a f: [a,b] — R je spojita funkce, kterd ma derivaci ve viech bodech otevieného
intervalu (a,b) a f(a) = f(b). Pak existuje bod c € (a,b) takovy, ze f(e) =0.
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3. Dokazte nésledujici diileZitou vétu, které se fika Rolleova: Necht a < b jsou realnd
¢isla a f: [a,b] = R je spojitd funkce, kterd m4 derivaci ve vdech bodech otevieného
intervalu (a,b) a f(a) = f(b). Pak existuje bod ¢ € (a,b) takovy, ze f(c) = 0.
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4. Necht U je vektorovy prostor nad R se skaldrnim souéinem a ¢ : U — U je linedrn{
operator. Dokazte, Ze nésledujic{ dvé tvrzeni jsou ekvivalentni.

(A) Operétor ¢ je kolmé projekee na néjaky vektorovy podprostor.

(B) Operator ¢ je samoadjungovany a ¢(p(u)) = ¢(u) pro kazdé u € U.
Druhou vlastnost v tvrzeni (B) muZzeme zapsat také jako: ¢? = ¢. Druhou mocninou
se zde mini slozen{ ¢ o .
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4. Necht U je vektorovy prostor nad R se skaldrnim soudinem a ¢ : U — U je linedrn{
operator. Dokazte, ze nasledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni.

(A) Operétor ¢ je kolmé projekee na néjaky vektorovy podprostor.
(B) Operétor ¢ je samoadjungovany a (p(u)) = (u) pro kazdé u € U.

Druhou vlastnost v tvrzeni (B) mizeme zapsat také jako: ©? = . Druhou mocninou
se zde min{ slozeni ¢ o .
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