®

10. seminaf z matematiky, jaro 2020

Ukézeme si feSeni 9. doméci tlohy. V tloze 3 dokdZeme dalsf zobecnéni véty o stfedni
hodnoté a v dloze 4 se podivdme na “odmocninu” z linedrniho operétoru.

1. (9. DU) Pomoci Rolleovy véty (tiloha 3 v 9. seminéfi) dokazte Lagrangeovu vétu
o stfedn{ hodnoté. Necht a < b jsouredlnd éislaa f : [a,b] — R je spojité funkce, kters,
mé derivaci ve viech bodech otevieného intervalu (a,b). Pak existuje bod ¢ € (a,b)
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1. (9. DU) Pomoci Rolleovy véty (dloha 3 v 9. seminéfi) dokazte Lagrangeovu vétu
o stfedn{ hodnoté. Necht a < b jsou redlné ¢islaa f : [a,b] — R je spojita funkce, kterd
m4 derivaci ve viech bodech otevieného intervalu (a,b). Pak existuje bod ¢ € (a,b)
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1. (9. DU) Pomoc! Rolleovy véty (tloha 3 v 9. seminéii) dokazte Lagrangeovu vétu
o st¥ednf hodnoté. Necht a < b jsou reélnd éislaa f : [a,b] — R je spojit4 funkce, které
m4 derivaci ve vSech bodech otevfeného intervalu (a,b). Pak existuje bod ¢ € (a,b)

takovy, ze s @
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Napiste jeji geometrickou i fyzikélni interpretaci
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2. (9. DU) Pomoci véty o sttedni hodnoté dokaZte:
(1) M4-li redlnd funkce f na otevieném intervalu I ve viech bodech kladnou deri-

3

vaci, je rostouci.

(2) Mé-li redlna funkce f na otevieném intervalu I ve viech bodech nulovou deri-
vaci, je konstantni.
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2. (9. DU) Pomoci véty o stfedni hodnoté dokazte:
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(1) Mé-li redlnd funkee f na otevieném intervalu I ve vSech bodech kladnou deri-

vaci, je rostouci.

(2) Mé&-li redlnd funkce f na otevieném intervalu I ve viech bodech nulovou deri-

vaci, je konstantni.
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3. Dalsi zobecnéni Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté. Budeme definovat kfivku
v roviné, jeji derivaci a tecny vektor v bodé. Dokdzeme vétu, jejiz geometricky vyznam
Jje, ze pro dané dva rizné body kfivky existuje jiny jeji bod v némz bude tetna
rovnobézné s pI‘lIIlkOU. SpOJllJlCl dané dva body:

Necht g@z . la,b] = R? je spojitd kfivka, kterd m4 ‘derivaci ve viech
bodech intervalu (a, b) a w(a) # ¢(b). Pak existuje c € (a,b) takové, 7e

F'(e)(g(b) — g(a)) = g'(c)(£(b) — f(a).

4

Vit g0 avtasene (p o L[a6] =
Wm‘ ok pzclme {f, OQpetie gf/

]&)-(*, 2 %W%?C?Z/ ﬁ/(O Pk e
@' () = (£, ¢ fcx))
Iz meé%/éec/wy Lo Aliece P, gl



>,

4

3. Dalsi zobecnéni Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté. Budeme definovat kfivku
v roviné, jeji derivaci a te¢ny vektor v bodé. Dokazeme vétu, jejiz geometricky vyznam
je, ze pro dané dva rizné body kiivky existuje jiny jeji bod, v némz bude tecna

roviobézna s primkou spojujici dané dva body: (Menuberoe ,
Necht dé: (f(z),g9(z)) : [a,b] — R? je spojitd kiivka, kterd ma¥derivaci ve viech
bodech intervalu (a,b) a ¢(a) # ¢(b). Pak existuje ¢ € (a,b) takové, ze

f(e)(g(d) — g(a)) = ¢'(c)(f(b) — f(a)).
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4. Necht U je realny vektorovy prostor se skaldrnim souinem a ¢ : U — U je
samoadjungovany linedrni operétor s vlastnosti (¢(u), u) > 0. (Rikéme, Ze je pozitivneé
semidefinitni.) DokaZzte, Ze pak existuje linedrn{ samoadjungovany operédtor+ : U — U
takovy, Ze ¥? = o1h = .
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4. Necht U je redlny vektorovy prostor se skaldrnim soudinem a ¢ : U — U je
samoadjungovany linedrn{ operdtor s vlastnosti (p(u), u) > 0. (Rikdme, 7e je pozitivné
semidefinitni.) Dokazte, Ze pak existuje linedrni samoadjungovany operdtory : U — U
takovy, ze Y2 = oy = .
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