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11. seminaf z matematiky, jaro 2020

Ukézeme si fedeni 10. doméci tlohy. V tloze 3 si fekneme, co je Darbouxova vlastnost
redlnych funkci a ve étvrté tloze si ukdZeme, jak dosazovat symetrické matice do
redlnych funkci.

1. (10. DU) Vyuzijte vétu dokdzanou v tloze 3 v textu 10. seminéfe k tomu, ahyste
dokézali tuto verzi PHospitalova pravidla:

Necht ¢ € (a,b), nechf f,g: (a,b) — R jsou dvé spojité funkce, které maji derivaci
v intervalech (a,c) a (c,b), f(c) = g(c) = 0, ale g(z) # 0 pro z # c. Jestlize existuje

limita ,
f'(z)
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pak existuje rovnéz limita podilu obou funkef a plati
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. (10. DU) Nechf A je redlnd symetrickd matice tvaru n x n s vlastnosti z7 Az > 0
pro kazdy sloupcovy vektor z € R™. Dokazte, ze pak existuje symetrickd matice B
takovd, ze B® = A. Miize byt takovych matic vice nez dvé (B a —B)?
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2. (10. DU) Necht A je redlna symetrickd matice tvaru n x n s vlastnost{ 27 Az > 0
pro kazdy sloupcovy vektor z € R". Dokazte, Ze pak existuje symetrick4 matice B
takovd, ze B® = A. Mize byt takovych matic vice nez dvé (B a —B)?
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3. Darbouxova vlastnost derivace. Rekneme, ze redlnd funkce f definovans na
intervalu I mé Darbouxovu vlastnost, jestlize pro kazd4 t¥i ¢isla &isla a,be T ay € R
takova, ze f(a) < y < f(b), existuje ¢ € (min(a,b), max(a,b)) takové, ze f(c) = .
(Nakreslete si obrézek.) Rikédme také, ze f nabyvé viech mezihodnot.
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Jiz vime, zZe kazda spojitd funkce na intervalu mé Darbouxovu vlastnost.

Existuji diferencovatelné funkce, které nemaji spojitou derivaci — viz doméci tloha.
Nicméné kazdd redind funkce, kterd je derivaci néjaké jiné funkce na intervalu I md
Darbouzovu vlastnost. To si dokdzeme.
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3. Darbouxova vlastnost derivace. Rekneme, 7e reslnd funkce f definovand na
intervalu I mé Darbouxovu vlastnost, jestlize pro kazd4 tfi ¢isla &isla a,b € I ay € R
takova, 7e f(a) < y < f(b), existuje ¢ € (min(a,b), max(a,b)) takové, ze f(c) = y.
(Nakreslete si obrazek.) Rikdme také, ze f nabyvd viech mezihodnot.
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JiZz vime, ze kazda spojita funkce na intervalu mé Darbouxovu vlastnost.

Existuji diferencovatelné funkce, které nemaji spojitou derivaci — viz doméc{ tloha.
Nicméné kazdd redind funkce, kterd je derivaci néjoké jiné funkce na intervalu I md
Darbouzovu vlastnost. To si dokdzeme.
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4. Dosazovani symetrickych matic do redlnych funkci. Ukazeme si, Ze pro
kazdou symetrickou matici A tvaru n x n a kazdou redlnou funkci f takovou, ze v
jejim defini¢nim oboru lezi spektrum matice A, miZeme definovat symetrickou matici
f(A) tvaru n x n tak, ze plati:

(a) Je-li f =1, pak f(A) = E je jednotkovd matice.

(b) Je-li f(z) =1z, je f(A) = A.

(c) Soucet funkef se pfevddi na soucet matic: (f + ¢)(A) = f(A) + g(A).

(d) Soucin funkef se pfevadi na soucin matic: (f - g)(A) = f(A4) - g(A4).

(e) Pro sklddani funkef plati: (f o g)(A) = f(g(A)).
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4. Dosazovani symetrickych matic do redlnych funkci. UkaZeme si, Ze pro
kazdou symetrickou matici A tvaru n x n a kazdou redlnou funkci f takovou, ze v
jejim definiénim oboru lez{ spektrum matice A, muzeme definovat symetrickou matici
f(A) tvaru n x n tak, ze plati:
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(a) Je-li f =1, pak f(A) = E je jednotkové matice.

(b) Je-li f(z) =1z, je f(A) = A.

(c) Soucet funkef se prevadi na soucet matic: (f + g)(A) = f(A) + g(A).
(d) Soucin funkef se pfevad{ na soucin matic: (f - g)(A) = f(A) - g(A).
(e) Pro sklddédni funkef plati: (f o g)(A) = f(g(A)).
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