1 Rovnice ve dvou nezavisle proménnych

Jedna se o rovnice tvaru

=0, (1)

7 (z,y,u ou 8u>

"0x’ Oy
kde F je spojita funkce péti proménnych definovani na néjaké mnoziné G C R® s neprazdnym
vnititkem G°.

Klasické (silné) veseni rovnice (1) je funkce u definovand na mnoziné Q C R? takové, ze
Q) = Q°, ktera je na vnitiku mnoziny Q diferencovatelna, na uzavéru mnoziny € je spojité, a ktera
splnuje vztahy

ou(z,y) Ou(x,y) ou(z,y) Ou(x,y)
fr—
(x,y,U(fc,y% ar oy €G a F|(uxyu(ry), ar oy 0

pro vSechny body (x,y) z vnitfku mnoziny 2.

1.1 Linearni rovnice

Linearni rovnice je tvaru

a(@, y)ug + b(z, y)uy + c(z,y)u = g(z,y), (2)

kde a, b, ¢, g jsou spojité funkce dvou proménnych definované na néjaké podmnoziné prostoru R?,
ktera méa neprazdny vnittek. O funkcich a, b budeme navic predpokladat, ze jsou na vnitiku svého
defini¢niho oboru nenulové.

Kdyby totiz na néjaké oteviené podmnoziné A spoleéného defini¢niho oboru funkei a, b, ¢, g
byla naptiklad funkce a nulova, rovnice by na A nabyla tvaru

b(@, y)uy + c(z,y)u = g(x,y)

a mohli bychom ji povazovat za rovnici obycejnou — proménnou y bychom chéapali jako nezavisle
proménnou, proménnou x bychom povazovali za parametr.
Pokud je funkce g na pravé strané rovnice (2) nulové, tj. pokud rovnice je tvaru

a(z, y)uz + b(SC, y)uy + C(:L', y)u = 05 (3)

fekneme, Ze tato rovnice je homogenni. MnoZina feSeni rovnice (3) spliiuje princip superpozice:
Linedrni kombinace feSeni rovnice (3) je opét feSenim této rovnice. Podrobnéji:

e Je-li funkce u FeSenim rovnice (3) a « je libovolné realné ¢islo, pak také funkce au je FeSenim
této rovnice.

Dikaz: Ponévadz
O(au) ou O(au) ou

or  “or ° oy B a@_y7
plati
d(au)  O(au) B ou  Ou B
e +b ay + clau) = « a8x+b8y+cu =0.

O

e Jsou-li funkce wuy, us feSenim rovnice (3) se stejnym definiénim oborem, pak také funkce uq + ug
je FeSenim této rovnice.
Diikaz: Ponévadz

O tuz)  Ow | Duz - 0w fuz) 0w Dup
Ox - Or Oz Ay 9y oy’



plati

O(ug +u d(uy +u
u (1695 2)+b ( 1ay 2)+c(u1+uQ):
ou ou ou ou
:aa—;+ba—;+CU1+aa—;+ba—;+cu2:0+O:O

O

Protoze funkce u = 0 je zfejmé FeSenim rovnice (3), plyne z principu superpozice, Ze mnozina
vSech Feseni rovnice (3) definovanych na jedné mnoziné Q tvoii redlny vektorovy prostor.
Nyni se podivejme na strukturu mnoziny feseni nehomogenni rovnice (2). Pro ni plati:

e Jsou-li funkce u; a ug FeSenim nehomogenni rovnice (2), pak jejich rozdil je feSenim homogenni
rovnice (3).

Dukaz:
0 — o(ur —
a (ulax Uug) b (u1ay u) e(ur — ug) =
. ouy Oouy Oua Oua _ _
_aaz +b8y + cuy (aﬁx +b8y —l—ch) =g—g=0.

O

e Je-li funkce uy FeSenim nehomogenni rovnice (2), pak pro kazdé feSeni uy homogenni rovnice
(3) je soucet funkei un + up také FeSenim nehomogenni rovnice (2).

Dikaz:
0 0
a (uy + un) +b (uy +un) +cluny +uy) =
ox dy
GuN GuN GuH auH
aax + oy +cuN+aaz + Y +cug =g+ g

O

Mnozinu feSeni nehomogenni linedrni rovnice (2) tedy mizeme chapat jako afinni prostor. Pfes-
néji, feSeni nehomogenni rovnice (2) jsou body afinniho prostoru, jehoZ zaméfenim je vektorovy
prostor vSech feSeni linedrni homogenni rovnice (3).

1.2 Reseni rovnice a(z,y)u, + b(z,y)u, =0

Tato rovnice je specidlnim pfipadem linearni homogenni rovnice. Predstavme si, ze jeji Teseni
znédme. Necht tedy funkce u = u(z, y) je FeSenim rovnice

a(z, y)ug + b(x, y)u, = 0. (4)

Tuto funkci dvou proménnych miiZzeme znézornit pomoci vrstevnic. Necht vrstevnice funkce u maji
parametrické vyjadreni tvaru

x=ux(s),

y=y(s),
kde parametr s probiha néjaky realny interval I. Ponévadz funkce u je diferencovatelna, jsou jeji
vrstevnice hladké kiivky, tj. funkce z = x(s), y = y(s) jsou diferencovatelné. (Poznamenejme,
ze pokud mé funkce u ostré lokalni extrémy, pak v bodech téchto extrému vrstevnice degeneruje
v jediny bod; tato skutecnost vSak dalsi tvahy neovliviiuje.) Na vrstevnicich plati

()

u(xz(s),y(s)) = const



(pro libovolnou hodnotu parametru s € T). Derivovanim této rovnosti podle parametru dostaneme

rovnost
d - ou(z(s),y(s)) du(s)  Ou(z(s),y(s)) dy(s) .
0= Eu(w(s),y(s)) B Ox ds * dy ds ’

pouzili jsme Fetézové pravidlo pro derivovéani sloZzené funkce. Porovnanim s rovnici (4) vidime, ze
posledni rovnost bude splnéna, pokud

~dx(s)

#(5) = S = a(a(s) (), () = B = b(a(s), y(s)).

Toto pozorovani vede k rozhodnuti, Ze k parcialni diferencidlni rovnici (4) pfifadime dvourozmeérny
autonomni systém obycejnych diferencialnich rovnic

z' =a(z,y),
y' =b(z,y). ©)

Tento systém se nazyva charakteristicky systém prislusny k rovnici (4), jeho trajektorie se nazyvaji
charakteristiky rovnice (4). Charakteristiky jsou vrstevnicemi feSeni u rovnice (4).

Délenim rovnic charakteristického systému (6) dostaneme charakteristickou rovnici prislusnou
k rovnici (4); charakteristickd rovnice méa tvar

dy _ b(z,y)
dz  a(z,y)

(7)

a je to obycejnda diferencidlni rovnice prvniho fddu. Budeme predpokladat, ze tato rovnice ma
feSeni. Ponévadz se jedna o rovnici prvniho fadu, zavisi jeji obecné feSeni na jedné konstanté.
Tuto konstantu osamostatnime na pravé strané rovnosti vyjadiujici feSeni charakteristické rovnice
(7) a dostaneme

v(x,y) = const; (8)

pritom v je diferencovatelna funkce definovana na mnoziné 2. Tuto skuteénost muzeme vyjadrit
také jinak: charakteristickou rovnici (7) pfepiSeme ve tvaru

b(l‘, y)dl‘ - a(xa y)dy =0; (9)

funkce v je tedy kmenovou funkci diferencialu na levé strané. Funkce v se nazyva pruni integrdl
rovnice (4).

Prvni integral rovnice (4) lze také najit eliminaci parametru s v feSeni charakteristického
systému (6), jinak feCeno pfevedenim parametrické rovnice k¥ivky na rovnici obecnou. Vrstevnice
feSeni u parcidlni diferencialni rovnice (4) maji tedy implicitni vyjadfeni (8), konstanta na pravé
strané pfedstavuje hodnotu funkce u na pfislusné vrstevnici. Ozna¢me tuto hodnotu symbolem
®(v(z,y)).

Provedenymi tvahami jsme vlastné nasli algoritmus hledani feSeni parcidlni diferencialni
rovnice (4): K rovnici pfifadime charakteristicky systém (6) nebo charakteristickou rovnici (7),
ktery (nebo kterou) vyfe$ime a najdeme prvni integral rovnice (4) ve tvaru (7). Pak vezmeme
libovolnou diferencovatelnou funkci ¢ jedné proménné a polozime

u(z,y) = @(v(z,y)). (10)

Jesté je potreba udélat zkousku, ze takto nalezena funkce u je skute¢né fesenim parcidlni rovnice
(4). Jinak Feceno, dokdzat nasledujici:

Tvrzeni 1. Necht v : @ — R je diferencovatelnd funkce takovd, ze rovnost (8) je implicitnim
zapisem trajektorii charakteristického systému (6) (nebo ekvivalentné: implicitnim zépisem Feseni
charakteristické rovnice (7)). Je-li ® libovolna diferencovatelnd funkce jedné proménné takova, ze
jeji defini¢éni obor obsahuje obor hodnot funkce v, pak funkce u definovana vztahem (10) je FeSenim
rovnice (4).



Diikaz: Pro feSeni x = x(s), y = y(s) charakteristického systému plati

v(2(s),y(s)) = const.

Derivovanim této rovnosti podle parametru s dostaneme

d ov(z(s),y(s)) da(s)  Ov(x(s),y(s)) dy(s)
0= So(a(s)uls) = I ) VD) D)

= PN 15,y + 2T, )y,

stru¢né
a(@,y)ve (2, y) + bz, y)vy(z, y) = 0.
Déle
u\xr 0P (v x, ’ u(x, ,
. éx’y) - (I)(a(x y)) = (v(x,y))vz(z,y), ’ (5y ) =0 (v(z,y))vy(x7y),
takze
o) 22 (0, ) D (ai, s ,9) + b 0)oy ) (012 9) = 0

O

Dostali jsme mnozinu feSeni rovnice (4) ve tvaru (10). Prvky této mnoziny zavisi na diferen-
covatelnych funkcich, nikoliv na konstantach, jak tomu je v pripadé obycejnych diferencidlnich
rovnic. Odtud plyne, Ze (vektorovy) prostor feseni linedrni homogenni parcidlni diferencilni rov-
nice nemiize mit kone¢nou dimensi. Navic zatim nevime, zda rovnice (4) nem4 néjaké dalsi feseni,
které neni uvedeného tvaru.

1.2.1 Priklad.

Uy — 6$2uy =0.
Charakteristicka rovnice je % = —622 a jeji FeSeni je bezprostiedné dano integraci pravé strany,
y = —22°% + const. Prvni integrél dané rovnice tedy mutizeme zapsat ve tvaru

223 4+ y = const

a jeji reseni je dano rovnosti
u(z,y) = 8(22° +y),

kde @ je libovolna diferencovatelna funkce.

Zkouska:
Jdu(z,y) 0 3 1763 2 Ju(z,y) 0 3 P
I 2 (2 = ®'(2 . — 7 = _—P(2 =d'(2
5z 2 (22 + y) (22 +y) - 627, oy 99 (22° +y) (2z° + y)
takze

uz,y) . ,0u(z,y)
Ox 6z dy

= 622®'(22° + 5) — 62°®' (2% +3) = 0.



1.3 Kanonicky tvar a feSeni rovnice a(z,y)u, + b(x, y)u, = f(z,y,u)

Uvazujme parcialni diferencialni rovnici prvniho fadu ve tvaru

a(z, y)ug + b(x, y)uy = f(z,y,u). (11)

Budeme hledat néjakou transformaci nezavisle proménnych, kterd tuto rovnici néjak zjednodusi.
Soucasné budeme chtit, aby tato transformace nebyla prili§ komplikovana. Ponechdme tedy prvni
soufadnici (nezdvisle proménnou z) beze zmény a transformujeme pouze souradnici druhou (ne-
zévisle proménnou y). Jinymi slovy, pivodni soufadnice z,y transformujeme na nové souradnice
&, n tak, ze

E=xz, n=0p(y), (12)
Pritom ¢ je diferencovatelnd funkce dvou proménnych. Aby se jednalo skutecné o transformaci
prostoru R? do R?, musi byt zobrazeni ¢ : R? — R?, definované vztahem

e = (3) = (o)

reguldrni (invertovatelné). Existuje tedy inversni zobrazeni ¢! : R? = R2; jeho druhou slozku
oznacime X, je to diferencovatelna funkce dvou proménnych. Pritom funkce ¢ a y spliiuji rovnosti

x(&,m) =y, ¢(x,y) = n, podrobnéji
X(@e@y) =y, e(&x(&n) =n (13)

Poznamenejme, Ze k tomu, aby zobrazeni ¢ bylo regularni, staci, aby funkce ¢ méla nenulovou
parcialni derivaci podle druhé proménné, tj. ¢, # 0.

Nyni budeme rovnici (11) transformovat do novych nezévisle proménnych pomoci transfor-
mace (12). Parcidlni derivace hledané funkce u podle ptivodnich proménnych vyjadiime v novych
proménnych pomoci ,fetézového pravidla“ pro derivovani slozenych funkci:

_Oudf Oudn_ . y - Quog  Oudny
T 9cor  opoxr e UPm W Geay Tanay T 1Y

Uy

Po dosazeni do levé strany feSené rovnice (11) tedy dostaneme

aug + buy, = aue + (apz + by )uy.
Pokud funkce ¢ bude takova, ze vyraz v zavorce vymizi, dana rovnice se transformuje na rovnici,
v niz vystupuje pouze jedna parcidlni derivace. Pozadujeme tedy ay, + by, = 0, tj.

b_ _¢=

a Oy

Vyraz ~ %2 vSem vyjadiuje obycejnou derivaci funkce y = y(x) zadané implicitné rovnici
Py

o(x,y) = const.
Funkce y = y(z) zadand touto rovnici tedy mé derivaci tvaru

dy _ b(z,y)
dz  a(z,y)

Porovnanim s (7) vidime, Ze transformacni funkce ¢ souc¢asné implicitné vyjadiuje charakteristiky
rovnice (4).
Transformovand rovnice mé tvar aue = f. Funkce a je podle pifedpokladu nenulové, proto
mizeme rovnici dale upravit, vyjadrit parcidlni derivaci we:
f

U = —U.
¢ a



Dostévéame tak prvni zavér: Transformace nezdvisle proménnych (12), kde funkce ¢ predstavuje
implicitni zépis (8) charakteristik rovnice (4), pfevadi rovnici (11) na rovnici

ug = F(&,7m,u); (14)
pritom
F(& x (&), u)
a(é x(&mn)

kde funkce x je definovana rovnostmi (13). Rovnice (14) se nazyva kanonicky tvar rovnice (11).

V rovnici (14) neni derivace hledané funkce v podle proménné 7. Hledanou funkci tedy miizeme
chapat jako funkci jedné nezavisle proménné ¢ a jeji parcidlni derivaci u¢ chapat jako derivaci
obycejnou. V tomto pojeti bude nezavisle proménna 7 mit roli parametru. Hledame tedy feseni
obycejné diferencialni rovnice prvniho fadu s parametrem 7

F(&n,u) =

du

d_§ = F(&a m, u)
Pokud se ndm podafi tuto rovnici vyfesit, tj. najit funkci u = u(&, n), ktera ji splituje, dostaneme
zpétnou substituci nezavisle proménnych feseni piivodni rovnice (11). P¥itom je potieba mit na
paméti, Ze integracni konstanta objevujici se pfi feseni obycejné rovnice, bude zaviset na parametru
7. Ve vyjadieni FeSeni rovnice (11) se tedy bude vyskytovat néjaka neurcena funkce proménné 7,
tj. v ptivodnich nezdvisle proménnych néjaka funkce argumentu ¢(z, y). To je v souladu s vysledky
uvedenymi v 1.2.

1.3.1 Priklad

Hledejme Feseni rovnice yu, + zu, = u? + 1 v kladném kvadrantu.
Prislusna charakteristicka rovnice je
dy =

de vy
D P S el % 1z ;92 2
a jeji reseni je implicitné dano rovnosti 2 — y° = const. Transformace
_ _ 2 2
§=uz, n=az"—y

prevede danou rovnici na kanonicky tvar

VE —nug =u® + 1.

Tuto rovnici budeme povazovat za obycejnou. Upravime ji na tvar explicitni obycejné diferencialni
rovnice s parametrem 7
du u? 41

N
a vidime, ze se jedné o rovnici se separovanymi proménnymi. Jeji feseni je implicitné dano rovnosti
/ du d¢
u?+1 Ve —n
Integraci dostaneme implicitni tvar feseni rovnice

arctgu = In ‘f +/&2 — 77‘ + C(n),

kde C' je integracni konstanta, ktera zavisi na parametru 7. V tomto pripadé muzeme funkci u

vyjadrit explicitné,
u(gn) = tg (Co) +In ¢+ V& —7]).



Navratem k pivodnim proménnym x,y dostaneme feSeni dané rovnice ve tvaru

u(z,y) = tg (C(ac2 —y?) +1In(z + y)) ,

kde C' je libovolna diferencovatelna funkce jedné proménné.

Zkouskou se mizeme presvédcit, ze se skutecné jedna o feseni dané rovnice. Parcidlni derivace
nalezené funkce v jsou'

1 1
- — 2 ! 2 _ -
va(:9) cos? (C(z? — y?) + In(z +y)) <zc%z v+ +y)
uy(z,y) = ! —2yC'(z* — y*) + :
e cos? (C(z? —y?) +In(z + y)) r+y)’
takze plati
1

yua(7,y) + 2y (@,y) = cos? (C(a2 — %) + In(z +y))

sin® (C(2% — y?) +In(z + y)) + cos? (C(z2 — y?) + In(z + y)) _
cos? (C(x? —y?) +In(z +y))
=tg” (C(z® —y*) +In(z +y)) + 1 =u* +1

a rovnice je splnéna. |

Reseni u = u(£,7n) rovnice (14) v kanonickém tvaru obecné nelze explicitné vyjadfit. V nékte-
rych pripadech, napf. jedné-li se o rovnici se separovatelnymi proménnymi nebo o rovnici exaktni,
mizeme jeji TeSeni vyjadiit alespon implicitné. Takové feSeni zavisi na integracni konstanté &,
kterd ovSem sama zavisi na parametru 7. Reseni rovnice (14) tak zapiSeme ve tvaru

Y€ m,u) = @(n);

pritom ) je diferencovatelna funkce tii proménnych, @ je diferencovatelna funkce jedné proménné.
Névratem k puvodnim nezdvisle proménnym z,y dostaneme implicitni tvar feSeni rovnice (11)

U(x, (. y),u) = (p(x,y)).

Nejjednodussi je situace v piipadé linedrni rovnice. Kanonicky tvar rovnice (2) je

= P(&nu+ Q& n); (15)
pritom
_el&xEm) 9(& x(&m)
PEm==Cexen)y “O" = aexen)

kde funkce x je definovana rovnostmi (13). Hleddme tedy FeSeni obycejné linedrni diferencialni
rovnice prvniho radu

du
3¢ = P&mu+QEn).
Jeji feseni je tvaru
1 1 1
u(€,n) = const - exp /P(s,n)ds +/Q(s,77) exp /P(U,n)do ds.
o o s

Poznamenejme, 7e zapis sin? a oznatuje druhou mocninu funkéni hodnoty goniometrické funkce sinus v bodé

«, nikoliv dvakrat iterovanou funkci sinus; podobné pro funkce cosinus a tangens.



Integracni konstanta samoziejmé muze zaviset na parametru 7, proto ji zapiSeme jako ®(n). Reseni
linedrni parcialni diferencialni rovnice v kanonickém tvaru (15) je tedy déno formuli

¢ ¢ ¢
u(§,n) = @(n) exp /P(s,n)ds +/Q(S,n) exp /P(U,n)do ds, (16)
&o &o s

kde ® je libovolna diferencovatelnd funkce jedné proménné, &, je néjaké realné cislo; ve vétsiné
pripadi 1ze polozit £, = 0.

Resen{ linearni rovnice (2) dostaneme z formule (16) navratem k ptivodnim nezéavisle promén-
nym x,y. Pro funkci P najdeme s vyuzitim druhé rovnosti (12) vyjadieni

o Clex(sm) - e(sx(s ey))
Pl = a(s, x(s,m)  a(s x(s,9(z,9)))

analogicky vyjadiime funkci Q. Vysledek nyni mtzeme zformulovat ve tvaru véty:

Véta 1. Necht ¢ : Q@ — R je diferencovatelnd funkce takovd, Ze rovnost (8) je implicitnim zd-
pisem trajektorit charakteristického systému (6) (nebo ekvivalentné: implicitnim zdpisem fesent
charakteristické rovnice (7)) a x : @ — R je funkce takovd, Ze jsou splnény podminky (13)2.
Oznacme
(s, x(s,9(2,9))) 9(s, x(s, o2, y)))

a(s, x(s, ¢z, y)))’ a(s, x(s, ¢(z,y)))’

Je-li ® diferencovatelnd funkce jedné promenné, jejiz definicni obor obsahuje obor hodnot funkce
p, pak funkce u definovand rovnosti

p(z,y,s) = q(z,y,s) =

u(z,y) = ®(p(x,y)) exp /p(w,y,S)dS +/q($,y,8)eXp /p(w,y,o)da ds
0 o S

je teSenim rovnice (2); ¢islo xq je libovolné takové, Ze integrdaly na pravé strané jsou koneéné pro
vsechny dvojice (z,y) € Q.
Diikaz provedeme primym vypoctem. Je to pékné cviceni na derivovani vicenasobné slozenych
funkei vice proménnych. O
Vypocéty provedené pied Vétou 1 ukazuji, ¢e pokud m4 charakteristickd rovnice (7) FeSeni, pak
m4 FeSeni i linedrni parcidlni rovnice (2) a toto FeSeni méa tvar uvedeny ve Vété 1. Existence FeSeni

linearni parcialni rovnice v tomto tvaru je tedy diisledkem existence feseni prislusné charakteris-
tické rovnice, tj. obycejné diferencialni rovnice.

P1i resSeni konkrétni linedrni homogenni parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu ve dvou
nezévisle proménnych byva prehlednéjsi rovnici transformovat na kanonicky tvar, rovnici v kano-
nickém tvaru vyfresit a zpétné transformovat nezavisle proménné, nez pouzivat vzorec z Véty 1.
1.3.2 Priklad.

2 2
YUy — TUy = X7 Yy

Rovnici budeme uvazovat na mnoziné G = {(m,y) ER?: >0,y > 0}, na jejimz vnittku jsou

oba koeficienty a(z,y) =y, b(z,y) = —z nenulové. Pfislusna charakteristickd rovnice je
dy @
de gy’

2Vsimnéte si, ze na levych stranach rovnosti (13) nejsou funkce dvou proménnych, ale funkce tii proménnych,
pricemz hodnoty prvni a druhé proménné jsou shodné.



Je to obycejné diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi a jeji feseni je implicitné dano
rovnosti 2 + y? = const. Zavedeme tedy transformaci

=z, np=a>+y>
Pak na mnoziné G je

y=Vn—~&, e=1, & =0, n,=20=2§ mn,=2y=2n—-E&,

takze
Up = Uy + UnTle = Ug + 28Uy, Uy = ugby + uply = 2y/1 — §% uy.

Po dosazeni do Fesené rovnice dostaneme

Vi — €2 (ug + 26uy) — 267/ — Euy =+ €
a odtud snadnou tupravou ziskame kanonicky tvar
n
Vn—¢

Tuto jednoduchou obycejnou rovnici fesime integraci podle proménné &,

Ug =

u = / Ld{ = narcsini + const.
V=& Vi
Integracni konstanta z&visi na parametru 7, feSeni rovnice v kanonickém tvaru je

mamnmmm§%+wm,

kde 7 je libovolna diferencovatelna funkce jedné proménné. Navratem k pivodnim proménnym
dostaneme Teseni dané rovnice ve tvaru

2 2 . r 2 2
u(x,y) = (z° + y°) arcsin ——— + ®(z* + y°).
(2.9) = (& +3?) )
Jesté muzeme vyuzit skutecnosti, ze pro x > 0, y > 0 je
. X x
arcsin ———— = arctg —,

VErE Uy
a vysledek zapsat v trochu kratsim tvaru
u(z,y) = (2% + %) arctgg + & (2? 4+ y?).

a(z,y) =y, blz,y)=—z, clr,y) =0, glz,y)=2+y>

Implicitni zapis feSeni charakteristické rovnice je 22 + y? = const a tedy
p(z,y) =2 + 4.
Tvar funkce x dostaneme ze druhé rovnosti (13). Ma platit
=& x(&n) =& +x(&n)?,

takze x(&, ) = /n — €2. Déle p(x,y,s) =0 a

g(s, X (s, p(z, y))) B 52 4 x(s, o(z, y))2 B 52 4 (ga(z, y) — 52) 22 + 92

) o ew ) | Xeen) | Ve VTR




Zvolime xy = 0 a feSeni dané rovnice rovnice dostaneme podle Véty 1 ve tvaru
x

w(z,y) = (22 + 4 a® +y° ds = ®(22 + 12 2., .2 -
) =Dz +y%) + s =®(z* 4+ y°) + (z° 4+ y°) arcsin
0

T

A ———
/1'2+y2752 :C2+y2

tedy az na potadi sc¢itanct ve stejném, jako pfi predchozim zptisobu feseni rovnice. |

Rovnici (11) jsme transformovali do novych nezéavisle proménnych tak, Ze jsme ponechali prvni
soutfadnici nezménénu a za druhou jsme vzali funkci vyjadiujici charakteristiku rovnice. To neni
jedind moznost, jak parcidlni rovnici (11) transformovat na kanonicky tvar, tj. na oby¢ejnou rovnici
s parametrem. Stejné dobie miZzeme ponechat druhou soufadnici a prvni nahradit charakteristikou.

1.3.3 Priklad.
2uy + 3uy —xu =0

Charakteristicka rovnice je
dy
dr
jeji feseni y = %x + const mizeme prepsat ve tvaru

[l

)

3x — 2y = const;
to je zapis charakteristiky. Zavedeme transformaci

§=3z—-2y, n=y.
Pak u, = 3ug, uy = —2ug + uy, = %(5 + 2n). Leva strana dané rovnice se tedy transformuje na
tvar
2, + 3uy — zu = 6ue — 6ug + 3uy — 5(§ 4 2n)u = 3 (uy — 5(§ + 2n)u) .
Kanonicky tvar dané rovnice je
— = (& +2n)u.
n 9

Tato rovnice mé feseni

d 1 2
/ S é /(§ + 2n)dn, tj. Inu = %(577 +n?) + const, neboli u = const - e3 &)
u

5o . S . 1 [ o . .
Reseni rovnice v kanonickém tvaru je tedy u = ®(¢ )69’7(5+’7) a navratem k puvodnim proménnym
dostaneme feseni dané rovnice

u(z,y) = @3z — 2y)eéy(31_2y+y) = &(3z — 2y) VeyBr—y),

1.4 Okrajova tloha pro rovnici a(z,y)u, + b(z,y)u, = f(x,y,u)

Uvazujme parcidlni diferencialni rovnici (11) linedrni v prvnich derivacich a jednu konkrétni cha-
rakteristiku rovnice (4) s nulovou pravou stranou; tato charakteristika ma parametrické vyjadieni
(5) a je FeSenim autonomniho systému obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic (6) s poc¢éteénimi pod-
minkami

z(0) =z0,  9(0) =wo.

Necht funkce u je Fesenim rovnice (11). Pak na uvazované charakteristice plati

)
Lo a().0(5)) = s (2(5).09) 22 4 (a(5) ) 242

= a((s), y(s))ua (2(s), y(5)) +b(x(5), 5 () uy (2(5), y(5)) = [ (2(s), y(s), u(a(s),y(5)))-
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Odtud vidime, Ze prostorovéa kiivka, jejiz parametrické vyjadreni je feSenim autonomniho systému

j—j =a(z,y),
Y by, a7)
oo
s pocatecnimi podminkami
z(0) =zo,  y(0)=yo,  u(0)=uo="u(zo,Y0), (18)

je incidentni s grafem FeSeni rovnice (11), tj. lezi na grafu funkce w.

Zadame-li tedy hodnotu ug feSeni u rovnice (11) v né&jakém bodé (zo,yo) charakteristiky,
méme hodnoty feSeni u rovnice (11) ve vSech bodech této charakteristiky jako FeSeni autonomniho
systému obycejnych diferencidlnich rovnic (17) s po¢ateénimi podminkami (18). Systém (17) cha-
rakterizuje feseni rovnice (2), proto se nazyva charakteristicky systém prislusny k rovnici (2), jeho
trajektorie miizeme nazvat charakteristické kiivky rovnice (11).

Jedno konkrétni feSeni (partikuldrni feSeni) rovnice (11) ziskdme tak, ze na kazdé charakteris-
tice zadame pravé jednu funkéni hodnotu. Jinak feceno, zaddme hodnoty feSeni na néjaké rovinné
kiivce, kterd protina kazdou charakteristiku pravé jednou. Takové kiivce fikdme okraj pro rovnici
(11).

Okraj muze byt zadan parametricky rovnicemi
r=X(o),
y=Y (o),

kde parametr o probiha néjaky interval J. Pro kazdou hodnotu parametru o € J zaddme hodnotu
feSeni u = g(o). Rovnosti

z=X(o), y=Y(o), u=g(o), ocelJ (19)

lze interpretovat jako parametrické vyjadreni prostorové kiivky, kterd ma lezet na grafu feseni u
rovnice (11). Tyto rovnosti nazyvame okrajovd podminka pro rovnici (11).

Okrajovd tloha pro rovnici (11) je tloha najit FeSeni v = u(x,y) rovnice (11), které spliiuje
okrajovou podminku (19), tj. FeSeni, pro které plati

u(X(0),Y(0)) = g(o)

pro kazdou hodnotu parametru o € J.

Okrajovou tulohu muzeme fteSit tak, ze metodami popsanymi v 1.3 najdeme FeSeni rovnice
zavisejici na obecné funkci ® a dosadime do ného okrajovou podminku. Dostaneme tak funkcionalni
rovnici pro neznamou funkci ®; tuto funkci lze v nékterych pripadech z ptislusné rovnice uhodnout.

1.4.1 Priklad

Hledejme feseni rovnice
2ug + 3uy = zU,
které splnuje podminku
u(z,0) = 2
pro kazdé x € R. Zadavame tedy hodnoty feseni na ose x. Okrajovou podminku muizeme parame-
tricky zapsat jako
, y=0, u=o°, o e€R.

11



Regeni dané rovnice jsme nasli v p¥ikladu na str. 10 ve tvaru
u(z,y) = ®(3x — 2y) Vedry—v>,
Aby toto FeSeni splnilo okrajovou podminku, musi platit
2% = u(z,0) = ®(3z) Vel = &(3z).

Funkce ® je tedy fesenim jednoduché funkcionalni rovnice ®(3z) = 22 a snadno uhodneme, Ze

funkci ® mtzeme zadat predpisem ®(§) = (15)2. Pro teseni dané okrajové tilohy tak dostavame

3
formulku

u(z,y) = (x — 3y)* Vedu—v’,

3
|

Reseni funkcionalni rovnice véak obecné neni snadné tiloha. Proto mtize byt vyhodné pii feseni
okrajové tlohy (11), (19) postupovat jinak.

Najdeme konkrétni charakteristiku, kterad protina okraj v bodé daném konkrétni hodnotou
parametru o. To znamend, ze rovnosti v (19) chidpeme jako pocéateéni podminky pro autonomni
systém obycejnych diferencidlnich rovnic (17), tj. najdeme FeSeni systému rovnic

d d d
d_z :a(x7y), —y :b(z,y), d_Z :f(l',y,u)

s pocatecnimi podminkami
2(0) = X(0), y(0)=Y(0), u(0)=g(o)

Takové feseni pocatec¢ni tlohy pro autonomni systém obycejnych diferencialnich rovnic tedy zévisi
na nezavisle proménné s a na parametru o, je obecné tvaru

x=ux(s,0), y=y(s,0), u=u(s o).

Pro feseni okrajové tlohy predstavuje parametr o i nezavisle proménna s pouze pomocné para-
metry, které je potifeba eliminovat. Proto budeme prvni dvé rovnosti chapat jako dvé rovnice pro
dvé neznamé s a o; tyto nezndmé vyjadiime pomoci proménnych z,y, tj. najdeme s = s(x,y),
o =o(x,y), a dosadime je do tieti rovnosti. Dostaneme tak feseni okrajové tilohy ve tvaru

u(z,y) = u(s(z,y), o(x,y)).

1.4.2 Priklad

Hledejme feseni rovnice
2 2
YUy — TUy = T~ + Y~

(coz je linedrni rovnice fesend v piikladu na str. 8) s okrajovou podminkou
u(z,0) = 22, x> 0.

Zadavéame tedy hodnoty feseni na kladné poloose x. VSechny funkce, které se objevuji v dané

rovnici, jsou definovany na celém prostoru R2. Budeme hledat feseni, které je definované na co

nejvétsi podmnoziné R2, nikoliv pouze v prvnim kvadrantu jako v zminéném piikladu.
Parametrické vyjadieni okrajové podminky je

12



Resime charakteristicky systém
dr
-
dy
i
du

SU 242
ds 4

Y,

s pocatecnimi podminkami

z(0) =0, y(0)=0, u(0)=0c>

Prvni dvé rovnice predstavuji linearni systém obycejnych diferencialnich rovnic pro neznymé funkce
z a y. Tento systém vyresime a Teseni dosadime do tfeti rovnice, kterou pak vyfesime prostou
integraci. Dostaneme tak feSeni charakteristického systému ve tvaru

x:osin(s+g), y:ocos(s+g), u=(s+1)0> (20)

Prvni dvé rovnosti nejprve umocnime na druhou a se¢teme, dostaneme

2 2 2
o=z 4y,

poté je vydélime a dostaneme

E_sin(s—i—g)_t ( +E)
y_cos(er%)_g s 2/

Tato jednoduchd goniometrickd rovnice pro neznamou s + 7 m4 feSeni

s+g:arctgf+kw, kde k € Z,
y

tedy s = arctg % + (2k — 1)%. Dosazenim do pravé strany tfeti rovnosti v (20) dostaneme

(2® +y?) (1 + (2k — l)g + arctg E) .
Y

V tomto vyjadreni vSak ziustava neurceny parametr k a navic tato formule je pro y = 0 nedefino-
vana, dokonce ani nemé limitu pro y — 0. Pro x > 0 totiz plati

. X m . x
lim arctg— =— a lim arctg— = ——.
y—0+ y 2 y—0— Y 2

Aby byla splnéna okrajova podminka, mélo by pro x > 0 platit

z? = yl_i)rg_‘_ (z® +¢°) (1 + (2k — l)g + arctg%) = z? (1 + (2k — 1)% + g) = 2%(1 + k),

tedy k = 0, a soucasné

2 = lim (2% +¢°) (1 + (2k — 1)% + arctgz) =2*(1+ (k— 1)),
Y

y—0—

tedy k = 1. Jinak feceno, na mnoziné {(z,y) € R?: x>0,y > 0} je feSeni dané okrajové tilohy
tvaru

u(z,y) = (z° +y°) (1 - g + arctg E)
y

13



Obrézek 1: Reseni rovnice yu, — zu, = 2% +y? s okrajovou podminkou u(z,0) = 22, z > 0. Resenf

je déno parametricky rovnostmi (20), hodnoty parametri na obrazku jsou s € [—6,6], o € [0, 3].

a na mnoziné {(x,y) ER?: >0,y < 0} tvaru

u(z,y) = (acz + y2) (1 + g + arctg£> .
Y
Tato vyjadieni lze jednotné zapsat formuli

u(z,y) = (2* + yz) (1 + arctg T gsgny> .
Y

Takto definovand funkce je feSenim dané okrajové tilohy na mnoziné R? . {(x,0) : = < 0}.

Podivejme se jesté jednou na parametrické vyjadieni feSeni dané dlohy. Rovnosti (20) jsou
parametrickym vyjadfenim plochy v prostoru, kterd mtze pfipominat sroubovou plochu s osou
groubovani u (pii fixované hodnoté o se jedné o Sroubovici, tj. prostorovou kfivku, kterd ,,obih4*
osu u, celou ji obéhne pfi nardstu parametru s o hodnotu 27 a po jedné ,otocce” vystoupa
o0 hodnotu ¢2). Plocha je znazornéna na Obréazku 1

Reseni charakteristického systému s po¢ateénimi podminkami tedy vyjadiuje diferencovatelnou
varietu, ktera je lokalné grafem fesSeni rovnice, k¥ivka vyjadiujici okrajovou podminku pfitom na
této varieté lezi. |

1.5 Okrajova uloha pro obecnou rovnici

Budeme hledat feSeni rovnice (1) s okrajovou podminkou (19). Abychom zjednodusili zépis, zave-
deme oznaceni

ou Ju
= et} = - 21
p=5 =3, (21)
a rovnici zapiSeme jako
F(z,y,u,p,q) = 0. (22)

Pro feSeni rovnic linedrnich v prvnich derivacich se ukézal jako uzitecny pojem charakteristiky.
Je to rovinna krivka s parametrickym vyjadienim

x=ux(s), y=uy(s), sel,

ktera je feSenim charakteristického systému, tj. autonomniho systému obycejnych diferencialnich

rovnic
dz dy

d_S = G(I, y)a E = b(I, y)
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V ptipadé rovnice (4) je na charakteristice feSeni konstantni. V p¥ipadé rovnice (11) s nenulovou
pravou stranou jsme zavedli charakteristickou kfivku v prostoru. Je to kiivka, kterd lezi na grafu
feSeni rovnice (11) a jeji pramét do roviny soufadnic z, y je charakteristikou. Jinak Fec¢eno, charak-
teristicka kiivka uréuje v kazdém bodé (z(s),y(s)) charakteristiky funkéni hodnotu u(z(s), y(s))
feSeni rovnice (11). Charakteristickd kfivka je trajektorii autonomniho systému

dx dy du

EZG(xvy)a Ezb(xvy% dS 7f(1' Y, u )

Rovnici (11) linedrni v derivacich pfepiSeme s pouzitim oznaceni (21) ve tvaru

a(w,y)p + b(w,y)q - f(x,y,u) = 0.

V ptipadé této rovnice je tedy F(z,y,u,p,q) = a(x,y)p + b(z,y)q — f(z,y,u) a plati

oF oF
a(x,y) = a—p(x,y,u,p,q), b(x,y) = a—q(x,y,u,p,q),

z ¢ehoz déle plyne
OF oF
f(ZC,y,U) = pa_p(xayauap7 (Z) + qa_q(wayauaIL q)a

nebot je splnéna rovnice (11). Charakteristicky systém p¥islusny k rovnici (11) tedy miizeme
strucné zapsat

dx dy du
— =F — =F — =pF, F,. 23
ds P ds q» ds p ;D+q q ( )

Tyto vysledky zobecnime pro rovnici (1).

Reseni obecné rovnice vyjadiime tak, ze kazdému bodu charakteristiky p¥ifadime hodnotu fe-
Seni v a hodnoty obou parcidlnich derivaci p a q. Dostaneme tak kiivku v pétirozmérném prostoru,
ktera ma parametrické vyjadreni

SC:SC(S), y:y(S), U:U(S), p:p(s)v q:(I(S)v sel; (24)
nazyvame ji charakteristicky pruh rovnice (1). Ten samoziejmé spliiuje rovnici (22), tj
F(x(s),y(s), u(s), p(s), a(s)) =0, (25)

a budeme pozadovat, aby funkce x = z(s), y = y(s), u = u(s) také splitovaly systém obycejnych
diferencidlnich rovnic (23). Derivovanim rovnosti (25) podle parametru s dostaneme

d dz dy du dp dgq
dS (z(s),y(s),u(s),p(s),q(s)) dS + yds + d + d qu
dp d
:Fer+Fqu+Fu(pr+qF)+de qu_g:
dp dq
= | F, F,+— | F F, F,+— | F,.
( +p +ds) p+(y+q +ds) q
Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, kdyz
dp _ dg
—(F, F, — = —(F, F.). 26

Provedené uvahy naznacuji, ze za charakteristicky systém prislusng k rovnici (22) miiZzeme pova-
Zovat systém obycejnych diferencidlnich rovnic (23), (26).

Jesté urcime pocatecni podminky tak, aby feseni charakteristického systému vyjadiovalo feSeni
pocateéni tlohy (1), (19). Stejné, jako v pFipadé rovnice linearni v derivacich polozime

2(0) =20 = X(0), y(0) =yo=Y(0), u(0)=uo=g(0)
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Poc¢ateéni hodnota charakteristického pruhu musi spliiovat rovnici (22), tj.

F(z0,Y0,u0, po, q0) = 0. (27)

Dale pro pocatecni hodnoty soutadnic p a ¢ charakteristického pruhu plati
Po = Um(.’I](), y()) = Uy (X(U)a Y(U))a qo = Uy(.’L'(), y()) = Uy (X(U)a Y(U)) .

Nyni pfepiSeme tieti rovnost z okrajové podminky (19) ve tvaru g(o) = u(X(0),Y (0)) a zderi-
vujeme podle parametru . Dostaneme

g'(0) = poX'(0) + qY'(0). (28)

Dosazené vysledky mtizeme shrnout jako algoritmus pro hledani feSeni okrajové tlohy (1),
(19): Rovnici piepiSeme do tvaru (22) a pfifadime ji charakteristicky systém obycejnych auto-
nomnich rovnic (23), (26) s po¢ateénimi podminkami

z(0) =20 = X(0), y(0)=yo=Y(0), u(0)=wuo=g(o), p(0)=po, q(0)=qo,
kde hodnoty pg a go jsou FeSenim soustavy rovnic (27), (28). Prvni t¥i slozky
SC:SC(S,O'), Yy :y(S,O'), U = ’U,(S,O') (29)

feSeni pocétecni tlohy pro charakteristicky systém vyjadiuji parametrické vyjadieni (grafu) feseni
u dané okrajové ulohy. Pokud lze z prvnich dvou rovnosti (29) vyjadfit parametry s,o pomoci
soufadnic z,y, tj. vyjadiit s = s(z,y), o0 = o(z,y), dosadime tyto vyrazy do t¥eti rovnosti (29) a
dostaneme tak explicitni vyjadfeni feseni dané okrajové tlohy.

1.5.1 Priklad

Budeme hledat feSeni rovnice

které splnuje okrajovou podminku
u(coso,sino) = cos 20
V tomto ptipadeé je

F(:L'ayauapaq) :p2 _q2 —4“,

takze
F,=F =0, F,=-4, F,=2p, F,=-2q,

pF, +qF, =2p° —2¢*, F, +pF, = —4p, F,+qF, = —4q.
To znamend, ze charakteristicky systém je

d d d d d
Ty, Yoy o), Lo =

- _ = 4q.
ds Pr s &g ds P s 4

Dvé posledni rovnice jsou obycejné linearni homogenni rovnice s konstantnim koeficientem. Jejich
feSeni s obecnymi poc¢ateénimi podminkami tedy je

p=p(s) =poe™, q=q(s) = qoe™.
Tyto vyrazy dosadime do prvnich t¥i rovnic charakteristického systému. Dostaneme

Y 4s du 2 2\ 8s
— = 2pge — = —2qpe — =2(py — qp)e
I = 2poe = e, I (ro — )
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a po integraci
x:onr%po(e“—l), y:yof%qo(e“—l), u:u0+%(pgfq§)(ess—1). (30)

Parametrické vyjadieni poc¢ateénich podminek je X (o) = coso, Y (o) = sino, g(o) = cos 20, takze
pocatecni hodnoty zg, o a ug jsou dany rovnostmi

To = CO0so, Yo =sino, uy=cos2c (31)

a poc¢atecni hodnoty pg a go splituji rovnice (27), (28), konkrétné

4cos20 = pi — g3, 2sin20 = pgsino — gg coso. (32)
Bezprostfednim dosazenim ze tfeti rovnosti (31) a prvni rovnosti (32) do t¥eti rovnosti (30) do-
staneme

u = €% cos 20. (33)

Soustava rovnic (32) je tvofena jednou linedrni a jednou kvadratickou rovnici pro dvé neznamé py
a qo. Méa tedy dvé feseni.
Prvni feSeni soustavy (32) je po = 2cosa, go = —2sino. Dosazenim do prvnich dvou rovnosti

(30) dostaneme

z =e* coso, y = e sino.

Umocnénim téchto rovnosti na druhou a jejich odec¢tenim dostaneme

z? — y? = €% cos 20.

Porovnanim se vztahem (33) vidime, Ze jedno feSeni dané okrajové dlohy je ddno vyrazem

u(z,y) = 2% — 2.

Druhé feSeni soustavy algebraicko-goniometrickych rovnic (32) je

2coso(1 + 2sin? o)

cos 20

2sino(1 + 2cos? o)

cos 20

Po = ) qo =

Po dosazeni téchto vyrazi a vyrazu (31) do rovnosti (30) dostaneme

1+ 2sin’o As cos o .9 \ 4
- 122 T s gy = 2 (142 s
x cosa( e (e )) cos20( (1+ 2sin®o0)e*),
. 1+2cos’c , , sin o o\ 4s
= 1+ —m—— (e —1) ) = -2 1+2 5).
y sma( E—— (e )) s 20( + (1 +2cos’ 0)e™)

Spolu s rovnosti (33) tak méame vyjadieno druhé feseni dané tlohy v parametrickém tvaru. Vzhle-
dem k tomu, Ze ve jmenovateli zlomkl je vyraz cos2c, omezime se na hodnoty parametru o z
intervalu (—lﬂ lﬂ).

1™ 7
Obé feseni dané tlohy jsou znazornény na Obrazku 2. Tento priklad také ukazuje, Zze okrajova
tloha nemusi byt jednoznac¢né fesitelna. |

Vyznamnym specidlnim pfipadem obecné rovnice (1) je rovnice tvaru

ou ou
a(zayvu)%+b(zayvu)a_y 7f(z,y,u), (34)

kde a, b jsou spojité funkce t¥i proménnych. Koeficienty a, b u prvnich parcidlnich derivaci hledané
funkce na této funkci zavisi. Proto vyraz na pravé strané rovnice (34) nevyjadiuje linedrni operator
na mnoziné diferencovatelnych funkci dvou proménnych, ale je pouze ,linearnimu podobny*“ nebo
»jakoby linedrni“. Proto se rovnice (34) nazyva quasilinedrns.
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2 _
xr
podminka je vyznacena cernou kfivkou na ,sedle”, tj. na grafu reseni daného rovnosti u = z= —y~.

Obrazek 2: ReSeni rovnice u ui = 4u s okrajovou podminkou u(cos g, sin o) = cos 20. Okrajova

2 2

V pripadé quasilinedrni rovnice (34) je

F(:E,y,u,p, q) = a(z,y,u)p =+ b(z,y,u)q - f(z,y,u),
u

)
takze F), = a(z,y,u), Fy = b(z,y,u), pF, + q¢Fy, = f(x,y,u). Prvni tii rovnice charakteristického
systému (23) pfislusného k rovnici (34) jsou proto tvaru

dz d du
~. = a’(xay?u)v d_z = b(xay?u)a 3. = f(x7y7u)' (35)

ds ds
Tyto rovnice nezavisi na (pomocnych) soutadnicich p, ¢ charakteristického pruhu. Pro feSeni quasi-
line4rni rovnice (34) tedy nepotfebujeme rovnice (26). Reseni rovnice (34) s okrajovou podminkou
(19) v parametrickém tvaru tedy dostaneme jako FeSeni systému obycejnych diferencidlnich rovnic
(35) s pocateénimi podminkami

1.5.2 Priklad
Budeme hledat feSeni rovnice

ou

(y-i—u)@ + (u—l—:v)a—y

Ox =Tty

které splnuje okrajovou podminku
u(x, —x) = 2.

Charakteristicky systém fesené rovnice je tvaru

dr_ +u
dS_ y 9
d

d—Z:z + u,
du n

— =a+y.
ds 4

18



Jedna se tedy o systém linearnich obycejnych diferencidlnich rovnic s konstantni matici
0 1 1
A=1[1 0 1
1 10

Jeji vlastni ¢isla a pfislusné vlastni vektory jsou

1 0 1
)\1_]2 = 7]., )\3 = 2, v = 0 y Vo = 1 s V3 = 1
-1 -1 1

To znamena, Ze obecné Teseni charakteristického systému je

x(s) = Ae* + Be™*,
y(s) = Ae? + Ce™*,
u(s) = Ae?* — (B + C)e™*.

Okrajovou podminku prepiseme do tvaru x = o, y = —0, u = 20, ze kterého dostaneme pocatecni
podminky pro charakteristicky systém

z(0) = o, y(0) = —o, u(0) = 20.

Reseni charakteristického systému s témito poc¢atecnimi podminkami je

x(s)=20e* 4+ 30e7° =10e* (23 + 1),
y(s)= %Ue25 — %oe’s = %oe’s (263S — 5) ,
2 1
3 3

u(s)=

7 prvnich dvou rovnosti postupné vyjadiime

oe?s + %oe’s =zoe " (2% 4+ 4).

2635:—5z+y7 joe° = i
T —y 6
a dosadime do rovnosti tfeti. Po ipravé pak dostaneme feSeni dané ulohy
3r —vy
|
2 Rovnice v n nezavisle proménnych
Budeme se zabyvat rovnici
Oou Ju ou
F J T2y ey Ty Uy —— o, —— | =0, 36
(zl 2 o U Ox1 Oxo axn) (36)

kde F je spojita funkce 2n + 1 proménnych definovana na néjaké mnoziné G C R?"*!, ktera ma

neprazdny vnitfek. P¥i oznaceni vektoru nezavisle proménnych x = (21, z2,...,2,)" a gradientu
T
v du  Ou ou
t=|=—,=—,..., —
Ox1’ Oxs "7 Oxpy

mizeme rovnici (36) zapsat ispornéji
F (x,u,Vu) = 0.

Klasické (silné) feseni rovnice (36) je spojité diferencovatelna funkce u definovana na oteviené
mnoziné ) C R™, takova, Ze pro kazdé x € Q) plati

(z,u(z), Vu(z)) € G a F(z,u(x), Vu(z)) =0.
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2.1 Rovnice linearni v derivacich s nulovou pravou stranou

Rovnice
ou ou ou
al(xl,xg,...,zn)a—xl +a2(x1,x2,...,zn)a—x2+...+an(x17x2,_,_,zn)%:(),
n
strucnéji
) 2L~ 0 (37)
a;(x =
i=1 O

nebo ve vektorovém zapisu

a(x)'Vu=0

je nejjednodussim specidlnim ptipadem obecné rovnice (36). Jednd se o bezprostfedni zobecnéni
rovnice (4) do vicerozmérného prostoru. Proto budeme jeji feseni hledat zptisobem, ktery je ana-
logii metody charakteristik popsané v 1.2. Rovnici (37) pfifadime autonomni systém n obycejnych
diferencialnich rovnic tvaru

dl‘i
ds

:a/i(-rlaxQ;---;wn)a i:1325"'7n' (38)

Tento systém se nazyva charakteristicky systém prislusny k rovnici (37) a jeho trajektorie se
nazyvaji charakteristiky rovnice (37). Charakteristika je hladka kiivka v n-rozmérném prostoru,
Ize ji zapsat parametrickymi rovnicemi

x; =xi(8), sel, 1=1,2,...,n, (39)

kde I je n&jaky redlny interval. Necht funkce u = w(z1,z2,...,2,) je FeSenim rovnice (38). Pro
derivaci funkce u na charakteristice (39) podle parametru s plati

d S ou(z1(s), z2(s), ..., xn(s)) da; B
Eu(xl(s),xg(s), L g(s)) = Z o, o=

i=1

To znamend, ze na charakteristikdch je FeSeni rovnice (37) konstantni. Odtud plyne, Ze FeSeni
rovnice (37) mizeme ziskat tak, ze na kazdé charakteristice zaddme hodnotu funkce w.

Charakteristika rovnice (37) je hladkou kfivkou v n-rozmérném prostoru. Takovou kiivku mi-
Zeme zapsat bud parametricky rovnostmi (39) nebo obecné jako prinik n — 1 nadploch (tj. (n—1)-
rozmérnych diferencovatelnych variet) v n-rozmérném prostoru, tedy rovnostmi

0i(T1, 22, .., Tn) = ¢4y 1=1,2,...,n—1, (40)

kde ¢; jsou diferencovatelné funkce n proménnych. Rovnosti (40) nékdy mutizeme ziskat z parame-
trického vyjddieni (39) charakteristik eliminaci parametru s.

Jind moznost, jak ziskat obecné vyjadieni (40) charakteristik rovnice (37) spo¢ivé ve vydéleni
rovnic charakteristického systému (38); dostaneme tak n — 1 obyéejnych diferencidlnich rovnic,
napft.

d.TH_l ai+1(x1,x2, P ,xn)
= , n=12....,n—1,
dxi 04'(501,:02,...,1'”)
nebo
dxi ai(l'l,l'g, .. .,xn)
= , n=23,...,n.
dzy  ar(z1,22,...,20)
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Obecné feseni téchto systému rovnic, které zavisi na n — 1 konstantach, zapiseme v implicitnim
tvaru (40). Predchozi obyéejné diferencidlni rovnice mizeme také jednotné zapsat ve tvaru rovnosti
diferenciala

dxq dxs dx,,

= =... = . 41
a1(961,3€2a---,$n) a2(961,3€2,---,$n) an($1,$2,---73€n) ( )

Hodnotu funkce u, ktera je feSenim linedrni rovnice (37), vyjddfime na charakteristikdch pomoci
diferencovatelné funkce ®, ktera je funkci n — 1 proménnych. Reseni rovnice (37) tedy piseme ve
tvaru

u() = @(¢1(2), p2(), - - Pn1()). (42)

Provedené tivahy ukazuji, Ze pro rovnici (37) lze zformulovat vysledek, ktery je bezprostfednim
zobecnénim Tvrzeni 1 platného pro rovnice ve dvou nezavisle proménnych.

Tvrzeni 2. Necht funkce @; : @ — R, 7 = 1,2,...,n — 1, jsou diferencovatelné funkce takové,
Ze rovnosti (40) jsou implicitnim zapisem trajektorii charakteristického systému (38) piislusného
k rovnici (37) (nebo ekvivalentné: implicitnim zdpisem FeSeni sytému obycéejnych diferencidlnich
rovnic (41)). Je-li @ libovolna diferencovatelnéd funkce n — 1 proménnych takovd, Ze jeji defini¢ni
obor obsahuje kartézsky soucin obortt hodnot funkei ¢;, pak funkce u definovana rovnosti (42) je
feSenim rovnice (37).

Diikaz: Na feseni (39) charakteristického systému (38) jsou splnény rovnosti (40). Tedy pro
kazdy index j plati

0= %%— (21().22(5). () = 3 0% (””1“)’90;2)’ 5 ¥n(5)) d:cdiis>

_ Z 0p; (x1(s),x2§), o xn(s)) 0: (21(5), 22(5),s -, 20 (5)).

i—1

N

stru¢né

—

1=

Dale

P8 R, ) i) = 3 T T

<.

takze

Zai(w)au(a,j) = ZCM(IB) z_: a‘b(@l(w),wz(;;);---,(pn_1(w)) a‘gyg”) =

— x), p2(x), ..., Pn-1( (’)(p B
z:: e, Zal 8Jzz =0.
O

Povsimnéme si, Ze na levé strané rovnice (37) je skalarni soucin vektoru a s gradientem hle-
dané funkce u. Gradient je linedrni zobrazeni, skalarni soucin také. Slozeni linearnich zobrazeni je
linearni. Odtud plyne, Ze rovnice (37) také spliiuje princip superpozice: Jsou-li uy, ua, . .., uy feseni
rovnice (37), pak také jejich libovolna linedrni kombinace je FeSenim této rovnice. Jinak Feceno,
mnozina vSech FeSeni rovnice (37) tvoii redlny vektorovy prostor.
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2.1.1 Piiklad

ou ou ou
(y—2x—22)£+($—2y+22)8—y+($—y+y)&—0

Prislusny charakteristicky systém

dx

=2 —2
ds T+ Yy z,
dy

= r-2+2
ds T y + 2z,
dz n

— = - z
ds 4

je linearni homogenni systém obycejnych diferencialnich rovnic s konstantni matici. Muzeme tedy
explicitné napsat jeho reseni

(2As +2B)e™*,
(—2As +2C)e*,
(—=2As+C — B — A)e™ %,

T
Y
z

pritom A, B, C jsou integra¢ni konstanty. Druhou rovnost vydélime rovnosti prvni a dostaneme

y —As+C . z+y B+C

r As+ B’ ST ~ As+ B’
tfeti rovnost vydélime prvni a dostaneme

zifQAsqLCfB—A b x+zic’+B—A

T As+ B Ty - 2(4s+B)’

tyto rovnosti navzajem vydélime a dostaneme

r+y

= const.
T+ z
Analogicky (prvni a tfeti rovnost tentokrat délime druhou) dostaneme
T4y
= const.
=Y

Reseni je tedy tvaru u(z,y) = @ (i—iz, zf;’), kde @ je libovolnd diferencovatelnd funkce dvou

proménnych. |

Na charakteristikdch je TeSeni rovnice (37) konstantni. Proto konkrétni feSeni (partikuldrni
FeSeni) této rovnice mizeme ziskat tak, Ze na ,zac¢dtku“ kazdé charakteristiky uréime funkéni
hodnotu feseni. ,,Zacatky* charakteristik lze urcit tak, ze v prostoru zavedeme néjakou nadplochu
((n—1)-rozmérnou varietu), kterd protina kazdou charakteristiku pravé jednou; prusecik této nad-
plochy s charakteristikou budeme povazovat za ,zacatek charakteristiky“. Nadplocha s uvedenou
vlastnosti se nazyvé okraj pro rovnici (37).

Okraj muze byt zadan parametrickymi rovnicemi; ponévadz se jednd o (n — 1)-rozmérnou
nadplochu, zavisi na n — 1 parametrech. Parametrické rovnice okraje tedy jsou

x; = Xi(01,02,...,0n-1), i=1,2,...,n,

kde parametry o1, 09,...,0,—1 jsou z néjaké podmnoziny prostoru R”~!, kterd méa neprazdny
vnitfek. Prisecik konkrétni charakteristiky s okrajem je urcen konkrétni sadou parametrt. Hod-
noty feseni u rovnice (37) tedy zaddvame pro tuto sadu parametrii. Jinak feceno, zadavame okra-
jovou podminku ve tvaru

’U,(Xl(O'l,O'Q, .. .,O'nfl),Xz(O'l,O'z, .. .,O'nfl), N ,Xn(O'l,O'z, e ,O’nfl)) = g(O’l,O'z, .. .,O’nfl).
(43)
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Okrajovou tlohu, tj. rovnici (37) s podminkou (43), fesime tak, ze k charakteristickému systému
ptriddme pocatecéni podminky

.Ti(O):Xi(0’1,0’2,...,0‘n_1), i:1,2,...,n. (44)

Jednotlivé slozky Feseni Cauchyovy tlohy (38) zavisi na nezavisle proménné s a na parametrech
01,02,...,0n—1, tJ
T = 2(8,01,02,...,0n-1). (45)
Rovnosti (45) a rovnost (43) prepsana do tvaru u = g(o1,09,...,0,) predstavuji parametrické
vyjadieni (grafu) FeSeni okrajové ulohy (37), (43).
Na rovnosti (45) se také muzeme divat jako na systém n rovnic pro n neznamgych, kterymi

jsou parametry s,01,03,...,0,_1. Pokud se z ného podafi explicitné vyjadrit parametry okraje
01,09,...,0,—1 vV zavislosti na soutadnicich z1,xs, ..., z,, tj.
oj =0(x1,22,...,2,), j=12,...,n—1,

pak je lze dosadit do okrajové podminky (43). Takovym zptusobem dostaneme Feseni okrajové
ulohy (37), (43) ve tvaru

w(wy, T2, @) = g(01(21, .. @), One (T, T0)).

2.1.2 Piiklad

Budeme hledat feSeni rovnice

ou ou
S St _ 2= =~ =0
(z+y—2)m +(z+u y)ay+zaz
s okrajovou podminkou
u(z,y,a) = 4a*zy,

kde a je néjaka realna konstanta.
Charakteristicky systém (38) je v tomto pfipadé tvaru

dx St
—=—=x z
ds YTz,
d

d_?: = .T_y+2,
dz

— = z.
ds

Jedna se o linedrni homogenni systém obycejnych diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty,
jeho obecné feseni je tvaru

r=Ae’ + Be % + (,

y=Ae® — Be 2 +C,

z=Ae®.

Pocéteéni podminky (44) odpovidajici dané okrajové podmince jsou
2(0) =01, y(0) =02, 2(0)=a.

Pro integracni konstanty A, B, C' tak dostavame soustavu linearnich rovnic

A+B+C:O'1,
A*B+C:O'2,
A =a,
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kterd ma feseni A = a, B = (01 — 02), C = 3 (01 + 02) — a. Reseni (45) Cauchyovy tlohy pro
charakteristicky systém je

z:aesqt%(ol 70’2)672S+%(O’1 +09) —a,
y=ae® — 3 (01 —0z) e 2" + 3 (01 + 02) —a,

z=ae’.

Bezprostiedné vidime ae® = z a tedy e~ 2° = a?/22. Po dosazeni do prvnich dvou rovnosti dosta-
neme systém rovnic pro parametry o1, 0o ve tvaru

a*(01 —02) | 01+ 09

rEEt T ey e
a*(oy —02) 01+ 02
VEEm T T e

nebo po tpraveé
(22 4+ a?)oy + (22 — a®)oe =22%(x — 2 + a),
(22 —a?)oy + (22 + a?)oy =22%(y — 2 + a).

Determinant této soustavy linedrnich rovnic je roven 4a222, takze pro a # 0 dostaneme

1 1
o1 = ﬁ((x—l—y—Qz—i—Za)aZ +($—y)z2), 0y = ﬁ((x+y—2z+2a)a2 - (m—y)z2).

Parametrické vyjadfeni okrajové podminky (43) je
u(o1,09,a) = 4acy09.

Do této rovnosti dosadime vypocitané hodnoty parametrii 1,02 a dostaneme feSeni dané tlohy
ve tvaru
_ 4 2 2.4
u(z,y,z) =a*(x+y—2242a)* — (x —y)°2".

Tato funkce je fesenim tulohy pro nenulovou hodnotu parametru a. V piipadé a = 0 je fesenim
nulové funkce, u = 0. |
2.2 Quasilinearni rovnice

Reseni rovnice

0
al(xlv s 7$nau)a—; + a2(z1a s 7$n7u)a—$2 + e +an($1, .- ',zn,U)a—l"i = f(zlv s 7$nau)7
neboli
- 0
> ai(@,u)5— = f(@,u) (46)
i=1 Oz
pripadné ve vektorovém zapisu
a(x,u) ' Vu = f(z,u),
budeme hledat v implicitnim tvaru
V(x,u) =0, (47)

kde V je néjaka diferencovatelna funkce n + 1 proménnych.
Budeme si pfedstavovat, ze feSeni zndme. Necht tedy u = u(x) je feSeni rovnice (46), které je
implicitné popsdno rovnosti (47). Pak plati

V(z,u(x)) =0.
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Tuto rovnost parcialné zderivujeme podle kazdé z proménnych z;. Dostaneme

OV (@, u(@))  IV(x u@) du(x) _

Dale vynasobime i-tou rovnost vyrazem ai(a:,u(a:)) a vysledné rovnosti secteme. Vysledkem je

rovnost
ai(w,u(m))%::(m)) + < 5u(:z:)> 8V(m,u(:p))

a;(x,u(x =0
a ponévadz funkce u je FeSenim rovnice (46), mizeme tuto rovnost upravit na tvar

n
1=

n
1 i=1

: @ (ma“(m))%:(m)) + f(m,u(m))w —0.

n
1=

1

Vidime, ze funkce V je feSenim rovnice v n+ 1 nezavisle proménnych, ktera je linearni v derivacich
a ma nulovou pravou stranu. Stru¢né: funkce V', kterd rovnosti (47) implicitné popisuje FeSeni
quasilinearni rovnice (46), je feSenim parcidlni diferencidlni rovnice
n
)% ov
g ai(xz,u)=— + f(x,u)— = 0.
i=1
To je rovnice, kterou jsme se zabyvali v predchozi ¢asti. Mame tedy néasledujici algoritmus pro
hledéni FeSeni quasilinedrni rovnice (46).
K rovnici (46) ptifadime charakteristicky systém obyéejnych autonomnich diferencidlnich rovnic

=a;i(r1,...,xn,u), 1=1,2,...,n,
ds (48)
8ty )
ds* 1,..., ns .

Jeho trajektorie vyjadiime v obecném tvaru jako prinik n nadploch
(@1, T2, .. T, u) =¢, j=1,2,...,n.
Reseni rovnice (46) je pak implicitné dano rovnosti
<I>(g01(:c1, ces Ty ), 02(T1, e T, )y (X, ,xn,u)) =0,

kde @ je libovolnd diferencovatelna funkce n proménnych.

Rovnici (46) s okrajovou podminkou (43) Fesime tak, Ze najdeme FeSeni charakteristického
systému (48) s pocateénimi podminkami (44) doplnénymi o podminku

u(0) = g(01,02,...,0n-1).

Toto feSeni zavisi na nezavisle proménné s a parametrech 01,09, ...,0,-1, tj.
x; =xi(8,01,09,...,0,), i=1,2....n
u=u(s,01,02,...,0n).

Témito rovnostmi je parametricky zadano feseni okrajové tlohy (46), (43). V nékterych jednodu-
chych pripadech lze parametry s, 01,03, ...,0,_1 eliminovat a feSeni tlohy vyjadrit explicitné.

PovSimnéme si, Ze algoritmus feSeni okrajové tlohy (46), (43) je bezprostiednim zobecnénim
postupu pii FeSeni tlohy (34), (19) pro funkci ve dvou nezavisle proménnych.
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Cviceni

V tlohéch 1-6 najdéte obecné fesSeni rovnice.
1. 2%u, + y2uy =0
2. (1+ 2?)uy +xyu, =0
3. z—zx+Yus+(z+z—y)uy +2u, =0

- ou oy ou . . ou 0
- —_— .« . xn— pr—
181‘1 281‘2 axn

S, YUy — TUy = y? — x?
6. ruu, +yuuy +xy =0
V tlohach 7-12 najdéte feseni okrajové tlohy.
7. 2uy + 3uy, =0, u(0,y) =4y
8. (z—yug + (x — 2)uy + (y — 2)u, = 0, u(0,y,2) =yz
9. u(x +u)uy —y(y +u)uy =0, u(l,y) = /y

10. (z + wug + yuy = u +y?, u(z,1) ==

11. ’LLQ—’LLZ—U u(l,y) =1
12, up = —(uz)?, uw(0,7) = ax
Vysledky:
-+ ()
Y
v
o ()
Jr
3. (:E Y,z ) @ +y 722722(1.73/))
4. u(:vl,:vg,...,xn):q)(ﬁ,ﬁ,...,x—">
1 T2 Tn—1

5. u(z,y) = zy + ®(22 + y?)
6. <§7 zy + u2> = 0 (implicitni popis)

7. u(z,y) = 4y — 6z
u(z,y,2) =y +yz + 2z

u(z,y) = /Ty
z+y*lny
10. U($7y) = Tlny

11, (4u— (z — 3)2) (4u — (= — 1)2) = 0 (implicitni popis)
12. u(t,z) = ax — a’t
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