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Motivacni ptiklad

Priklad 1

UvaZujme hru, kde tcastnik hry roztoli , kolo stésti*. KaZdé pole tohoto kola
definuje vyhru (v K&), kterd bude vyplacena hra¢i v pFipadg, Ze na toto pole
ukazuje Sipka po zastaveni kola. Za kaZdou hru zaplati hra& provozovateli 1 K¢.
Budeme hrat? Tj. jakd je , olekdvana” vyhra?

Y ...zisk z jedné hry, X ... &astka, kterou si vytocime

Zfem& Y = X — 1.
0 2
0 4 X [0 1 2 4
p(0) |5 5 i 3
2 0
0 ; »Olekdvand" vyhra
1 1 1 1
EY=EX-1=0-2+4+1--+2--44--—-1
A 0 2+ 8+ 4+ 3
1
=-=10,125 > 0.
8
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Definice 1

Necht X je ndhodnd veli¢ina definovand na (Q, A, P) a necht existuje integral
J X(w) dP(w) < oo. Potom &islo
Q

EX = [ X(w) dP(w)
/

nazyvdme stfedni hodnotou nahodné veli¢iny X (Expected Value, Mean).

[Znageni: £1(Q, A,P) ... mno¥ina véech nihodnych velitin definovanych
na (Q), A, P), které maji konetné stfedni hodnoty.



Véta 2 (Vypoctet)
Necht X je ndhodnd veligina na (Q), A, P). Pak plati

oo
X € Li(QAP) & | 2iF(x) < oo. V tomto prpac e -
—o0

» Necht X ~ (M,p) je diskrétniho typu, pak plati
X e L1(Q,AP) < Y xp(x) absolutn& konverguje. V tomto pFipadé
xeM

» Necht X ~ f(x) je absolutn& spojitého typu, pak plati
X € L1(Q, A, P) < xf(x) je integrovatelnd vzhledem k Lebesgueové miFe.

V tomto pfipadé je




Stfedni hodnota

Véta 3 (Vlastnosti)

Necht X, X1, Xy jsou ndhodné velitiny definované na pravdépodobnostnim
prostoru (O, A, P), a,ay,a; € R. Potom

EX existuje <  E|X| existuje.

Jestlize P(X=a)=1 = EX=a.

Existuji-li EX1, EXo = E(@mX1+aXp) = ;mEXq + aEX;.
Necht existuji EX1, EXp a plati X1 < X, = EX; <EX,.
Necht |Xi1| < X a EX; existuje = EXj existuje.

Necht P(X>0)=1 = EX>0.

Véta 4 (Stfedni hodnota soutinu nezavislych nahodnych veligin)

Necht X3, ..., X, jsou nezavislé nihodné velitiny definované na (Q), A,P) a
necht existuji stfedni hodnoty EX1,...,EX,,. Pak plati

n n
E (nxl) = HEXI-.
i= i=
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Ptiklad 2 (St¥edni hodnota Alternativniho rozdéleni)

Mé&jme ndhodnou veliginu X ~ A(0), 6 € (0,1) s pravd&podobnostni funkci

Viypoctéte stfedni hodnotu.

s = ixp(x)zO-(l—G)-l—l-G:..
x=0



Ptiklad 3 (Sttedni hodnota Binomického rozdéleni)
Mé&ime nahodnou veli¢inu X ~ Bi(n,8), n € N, 6 € (0,1) s pravdépodobnostni
funkci
Gera—-0)—~ xeM={01,...,n}
p(x) = .
0 Jjinak.
Viypoctéte stfedni hodnotu.

Nebo



P¥iklad 4

Biatlonista stFili nezdvisle na sobé& do terle, pFicemZ pravdépodobnost zdsahu pFi
kaZdém vystrelu je 2/3. Jakd je ofekdvand hodnota poltu zasaZenych teréu ze
300 pokusii?

X ...pocet zdsahd, X ~ Bi(300,2/3)

[EX =n6 =300-2/3 =200.



Ptiklad 5 (Stfedni hodnota Poissonova rozdéleni)

Mé&jme ndhodnou veli¢inu X ~ Po(A), A > 0 s pravd&podobnostni funkci

x!

e M xeM= L1, ..
p<x>={ S e

0 jinak.

Viypoctéte sttedni hodnotu.

- ) () ) /\Ax Aoo AX /\00 /\x—l
= xp(x) = xe t— =e" —— = Ae”
J;) P x;) ! x;(x—n! x;(x—n!
b S
= |subst.y =x—1| =AY e "= =[A.
=0 ¥
———
1= ¥ p(y)

yeM



Pt¥iklad 6 (St¥edni hodnota Rovnomérného rozdéleni)
Mé&jme ndhodnou veli¢inu X ~ Rs(a,b), a < b, a,b € R s hustotou

{h%a x € (a,b)

0 jinak.

flx) =

Viypoctéte stfedni hodnotu.

b

7 1 1 2 1 »—g
-—_/xf(x)dx—/xb_adx_b_u [3]a_b—a' 2

a

1 (b—a)b+a)
b—a 2 _.'




Pt¥iklad 7 (St¥edni hodnota Normalniho rozdéleni)

Mé&jme nahodnou veli¢inu s normalnim rozdélenim X ~ N(p,?) s hustotou
1 1 /x—u ) 2
X) = expl —= .
f6) = o exp { 3 (5

Ex= " s = [© A xe2(5) g
_/_ooxf(x) X—/_mmxe X.

Polofime-li y = £, tj. x = oy + u a dx = ody, pak

o0 _%<ﬂ)2 o )
-=/_oo \/g—wxe ) dx = \/%—n/_w(vy—i-ﬂ)e_iyzdy

® 12 © 1,2
=\/%/_ooye Y dy+u /_oo\/%—ne ¥ dy =

=0 (licha funkce) =1 (hustota Y~N(0,1))




Motivacni ptiklad

Priklad 8

Chceme koupit do nasi tovarny novou linku, kterd bude balit mouku do 1 kg

sacki. Navstivili jsme dva vyrobce téchto linek. U kaZdého jsme si nechali vyrobit

5 bali¢ki a ty pak zvaZili, abychom zjistili pFesnost baleni.

linka A 975 960 1030 990 1045
linka B 965 965 1020 995 1055

Pro kterého vyrobce se rozhodneme?

E(A) = (975 4 960 + 1030 4 990 + 1045) /5 = 1000
E(B) = (965 + 965 + 1020 + 995 + 1055) /5 = 1000
E(A) = E(B) =?
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s = {(975 —1000)% + (960 — 1000)? 4 (1030 — 1000)? + (990 — 1000)?
+(1045 — 1000)2} /5 = 1050
S2 = {(965 —1000)2 4 (965 — 1000)2 + (1020 — 1000)? + (995 — 1000)?

+(1055 — 1000)2} /5 = 1180

S < S2 = volime [A|



Definice 5

Necht X je ndhodnd veli¢ina definovand na (Q), A, P). Potom &isla

p, = EX* obecnym

fr = E(X—EX)¥  nazyvdme k-tym centrdlnim momentem n.v. X
fix = E|X[* absolutnim

za predpokladu, Ze uvedené stfedni hodnoty pro k = 1,2,. .. existuji.

[Poznamka Je-li k-ty moment kone¢ny, tj. EXK < oo, pigeme X € Li(Q), A, P).

Definice 6

Druhy centrdlni moment nazyvdme rozptyl (Variance, Dispersion) a znatime
DX = E(X — EX)?. Cislo ox = v/DX nazyvdme smé&rodatnou odchylkou
ndhodné velitiny X (Standard Deviation).




Véta 7 (Vlastnosti rozptylu)

Necht X, X1, Xa jsou ndhodné veliginy definované na (Q), A, P) s kone¢nymi
druhymi momenty, a,a1,a, € R. Pak

» DX >0

| Dx—ee- (X

» Jestlize P(X =a) =1, pak DX =0

» D(aj +a2X) = a3DX

» Necht X1, X, jsou nezavislé nhodné veli¢iny, pak D(X; + X,) = DX; + DXo.




Ptiklad 9
Viypocltéte rozptyl pro ndhodny pokus toceni kola stésti z Prikladu 1. J
X |01 2 4
P13 § 1 3

EX=$% DY=D(X-1)=DX

1) DX=E(X—EX)*
DX:(0_?>21+(1_9)21+...:Q:-
§) 2 8) 8 64
2) DX=EX* - (EX}
25 25

1 1 2
EX —02+18+ 8=>DX 3 (8) 1,8594




P¥iklad 10 (Rozptyl Alternativniho rozdéleni)

Mé&me nahodnou veli¢inu X ~ A(0), 6 € (0,1) s pravdépodobnostni funkci

1-60 x=0
p(x) =<0 x=1
0 Jjinak.

Viypoctéte rozptyl.

1
X2=Y 2p(x) =0*-(1-0)+12-0=0. EX=0...viz Pfiklad 2.
x=0

DX =EX*-E2X=0-0=0(1-90).

Nebo

DX = E(X—EX)? = Z(x 0)%p(x) = (0—0)*(1—0) +(1—0)%0 = 8(1=9) .




P¥iklad 11 (Rozptyl Binomického rozdéleni)
Mé&ime nahodnou veli¢inu X ~ Bi(n,6), n € N, 6 € (0,1) s pravdépodobnostni
funkci
@ Gera—-0)—* xeM={01,...,n}
px) =
0 Jjinak.
Viypoctéte rozptyl.




P¥iklad 12 (Rozptyl Poissonova rozdéleni)

Mé&jme nahodnou veli¢inu X ~ Po()) s pravd&podobnostni funkci

o(x) e xeM={01,...,}
0 jinak.

Viypocltéte rozptyl.

DX = EX? — (EX)?, EX = A (viz p¥iklad 5)

EX? =Y xp(x) =) % AF =e Y [x(x—1)+4] o
x=0 x=0 : x=0 :

= i x(x — 1)/\—x et i xA—x
= x(x—1)(x—2)! =
—_————

—EX=A



takZze



Pt¥iklad 13 (Rozptyl Rovnomérného rozdéleni)

Mé&jme ndhodnou veliginu X ~ Rs(a,b), a < b, a,b € R s hustotou

1
= XE€ (a,b)
f)y=¢""
0 Jjinak.
Viypoctéte rozptyl.
2 7 2 : x2 1 1 xS b 1 b3 — 113
Xt = /xf(x)dx:/ b—udx: b—a {?L “b—a 3
—o0 a

1 (b—a)(t*+ab+a®)  b*+ab+a?
b—a 3 N 3 ’

2 2 2
DX = £x? - px = T —<“J2rb> z-.




Ptiklad 14 (Rozptyl normalniho (Gaussova) rozdéleni)

Mé&jme nahodnou veli¢inu s normalnim rozd&lenim X ~ N(u,0?) s hustotou

1 1 /x—u 2
f(x)_\/z—no_exp{_i( o )}
DX = E(X — EX)? = T (x — EX)?f (x)dx = T

~7 . X—
PoloZime-li y =

_Lloxpy?
\/zl—m(x—y)ze 2(55) .
£ tj. x — u = oy a dx = ody, potom

DX = [ - u)2e‘5(¥>2dx

2o

- 2 R 2712
_\}TTTT/_wye 2Y dy

sudd funkce
0o
_ o2 2 —%yz
= 2/0 aye dy.



Polozme %yz =t tj. y = 2t a ydy = dt. Pak

DX = [ 2ot tdt=?2 [ Bl tar = |2
=0 0 ﬁ e = ﬁ/@ e = ,

protoze



Necht X je ndhodnd veli¢ina s kone¢nym druhym momentem. Potom
pro libovolné € > 0 plati

DX
P(IX-EX| z¢) < =




Priklad

Priklad 15

Biatlonista stFili nezavisle na sobé do tere, pFicemZ pravdépodobnost zdsahu pFi
kaZdém vystrelu je 2/3. Odhadnéte pravdépodobnost, Ze ze 300 pokusii bude mit
185 az 215 zasahd.

X ...pocet zdsahd, X ~ Bi(300,2/3)
EX =300-2/3=200, DX=300-2/3-1/3 = 66,66
Odhad
P(185 < X < 215) = P(185 — 200 < X — 200 < 215 — 200)
= P(—15 < X — EX < 15) = P(|X — EX| < 15)

66,66
e = 07396

=1-P(|X—EX|>16)>1—

P¥esné

300 185 15 7300\ /23 186 /1y 114
<X< = =
rosszx=29 = (1) (5) (5) +(ae) B) (5)
205 75
ot (5s) (3) (5) - omeoa
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Definice 9

Kovarianci (Covariance) dvou ndhodnych veli¢in X a Y nazyvdame &islo
C(X,Y) =E(X—EX)(Y—EY)

&islo
C(X,Y)
vDXDY

nazyvame korela&ni koeficient (Correlation coefficient).

R(X,Y) =




Véta 10
Necht ndhodné veli¢iny X a Y maji sdruZenou distribuéni funkci F(x,y). Pak

C(X,Y) = / / (x — EX)(y — EY)dF(x,y)

—0 —0
» Necht ndhodné veliiny jsou diskrétniho typu, tj. (X,Y)" ~ (M,p(x,y)), pak

plati
CX,Y)= ), (x—EX)(y—EY)p(xy)
(xy)eM

» Necht ndhodné veli¢iny jsou absolutné& spojitého typu, tj. (X,Y)" ~ f(x,y),

pak plati
(o0
Zo

(x —EX)(y — EY)f (x,y)dxdy

8\8




Kovariance a korelaéni koeficient

Véta 11 (Vlastnosti kovariance a korelace)
Necht X a Y jsou ndahodné veli¢iny, ay,a,,b1,by € R. Potom
C(X,X) = DX a  RXX) =1
C(X,Y)=C(Y,X) a R(X,Y) =R(Y,X).
C(X,Y) = E(XY) — (EX)(EY) .
Jsou—li ndhodné veli¢iny X a Y nezdvislé, pak C(X,Y) = R(X,Y) =0

C(X,Y)| < VDXDY  a  [RXY)|<1.
C({ll +aX, by + sz) = a2b2C(X, Y)
R(a1 + a2 X, by + sz) =R(X, Y)ngn(llzbg), Je—liay #0 aby #0.

D(X +Y) = DX + DY +2C(X, Y).
R(X,Y) =1 < existuji konstanty a a b > 0 takové, Ze P(Y =a+bX) =1
R(X,Y) = —1 & existuji konstanty a a b < 0 takové, Ze P(Y =a+bX) =1
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Priklad 16

Nahodny vektor (X,Y) md rovnomé&rné diskrétni rozd&leni na mnoZin&

G ={[0,0];[1,0];[0,1]}. Vypoctéte C(X,Y) a R(X,Y).

p(x,y) = {% pro (x,y) € G

0 jinak
X o 1| ext
1/3 1/3 | 2/3
1 1/3 0 1/3
) [2/3 173 1




2 1 1 _

EX=0- 3+1 l=1=Fy

E(XY) = 2 zx yplxy)=0-0-1+0-1-314+1.0-1+1-1.0=
x=0y=0

G = E(XY) — (EX)(EY) =0~ 4] =
E(Xz) 02.2 +12 1 %_ E(YZ)
DX:E(XZ)—(EX) :%—%:%:DY

I - 555~ ¥ -
DXDY = 2




Ptiklad 17

N3hodny vektor (X,Y) md rovhomé&rné spojité rozd&leni na mnoZiné
G={(xy) € (0;1) x (0;1);x +y < 1}. Vypoctéte C(X,Y) a R(X,Y).

2 pro(xy) €eG
floy) =

0 jinak

o) = [ 2y =201 )

1-y
fy) = bf 2dx=2(1~y)

1 1 1
3
EX=/x-2(1—x)dx=2/(x—xz)dx=2 [?—3] =1=EY
0
0 0



1 1—x 1
E(XY):/O /0 xy'Zdydx:/O xb/z](l)—xdx

! 1
:/ x(1—x)2dx=/ (x> —2x% + x) dx
0 0
—[ﬁ_ﬁ xz]l 1
0

12

i 3 2
CEXY) =E(XY) - (EX)(EY) = & -} ==&
1 1 2 A 1
E(Xz):0/x2.2(1—x)dx=20/(x2—x3)dx=2 [?__]OZEZE(YZ)

DX = E(X?) — (EX)?
Xy
= VDXDY




Priklad 18

Mé&jme dvourozmérny diskrétni ndhodny vektor (X,Y)" ~ (M,p), kde
M = My x My = {0,1} x {~1,0,1}

Ly B
p(x'y):{S L) < L0000

Viypocltéte korelaéni koeficient a margindlni pravdépodobnostni funkce.

_ 1 2 _2
EX=0-1+1.2=2

Y
_ _ 1 1 1 _
X 1 0 1fpx(x) EY=(-1)-}40-14+1.-1=0
1 1
0 0 3 0 3 E(XY)=0-0-1+1-(—1)-1+1-1-1
1 1 o 1 2 3 3 3
3 3 3 1 1
) | 55 5] 1 =3t370

= E(XY) — (EX)(EY) =0—0 =0 = X, Y jsou nekorelované.




Aviak _ nebot nap¥.

p0,0)= 5 # px(0) -py(0) =

(.OIF—‘
UJIF—‘
Nl

Pokud bychom si ihned v8imli, Ze plati vztah

Ize ihned poditat

CO6Y) = BOXY) = (BX) (EY) =BV’ = 10 v py(y)
-0 yeMy

1 1

1
( )3 03 3+13 _

-=0
3
Je tfeba si uvédomit, Ze
@ korelace je mirou linearniho vztahu;
@ nulova korelace neimplikuje nezdvislost, ale zna&i pouze, Ze mezi ndhodnymi
veli¢inami neexistuje linearni vztah, coZ nevylu€uje moZnost jiného
funk¢niho vztahu.



~ 7 w7

Kvantily a dalsi ¢iselné charakteristiky

Definice 12
Necht F je distribu¢ni funkci a « € (0,1). Potom funkce

F (&) = Q(a) = inf{x € R: F(x) > a}
se nazyva kvantilova funkce (Quantile function) a &islo
Xy = Q(a)

se nazyvd a-kvantilem («-quantile) rozd&leni s distribugni funkei F(x).

Poznamka 13

Pokud je distribuéni funkce F spojitd a rostouci, pak kvantilovd funkce F~! je
inverzni funkci k distribuéni funkci F. Za téchto pFedpokladii také plati vztah

P(xyp < X< x1_42) =1—u
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Kvantily a dalsi ¢iselné charakteristiky

Mezi &asto pouZivané kvantily patfi

xop5 = Q(0,25) senazyvd dolni kvartil (1st Quartile)
xo5 = Q(0,5) median (Median)
xo75 = Q(0,75) horni kvartil (3rd Quartile)

V souvislosti s kvantily se také €asto uvadi interkvartilové rozpéti (Interquartile
Range) IQR = x( 75 — X025 jako charakteristika variability ndhodné veli¢iny X.
Nejzndmg&jsim kvantilem je medidn X = xq 5, ktery udava polohu poloviny
rozd&leni. Dal3i charakteristikou miry polohy je modus % (Mode).

Definice 14

absolutne spoyteho typu, pak X zna&i libovolné x € R, pro
), x € R.

Necht X ~ (M,p) je diskrétniho typu, pak & znati libovolné x; € M, pro které
plati P(X = %) > P(X = x;), i = 1,2,.
Necht X ~ f(x) ] e

>f

které plati f(&)
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Definice 15

Koeficient Sikmosti (Skewness) je definovan jako

U3 E(X - EX)?
i = =
"= x)p2 T T (Dxp2
3
25) mOd_usmedia" median TOduS
1\ str. hodnota str. hodnota /7
. ¥ |
| !
¥ '
B !
S !
1 ! o
T 1o
S :
ost| w0 e
o e




Definice 16
Koeficient 3pitatosti (Kurtosis) je definovan jako

_ M4 3_E(X—EX)4_

= —3= 3.
727 (Dxy? (DX)?

0.8
0.7 7,>0
0.6
0.5

X~N(0,1)
041

1,=0
0.3
0.2f

v, <0

01r




