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Uvod

Tento text je prozatim v pracovni verzi. Jedna se o mirné upraveny starsi text
urceny pro predmét Numerické vypocty IV. Je mozné, ze s vzvojem software
uz nékteré piikazy nebudou funkéni nebo budou fungovat jinak. Proto budu
tento text postupné upravovat, jak v ném budou nachazena sporna ¢i pro-
blematicka mista. Reakce ze strany studentu bude v tomto sméru rozhodné
vitana.

Veétsina prikladu bude uvedena v Sage, ktery jakozto symbolicky néstroj
oplyva mnohymi algebraickymi dovednostmi. Proto také si ve vétsiné piipadu
budeme toliko ukazovat, jak vyuzivat jiz hotové nastroje. Ukazeme si strucné
také PARI/GP, ktery je patrné nejlepsim vypocetnim prostiredkem pro algo-
ritmy teorie ¢isel. A nezapomeneme na kombinatorické a grafové algoritmy.
Zéajemce o dalsi zdroje odkdzeme prozatim na internetové vyhledavace.



Kapitola 1

Algoritmy teorie cisel

1.1 Prvocisla

Jednou ze zdkladnich zalezitosti v teorii ¢isel je urceni, zda dané ¢islo je
prvocislo, ptipadné najit jeho rozklad na prvocinitele. To zvldadne Sage celkem
bez problému, Matlab ma zde jista omezeni:

sage: is_prime(2716+1)
True

sage: is_prime(2°256+1)
False

sage:

>> isprime(2716+1)
ans =
1
>> isprime(27°256+1)
Error using isprime (line 24)
The maximum value of X allowed is 2732.

>>

Tento vysledek davaly starsi verze Matlabu, zatimco v novéjsich se dozvime
spravny vysledek:



>> isprime(27256+1)
ans =

logical

0
>>

Jelikoz ale ¢islo 2%°% je pomérné velké, muzeme mit pochybnosti, zda se
pric¢teni jednicky v ramci pocitacové presnosti neztrati a vysledek neni spravny
jen nahodou. Proto v Sage zjistime nejblizsi vyssi prvocislo

sage: next_prime(27°256+1)
1157920892373161954235709850086879078532699846656405640\
39457584007913129640233

sage: np=next_prime(2°256) ;np-2"256

297

sage:

a nasledneé si ovérime, zda Matlab pocita spravneé:

>> isprime(2°256+297)
ans =

logical

0
>>

Vidime, ze v tomto ptipadé Matlab dava nespravny vysledek, ale je mozné
se k nému dopracovat, pokud pouzijeme symbolické vypocty:

>> d=sym(2);
>> isprime(d~256+297)
ans =
logical
1
>>

Lze také zjistit délku vypoctu faktorizace a porovnat ji s rychlosti urceni
prvociselnosti:



sage: time factor(27256+1)

CPU times: user 9.17 s, sys: 0.00 s, total: 9.17 s

Wall time: 9.20 s

1238926361552897 * 934616397153579777691635581996068965\
84051237541638188580280321

sage: time is_prime(27°256+1)

CPU times: user 0.00 s, sys: 0.00 s, total: 0.00 s

Wall time: 0.00 s

False

sage:

Otestujme také rychlost vypoctu nejvétsiho spolecného délitele (funkce ged):

sage: pl=next_prime(5%107100)

sage: p2=next_prime(3*107100)

sage: p3=next_prime(107100)

sage: pl
50000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000087

sage: p2
30000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000223

sage: p3
10000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000267

sage: a=plx*p2;b=p2*p3

sage: time gcd(a,b)

CPU times: user 0.00 s, sys: 0.00 s, total: 0.00 s

Wall time: 0.14 s
30000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000223

sage:

Zda se, ze s tim Sage nema problémy. Kdybychom ale zkusil b rozlozit na
prvocisla, vysledku bychom se nedockali, i kdyz to, Zze b neni prvocislo se
zjisti okamzité:



sage: time is_prime(b)

CPU times: user 0.00 s, sys: 0.00 s, total: 0.00 s
Wall time: 0.00 s

False

sage:

1.2 Zbytkové tridy

Pocitani a operace ve zbytkovych tiidach se objevuje jak v algebie tak i
v teorii ¢isel. V Sage mame nékolik moznosti, jak vypocty zbytkové tridé
modulo n provadét. Muzeme pouzivat piimo funkci mod, nebo si definovat
zbytkovou tiidu jako objekt a pracovat s ni:

sage: x=mod(20,12)

sage: X
8

sage: x"10

4

sage: Z12=Integers(12)
sage: Z12

Ring of integers modulo 12
sage: y=212(20)

sage: y

8

sage: y 10

4

sage: x==

True

sage:

Dostali jsme riznym zpusobem dva totozné objekty, coz neni v Sage nijak
vyjimecné. Vysledek funkce mod je prvek piislusné zbytkové tridy a dal se s
nim tak pracuje.

Funkce mod samoziejmé je i v Matlabu, ale jak se da c¢ekat, vysledkem je
¢islo:



>> format longg
>> x=mod(20,12)

x =
8
>> x710
ans =
1073741824
>> mod(ans, 12)
ans =
4
>>

Pokud tedy chceme v Matlabu provadét vypocty v ramci zbytkové tiidy,
musime na vysledek operace opét aplikovat funkci mod. To ale nékdy muze
byt trochu problém, pokud je vysledek uz prilis velky:

>> mod(27°55,12)

ans =
8
>> mod(2°56,12)
ans =
0
>>

Vysledek by mél byt roven 4, ale 2°¢ uz neni v paméti uloZeno piesné, takze
operace mod s tak velkymi a vétsimi ¢isla dava nespravné vysledky.

Miuzeme si ale v Matlabu vytvorit vlastni funkce pro operace ve zbyt-
kovych tiidach, které by dokazaly pracovat 1épe. Se s¢itanim asi nebude zadny
problém a funkce se da samoziejmé pouzit i na odecitani:

function ¢ = plus_modulo(a,b,n)
%hfunction ¢ = plus_modulo(a,b,n)
% scitani a+b modulo n

c=mod (a+b,n) ;

end




U nésobeni by mohl byt vysledek piekroc¢it hranice presnosti, proto funkci
mod pouzijeme i na vstupni proménné:

function ¢ = krat_modulo(a,b,n)
%function ¢ = krat_modulo(a,b,n)
%  nasobeni a*b modulo n

al=mod(a,n);
bl=mod(b,n);
c=mod (al*bl,n);

end

U mocniny vyuzijeme algoritmus, ktery se bézné uvadi pro ndsobeni, ze totiz
umocnujeme jenom na druhou a podle potieby tuto mocninu nasobime s
priubéznym mezivysledkem:

function ¢ = mocnina_modulo(a,b,n)
%function ¢ = mocnina_modulo(a,b,n)
% mocnina a"b modulo n

if b<0, error(’Zaporny exponent’); end
c=1;
z=mod(a,n);
while b>0

if mod(b,2)

c=mod(c*z,n) ;

end

b=floor(b/2);

z=mod (z*z,n) ;
end

end

Tady u vypoctu druhé mocniny nemusime mit strach, ze vysledek by mohl
byt moc velky, protoze funkci mod jsme pouzili v predchozim kroku. Funkce
pak vypocty i s velkymi exponenty zvlada bez problému:



>> mocnina_modulo(2,56,12)
ans =

4
>> mocnina_modulo(2,10000,12)
ans =

4

>>

Aby nas vycet byl kompletni, vytvoime jesté funkci pro vypocet inverzniho
prvku modulo n. Pfi tom muzeme vyuzit malou Fermatovu vétu, ktera pro

prvocislo n dava

n_l_l

a7 =1 (mod n)

function ¢ = inverze_modulo(a,n)
%function ¢ = inverze_modulo(a,n)
%  inverzni privek 1/a modulo n
% 1 musi byt prvocislo

if “isprime(n)
error(’Modulo zaklad neni prvocislo’);
end

c=mocnina_modulo(a,n-2,n);

end

Druhou moznosti je pouzit Eukleiduv algoritmus pro déleni se zbytkem, ktery
pro ¢isla a a b a jejich nejvetsi spoleény délitel d dava cisla x, y, ze plati

d=a-x+0b-y.

Podle tohoto postupu muzeme inverzi a modulo n spocitat v pripadé, ze a a
n jsou nesoudélna. Pfi vypoctu muzeme vyuzit funkci ged, kterd muze jako
dalsi vystupy vracet zminované hodnoty z a y:

function ¢ = inverze_modulo2(a,n)
%function ¢ = inverze_modulo2(a,n)
%  inverzni privek 1/a modulo n
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% a,n musi byt nesoudelna
[d,x,z]=gcd(a,n);

if d7=1

error(’soudelna cisla a,n’);
end

c=mod(x,n);

end

1.3 PARI/GP

Pokud hovoiime o algoritmech teorie ¢isel, nezapoménme na francozsky soft-
ware PARI/GP (viz http://pari.math.u-bordeaux.fr/), ktery v této ob-
lasti patii k nejlepsim. Sage umi piikazy PARI/GP vyvolat. Ukdzeme si jen
zakladni pouziti a rozdily mezi vysledky Sage a PARI/GP:

sage: 1./7

0.142857142857143

sage: gp(1./7)
0.14285714285714285000000000000000000000
sage: gp(sqrt(2))
1.4142135623730950488016887242096980786

sage: sqrt(2)

sqrt (2)

sage: factor(27257-1)

535006138814359 * 1155685395246619182673033 *
374550598501810936581776630096313181393

sage: gp.factor(27257-1)

[535006138814359, 1; 1155685395246619182673033, 1;
374550598501810936581776630096313181393, 1]
sage:
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Kapitola 2

Algebraické vypocty

2.1 Zbytkové tridy

Sage umi pracovat se zédkladnimi ¢iselnymi okruhy a télesy:

sage: ZZ

Integer Ring

sage: QQ

Rational Field

sage: RR

Real Field with 53 bits of precision
sage: CC

Complex Field with 53 bits of precision
sage: Integers()

Integer Ring

sage: ZZ==Integers()

True

sage:

vvvvvv

n uz tady byla fe¢, podivejme se na né trochu bliz:

sage: Z8=Integers(8)
sage: Z8

Ring of integers modulo 8
sage: Z8.1list()
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0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]
sage: Z8.addition_table()

o
50 Hh O Q0O T W
P B0R Hh O Q&0 T
T B0@ H 0 Q0
O T B0 H 0 Q
Q0 o B50@ o
®© & 0 T m 50 Hh
H O Q& 0 T o 50
g H O Q0 T P B

sage:

Vidime, ze prvky v tabulce s¢itani jsou zobrazeny symbolicky, je samoziejmé
mozné zpusob zobrazeni nastavit. Taky si zobrazime tabulku ndsobeni

sage: Z8.addition_table(names=’elements’)

o
0l 01234567
1112345670
21 23456701
31 34567012
41 45670123
5/ 56701234
6l 6 7012345
71 70123456

sage: Z8.multiplication_table(names=’elements’)
* 01234567

o
0l 00000000O
11 01234567
21 02460246
31 03614725
41 04040404
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~N O O,
O O O
~N O O;
N
a N N
S O b
w o =
N B O
= N W

sage:

Na jednotlivé prvky se muzeme dostat pomoci jejich indexu:

sage: x=28(3);x
3

sage:
3

sage:
True
sage:

y=28(11);y

X==

Taky se lze dotazovat na ruzné vlastnosti jednotlivych prvku:

sage: x.is_zero()
False
sage: x.is_one()
False
sage: x.is_unit()
True

sage:

Vsechny invertibilni prvky tedy zjistime piikazem

sage: [[a,a.is_unit()] for a in Z8]
[[0, Falsel,

[1, Truel,

[2, False],

[3, Truel],

[4, False],

[5, Truel,

[6, False],

[7, Truell
sage: Z7=Integers(7)
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sage: [[a,a.is_unit()] for a in Z7]
[[0, False],

[1, Truel,

[2, Truel,

[3, Truel],

[4, Truel,

[6, True],

[6, Truell
sage:

Okruh zbytkovych tiid lze také vytvorit jako podil Z/8Z:

sage: R8=ZZ.quotient(8)
sage: R8

Ring of integers modulo 8
sage: R8==78

True

sage:

Je také mozné vytvorit aditivni grupu izomorfni zbytkové tiidé modulo n
vzhledem ke s¢itani, jedna se ale o jiny objekt:

sage: R8=AdditiveAbelianGroup([8])

sage: R8

Additive abelian group isomorphic to Z/8
sage: R8.1list()

[0, (L, @, ), 4, &), 6), (M]
sage: R8==78

False

sage:

2.2 Grupy permutaci

V Sage se grupy permutaci nazyvaji symetrické grupy a k jejich vytvareni se
pouziva piikazem SymmetricGroup:

sage: S3=SymmetricGroup(3);S3
Symmetric group of order 3! as a permutation group
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sage: S3.1list()
(O, (2,3, (1,2), (1,2,3), (1,3,2), (1,3)]
sage: S4=SymmetricGroup(4)
sage: S4.1list()
LO,
(3,4),
(2,3),
(2,3,4),
(2,4,3),
(2,4),
(1,2),
(1,2)(3,4),
(1,2,3),
(1,2,3,4),
(1,2,4,3),
(1,2,4),
(1,3,2),
(1,3,4,2),
(1,3),
(1,3,4),
(1,3)(2,4),
(1,3,2,4),
(1,4,3,2),
(1,4,2),
(1,4,3),
(1,4),
(1,4,2,3),
(1,4)(2,3)]
sage:

Jednotlivé prvky (permutace) jsou tedy vyjadieny pomoci cykli. Pokud
chceme vybrat néjaky prvek, odkdzeme se na néj pomoci permutace, tedy
poradi ¢isel 1,... ,n:

sage: tau=S4([2,4,3,1]);tau
(1,2,4)

sage: tau.list()

(2, 4, 3, 1]
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sage: [a.list() for a in S4]
[[1, 2, 3, 4],
[1, 2, 4, 31,
[1, 3, 2, 4],
[1, 3, 4, 2],
[1, 4, 2, 3],
[1, 4, 3, 2],
[2, 1, 3, 4],
2, 1, 4, 3],
[2, 3, 1, 4],
[2, 3, 4, 11,
[2, 4, 1, 3],
[2, 4, 3, 1],
[3, 1, 2, 4],
(3, 1, 4, 21,
(3, 2, 1, 41,
(3, 2, 4, 1],
(3, 4, 1, 2],
[3, 4, 2, 11,
(4, 1, 2, 31,
(4, 1, 3, 21,
(4, 2, 1, 31,
(4, 2, 3, 11,
(4, 3, 1, 21,
(4, 3, 2, 1]1]
sage:

Timto zpusobem muzeme vyjadfit permutaci pomoci cyklu, piipadné nao-
pak. Také muzeme permutace skladat a vysledek si vypisovat ve tvaru, ktery
nam vyhovuje. Samoziejmé také muzeme urcit inverzni permutaci:

sage: S4([3,2,4,1])
(1,3,4)

sage: S4((1,4,3))

(1,4,3)

sage: S4((1,4,3)).1list()
4, 2, 1, 3]

sage: p1=S4([2,4,1,3]);pl
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(1,2,4,3)

sage: p2=54([4,3,1,2]);p2
(1,4,2,3)

sage: plx*p2

(1,3,4)

sage: p2x*pl

(1,3,2)

sage: p3=p2+*pl;p3.list()
[3, 1, 2, 4]

sage: pl.inverse()
(1,3,4,2)

sage: pl.inverse().list()
[3, 1, 4, 2]

sage:

Na vypis tabulky operaci pro grupu permutaci slouzi piikaz cayley_table,
pookud jej ale pouzijeme bez dalsich parametru, je vysledek ponékud neptrehledny.

sage: S3.cayley_table()
* abcdef
e
al abcdef
bl badcfe
cl ceafbd
dl d fbeac
el ecfadhb
fl fdebca

Proto si jednotlivé permutace oznacime symboly, abychom je snéze identifi-
kovali.

sage: S3.1list()
(O, 2,3, (1,2, (1,2,3), 1,3,2), (1,3)]
sage:

Mame tam dva cykly, ty oznac¢ime c1 a c2. Pak jsou tam tfi permutace, které
prohodi mezi sebou dva prvky, ty oznacime postupné r1, r3 a r2 podle toho,
ktery prvek zustava na misté. No a oznaceni id ja doufdm jasné.
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sage: S3.cayley_table(names=[’id’,’r1’,’r3’,
rc1,7¢27,°1r2°])
¥ id r1l r3 cl1 c2 r2

id|] id r1 r3 cl c2 r2
ri| r1 id ¢l r3 r2 c2
r3| r3 ¢c2 id r2 rl1 ci1
cl| c¢1 r2 r1 c2 id r3
c2| c2 r3 r2 id c1 r1
r2| r2 c1 c2 r1 r3 id

sage:

7 tabulky je napiiklad vidét, které prvky jsou inverzni ke kterym. Ctenaf
muze popremyslet, jestli by se dalo podobnym zpusobem aspon trochu zptehlednit
tabulku operaci pro S4.

Posledni ukézkou z oblasti grup permutaci budou kvaterniony. Jedna se
o zobecnéni komplexnich ¢isel, kdy kromé imagindrni jednotky ¢ mame jesté
dve dalsi j a k, pricemz plati

I'==k=-1, ij=k, jk=1i, ki=]j

Kvaterniony tvoii nekomutativni téleso, zaménou potradi nasobeni u po-
slednich tii rovnosti se otoc¢i znaménko vysledku.

Uvedené imaginarni jednotky spolu s £1 a svymi opa¢nymi hodnotami
tvori multiplikativni grupu fadu 8, kterd je isomorfni podgrupé grupy per-
mutaci 8 prvki:

sage: Q=QuaternionGroup(Q);Q
Quaternion group of order 8 as a permutation group
sage: Q.list()
O,
(1,2,3,4)(5,6,7,8),
(1,3)(2,4)(5,7)(6,8),
(1,4,3,2)(5,8,7,6),
(1,5,3,7)(2,8,4,6),
(1,6,3,8)(2,5,4,7),
(1,7,3,5)(2,6,4,8),
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(1,8,3,6)(2,7,4,5)]

sage: [a.list() for a in QI
(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8],
(2, 3, 4, 1, 6, 7, 8, 5],
(3, 4, 1, 2, 7, 8, 5, 6],
4, 1, 2, 3, 8, 5, 6, 71,
(5,8, 7,6, 3, 2,1, 4],
(6, 5, 8, 7, 4, 3, 2, 1],
(7, 6, 5, 8, 1, 4, 3, 2],
(8, 7, 6, 5, 2, 1, 4, 31]

sage:

Zobrazime si tabulku operaci, pricemz jednotlivé prvky oznacime symboly
uvedenych imaginarnich jednotek:

sage: Q.cayley_table(names=[’1’,’i’,’-1’,’-i’,
)j;’7_k;’;_j;’)k)])
* 1 i-1-i j-k-j k

11 1 i-1-i j-k-j k
il i-1-i 1 k j -k -j
-1l -1 -i 1 i-j k j-k
=il -1 1 i-1-k-j k j
jl 3 -k -j kx-1-1i 1 i
x| -k -j k j i-1-1 1
-jl -3 k j-k 1 i-1-i
kl k j-k-j-i 1 i-1

sage:

Ctenar si muze vyzkouset, jestli pfitazeni imaginarnich jednotek jednotlivym
Y
permutacim je jednoznac¢né urceno, ¢i zda snad jsou i jiné moznosti.

2.3 Polynomy

Také polynomy je mozné v Sage definovat vicero zpusoby.
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sage: t=var(’t’)

sage: R = PolynomialRing(QQ, ’t’)
sage: S = QQ[’t’]

sage: S==R

True

sage: R2.<t>=QQ[]

sage: S2.<t>=PolynomialRing(QQ)

sage: R2==52
True

sage: R2==
True

sage:

S polynomy lze provadét ruzné operace:

sage: pl=(t+1)*(t+2);pl

t72 + 3%t + 2

sage: pl72

t74 + 6%xt73 + 13%t72 + 12%t + 4
sage: pl in R

True

sage: pl.parent()

Univariate Polynomial Ring in t over Rational Field
sage: pl.is_irreducible()

False

sage: pl.factor()

t+1D *x (t+2)

sage: R.gen()

t

sage:

Daji se taktéz vytvaret polynomy nad zbytkovymi tfidami modulo n:

sage: R8.<x>=Integers(8)[];R8
Univariate Polynomial Ring in x over
Ring of integers modulo 8

sage: p2=x"3+4*x-5
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sage: p2

x"3 + 4xx + 3

sage: p272

X"6 + 6xx"3 + 1

sage: p2 in RS

True

sage: [p2(a) for a in Integers(8)]
[3, 0, 3, 2, 3, 4, 3, 6]

sage:

Polynomy vice proménnych taky nejsou problémem:

sage: S2.<x,y>=PolynomialRing(ZZ) ;S2

Multivariate Polynomial Ring in x, y over Integer Ring
sage: f=(x"3+2xy~2%x) "2

sage: g=x"2x%y"2

sage: dO0=f.gcd(g);d0

X2

sage:
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Kapitola 3

Kombinatorické a grafové
algoritmy

3.1 Kombinatorika

O kombinatorice jsem se uz zminovali vicekrat, ukazeme si tedy jesté alespon
nékolik prikladu s pouzitim Sage.
Zacneme karetnim prikladem, ktery mozna oceni hraci pokeru:

sage: Barvy=Set(["srdce","kary","piky","krize"])
sage: Hodnoty=Set([2,3,4,5,6,7,8,9,10,"kluk","dama",
"kral","eso"])

sage: Karty=CartesianProduct(Hodnoty,Barvy)

sage: C5=Combinations(Karty,5)

sage: C5.cardinality()

2598960

sage: binomial (Karty.cardinality(),5)

2598960

sage: C5.random_element ()

[[4, ’krize’], [5, ’piky’]l, [5, ’krize’], [7, ’kary’],
[7, ’krize’]]

sage:

Dostali jsme dvé pétky a dvé sedmicky, to neni Spatné. Jesté zahodime tu
¢tverku a zkusime full house:
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sage: Karty.random_element ()
[8, ’srdce’]
sage:

Tak dnes to nevyslo, snad priste.
Jako dalsi ptiklad si zkusime konstrukci Pascalova trojihelniku:

sage: [[binomial(n,i) for i in range(n+1)] for n in

range(12)]
[[1],
(1, 11,
(1, 2, 1],
(1, 3, 3, 11,
(1, 4, 6, 4, 1],
(1, 5, 10, 10, 5, 1],
(1, 6, 15, 20, 15, 6, 1],
(1, 7, 21, 35, 35, 21, 7, 11,
(1, 8, 28, 56, 70, 56, 28, 8, 1],
(1, 9, 36, 84, 126, 126, 84, 36, 9, 1],

(1, 10, 45, 120, 210, 252, 210, 120, 45, 10, 1],
(1, 11, 55, 165, 330, 462, 462, 330, 165, 55, 11, 1]]
sage:

Nesmime pfi tom zapomenout, ze range(n) dava hodnoty od 0 do n — 1.
Dalsi kombinatorickou tlohou je rozklad prirozeného cisla na soucty:

sage: Q=Partitions(6)
sage: Q
Partitions of the integer 6
sage: Q.cardinality()
11
sage: Q.1list()
(6],

(5, 11,

(4, 21,

(4, 1, 1],

[3, 31,
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[3, 2, 11,

(3, 1, 1, 1],

[2, 2, 21,

2, 2, 1, 11,

2, 1, 1, 1, 11,
(1, 1, 1, 1, 1, 1]1]

sage:

Podobné funguje funkce Compositions, u niz se ale bere v potaz i poradi:

sage: Q1=Compositions(5);Q1
Compositions of 5
sage: Ql.cardinality()

16
sage: Q1.1list()
[fe, 1, 1, 1, 13,
(1, 1, 1, 21,
(1, 1, 2, 11,
(1, 1, 31,
(1, 2, 1, 11,
(1, 2, 21,
[1, 3, 1],
[1, 4],
2, 1, 1, 11,
2, 1, 21,
[2, 2, 11,
[2, 31,
[3, 1, 11,
[3, 21,
(4, 11,
[51]
sage:

Dalsim znamym kombinatorickym problémem je nalezeni vSech moznych
pripustnych uzavorkovani n pary zavorek, tedy laicky feceno, pravé zavorky
nesmi prevarovat nad levymi. Pocet vSech moznosti davaji Catalanova cisla:

sage: for i in range(11): print catalan_number (i)
1
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429
1430
4862
16796
sage:

Sage ale umi také najit vSechna pripustna uzavorkovani:

sage: D=DyckWords(3);D
Dyck words with 3 opening parentheses and 3 closing parentheses
sage: D.cardinality()

5
sage: D.list()

[[1, 0, 1, O, 1, O],
[1, 0, 1, 1, 0, 0],
[1, 1, 0, 0, 1, 0],
[1, 1, 0, 1, 0, 0],
[1, 1, 1, 0, 0, 0]]
sage:

Lepsi mozna bude zobrazeni skutec¢né pomoci zavorek:

sage: for i in D: print i
000

O CO)

(O)O

(OO

(CON

sage: D2=DyckWords(4)
sage: D2.cardinality()

14

sage: for i in D2: print 1
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0000
00O
OO
OCO0)
OO
(0O O
(O (O)
(OO
(OO00)
(OO
(CONO
(COYO)
(COON
(CCOI)

sage:

Jako posledni ptiklad si ukdzeme praci s abecedou:

sage: W=Words("xy");W
Words over {’x’, ’y’}
sage: W.cardinality()
+Infinity

sage: il=iter(W)

sage: for k in range(20): print il.next()

X

y
XX
Xy
yX
yy
XXX
XXy
XyxX
Xyy
VXX
yxy
yyx
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yyy

XXXX
XXXy
XXyX
XXyy
XyXx
sage:

3.2 Grafy

Ukazeme si, jak v Sage generovat nékteré zakladni grafy. Jako prvni to bude
hyperkrychle v n dimenzich. Pro n = 2 dostaneme samoziejmé ¢tverec, pro
n = 4 je to ponékud zajimave;jsi.

sage: C = graphs.CubeGraph(2);C
2-Cube: Graph on 4 vertices

sage: C.show()

sage: C = graphs.CubeGraph(4);C.show()
sage:
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Q00

 l

Dulezity je samoziejmé uplny graf ¢i Petersenuv graf:

(0))

HO 10

1

ap
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sage: graphs.CompleteGraph(6) .show()
graphs.PetersenGraph () . show()
sage:
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Grafové lze také reprezentovat matice, kdy 1 nebo 0 fikaji v matici, zda
uzly oc¢islované indexy radku resp. sloupci, jsou nebo nejsou spojeny hranou.
Pritom na hlavni diagonale museji byt nuly. Prislusné grafy casto mohou
pomoci napiiklad pfti faktorizaci matice.

sage: Mi=Matrix([[0,1,1,0],[1,0,1,1],[1,1,0,1],[0,1,1,0]11)
sage: M1

[01 1 0]

[1 01 1]

[1 10 1]

[0 11 0]

sage: G1=Graph(M1) ;G1.show()

sage:
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A nesmime zapominat na orientované grafy, jako je tfeba Cayleyho graf
dané grupy:

sage: G = DihedralGroup(3)

sage: G

Dihedral group of order 6 as a permutation group
sage: G.list()

O, (2,3), 1,2, (1,2,3), (1,3,2), (1,3)]
sage: G.cayley_graph()

Digraph on 6 vertices

sage: G.cayley_graph().show()

sage:
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