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PREDMLUVA

Kniha, kterou dostava Etenaf do rukou, si klade za cil podat elementarni a ne pfilis
rozséhl§ vod do problematiky numerického fefeni diferencidlnich rovnic. Vznik-
la na zdklads mého dlouholetého pliscbeni jako ufitele na matematicko-fyzikaln{
fakulté Karlovy University, kdy moje pfednaska tvofila (a dosud tvoff) tu Cast zd-
kladniho &tyisemestrového kursu numerickgch metod pro posluchafe specializace
numerickd matematika, kterd se tyka diferencidlnich rovnic. Obsah knihy je tedy
v podstatd dan studijnim pldnem zmin&né specializace a zahrnuje zédkladni meto-
dy pro fefeni obylejngch diferencidlnich rovnic (tloh s politeénimi podminkami
i okrajovych tloh) a parcidlnich diferencialnich rovnic eliptického a parabolického
typu. Historicky vzniklo, #e diferencialni rovnice hyperbolického typu nejsou zatim
pojaty do zakladniho kursu numerické matematiky, coZ tvofi jeden z dfivodi, proé
je &endf nenalezne ant v této knize. Druhy diivod je ten, Ze chovani rovnic hyper-
bolického typu je natolik odli$né od chovani eliptickych a parabolickfch rovnic, Ze
by se pii jejich vySetfovant dalo uZit jen velmi malo z ostatniho obsahu knihy. J et
rozsah by tedy vzrostl nefinosng. Uréitou mezeru, kterd tak vznikne, bude tieba
zaplnit teprve v budoucnosti.

Kniha je rozd&lena do €yt kapitol. V prvni kaptiole vénované problematice nu-
merického FeSeni dloh s potateénimi podminkami pro oby&ejné diferencidlni rovnice
se studuji b&zné linedrni k-krokové metody a obecné jednokrokové metody Eftaje
v to dileZity specialnf p¥ipad metod Runga a Kutty. Kromé toho jsou zde pojed-
nény také problémy spojené s fefenim diferencidlnich rovnic se silnym tlumenim.
Obsah druhé kapitoly je tvofen zdkladnimi metodami pro fedeni okrajovych filoh
pro obyéejné diferencislni rovnice. Omezujeme se zde pievdiné na linedrni problémy
a jmenovits jde o metody prevodu na flohy s pocatetnimi podminkami (metoda
stielby, metoda pfesunu okrajové podminky), o metodu sit{ a o zaklady variatnich
metod zejména pak o metodu koneénych prvkii. Kapitola tfeti pojednava o metod@
siti a o zékladech metody koneénjch prvkil pro fefeni parcidlnich diferencidlnich
rovnic eliptického typu. Koneén& v kapitole étvrté si véiméme problematiky pfibli-
ného feeni parcidlnich diferencidlnich rovnic parabolického typu. Zabyvame se zde
metodou siti a klasickymi i varia¢nimi semidiskrétnimi metodami. Kromé tcho je
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PREDMLUVA

ke ka#dé kapitcle pFipojen komentovany seznam doporudené literatury Eitaje v to
samoziejmé ty publikace, které jsou v textu bezprostfednd pouZity. NesnaZil jsem
se pfitom podat vyderpavajici vycet literatury, ale spife ukizat studentu zakladni
prameny, z nichi miZe rozsifit své znalosti.

U% na zal4tku jsem uvedl, Ze kniha pfedstavuje elementarni fivod do vyse po-
psané problematiky. R4d bych k tomu dodal, Ze mn& pfi jejim psani §lo o to dat
Stenafi zakladni orientaci zejména v teoretickych otdzkach spjatjch se studovany-
mi metodami. Mél jsem pritom na mysli ani ne tak podat co nejobecndjsi vysledky
a co nejupln&jai seznam stiavajicich metod, jako zdiiraznit zdkladni myslenku p¥i-
sluiného postupu a uZivat pfitom co nejméné pfedb&injch matematickych znalosti.
Skutetné k tomu, aby ¢tenadf plné porozumél celé knize, vystadi pouze s témi nej-
elementarngjsimi pojmy a poznatky z linearni algebry a redlné analjzy (pojem
vektoru, matice a linearnfho prostoru, zékladni vlastnosti derivace a integralu).
Jen na nékolika milo mistech se uivaji néktera specialnéjsi tvrzeni z teorie funkef
komplexni proménné.

Kniha je zaméfena tedy spide teoreticky, proto i cvifeni pFipojend k jednotlivym
kapitoldm jsou teoreticka a slouzi k hlubsimu porozuméni vykladané latky. S tim
souvis{ i1 charakter konkrétnich numerickych pfikladd, které v ni Ctenaf nalezne.
Tyto pfiklady nejsou mysleny jako pfimé vzory k feSeni konkrétnich praktickych
problémi — k tomu slouZi, nebo by méla slouZit prakticka cvifeni pFimo na po€itaci
— ale jako ilustrace nékdy i nedekanych jevii, s nimiZ se lze v praxi za vétSinou
motivace k provadénym teoretickym tvaham.

Z4vErem je mou milou povinnosti pod8kovat vEem, kte¥i v té &1 oné mife prispéli
k vytvofeni této knizky. Jsou to zejména vEichni moji kolegové z oddé&leni konstruk-
tivnich metod matematické analjzy Matematického tstavu AV CR a fada kolegh
z katedry numerické matematiky matematicko-fyzikalni fakulty Karlovy univerzity,
kteff byli kdykoliv ochotni vést se mnou dlouhé diskuse o obsahu a zaméfeni knihy.
Jmenovité bych rad uvedl prof. dr. Ivo Marka, &lena korespondenta AV CR, ktery
jako védecky redaktor vénoval publikaci pé¢i a pozornost daleko pfesahujici béZné
zvyklosti. Déle pak vd&&im svym pFatelim RNDr. Petru Pfikrylovi, CSc., a RNDr.
Michalu Kfizkovi, DrSc., ktefi petlivé ptetetli cely rukopis a Ffadou pfipominek
piispéli ke zkvalitnéni textu. Co nejvieleji také dékuji Radé Fondu pro vydivani
védecké literatury AV CR, jeji# subvence byla pro vydéni knibhy rozhodujici. Man-
ellim Siddkovym pak pati{ miij dik za nesmirné peélivou p¥pravu matrice pro tisk.
Kone&n& co nejupfimnéji dé€kuji své Zené za oporu, kterou mné byla pfi psani této
knihy, a za trpélivost, se kterou znovu a znovu pfepisovala narotny rukopis.

Praha, leden 1989 Autor
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Kapitola I.

Obycejné diferencialni rovnice
alohy s pocateénimi podminkami

1 Uvod

V této kapitole se budeme zabyvat problematikou numerického fegeni dloh s po-
dateénimi podminkami pro obyZejné diferenciilni rovnice. Ulohou s pocdiecnimai
podminkami pro soustavu m diferencidlnich rovnic prvniho fadu

(L.1) YW=z y, ...,y
Zy‘ = 2f(xa 1y7 e ’my),

myj _mf(ley""lmy)

rozumime Glohu nalézt m funkef ly,...,™y promémné ¢ definovanych, spojitych
a spojitd diferencovatelnych v intervalu {a, &), které vyhovujf rovnicim (1.1) a pro
néz plati

(1.2) () = 1, "w(E) = nz,- -, "Y(E) = O,

kde = {m1,.-.,%m)T je dany m-dimenziondlnf vektor a £ pevné zvoleny bod
v intervalu {a,b). Casto to byva levy krajni bod daného intervalu, coi také v dal-
§fm vykladu budeme p¥edpoklddat. Dopliujici podminky (1.2) kladené na fefeni
soustavy (1.1) se nazyvaji pocdiedni podminky.

Protoze kaZdou diferencialni rovnici m-tého fédu

(1.3) ¥ =z, .9, ¥}
Ize psat po zavedeni novych nezndmych funkei
(1.4) ly=uy,

="y (=v),

3y - Zyl (E yn)’

my — (m—l)yf (E y(m—l)),

13



1. OBYOEINE DIFERENCIALNI ROVNICE - ULOHY § POCATECNIMI PODMINKAMI

jako soustavu diferencidlnich rovnic prvniho Fadu

(1.5) Yy ="y,
%y =2y,

my’ = f(m’ly’___,my)’

je 1 tento typ rovnic zahrnut v piipadé (1.1).
Pfi vySetfovani konkrétnich metod se skoro vude omezime na jednu diferencidlni
rovhici

(1-6) y' = f(z-y)> z€e (a’ b)
s pofateéni podminkou
(.7 y(a) = 1.

Toto omezeni neni vétinou nikterak podstatné. Prejdeme-li totiZ k vektorovému
zépisu a poloiime-li

(18) y=Cpom F=0Fm0T
n= (7’11- --,Tlm)T.

mfizeme soustava (1.1) s poéatefnimi podminkami (1.2) psit ve tvaru

(1.9} y'=Ffzy), y&=n

K pieneseni vysledkd, které zformulujeme pro piipad rovnice (1.6) s potitetni
podminkou (1.7} na p¥ipad soustavy {1.1) s potatetnimi podminkami (1.2) tedy
sta&l obvykle pouze pfedpoklidat, e y v rovnici (1.6) je vektor a f vektorovd
funkce.

Déle se omezime na metody diskréini, které spocivaji v tom, Ze pfiblizné hodnoty
hledané funkce hledame pouze v n&jaké diskrétni mno¥ing bodd z. € (a,b), n =
=0,1,...,N. Tyto body budeme volit pro jednoduchost pfevazné ekvidistantni,
tj. poloZime

(1.10) zn=a+nh, n=0,1,.. .,

kde h je konstanta, kterou nazveme integraénim krokem. RovnéZ toto omezenf se
v&tEinou snadno odstrani. ‘

Naproti tomu metody typu pestupngch (nebo Picardovych) aprozimaci, které
spodivaji v tom, Ze se diferencidlni rovnice (1.8} s pogatetni podminkou (1.7) na-
hradi ekvivalentn{ integralni rovnici

1.11) yz)=n+ /I F{t w1y dt

14
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a pro tuto rovnici se konstruujf postupné aproximace pfedpisem

(1.12) Yas1(z) =0 + fx ftu®)de, n=12,...,

a které hraji viznamnou roli v teorii diferencidlnich rovnic, ponechdvime stranou
naseho zdjmu. Diived je ten, v Ze efektivité nemohou konkurovat vyse zminénym
diskrétnim metoddm.

O pravé strané f diferencidlni rovnice {1.6) budeme piedpoklidat viude v této
kapitole, 1 kdyz to nebudeme vidy znovu opakovat, Ze
(i) je definovand a spojitd jako funkce dvou proménngch v psu ¢ £ 2 £ b,
. —o00 < y < oo (a, b jsou konetna &sla) a Ze

¥

¥ __ (ii) spliiuje v tomto pasu Lipschitzovu podminku vzhledem k y s konstantou

nezavislou na z, tj. Ze existuje konstanta L takova, Ze plati
(1‘13) If(I,y)—f(l‘,Z)l §L|y"z|

pro kaZdé z € {(a, b) a pro libovelna y a z.

K splnéni této podminky staél napf., aby ve zminéném pasu méla prava stra-
na dané diferencilni rovnice omezenou pryvni parcidlnf derivaci podle y, jak plyne
ihned z véty o stfedni hodnoté. To je splnéno zejména v pfipadé linedrni diferen-
cidlni rovnice.

Globélni pfedpoklady o pravé stran& dané diferencidlni rovnice, které jsme zfor-
mulovali, zaruéuji, jak hned ukaZeme, existenci a jednoznaénost fedeni dlohy (1.6),
(1.7} v celém intervalu {a, b}, zatimco obvyklé lokdlni pfedpoklady, které se uvadé-
Ji ve vét&iné piiruéek o teorii obyéejngch diferencidlnich rovnic, zarucuji existenci
feSeni pouze lokalné. Uvedené pfedpoklady nés tedy uSetfi tvah, zda v té &asti
druhé strang je viak pfedpoklad (1.13) znaéné siluj a ¢asto se tedy v praktické si-
tuaci stane, Ze nenf splnén. To v8ak nenf tak tragické, jak se miZe na prvni pohled
zd4t, nebot numericky v&tsinou fedime takové diferencialni rovnice, o nichZ u# pfe-
dem méme k dispozici néjakou informaci umo#iujici odhadnout polohu hledaného
fefeni. Pak uZ obvykle snadno zménou definice dané pravé strany v téch Zstech
pasua £ ¢ £ b, —00 < y < o0, kde FeSeni zarudeng nelefi, dosdhneme spinéni
piedpokladu (ii).

Daldf dillezit4 pfednost pfedpokladd (i), (ii) souvis{ s tim, Ze u v8ech metod,
které uvedeme, bude v pfislusném algoritmu nutno vypoéitivat hodnoty f(z,y),
kde z bude leZet v intervalu {a, b}, aviak hodnotu y nebudeme mit moinost pie-
dem odhadnout. Predpoklad, Ze funkce f je definovana pro libovolné y, teoretické
zkoumiani takové metody znaéné zjednodusi.

Jako nejjednodussi piiklad metody, kterou méme na mysli, uvedme tzv. Bule-
rove metodu, ve které pEiblizné hodnoty y, FeSeni y(x) diferencidlni rovnice (1.6)
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I. OBYCEINE DIFERENCIALNI ROVNICE - ULOHY S POCATECNIMI PODMINKAMI

v bodech # = #, danjch rovnici (1.10) poéitame z rekurence

(1.14) Yo =1,
Yat1 = Yn +Af(2n, ), n=0,1,...,2n € {a,b}.

Zaveden{ této metody je motivovano geometricky. Geometricky feCeno uddva to-
ti# diferenci4lni rovnice (1.6) v pasu a £ z £ b, —oco < y < o0 smérové pole. Nalézt
jeji ¥eSeni spliiujici danou podateéni podminku (1.7) znaéi tedy nalézt kfivku, je-
ji# graf prochdzi bodem (a,7n) a mi v kaZdém svém bod& smérnici urfenou timto
smérovym polem. Eulerova metoda v této interpretaci tedy zna& aproximaci hleda-
né kiivky lomenou Zarou prochézejici body (z;,¥), 1 = 0,1,. .., pfidem? smérnice
tsetek, které ji vytvafeji, souhlasi se smérovym polem vidy v levém krajnim bodé.

Z prakiického hlediska je jist& rozumné 34dat, aby pfibliZné fesenf g, ziskané da-
nou metodou konvergovalo v n&jaké vhodném smyslu pfi zmensovani integraéniho
kroku k pfesnému feeni y dané Glohy. Tento poZadavek totiZ aspoh teoreticky za-
ruéf, Ze feSeni dlohy (1.6), (1.7) lze zfskat s libovolnou piesnosti volbou dostatetné
malého h. Zavedeme-li tedy tzv. celkovou diskretizaéni chybu e, rovniel e, = yn —
— y(z,), bude jeji chovani jako funkce integraéniho kroku A dileZitou charakteris-
tikou dané metody. Zdlirazndme, e chovani celkové diskretizaéni chyby pfi h — 0
je tfeba vySetfovat pFi pevném xz, = z € {a,b), nebot jen tak udava tato veli¢ina
velikost chyby, které se dopouitime pfi aproximaci hodnoty pfesného fedeni v bodé
z. Vzhledem k rovnici #, = a + nh to mé oviem za nésledek, Ze pfi zvolendm =z
probihd integraéni krok nikoliv spojitou, ale diskrétni mno#inu, a to téch hodnot
h, pro né% je (z — a)/h celé Eslo; pfi A — 0 musi tedy platit n — oo,

Konvergenéni vlastnosti celkové diskretizaén{ chyby budeme vySetfovat na rizné
firovni. Poda¥i-li se dokdzat, Ze pro A — 0 a z, = z plati e, — 0, mluvime ¢ prosté
konvergenci. Nalezneme-li funkci ¢(k), pro niZ je limp(h) = 0 pro h — 0 a plati-li
en = O(tp(h)) pro k — 0 a z, = z, Tekneme, %e jsme zjistili rychlost konvergence.
Zépis e, = O(qa(h)) toti# znamend, e existuje konstanta M takova, Ze pro mald
h a pro n definovana rovnict z, = z plati |e,| £ Me(h). Chyba tedy konverguje
k nule nejménd tak rychle jako zndmd funkce @(h) (v praxi je funkce ¢ nejcastdji
tvaru hP). Jedté siln&j# informaci je odhad chyby len} < #(h), kde ¥ je zndma
funkee, pro niz plati ¥(h) — 0 pro h — 0. Konetn8, podafi-li se nalézt funkei
n takovou, e plati e,/n(k) — 0 pro b — 0 a &, = z, mluvime o funkei 7 jako
o asympiotickém odhadu chyby.

Ze viech pravé uvedenych informaci o chovani chyby se zd4 byt na prvni pohled
nejuiteénéjd odhad chyby, nebot jen on umoZiiuje volit pfedem velikost integrac-
niho kroku tak, aby chyba, které se dopustime, nepfesahla pfedepsanou hodnotu.
V daliim viak uvidime, #e tato tivaha vede skoro vidy k zbytetné malym integ-
ratnim krokiim, takie ji z praktickych diivodii nelze v&tinou pouzit. Proto znalost
rychlosti konvergence nebo asymptotického chovani chyby poskytuje Easto podstat-
né vice prakticky poufitelné informace o dané metodé nez odhad chyby.

Pro ziskéni pfedstavy o celkové diskretizaini chybé bjva mnohdy uZitecné znét
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tav. lokdini diskretizadni chybu dané metody. Rozumime ){ chybu, které se dopus-
time tim, %e provedeme jeden krok dané metody a predpokliddme, Ze vSechny
hodnoty, kieré k jeho realizaci potfebujeme, jsou pfesné. V konkrétnim pfipadé
FEulerovy metody je tedy lokalni diskretizaén{ chyba dédna vyrazem

(1.15) L{y(z); h) = y(z + h) — y(z) — hf(z,4(z)),

kde y je pfesné Feseni dané diferencialni rovnice. I lokaln{ diskretiza¢ni chyba se vét-
sinou vyjadfuje jako funkce integratniho kroku. Pti numerickém feSeni diferencialni
rovnice se dopoustime lokalni diskretizaéni chyby v kaZdém kroku, a celkova diskre-
tizaéni chyba je tedy vysledkem nakupen{ lokalnich diskretiza¢nich chyb. Pfitom
je tieba brat navic v Gvahu, Ze kaidy krok vychézi z hodnot, které ui jsou za-
tiZeny chybou z pFfedeslého vypoétu. Je tedy Zadouci, aby dand metoda méla tu
vlastnost, Fe pfi jejim uziti nedochézi ke katastrofalni akumulaci lokalnich diskreti-
zaténich chyb. O metodach, u nich# tomu tak je, se obvykle mluvi jake o stabilnich
metodach. Pojmi stability je pfitom Fada; nékteré z nich v dalsim rovnéz vySetiime.

PFi vSech predchozich Givahich jsme mi¢ky pfedpoklidali, Ze pfibliZné feSenf spl-
v diisledku toho, Ze aritmetické operace jsme schopni providét pouze s koneénym
poétem &isel o koneéném poétu cifer, samozfejmé neni a misto veliéiny ¥, vypotte-
me velidinu §,, ktera splfiuje rovnici (1.14) pouze pfiblizné. Celkova chyba pfibliz-
ného fefeni, které dostaneme jako vysledek konkrétniho vypoétu, se tedy sklada
ze dvou Césti: celkové diskretizaéni chyby e, a z veliéiny r, = §n — yn, kterou
nazveme celkovou zeokrouhlovact chybou. Maji-li byt nase znalosti o dané metodé
uspokojivé, musime mit pfedstavu i o chovani této zaokrouhlovaci chyby.

V3echny pravé zminéné aspekty budeme mit na myshi pfi vySetfovani konkrét-
nich metod v dalsich ¢lancich této kapitoly. Zaéneme pritom podrobnym vysetfenim
Eulerovy metody, ne ani proto, Ze bychom ji n&jak zvldst doporuovali pro prak-
tické pocitani — v efektivité nemize vétsinou soutéit s dimyslnésim metodami,
jak uvidime — ale hlavné proto, %e mnohé charakteristické postupy pouZitelné
plikovanym zdpisem. ProtoZe viak Eulerovu metodu pouZijeme v diikazu slibené
existenéni véty, zformulujeme jednu je)i jednoduchou vlastnest ui zde. Zaéneme
pomocnym tvrzenim, které bude u#iteéné i v dalgich Eldncich.

Lemma 1.1. Budie A a B nezdporné konstanty a nechf pro posloupnost &isel
®0,---,¢n platf

(1.16) lent1] € Afpn|+B, n=0,1,...,N—1
Pak plati

A'-ig A#1
1.17 W £ AT A-1
(1.47) foal S A7lgol + { BT 7

pron=0,...,N
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Dikaz seprovede velice snadno napt. iiplnou indukef, a proto jej pfenechame
Etenafi.

Obsahem nésledujfctho lemmatu je apriorni odhad pfiblizného Fedeni ziskaného
Eulerovon metodou.

Lemma 1.2. Necht f spliuje pfedpoklady (i) a (i) a nechf h je libovolné

kladné &islo. Necht N je nejvétsi takové Eislo, %e je =) € (a,b) a necht yg, ..., yn
Je posloupnost ziskand Eulerovou metodou (1.14). Pak plat{
(1.18) | Y, n=0,...,N,
kde

(1.19) Y = |g]e®=9) 4 cBr(b — a),

el® —1
(1.20) Er(z) = pro L >0,
=z pro L =10

a

1.21 = ROIE

(1.21) €S s |f(=z, 0)]

Dikaz. Pfedndsi viimnéme, 7e &islo ¢ definované rovnici (1.21) je konetné,
nebot z predpokiadu (i) plyne, e funkce |7(-, 0)] je spojité na kompaktni mno#ing.
Z (1.14) plyne ihned, Ze plati

(1.22) |vnt1] £ lynl + AlF(@n, yn)i.

Z pfedpokladu (ii) a trojihelnikové nerovnosti dostivime

(1.23) 1f(@ns92)] = 1 (@0, 0)| £ |H(2n, 4n) — F(2n, 0} £ Llynl,
neboli

(1.24) [f(2n,yn) S Llyn| + |f(zn, 0)| £ Llyal +¢, n=0, ., N,
nebot je &n € {a,b). Dosadime-li tento vysledek do nerovnosti (1.22), méme
(1.25) yn41] £ (1 +EL)|yn| + ch

a-z lemmatu 1.1 plyne, 7e plati

(1.26) lval € (L+ LY o] + -(-‘H—];L#hc.

pro L >0a

(1.27) lynl = Inl+ nhe

pro L = 0. PouZijeme-li nyn{ zfejmé nerovnosti 14-hL £ e*” a faktu, ie nh = z, —
—a £ b~ a, dostdvdme poZadovany vysledek ihned z nerovnosti (1.26) a (1.27).
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Nynf uz se dostdvame k formulaci slibené globalni existenéni véty.

Véta 1.1. Necht prava strana f diferencidlni rovaice (1.6) spliiuje pFedpoklady
(i) a (ii) a necht n je libovolné redlné &islo. Pak existuje jedind funkee y, pro niz
plati

(i) y je definovdna a spojitd v intervalu (a, b},

(ii) v je spojité diferencovatelnd v (g, b} a platf y'(z) = f(z,y(:c)) pro kazdé
z € {a,b),

(iii) y(a) = .

Dikaz. K dikazu existence feseni pouZijeme, jak uz jsme se zmdnili v pfed-
chozim textu, Eulerovu metodu. Qznatme k tomu cili symbolem H libovolnou po-
sloupnost kladnych &isel 2 takovych, Ze h — 0 a Ze (b — a)/h je celé &slo a uva-
zujme posloupnost yo, ..., yn (N = (b~ a)/h) ziskanou Eulerovou metodou (1.14)
s integraénim krokem h € H. Pfifadme dile této posloupnosti (a tedy vlastng in-
tegraénimu kroku h € H) spojitou funkei yy tak, Ze jeji graf je lomen4 t4ra slozend
z AseCek spojujicich body (&n,¥n), n =0,..., N. Je tedy

(1.28) Y1(2) = tn + f(@n, tn)(z — 2n)
pron=0,...,N—~1aproz, £z £ z,41. ProtoZe podle lemmatu 1.2 plati, ze je
lyn| £Y pron = 0,..., N adislo Y nezavisi na h, je pravé zavedena posloupnost

funkei {yn; h € H} stejnomérné ohranitens. Dale, kazd4 funkce yy je po &astech
diferencovatelna a plati

(1.29) v(z) = fZn, ), Tn <2 <@pys, n=0,...,N-1.
PoloZime-1i nyni
(1.30) R={(z,9)iaSz b,y LY},

je R kompaktni a funkce f je na ni vzhledem k p¥edpokladu (i) ohraniéend. Pro
kaidé h € H aprokaidé z € z,, n =0,..., N tedy plati

(1.31) (@) 2 M,
kde )
(1.32) M= max |f(z9)l

Odtud ihned dostdvéme, Ze pro libovolnd z, z* € {a, b} plati

*

/ y},(t)dtl S Mlz* - z|.

Posloupnost {yx; h € H} je tedy na intervalu {a,b) nejen stejnomsrné ohranitend,
ale i stejn& spojitd. Podle Arzelovy-Ascoliovy véty tedy existuje mnozina H* C H
takova, 7e posloupnost {yx; b € H*} je stejnomé&rné konvergentnf. Oznatme jeji
limitu y. Je to zfejmé spojita funkce, pro niZ plati y(2) = n. Doka¥me jests, e

(1.33) fyn(z) — (") =
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spliije danou diferencidlnf rovnici, Abychom toho dosshli, uvédomme si nejprve
ze plati

n—1

(134) y"=n+hzf(1"u1yll)) n=0)11"‘lzﬂ-6(alb)l
v=0 -

Jak plyne ihned z rovnic (1.14). Zvolme déle pevné z € (a,b) a pii fixovaném h €

€ H™ uréeme pfirozené &islo n = n(h, x) tak, aby platilo z,_1 < £ z,. Z definice

funkee yn plyne, Ze plati

(1.35)

n—-1 n—1
hZf(my,yv) - hz f(:t:,,,y(xy))

r=0

n—1 n—1
h Z f(xllv yh('rll)) —h E f(wlfv y(:b‘y)) ‘ g

v=0
n—-1
SALY ln(on) — (z)| £ (b~ @)L max |yu(z) - y(@) =0
v=0 s€{a,b)

pro h — 0, h € H*. Déle zfejmé plati

(1.36) hz_:f(ry.y(xu)) - /T F(t,u(t)) de

pro h — 0, h € H*, nebof pro h — 0 bod z,, konverguje k bodu z. Pfejdeme-li
tedy v (1.34) k limit& pro h — 0, h € H*, dostavime

(1.37) y(z)=n+ /mf(t,y(t)) dt.

Z rovnice (1.37) vBak u¥ bezprostiedns plyne, #e funkce y je diferencovatelnd a ze
spliinje danou diferencidlni rovnici.

Abychom dokéazali jednoznaénost, pfedpokladejme, Ze existuji dvé feSenf y a 2.
Z podminky (ii) bezprostfedn& plyne, Ze je

(1.38) )~ s@ < [ luto) ~ =0t

Rozdil y— z je na intervalu {a, b} zfejmé spojity, a proto existuje konstanta M, tak,
e plati

(1.39) ng%ﬁ) |#lz) ~ z(z)} = Mp.

Dosadime-li do nerovnosti (1.38) z (1.39), dostavime
(140) lu(z) - #2)] £ MoL(z - a).
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Dosadime-li pravé ziskany odhad znovu do (1.38), méme

LZ _ a2
(141) lu(e) — =) £ Mo 22
Pokratujeme-li v tomto postupu dile, dostaneme

LF(z — a)*
(142) 9w) — =(e)] < b 2L

pro libovolné k a libovolné z € {a,b). Odtud ale plyne, e plati y(z) = 2(z) pro
kaZdé = € (a, b}. V&ta je dokézdna.

Poznamenejme, %e 2 jednoznaénosti plyne, Ze k Fefeni sestrojenému v dikazu véty
1.1 konverguje nejen vybrana posloupnost {ys; h € H*}, ale dokonce celd posloup-
nost {ys; h € H}. Skuteind, kdyby tomu tak nebylo, existovala by posloupnost
H C H aeg > 0 takové, Je by platilo
(1.43) max_{y(z) — wW=)| 2 0, heEH.

z€{a,b)
Stejns jako v dikazu véty 1.1 se nyni d4 ukdzat, Ze musi existovat H* C H tak,
7e posloupnost {yx; h € H*} je stejnomérné konvergentni. Limitn{ funkee je viak
feSenfm dané diferencidlni rovnice, jak plyne opét z dikazu véty 1.1. Vzhledem
k nerovnosti (1.43) je toto FeSeni nutné riizné od fedeni y, cof odporuje jednoznad-
nosti.

Tato poznamka tedy dava vlastné odpovéd na otazku konvergence Eulerovy mie-
tody. V nasledujicim odstavci dokd¥eme konvergenci Eulerovy metody jesté jednou,
a to pongkud jinym zplsobem. Tento postup bude vhodn&gi k bezprostfednimu
pFeneseni na obecngjsi pripady, k jeho realizaci viak bude tfeba existenci Feeni
tilohy (1.6), (1.7) pfedpokladat.

2 Eulerova metoda

Jak u% jsme se dohodli v Gvodu, budeme viude v této kapitole predpoklidat, Ze
prava strana dané diferencidlni rovnice spliiuje pfedpoklady (i} a (ii) z prvniho
odstavce, tak¥e FeSen{ problému (1.6), (1.7) existuje a je jediné. VySetfovani Eule-
rovy metody zatneme pfesnou definici pojmu konvergence, i kdy# je tento pojem
z pfedeslého textu intuitivné jasny.

Definice 2.1. Rekn&me, e Eulerova metoda je konvergentni, jestlize pro kazdé
@ € (a, b} plati

(2.1) lim yn = y(z),

Tz
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kde yn je pFiblizné Feden ziskané z rovnic {1.14) p¥i integraénim kroku h a y je pfesné
feSeni. Limitni pfechod ve vzorei (2.1) je pfitom nutno chipat tak, Ze soutasné b —
— 0 an — oo tak, Ze plati z, = a + nh = z.

Jak uz jsme upogornili dfive, je limitni pFechod v rovnici (2.1) diskrétni, nebot
pii pevné zvoleném z bereme v Givahu jen ta h, pro n&% plati, e (z — a)/h je celé
tislo. Tohoto omezen{ je moZné se zbavit tak, %e pfi zminéném limitnim pfechodn
pozadujeme platnost podminky z, -~ z. Za n v (2.1) je pak t¥eba vzit, napf.
celistvou Edst podilu (# —a)/h.

Nei# zformulujeme konvergenéni vEtu pro Eulerovu metodu, pfipomeneme po-
jem modulu spojitosti spojité funkee, ktery se zavadi v matematické anal§ze jako
kvantitativni charakteristika stejnomérné spojitych funkei.

Definice 2.2.  Bud ¢ funkce spojité na uzavieném intervalu {a, 5). Pak funkci
wy, definovanou pro nezaporna é predpisem

(2:2) wo8) = sup lp() - pl(")]
) |e—a”|S8
z,z"c{a,b}
nazveme modulem spojilosti funkce .

Funkece w,, jé zfejmé spojitd zprava v bodé § = 0, tj. plati

(2.3) Jim w,(8) = 0.

Véta 2.1. Necht jsou splnény pifedpoklady (i) a (ii) z odst. I, necht y, je
piibliZné FeSeni tlohy (1.6), (1.7) ziskané Eulerovou metodou (1.14) s integraénim
krokem h a necht y je piesné FeSeni. Pak plati

(2.4) |t — ¥(zn)| S w(R)EL(2n —a), n=0,...,N,

kde N je nejvétsi prirozené Eislo, pro né% je wy € (a,b), funkce Ep je definovédna
rovnicemi (1.20) a symbol w znaéf modul spajitosti prvnf derivace presného FeSeni,
t). je
(2.5) w(h)= sup |y'(z) - y'(z")]
le—z"|S
z,5"€{a,b}
Dikaz PribliZné fefeni y, splfiuje rovnici
(2.6) Yn1 = Yn +Af(Zn, ), n=0,...,N -1

Pouzijeme-li definice lokalni diskretizaéni chyby Eulerovy metody (srv. vzorec
(1.15)), dostidvame pro piesné FeSeni analogickou rovnici

2.7 Went1) = ¥(zn) + hf (o, w(z0)) + L{y(za);h), n=0,..., N -1
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Odetteme-li tuto rovnici od rovnice (2.6) a poloZime-li e, = y, — y(z,,), mame

(2.8) ent1 = €n + h[f(n,Un) = F(2n, Y(2n))] — L((2); h),
n==0..,N-1

Odtud ugitim toho, Ze funkce f spliiuje Lipschitzovu podminku vzhledem k pro-

ménné y, dostivame

(29)  lensal S 1+ hD)len| + [L(y(za)ih)l, n=0,..,N—1,

Abychom tedy byly schopni odhadnout celkovou diskretiza¢ni chybu Eulerovy
metody, je tfeba mit k dispozici odhad jeji lokélni diskretizagni chyby. Podle véty
o stfedni hodnoté viak existuje &islo 6,, 0 < 8, < 1, tak, Ze plat{

(2.10) Weng1) — ¥(#n) = b/ (20 + 6uk), n=0,...,N—1,

a tedy z rovnic (2.7) {f(,, y(zn)) = ¥'(z.)), (2.10) a z definice modulu spojitosti
dostavame

(2.11) |Z(y(2n); B)| < huw(h).

Dosadime-li tento odhad do (2.9) a na vzniklé nerovnosti u#ijjeme lemma 1.1, mame
1 " -1

(2.12) lea] < %—hm(h), L>0

S nhw(h), L=0,

nebot eo = 0. Z nerovnosti (2.12) a ze zfejmé nerovnosti 1+ AL < &% (kterou jsme
v podstaté ve stejné souvislosti ostatng uiili v dikazu lemmatu 1.2) uZ tvrzeni véty
plyne bezprostfedng. Véta je dokazana.

Vzhledem k tomu, Ze funkce Fy je na koneéném intervalu omezend, plyne z této
v&ty konvergence Eulerovy metody. Je tfeba poznamenat, #e véta 2.1 nedokasuje
v té podobé, jak je formulovéna, skuteing nic vic ne? pouhou konvergenci, i kdy%
nerovnost (2.4) mé forméln& tvar odhadu chyby. O funkei w, kters v této nerovnosti
vystupuje, totiZ vime pouze, Ze existuje a e pro h — 0 konverguje k mule, aviak
zminénd véta nic neffkd o jejim konkrétnim tvaru.

Aby nerovnost (2.4) byla skutefnym odhadem chyby, museli bychom byt schopni
popsat (nebo odhadnout) funkei w na zakladé vstupnich dat dané flohy. Pokusme
se tedy o to.

V lemmatu 2.1 jsme zjistili, %& pro ka#dé piibliné feSeni y, ziskané Eulerovou
metodon plati [y,| £ Y, kde konstanta Y je dana vztahem (1.19). Z ditkazu véty
1.1 vBak plyne, Ze tenty% odhad plati i pro presné Feseni rovnice (1.8) s po&itetni
podminkou (1.7). Definujme pro nezdporna 6 funkei 2 vstahem

(213) Q(é) = sup |f(1:=y)_ f(x*vy)L

lo-z*]<
(@9)(=* )ER
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kde R je obdélnfk definovany rovnosti {1.30). ProtoZe f je spojité v B a R je
kompaktni mnoZina, je f stejnomérn® spojitd na R, coZ implikuje, e plati

(2.14) Jim 0(5) = 0.

Budte nyni z, z* libovolné dva body z intervalu (s,b), pro né& plati |¢ — z*| é
< h. Protofe je vzhledem k tomu, co jsme ¥ekli vite, y(x)| £ Y, |y{=*)| £ Y je
(z,9(=)) € R, (=*,y(x*)) € R. Plati tedy
(2.15) v'(=) — ¥/ (@) = |f{m, y(z)) — Fl=" w(="))| £

S 1S (zy(®) ~ £z w(=) |1+

+|f(=", y(=)) - F=", w2} £

£ Q(h) + Lly(z) - y(=")}.

Pro rozdil y(z) — y(z*) viak plati podle vity o stfedni hodnoté odhad

(2.16) lv(z) — y(=z*)| = ly'(€)lle - =*| =

= |£{&, (&) |lz - =*| £ Mh,
kde bod £ leii mezi body = a #* a M je konstanta definovand vztahem (1.32).
Dosadime-li tedy (2.16) do (2.15), dostavéme pro funkei w z véty 2.1 odhad

(2.17) w(h) £Q(h)+ LMh
a z nerovnosti (2.4) nerovnost
(2.18) lyn — y(zn)| £ () + LME]Er (20 — a),

ktersd uf je odhadem chyby. Pogitat funkci 2 je vBak velice nepohodlné a fasto
prakticky vilbec neproveditelné. Prakticks cena odhadu (2.18) je tedy zna&né pr?—
blematick. Pokusme se proto nalézt poufitelnsjsi odhad nez (2.18) za cenu, Ze
zesilime pFedpoklady na danou dlohu.

P

' Vta 2.2. Necht jsou spInény pfedpoklady (i) a (ii) a necht pfesné rersenj’ ro.vnice
(1.6) urdené podéteén! podminkou (1.7) mé v intervalu {a, b} dvé spojité derivace.
Bud

1 it
(2.19) M(@) = § max V()
Pak plati
(2.20) |#n — y(zn)| £ RM(2n)EL(2n —a), n=0,...,N,

pFidem# vyznam symboll yn, N a Ef je stejny jako ve vété 2.1.

Dakaz. Zvolmeh > 0pevnéabud n libovolné pevné zvolené pfirozené &fslo

takové, Ze je z, € (a,b). Ze vzorce (2.9) je zfejmé, ie prom =0,...,n— 1 plati
(2.21) lemsr] € (L+ ALY lem] + [E(y(zm); 1)|-
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7 Taylorova vzorce plyne, Ze pro tata# m existujf éisla 6,,, 0 < 0, < 1, tak, Ze platf

(2.22) L(y(xm); h) = %hzy”(:cm + k).

Prom =0,...,n — 1 viak plati podle definice funkce M

(2.23) |%h2y”(zm +0,1)| S B2M(zy).

Tedy celkem

(2.24) lemi1] € (L+ AL)|em| + M(z,)R%, m=0,...,n—1.

Odtud dostivdme podie lemmastu 1.1, fe pro m = 0,..,, n platf

mo_
(2.25) lem| < %JHM(%), L>0,
SmhiM(z,), L=0.

PoloZime-li zde specidlné m = n a ufijeme uf dfive n&kolikrat uitou nerovnost
1+ hL < e*", dost4véme nerovnost (2.20). Véta je dokdzana.

Véta 2.2 odpovidd vlastng na dvé otdzky tykajic se konvergence Eulerovy metody.
Znéme-li funkci M (), pfedstavuje vzorec (2.20) odhad chyby. Vime-li jen, Ze tato
funkee existuje, Fikd vzorec (2.20), Ze rychlost konvergence Eulerovy metody je h.

Poznamenejme, Ze Zddnym daliim zvySovanim poZadavki na hladkost feseni da-
né diferencidlni rovnice nelze obecn& docilit vy$3i rychlosti konvergence. Skuteéng,
FeSime-1i Eulerovou metodou napf. diferencialni rovnici y = 22 s po&étetni podmin-
kou y(0) = 0, jejiz pFesné Feseni y (= z?) je dokonce analytické, snadno vypoéteme,
ze plati y, — y(zn) = —x, h.

Uvedme jesté, jak lze jednodue odhadnout funkei M z vity 2.2, Za pfedpokladu,
Ze pravé strana dané diferenciélni rovnice ma v obdélniku R daném vztahem (1.30)
spojité parcidlni derivace podle z a y, plati zfejmé

2.26 2M(z) < T )
(2.26) (=) (;E?échf + fufl
(Symboly f. a f; zde znagi parcidlni derivace podle z a y.)

Pfed uvedenim jednoduchého pfikladu ilustrujiciho vysledky, ke kterjm jsme do
této chvile dospéli, uvedme jetd jednu vétu, kterd bude v dalsim uziteins.

Véta 2.3. Necht plati tatd? oznaden! jako ve vété 2.2 a necht jsou rovné¥ splnény
Ppredpoklady této véty. Bud daile posloupnost §,, n = 0,..., N definovdna rekurenci
(2.27) Jo=n

§n+1=§n+hf(xn,gn)+9n0h2; ":0: -3N_1:

kde C je konstanta a 0, jsou libovolnd redini &isla, pro néZ platf l6.] £ 1 pro
n=0,...,N— 1. Pak plat{

(2.28) [§n — y(wn)| S A[M(2,) + CYEL{z, —a), n=0,...,N.
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Dakaz téio véty je ziejm¥ a je v podstatd opakovdnim dikazu véty 2.2.
Jeding rozdil je v tom, e na pravé strand nerovnosti (2.21) vystupuje navic len
6, Ch?, ktery se snadno majorizuje vyrazem ChZ.

Véta 2.3 vlastné ¥iké, #e k pFesnému fefeni dané diferencidlni rovnice konverguje
nejen piiblizné FeSeni ziskané Eulerovou metodou, ale i fefeni, které vznikne tak,
%e se v ka¥dém kroku Eulerovy metody dopustime navic chyby velikosti R%. Je to
disledkem skute&nosti, které si pozorny €tenaf ui jist& viiml, a kterd spoéivd v tom,
#c akumulaci lokalnich chyb se zirati jeden ¥id (mé&feno mocninou integraénfho
kroku h).

Priklad 2.1. Resme Eulerovou metodou v intervalu {0, 5} diferencidlni rovnice
¢ =y, resp. ¥ = —y, ob& s potteéni podminkou y(0) = 1. Piesnd feseni jsou_ted)f
funkee e, Tesp. e~*. Lipschitzova konstanta L je v obou pifpadech rovna jedné
a 2M(z) = %, resp. 2M(z) = 1, takie virazy he®(c*~ — 1)/2, resp. h(ex:' - 1)/2
piedstavuji odhad chyby ve smyslu véty 2.2. Vysledky jsou pro integra,cn{ krolf
h = 1/64, uspofédény v tab. 2.1 a 2.2 a nejsou piilis uspokojivé, nebot z1ska.m:3
odhady jsou velmi pesimistické. Tak napf., cheeme-li vypoéitat =% s chybou, ktera
nepfevysf 1073, je podle odhadu nutno vzit h tak, aby platilo h(e® ~1)/2 € 1073,
tj. h < 1/73707; ve skutenosti statilo h = 1/64.

Tabulka 2.1

Piibliné feseni diferenciilni rovnice y' =y

T 1 2 3 4 5
Yn 2,69735 7,27567 19,62499 52,93537 142,7850
en —0,02093 —0,11339 —0,46055 -1,66278 —5,6282
odhad en 0,03649 0,36882 2,99487 22,86218 170,9223
Tabulka 2.2
Piiblizné fefeni diferencidlni rovnice v’ = —y
Ly 1 2 3 4 5
Yn 0,364987 0,133215 0,048622 0,017746 0,006477
En —0,002892 —0,002120 —0,001165 —0,000570 —0,000261
odhad ep, 0,013424 0,049914 0,149106 0,418735 1,151666

Tento jev, i kdy# jsme jej ukdzali pouze na zcela trividlnich piikladech, je pro
odhady typu (2.20) typicky a pfedstavuje silné limitujici faktor pro jejich praktické
pouziti. Je tedy velmi Zidouci mit k dispozici jinou moinost, pomoci niz by bylo
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Tabulka 2.3

Zavislost chyby na integragnim kroku

—logy £ Yn en hlen
1 0, 250000 —0,117879 —0,235758
2 0, 316408 —0,051473 —0,205893
3 0,343609 | —0,024270 | —0,194164
6 0, 364987 —0,002892 -0,185147
7 0, 366438 —0,001441 —0,184540
8 0,367160 —0,000719 —0,184239

moné udinit si o chyb& realistictgjsi pfedstavu. Abychom jeden takovy postup zis-
kali, zatneme opé&t jednoduchym pitkladem. V tab. 2.3 je ukdzana zévislost v§razu
en/h na integratnim kroku v pi{padé diferencidlnf rovmice i = —y s podateéni
podminkou y(0) = 1. Z pFedeslého vykladu vime, 7e tento vyraz je pii b — 0 a pfi
zn = & ohranifeny. Z tabulky se viak zd4, e tento vyraz je nejen ohranieny, ale Ze
m4 dokonce pfi A — 0 limitu. Kdyby tomu tak bylo a kdybychom tuto limitu znali,
dévala by ndm pro mald k asi daleko lepsi predstavu o skuteéné chybé ne¥ uvajo-
vany maximalistickj odhad. Nésledujici véta ukazuje, Ze za vhodnygch pfedpokladi
zminéné limita skutetné existuje.

Véta 2.4. (Asymptoticky vzorec pro chybu.) Necht jsou splnény pfedpoklady
(i) a (il} a necht navic mé pravé strana f dané diferencialni rovnice spojité prvai
a druhé parcidIni derivace podle obou proménnych v mno#iné R definované rovnici
(1.30). Pak celkovi diskretizagni chyba e,, piibli¥ného Fefeni vypoéteného Eulerovou
metodou se d4 psidt ve tvaru

(2.29) en = e(zn)h + O(H?),
kde funkce e je FeSenfm diferenciiin{ rovnice
{2.30) e = fy(z, y(z))e - %y”(z)

s polatetni podminkou e(a) = 0.

Dikaz. Z pfedpokladii o hladkosti funkce f plyne, #e pfesné fefeni dané
diferencidlni rovnice ma v intervalu (a,b) tfi derivace spojité. Z Taylorova vzorce
tedy plyne

(2.31) Y(®ne1) = y(2n) + hy'(zn) + 327y (20) + 1A% (€0),
kde bod &, le#i mezi body z,, & £,4,. Odeétenim této rovnice od (1.14) dostavame

(232) eng1= €+ h[f(xmyn) - f(’:my(‘cﬂ)) - %hzyﬂ(zﬂ) == %hsym(fﬂ)-
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Protoge je ey, = y, — y(zn ), miZeme v rozdilu v hranaté zavorce na pravé strané
y b
posledni rovnice psat y(z,)+ e, misto y, a opét podle Taylorova vzorce mame, ze

(2‘33) f(:"ns yn) - f(-'ﬂna y(-’”n)) = fy (xn; y(zn))en + %fyy (xﬂ: y*)efn

kde bod y* lezi mezi body y, a y(z.). Zavedme nyni velitinu &, = e, /h. Podle
vity 2.2 je {€,| £ M(zn)EL(2n — a), a protoZe jak funkce M, tak funkce Ey, jsou
na intervalu {a,b} omezené, existuje konstanta C takovd, ze plati

(2:34) jenl £ G

Délime-li rovnici (2.32) integratni krokem a pouzijeme-li rovnici (2.33), dostdvime

(2,35) €nt1l = €n + hfy (zn) y(zn))gn + %‘hzfyy(rﬂa y*)e—i_
. %hy"(rn) _ %hzyﬂl(én)

neboli

(2.36) Ent1 = €n + h[fy (2n, ¥(za))En ~ 5¥"(2n)] + hPra,
kde jsme polozili

(2.37) T = 5 fyy(Ta, ¥*)E0 ~ §y"(En)

Pfitom existuje konstanta Cy takova, Ze plati

{2.38) |rn) £ Cs.

Na rekurenci (2.36) se tedy miZeme divat jako na Eulerovu metodu pro fefeni di-
ferencidlni rovnice (2.30) s po&ateéni podminkon e(a) = 0 (nebot je & = 0), kde se
v kazdém kroku dopoustime navic chyby, kterd nepfevysf Cph?. Vzhledem k pfed-
pokladiim o hladkosti funkce f m4é pravé strana rovnice (2.30) spojité parcidlni
derivace podle « a e; jeji feSeni ma tedy dvé spojité derivace. Podle véty 2.3 tedy
platf

(2.39) A en —e(z)] £ AC3EL, (25 — a),
kde
(240) Ca = %zgﬁ)‘,’)g) |e”(z)| + CZ) L= xgz;:ﬁ) |fy (z, y(z)) |

Véta je dokazéna.
Ilustrujeme pravé dokazanoun v&tu opét jednoduchym piikladem.

Piikiad 2.2. ReSme diferencidlni rovnici ¥ = —y s potateéni podminkou
y(0) = 1. V tomto piipadé je y(x) = 7%, f (a:,y(z)) =1,y =¢7 atedy
e{z) = —ze?/2. V tabulce 2.4 je uveden priibéh funkce he(zn) pfi h = 275. Je
z nf vidét velmi dobréd shoda skuteiné chyby s hodnotou he(z,), takZe znalost
funkee e (tj. znalost asymptotického chovani celkové diskretizaéni chyby) mize byt
velice cennd.
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Tabulka 2.4
Asymptoticky odhad chyby

Zn 1 2 3 4 5
en —-0,002892 —0,002120 -0,001165 —0,000570 —0,000261
he(zn) —0,002874 —0,002114 —0,001167 —0,000572 —0,000263
odhad met. ~0,002902 —0,002123 —0,001165 —0,000568 —0,000260
pol. kroku

Uréeni funkce e podle véty 2.4 viak vyZaduje nutnost feSeni dal$i diferencidlni
roviice, v niZ navic vystupuje hledané fesent, tj. nezndma funkee. Tato obtiZ se sice
d4 za uréitych okolnosti obejit; my viak nyni ukéZeme jiny postup ocenéni celkové
diskretizatni chyby, kiery se sice také opird o v&tu 2.4, zuZitkovévé viak pfimo
pouze jeji existendnd &dst.

M&me din pevné bod z € {e,b) a znaéme pro tuto chvili symbolem y(x;h)
pfibli#né feeni v bod& z ziskané Eulerovou metodou s krokem A (ktery musi sa-
moziejmé byt takovy, Ze (x—a)/h je celé &slc). Jsou-li splnény piedpoklady véty 2.4,
plati

(2.41) y(z; h) = y(@) + e(z)h + O(h?).
Pieme-li zde h/2 misto &, dostdvime

(2.42) w3 h/2) = y(a) + be(2)h + O(h?).
Odeéteme-li rovnici (2.42) od rovnici (2.41), mame

(2.49) Y(z; ) — y(z: h/2) = be(a)h + O(R2),

a tedy pro chybu pfiblizného feSeni plati

(2.44) y(z; h) — y(z) = 2[y(e; k) — y(z; h/2)] + O(R?).

A% na veliéiny vys$iho ¥adu lze tedy ziskat velikost celkové diskretizatni chyby
tak, %e pfiblizné Fefeni vypoéteme dvakrit se dvéma rliznymi integratnimi kroky.
1 kdyZ neni zfejmé& nutné, aby v privé popsaném postupu byl jeden z uZitych in-
tegraénich krokil polovina drubého, je tento pfipad nejéastéjsi, a proto se tormuto
zpiisobu ocenéni chyby Zasto také Fikd mefoda polovicnihe krokw. V tab. 2.4 jsou
uvedeny hodnoty chyby ziskané touto metodou. Opé&t vidime velmi dobrou shodu
se skuteénosti. Je viak tfeba diirazné upozornit, Ze vzorec (2.44) plati pouze asym-
ptoticky, tj. a# na veli¢iny vySiiho Ffadu, a proto je tFeba pfi jeho uZiti zachovavat
Jistou opatrnost.

Poznamenejme jest, se viraz 2[y(z; h)— y(z; h/2)] (a také viraz e(z)h), ktery se
rovnd a¥ na velitiny vysétho fadu celkové diskretizagni chybg, se alternativné nazyva
Mavni &dst celkové diskretizaéni chyby. Uvedme také, Ze vzorec (2.44), ktery je
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mo#né sestavit aZ na zdkladé provedeného vypoétu, je piikladem tzv. aposteriorniho |
odhady na rozdil od apriornihe odhadu, kiery je dan uZ pouhymi vstupnimi daty
dané #llohy (srv. napf. odhad v v&t& 2.2).

Posledni otdzka spojena s Eulerovou metodou, kterou zde struéné objasnime, je
otazka ovlivn&n{ pfiblizného feSeni zaokrouhlovdnim. Jak uZ jsme uvedli v Gvodu, i
v disledku zaokrouhlovani vypotteme misto veli¢iny v, velifinu §, a nasim tkolem
Jje uéinit si pfedstavu o velikosti rozdilu 7, = i — y,, ktery nazveme celkovou
zaokrouhlovaci chybou.

PYedpokladejme k tomu cili, Ze veli€iny §, splituji rovnice

(2.45) o = n,
gn+1 = §n+hf('-"'mgn) +éen, 0,...,N-1

Veli¢ina &, vyskytujici se v t&chto rovnicich je mirou nepfesnosti, které se dopustime
Pii vipottu velifiny #,41 za pFedpokladu, Ze i, je zadano piesné a je ovlivnéna
zejména tim, s jakou piesnosti jsme schopni vypotitat soudet v (2.45). Je tomu tak (
proto, Ze integraéni krok h je vét&inou malé &islo, takze chyba, se kterou vypoéteme
funkénf hodnotu pravé strany dané diferencidlnf rovnice, se tolik neprojevi. Z téchto
dfivodil je rozumné nazvat veliéinu e, lokdiné zaokrouhlovaci chybou a pfedpokladat
o ni, Ze je v pritbéhu vypoitu omezena. VEimnéme si jedté, Fe rovnice (2.45) obsahuji
predpcklad, %e potateéni podminka je zaddna piesné. Tento pfedpoklad neni na
fijmu obecnosti, jak bude déle na prvni pohled vidét, a je ¢inén v podstaté pouze
z pohodli, abychom si v dalsim ugetfili psani. I o daldim p¥edpokladu, ktery je
v (2.45) obsaZen implicitng, je tieba se zminit. Je to pfedpoklad, Ze jak bod a,
tak body , jsou zadiny bez zackrouhlovacich chyb. V praxi je splnéni takovéhoto
pfedpokladu ziejmé snadno dosaZitelné.

QOdeéteme-li od rovnic (2.45) rovnice (1.14), zjistime, Ze pro celkovou zaokrouh-
lovaci chybu plati

(2.46) Tat1 = Tn + B (&0, 4n) — f(@n, un)l +6n, n=0,... , N -1
Je-li nyni |e,,| £ & pron =0,...,n, dostdvime z rovnice (2.46) nerovnost
(247) |T‘n+1l§(1+hL)|‘l‘"|+6, n:O,...,N—l,

7 nerovnosti (2.47) a z lemmatu 1.1 viak ihned plyne nasledujici v&ia.

Véta 2.5. Necht funkce f spliuje pfedpoklady (i) a (ii} a necht lokéinf za-
okrouhlovaci chyba ¢, je omezens, tj. necht existuje konstanta ¢ takova, Ze plati
len| S pron =0,...,N — L. Pak plati

(2.48) |ra] < %EL(.% —a), n=0, .,N.

7 této véty plyne nékolik prakticky velmi dilezitych disledki. Nerovnost (2.48),
kterou nelze obecné zlepsit, jak se snadno nahlédne (staéi k tormm napf. uvazovat
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diferencialni rovnici 3’ = Ay, kde A je konstanta a ¢, = ¢), tak fka, Ze p¥i ome-
zenych lokalnich zackrouhlovaeich chybach celkova zaokrouhlovaci chyba roste pii
k — 0 jako 1/k. Skuteiné vypottené FeSenf je zatiZeno dvéma chybami: celkovou
diskretizaéni chybou, kterd pfi A — 0 konverguje k nule, a celkovou zackrouhlovaci
chybou, kterd pfi A — 0 roste. Pokud tedy nejsme schopni zaruéit pfi vypoctu
vice nez jen to, Ze lokalni zaokrouhlovaci chyba je ohranifena, vypada situace tak,
ze pro velkd h prevladne celkovd diskretizaéni chyba a celkovd chyba se bude pfi
zmenSovani kA zmensovat. P dalim zmenSovani integratnfho kroku kb dospéjeme
viak k takovému hg, pfi némZ pfevladdne celkovd zaokrouhlovaci chyba, kterd pii
dal$im zmenSovani b roste. Dalsi zmenSovani integraéniho kroku je tedy zbytetné
a nejen to, dokonce 8kodlivé, protoZe celkovou chybu jen zvdt8uje. V této situact te-
dy existuje pro danou metodu a danon velikost lokdlni zackrouhlovaci chyby uréita
mezni piesnost, kterou nelze prekrocit. Je-li tedy nezbytné z jakéhokoliv diivodu
vypotist feSeni pfesnéji, nei €ni tato mezni pfesnost, nemame na zékladé toho, co
dosud vime, jinou moZnost, ne? zmensit lokalni zaokrouhlovaci chybu a posunout
tak mezni pfesnost k mens$im integratnim kroktm. To vSak zna&i uZit dvojndscbnou
nebo pi{padné i vicendsobnou aritmetiku, co¥ jisté neni p¥ili§ pohodIné Fedeni.

V dal8ich &lancich uvidime, Ze nasdtésti existuje jiné vychodisko, které spoliva
v tom, Ze se uZije jind metoda nez Eulerova, a to takové, Ze jeji celkovd diskretizadni
chyba je pfi daném A mensi nez u Eulerovy metody. Chovani celkové zackrouhlovaci
chyby je totiZ do znaéné miry nezavislé, jak uvidime, na konkrétni metodg a tato
skutetnost zfejmé umoziuje zmensit velikost kritické chyby.

V dalsich ¢lancich si véimneme fady moZnosti konstrukce téchto obecnéjfich me-
tod. NeZ k nim vSak pfejdeme, ilustrujme problematiku mezni pfesnosti jednodu-
chym pfikladem.

Pfiklad 2.3. Vypodtéme Eulerovou metodou hodnotu priblizného feden{ di-
ferencidlni rovnice y' = y s potateéni podminkou y(¢) = 1 v bodé z = 1 a u¥ijme
pfitom integraéni kroky h = 1/2%, 5 =1,...,20.

Na obr. 2.1 a 2.2 je zndzornén pribgh celkové chyby (tj. celkové diskretiza&ni
chyby a celkové zackrouhlovaci chyby) v zévislosti na velikosti integragniho kroku
h. Z obou obrazki je vidét velmi dobra shoda s pfedpovédénym chovanim. Celkova
chyba se nejprve zmensuje, a to linedrné s h, nebot Eulerova metoda je fddu jed-
na, a po dosazeni minima se v disledku toho, Ze pfevladne zaokrouhlovaci chyba,
linedrné zvétsSuje. Velikost kritické chyby je pfitom na druhém obrdzku mensi ne
na prviim. Je to zpdsobeno tim, Ze pFislugné vypotty byly v p¥ipad& obr. 2.1 pro-
vedeny na poditadi, u ného# je redlné &islo uloZeno v 32 bitech, zatimco v pifpadé
obr. 2.2 byl uZit poéita s presnéjsi aritmetikon o délce redlného &isla 40 bitd.

31



1. GBYCEINE DIFERENCIALNT ROVNICE -
Olsr. 201

Lavialoat celkove chyby na integranim kroka

Pyt

—_—

OLOHY S PoOlATRONIME PODMINK AMI

3 OBECNA JEDNOKROKOVA METODA
3 Obecn4 jednokrokova metoda

Jednim z charakteristickych rysé Eulerovy metody je, Ze pFibliZné Fesen y,41 v bo-
d& z,41 se pH jejim uZiti poéitd pouze ze znalosti pFiblizného fefeni ¥, v bodé z,,.
MiiZeme ji tedy poklddat za specidlni pifpad obecné jednokrokové metody, kdy#
obecnou jednokrokovou metodou rozumime jakykoliv algoritmus pro feSeni problé-
mu (1.6}, (1.7), v ném3 se pfibli#né fefeni yn41 v bod® 2,41 podité pouze na zdkladé
znalosti veliéin z,, y, a h. Funkciondlni zévislost veliéiny y,.4: na veli¢inich z,,

]
Yn a h je uZiteéné zapsal ve tvaru
° ) (3.1) Yot = Yn + RO(En, g, b),
' . kde funkce @ tfi redlnjch proménnych zavisi na dané diferencidlni rovnici (resp.
! . na jeji pravé strang). Vypo&itat piiblizné feSeni y, problémm (1.6), (1.7) obecnou
I . . Jjednokrokovou metodou pak znamen4 generovat posloupnost aproximaci yo, . . ., yn
. ¥ opakovanym uZitim vzorce (3.1), pfidem se klade yy = 7.
| s Intuitivné se d4 ocekédvat, Ze i v pFipadg obecné jednokrokové metody bude hrat
o R _ loklni chiyba stejné dilefitou roli, jako tomu bylo u Eulerovy metody. Zatneme
135 79 8 E 7 Be—ph proto vySetfovani obecné jednokrokové metody pfesnou definici jeji lokélni chyby.
Definice 3.1, Vyraz L(y(z); h) definovany rovnict
obr. 2 (32 L{u@):h) = vl + B) — u(z) — 10z, y(a), ),
#avialost celkawt cliyby na integracuim kraku kde y je pfesné feSeni problému (1.6), (1.7), nazveme lokdini chybou obecné jedno-
o krokové melody.
3
3 . C e . .y
& * Velitina h®(z;y, h) udavé ziejms, of veroste na intervalu (z,z 4 h} piiblizné
* Fefeni, které vychazi z bodu (z,y); velitina ®(z;y, h) je tedy relativni prirhstek
Y . piiblizného fefeni (tj. p¥iriistek vztaZeny na jednotku nezavisle proménné). Lokalni
% . chyba dané jednokrokové metody bude tedy mala, bude-li se pilristek pfiblizné-
. ho feSeni mélo lisit od pi{rstku presného FeSeni, které prochdzi timtés bodem.
Abychom tento poZadavek mohli snadno zapisovat, zavedeme nésledujict oznageni:
: & Necht jsou splnény pfedpoklady (i) a (ii) z &. 1 a budte = € {a,b) a y libovolna
o . Eisla. Podle v&ty 1.1 existuje v intervalu {a, b) pravé jedna funkcse z, kierd v tomto
. intervaln fesi diferencidlni rovnici
’ dz
. 3.3 — = flt, 2
: (33 % e
o 5 . a pro kterou plati
. (3.9 2(z) = y.
. Pro kazdé h takové, Ze je  + h € (a,b) definujme funkei A(z, y, i) piedpisem
T 7 3 8 7 O I 13 B —=-loggh
7 e+ h)—y
(3.5) A yn =LY,
=flz,y), h=0.
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Funkce AA(z, y, h) tedy pfedstavuje pfirfistek presného Feseni dané diferencialni
rovnice prochézejictho bodern (z, y) a funkce A(z, y, ) relativni pFrfistek pfesného
Fefeni.

Podle definice 3.1 ziejmé plati

(3.6) L{y(z); k) = h[A(z, y(z), ) - ®(=, y(2), k)]

Funkei @, ji# je definovina obecnd jednckrokovd metoda, se tedy budeme snaiit
volit tak, aby rozdil ®(=, y, b} — A(z, y, h) byl pro mala k co nejmens{. Di{ve ne# si
viimneme podrobnéji problematiky spjaté s obecnou metodou typu (3.1), uvedeme
nékteré dileZité specidlni pfipady. Jak uZ jsme uvedli vjse, budeme tyto special-
nf jednokrokové metody konstruovat tak, aby jejich lokalni chyba byla pro malé
hodnoty integraéniho kroku mald. Chovénf lokélni chyby se obvykle charakterizuje
veliinou, kterd se nazjva fdd obecné jednokrokové metody. Tento pojern bude hrat
ditleZitou roli pii konstrukei konkrétnich jednokrokovych metod, a to je také ditvod,
proé jej zavedeme uZ nyni.

Definice 3.2.  Symbolem My ozna¥me mno#inu diferenciilnich rovnic, jejichz
pravé strany splituji poZadavky (i) a (i) z &. 1, a bud M ¢ M. Maximslni
pfirozené &islo p takové, %e plati

3.7 L(y(z');h) =S O(hp+1)

pro kaZdou funkci y, kterd je TeSenim diferencidlni rovnice z mnoziny M, nazveme
fddem dané obecné jednokrokové metody na mnoZiné 9N,

V piedeilém Elanku jsme vidéli, #e n&kters tvrzeni, kterd jsme tam dokdzali, jako
napf. véta 2.1, plati pro celou mnozinu My, jina (pitkladem miize byt véta 2.2) plat{
pouze pro vhodnou viastnf podmneZinu mnoziny M. V ditkaze zminéngch vat jsme
také vidéli, %e o lokélni chyb& Eulerovy metody miizeme pro celou tiidu %i, Fci
Jen, Ze se chové jako hw(h), kde w je modul spojitosti prvni derivace Fegen, kdesto
pro tfidu 9M; diferencidlnich rovnic, jejich# Yefeni maji spojitou nejen prvni, ale
1 druhou derivaci, je lokdni chyba ¥4du A%. Eulerova metoda m4 tedy na mnofing
M, fad 1, kdeto na mnosing My se o jejim Fadu ve smyslu definice 3.2 neda dost
dobfe mluvit, V dalsim uvidime, %e i v pfipad$ obecné jednokrokové metody je
tormu podobné; zaveden! mnoZiny M v definici 3.2 je tedy nezbytné. Upozornéme
také, Ze v smyslu definice 3.2 lze mluvit o ¥idu dané jednokrokové metody pro dané
fefeni.

3.1 Specialni pfipady
Predpoklddejme v tomto odstavei, #e pravé strana f dané diferencidlni rovnice msa
pro z € {a,b) a pro libovolné y parcidlni derivace a7 do fadu p, kde p je n&jaké

pevné pfirozené &islo. Pak FeSenf y m4 derivace a? do fadu p + 1 a tyto derivace
jsou lplng ureny funkei f. Tak napf. plati

(3.8) ¥ = fa(z,y) + Fu(z, w)f(z,y)
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a analogické vzorce lze pst pro y, 3™ ald. Abychom zjednodusili 2apisy, pidme
v' = fl(2,y), v = F'(z,y) atd. Cérka tedy zna¥f tot4lni derivaci funkce f podle
z (tj. derivaci funkce f podle z, v niZ y je téz funkce proménné z). PouZijeme-li
tohoto oznalenf, plati pro pfirlstek hAA(z,y,h) pfesného Fefeni podle Taylorova
vZorce

= hf(z,9)+ 32 (z,9) + .. + éh”f(”‘”(m, y) -+ O,

a tedy pro funkci A
1
(8.10)  A(z,y.h) = f(z,v) + Laf'(z,9) +. . + Hh"‘lf("_l)(x,y) + O(hP).

Vzhledem k tomu, co jsme Fekli vySe, se 2d4a pfirozené volit funkei @ tak, aby
soublasila s A tak dobfe, jak je to jen mozné. Vzorec (3.5) nabizi okamiité feSenf
spodivajici v tom, Ze poloZime

(3.11) Be,,h) = f(o,3) + 307 (@,0) + ot BNz, )

Metodu danon vzorcem (3.11) nazveme metodou Taylorova rozveje ¥idu p. Jeji
potetni nevfhody jsou ofividné: K tomu, abychom vypoéetli hodnotu funkce &,
je tieba mit k dispozici hodnoty funkei f, 7/,.. ., f®=1). Uréit tvar téchto funkei
véak nebude v konkrétnich pifpadech vétéinou vibec jednoduché. Ciendf se o tom
miiZe pfesvédtit na piikladé velice nevinn& vyhlizejici diferencidlni rovnice 3 =
= z?+ 3 Proto je snaha sestrojit funkei ® tak, aby se lifila od funkce A a# teprve
ve Elenech fadu AP a aby zdroveh nebylo tieba k vypoftu jejich hednot poéftat
E4dné derivace funkce f, zcela pfirozend. Vznikd jen otézka, je-li moZné. Klidem ke
kladné odpovédi na tuto otdzku je zndmé skutetnost, e derivaci libovolného tadu
kaZdé funkce lze aproximovat linedrn{ kombinaci jejich hodnot v n&jakych vhodnd
zvolenych bodech. Zakladni myslenkou piisluiného postupu, ktery d4 vzniknout
tzv. Rungovym-Kuttovfm metoddm, si ukdZeme pro jednoduchost na pfipadé p =
=2.
Hledejme funkce @ ve tvarn

(312) ‘D(.’L’, U, h) = k'l + ’Lngg,
kde
(3.13) k1= f(z,y), ks = f(z + oh,y+ phky)

a wq, wy, « a ( jsou konstanty, které uréime tak, aby rozvoj funkce & jako funkce
proménné h souhlasil co moZno nejdsle s rozvojem funkee A. Rozvifime tedy funkei
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d podle h. Dostaneme

(3.14) ®(z,y,h) = wiks + waky = w1 f(z,y) + waf (2 + b,y + Bhf(z,y) =
= (w1 + w2)f(z,y) + walafo(z, v) + Bfy (z, ¥} flz, )] + O(R®).

Porovnénim koeficientti u stejnych mocnin h ve vzorci (3.14) a (3.10) dostavime

(315) w +wy = 1, wWox = %, ’LUzﬂ = %

oy

Tato soustava ma nekonetné mnoho feSenf a ka%dé fedeni dostaneme zfejms pomoci
vzorcl
1 1
w P
kde ¢ je libovolné redlné &fslo rizné od nuly. Déle se da také snadno pfimym vypoé-
tem ukdzat, Ze Z4ddnou volbou parametrit wy, wy, o a B nelze docilit, aby v rozvojich
(3.14) a (3.10) souhlasily pro obecnou diferencidlni rovnici i &leny s k2. Zvolime-
Li tedy ve vzorci (3.12) a (3.13) parametry wq, wy, @ a 3 podle (3.16), dostdvame
obecnou jednokrokovou metodu, pro niZ plati ®(z, y, h) — A(z, y, h) = O(h?), a kte-
ré je tedy fadu 2 na mnoZing M, diferencidlnich rovnic, jejich? Feseni maji 3 spojité
derivace. Lokdlni chyba této metody ma4, jak vidime, stejnou vlastnost jako lokal-
ni chyba metody Taylorova rozvoje fadu 2. Nutnost poitat derivace pravé strany
dané diferencidlni rovnice je v8ak nahrazena tim, %e se po¢itaji v kazdém kroku
dvakrat hodnoty funkce f.

V obecné Rungové-Kuttové metods je funkce @ déna predpisem

(3.16) wy=1—t, wy=1, a=

(3.17) Oz, y, h) = wi, k1 + .. weks,
kde
(3.18) kv = f(z,9),
k; =f(ﬁ+aih,'y+h§ﬂijkj), i=2,...,8,
j=i

a k vypoétu jeji hodnoty je tedy t¥eba s-krat vypoéitat hodnotu pravé strany dané
diferencidlni rovnice. Postupem, ktery jsme uk4zali vi&e, 0 mnoho vak pracn&jsim
a komplikované&jiim, se d4 ukdzat, e parametry v ka¥dé Rungové-Kuttové metodé
lze volit tak, %e pro jeji tad p = p(s) plati p(s) — oo pro 5 — co. Radu p(s) lze
pfitom dosdhnout nekoneéné mnoha volbami piisludnych koeficientii. Do daldich
podrobnosti nebudeme zachizet, spokojime se pouze s konstatovinim, e pro s £
£ 4 je na mnoZiné diferencialnich rovnic s dostatetné hladkymi fedenfmi p(s) = s,
zatimco pro s > 4 roste funkce p uZ pomaleji ne? s. To je také v podstaté divod,
pro¢ se v praxi jen zfidka uZivid Rungovych-Kuttovych metod faddu v&téiho neZ 4.
Druhy diivod je ten, #e koeficienty kazdé Rungovy-Kuttovy metody se uréuji ze
znaéné slozité soustavy nelinedrnich algebraickych rovnic, pfi jejimz Feseni vznikaji
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pro velkd s prakticky nezvladnutelné problémy. Aby si étendf mohi udélat predstavu
o jejich charaktern, uvedme tuto soustavu pro s = 4:

(3.19) oz = P,
a3 = P31 + Baz,
g = Pa1 + Paz + Pas,
wy +wy + w3+ wy =1,
waory + wang + wag = 3,

2
Wy + wyx% + wux‘z1 =

Lok DO

wzag + w;;ag -+ 11)402 =D
waafas + walasfas + a3fas) = %’
waasfa + wa(afa + a3fas) = 3,
waegozfay + wa(azfaz + azfas)as = §,

waaryBazfas = 2.

V nésledujicich Fadcich uvedeme n&které dile#ité specialni Rungovy-Kuttovy me-
tody. Dvé metody druhého fidu

(3.20) Unt1 = Un + hF(2n + 1B, yn + 30 f (20, )
a
(3.21) Yntl = Yn + %h[f(zm Yn) + F(2n + B, yn + BF (20, 1)),

které vzniknou ze vzorce (3.12) a (3.13) dosazenimi podle (3.16) s t = 1, 1esp. ¢ =
= 1/2, se vyskytuji v literatufe pod ndzvem modifikovand Eulerova metoda a Heu-
nova meloda. Geometricky lze ob& tyto metody interpretovat podobné jako Eule-
rova metodu. Redeni se op&t aproximuje lomenon Earou prochazejici body (2, ¥ );
Jeji smérnice se v8ak voli o néco dimysingji. Je to pravé metoda (3.20), kierou na-
vrhl uZ koncem minulého stoletf Runge a dal tak vlastné podnét ke vzniku vSech
ostatnich metod tohoto typu.

Z metod tfetfho f4du uvedme metodu

(3:22) Unt1 = Yo + Lh(ks + 3ks),
k= f(zmyn);
k3 = f(zn + $h,yn + 1hky),
k3 = f(zn + 2R, yn + 2hka)

znédmou rovnéz jako Heunova metoda.
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Dvé velmi zndmé metody &tvrtéhe Fadu jsou

(3.23) Ynt1 = Yn + gh(ky + 2k + 2k3 + k4),
k1= f(zn, yn),
by = f(n + Th,yn + Fhk1),
ks = f(zn + §h, yn + Shk2),
ko= f(zn + b, yn + hks)

{3.24) Ynt1 = Yn + Bh(k1 + 3ka + 3ks + k),
k= f(xﬂ-: yﬂ):
ke = f(-’”n i %h; Yn + %hkl):
ks = f(zn + %h. Yn — %hkl + hk3),
ks = f(zn + b, yn + k1 — hkg + hk3).

Daleko nejuiivandjsi Rungovou-Kuttovou metodou je metoda (3.23); proto také,
miuvi-ii se o Rungové-Kuttovd metodé, mysli se tim Sasto pravé tato konkréini
metoda. Budeme o ni proto v dal$im textu mluvit jako o standardnf Rungové-
Kuttové metod?. Metodg (3.24) se Easto Fika (Flosminové pravidlo.

Z metod pétého fadu je dosti populdrni tzv. Fehlbergova meloda, kterd vyzaduje
Sest funkénich hodnot a je ddna vzorci

(325)  Unyr = o +h( A5k + SBE ks + BIks ~ Sk + Zhe),
kl = f(mn:yn):
ks = f(:z:,.. + %h, n + %hkz),

ks = F{2n+ $h,yn + h(3k: + 92)),
ko= f{(n + 2, 30 + 7i57h(1932k1 — T200k; + 7296ks)),
ks = f(-’ln + A, ¥ + h(%kl — 8ky + 350k — %’M)),

ke =

-

3n+%h,yn+
P h(= Sk + 2k — 588k, 4+ 1508, — %ks)).

Tato metoda m4 tu vlastnost, Ze Sest hodnot k v nf uZitych se d4 zkombinovat tak,
Ze se dostane nova aproximace ¥, .,

(3.26) Yosr =t + b Zks + 58k + 280k, — L),
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ktera je étvrtého fadu. Readil ¥}, —yn41 pak lze pokladat za pFiblizny odhad veli-
kosti lokalni chyby. Je tomu tak proto, Ze pfibli#né feSenf y,41 vypottené metodou
patého fadu je vétSinou podstatng pfesn&jsi neZ piiblizné Felenf y +1, takie je lze
pro fi¢el odhadnuti chyby ztotoZnit s pfesnym Tedenim.
Hutova metoda
(3:27) Yny1 = ¥n + gigh(4lky + 216k3 + 2Thky + 2725 + 2Thke+
+ 216k7 + 41kg),
k= f(z'n,yn):
ks = f(@n+ Lh,yn + Lhiy),
ks = f(@n + 5, yn + 35h(ks + 3k3)),
ky= f(zn + 1h,yn + Eh(k1 — 3ka + 4ks)),
ks = f(zn + 3k, yn + E(=5ky + 27ks ~ 24k3 + 6k4)),
ke = f{on + 2h,yn + éh(221k1 — 981k -+ 867k3 — 102k4 + ks5)),
k7 = f(:r:,1 + %h, Un + 41—8h(—183k1 + 678kg — 472k3 — 66ks+
+ 80ks + 3ke)),
ks = J(zn + B, Yn + s h(T16k1 — 2079k + 1002ks + 834ka—
— 454ks — k¢ + T2k7)),

jeBestého Fadu a vyzaduje v kaZdém kroku osmkrat vypoéitat hodnotu pravé strany
dané diferencialni rovnice.

Hufova metoda i dal3f zde explicite uvedené Rungovy-Kuttovy metody vysokych
Fadd se uzivaji velmi zfidka, ackoliv k tommu neni viastné Zadny vaZny divod. Vatsi-
nou se argumentuje v jejich neprospéch tim, Ze k provedeni jednoho kroku je t¥eba
mnohokrat vypotist pravou stranu dané diferencidlni rovnice (coZ &ini beze sporu
nejveétsi podil v praci vynaloZené na provedeni jednoho kroku metody}. Tyto me-
tody jsou viak vysokého Fadu, takZe je lze uilt s vEtiim integrafnim krokem, ¢imZ
mize byt zminénd nevyhoda do znaéné miry kompenzovana.

3.2 Konvergence obecné jednokrokové metody

V tomto odstavci zformulujeme pofadavky, které je nutné klast na obecnou jed-
nokrokovou metodu, abychom zaruéili jeji konvergenci, resp. abychom byli schopni
odhadnout jeji chybu.

Definice 3.3. Reknéme, %e obecné jednokrokova metoda je reguldrni, plati-li:

(i) funkce @ je definovana a spojitd voborua £ 2 £ b, —co<y< o0, 0 £ h < Ay
(ho je kladni konstanta);

(ii) existuje konstanta L takovd, Ze plat{

(328) |(I>(z,y,h)—¢(z,z,h)| g Lly - 2’
pro ka?dé z € {a,b}, h € (0, ho) a pro libovolné y a 2.
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Definice 3.4. . Rekn&me, %e obecni jednokrokové metoda dana funkef @ je
konzistentni s danou diferencidlni rovnict (1.6), je-li reguldrni a plati-li

(3.29) ®(z,y,0) = f(z,y)

proaSzSha—co<y<co.

Véta 3.1. Necht jsou splnény pFfedpoklady (1} a (ii) z odst. 1 a necht'y je pFesné
Fedeni diferenciadlni rovnice (1.6) s poddteéni podminkou (1.7). Bud déle y, pfibliz-
né feSeni vypodtené obecnou jednokrokovou metodou (3.1), kterd je konzistentnf
s danou diferencialni rovnici. Pak plati

(3.30) [t = y(za )] £ [w(h) + p(W)] EL(2n — a)

pron=20,...,N aproh £ hy, kde N je celd édst podilu (b — a)/h, w je modul
spajitosti prvni derivace pfesndho Feseni (tf. funkce w je ddna vzorcem (2.5)), funkce
¢ je definovdna rovaici

(3.31) ¢(h) = sup |<I>(J:,y(.r), h) - Q(z,y(z), O)I

cefa,b)
a Ey, je funkce definovand v (1.20).

Dikaz. Podle definice lokilni chyby obeené jednokrokové metody je
Y(Znt1) = y(za) + h@(:ﬁﬂ,y(:ﬂ"),h) + L(y(zn);h). Odetteme-li tuto rovnici od
rovnice (3.1), dostaneme pro celkovou diskretizaéni chybu e, = y, — y(z,) rovnici

(332) En4l = €n + [Q(mn; Yn, h) . Q(3:11: y(xﬂ)i h)] - L(y(xﬂ)l h)
a odtud
(3.33) lent1] £ (1+hL)leal + |L(x{za);h)|, n=0, N -1

Tato nerovnost je Gipln& stejné jako nerovnost (2.9) v dikazu konvergenéni véty
pro Ealerovu metodu. K ziskani nerovnosti (3.30) je tedy stejné jako tam ifeba od-
hadnout vhodng lokaln{ diskretizaéni chybu. Podle v8ty o stiedni hodnoté existuje
tslo 0, , 0 < 8, < 1, takové, Ze plati

(3.34) Y(Enp1) = y(@n) + Py (8n +0,0), n=0... N -1
Pigeme-}i jeité
(3.35) A (20, y(2a), h) = b (2n, y(za), 0)+

+ h[® (20, y(z0), £) — @ (20, y(z0), 0}].
a uZijeme-li podminku konzistence, destdvdme

(3.36) L(y(:c,.); h) = h[y'(cc,.. + 8, h) — f(:cn, y(z,,))] -
— h|®(zn, y(zn), b) — ®(zn, y(2a),0)].
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Prvni séitanec na pravé strané postedni rovnice lze odhadnout vyrazem hw(h),
nebot je f(zn,%(2a)} = ¥ (2n) a druhy vyrazem hw(h), jak plyne ihned z definice
funkee . Odtud u% idplné stejnym postupem jako v diikazu véty 2.1 plyne platnost
nerovonosti (3.30). Véta je dokdzana.

Z véty 3.1 plyne ihned konvergence obecné jednokrokové metody, tj. platnost
vztahu
(3.37) lim g, = y(z),

h—0
Ta=x

nebot jak funkce w, tak funkce ¢ konverguji pro & — 0 k nule. O funkei w to uz
vime, o funkei ¢ to plyne ze stejnomérné spojitosti funkee &{z, y(z), h) na mnozingé
aSzSbh 02 k< hg

Z nerovnosti (3.30) miZeme dostat odhad chyby analogicky jako u Eulerovy
metody. Zesilenim po¥adavki na danou metodu miZeme rovnés tak sestrojit odhad
analogicky odhadu z v&ty 2.2.

Véta 3.2. Bud ddna mnoZina diferencidlnich rovnic 9 C My, bud y piesné
Fefen{ diferencidlni rovnice z MM a bud'y, jeho aproximace ziskand obecnou jednok-
rokovou metodou, kterd je reguldrni a je Fddu p 2 1 na M. Pak existuje konstanta
M takovd, Ze plati

(3.38) [9n — y(2n)| £ MAPEL(zn ~ a)
pron=0,...,N aproh £ he.

Dikaz jev podstaté opakovinim dikazu véty 3.1. Jediny rozdil je v tom,
Ze za predpokladd uvedenych ve znéni véty plati pro lokélni chybu vySetfované
metody odhad

(3.39) |Z(y(zn); )| < MAHPF
UZitim tohoto odhadu v nerovnosti (3.33) dostaneme ihned poZadovany vysledek.

Na prvni pohled by se mohlo zd4t, 7e pofadavek konzistence se ve v&t& 3.2 oproti
vété 3.1 ztratil. Ve skuteénosti tomu tak neni, nebof z toho, Ze dand metoda je
f4du aspof jedna na vhodné mnoZing, plyne, e je pro tuto mnoZinu diferencidlnich
rovnic 1 konzistentni. Skutetn&, z nerovnosti |L{y(z); h)| £ Mh? plyne nerovnost

(3.40) |y(m++-"ih)—_—5@ - &(z,y(x), h)l < Mh.

ProtoZe pravd strana této nerovnosti konverguje pro b — 0 k nule, plati toté% i pro
levou stranu. Prvni séitanec na levé strané mé viak pro A — 0 limitu, a to rovnou
&slu i () = F(x, y(x)), tutéz limitu m4 tedy i druhy stitanec.

Zcela analogicky jako vétu 3.2 lze dokézat i ndsledujici vétu, kterd tvori paralelu
k véte 2.3.
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Véta 3.3. Necht jsou splnény pFedpokiady véty 3.2 a necht §y, je posloupnost
Cisel definovand rekurenci

(3.41) o =1,
gﬂ'l'l _gﬂ+h[¢(mn)gﬂlh)+h96r’lK]: ﬂ‘:O) "7Nl

kde K je konstanta a 8, jsou &sla, pro né# plati |6, £ 1. Pak pron =0, ... N
a pro h £ ho plati

(3.42) i — y(2a )| € Myh" Br(2, — a),
kde r = min(p,q) a My = MhS™" + Kh{™".

Vétu 3.2 mizeme interpretovat podobné jako analogickou vétu v pfipadé Eule-
rovy metody dvojim zpisobem. Pokud o konstanté ve vzorci (3.38) vime pouze,
e existuje, ale nezndme jej{ konkrétni hodnotu, je véta 3.2 jen vyrokem o rych-
losti konvergence dané metody. Pokud tuto konstantu zndme nebo jsme schopni ji
odhadnout, pfedstavuje vzorec (3.38) odhad chyby. V&imné&me si prote problémm
odhadu konstanty M v nerovnosti (3.39) podrobngji.

Bud déna diferencilni rovnice (1.6) s potateni podminkou (1.7} a bud y jeji
presné Feseni. Necht dile funkce ® definuje obecnou jednokrokovou metodu, ktera
je pro toto feSeni fddu p. Koneéné predpokladejme, Ze funkee f, resp. ® ma p
spojitych parcidlnich derivaci podle obou, resp. vSech ti{ proménnych v mnoZiné
R, resp. R x {0, ho), kde

(3.43) R={(z.4); aSz<h -Y Sy£Y)

a Y je definovdno vztahem (1.19). ProtoZe plati (3.6), plyne z Taylorova vzorce
a z pfedpokladu, e dand metoda je Fadu p

k
(3.44) ;h—k[A(:c,y(z),h) ~®(z,4(2),)]| _ =

prok=0,..,p—1a

(3.45) A(m,y(z),h) - @(:c,y(a:),h) = %h"%[A(m,y(m),h)—

- (e v h)|_, =0,

kde hi je vhodné &islo, pro néz plati 0 < h: < h. Vypoiétéme tedy p-tou derivaci
podle h rozdilu A — ®. Pokud neni dan konkrétni tvar funkce ®, nelze s vyrazem
BPQ(m,y(m),h) /8h? nic dalifho délat. Pro vyraz 8P A(z, y(2), h) /OhP vBak plati
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podle Leipnitzova pravidla pro derivovini souéinu

P y(z+h)—ylz) _
ohrp A -

= 3 (D)o = ey g e+ 1)~ ] =

v=0

(3.46) :—;A(m,y(z), h) =

i
= (1P g ) - 3 e+

Z Taylorova vzorce uZitého na funkei y a na interval {z + k,z + h + (—h)) nyni
plyne, Ze existuje ha, 0 < he < h tak, fe vyraz v hranaté zévorce na pravé stra-
né rovnosti (3.46) je roven vyrazu y®t )z + h)}(—h)P+1/(p + 1)1 Celkem tedy
dostdvime

(347 Alz,y(z), k) — @ (z,y(z), k) =

1 107
= |—— ¢® I3 Bo)) — ———
[(p+1)!f (24 hay(e+ha)) = 5
Pfesné fefeni dané diferencidlni rovnice, které se vyskytuje v tomto vzorci, sice
neznime, vime viak, Ze dvojice (z,y(z)) le#i pro ka#dé = € {a,b) v mnofiné R
dané rovnici (3.43). Za vyde uvedenych pfedpokladi lze tedy polozit
10r ‘I’ (= y, h)
ol

3 (z, y(z), hl)] 1e

(3.48) M= f(p) (:: +h,z(z+ h))

1

3% |Gy
0<h<ho
kde z je fefen{ diferenciélnf{ rovnice 2’ = f(t,z) s poéatetni podminkou z(z) = y.

Aplikujme nynf uvedenou teorii velmi struéné na speciilni jednokrokové metody
zavedené v piedeslém odstavel. Viimnéme si z tohoto hlediska nejprve Rungovy-
Kuttovy metody (3.12), (3.13). Piisluind funkce @ je zfgjmé spojitd, je-li prava
strana f dané diferencialni rovnice spojits. Splfiuje-li pravé strana dané diferencidlni
rovnice Lipschitzovu podminku vzhledem k proménné y — prisluSnou konstantu
oznaéime nyni Ly — plati (poloZime-li &} = k:(a:,y*,h)) |k — k1] £ Loly* — yl,
k3 — kol < Loly” + A3 /(2) — y — AR1I(20] < Lolly™ — vl + hlk: — &al/(21eD] <
< Lo(1+ hLo/(21])) |y — 4] Celkem tedy je

hL
» _ < _ _
(449 195" h) = B WIS (11—t (14 500 ) o] " ol
a pro konstantu L v nerovnosti (3.28) plati odhad
hoLo
. <l t :
(3.50) L= tlo+ (1 + 0 220 L

Jsou-li tedy splnény pfedpoklady (i) a (ii} z &L 1, je uvaZovans Rungova-Kuttova
metoda regularni. Je zfejmé, Ze totéi je pravda i pro libovolnou jinou Rungovu-
Kuttovu metodu, jen odhad (3.50) je tfeba nahradit jinfm odhadem, ktery se od-
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vodi stejné snadno. Uvedme jeho konkrétni tvar jesté pro standardni Rungovu-
Kuttovu metodu:

A

+ huLo thg thg)LD ehnL —1 )
2 6 24 hg
VEimnéme si déle u metody (3.12), (3.13) probiému odhadu konstanty M v nerov-
nosti (3.39). UvaZovand metoda je Fadu 2, nebot tak bylo odvozena, takie cheeme-li

k odbadu této konstanty uEit rovnici (3.48), musime vypoéitat (a odhadnout) deri-
vace 82®/8h? a f. Pime k tomu cfli funkci & ve tvaru

(3.52) 22,y h) = (1 - ) f(z,y) + (&, ),

kde jsme polozili

(3.51) (1

" 1 - 1
(8.53) z=z+oh F=y+ hf(z,y).
Odtud v8ak jiZ snadno vypoéteme, %e plati
(3.54) o £, § 7 , 2
- W - Z{{ftiﬁ(mv y) + 2f:cy (1, y)f(:t:, y) &t fyy (m’ y)[f(x: y)] }
Uréime-li nyn{ konstanty My a X tak, aby platilo M, Zla
drEf K

3.55 < P .
( ) if(:v,y)[:Mg, Iamfaykr§M3+’°‘1’ i+k 52
v R, Ize vyraz (3.54) odhadnout takto:

82®(z,y, h) 1
3.56 o el <
(3:56) || iy 1 Mo-
ProtoZe je

(357) f”(zl y) = fwz(l; y) + fmy('r: y).f(:"': y) + fyy(zy y)fz(zl y)+
+ fy(m) y)[f:ﬂ'(w: y) + fy(zs y)f(xs y)])

dostavdme snadno nerovnost

(3.58) [F(z,¥)| £ 4K My + 2K M,.
Pro konstantu M méme tedy odhad

1 2 1
3.59 MIKMy|——+=-+-K).
(3.59) = 0(2|t|+3+3K)

Podobnjm =piisobem, jen podstatné komplikovangj$im a praca&j¥im, odvodil
L. Bieberbach pro standardni Rungovu-Kuttovu metodu dnes u# klasicky odhad

(3.60) MS6MyK(1+ K 4+ K24+ K® + KY).

Je pfitom samozfejmé tfeba pfedpokladat, ze druhy odhad (3.55) plati pro i+ <4,
nebot uvaZovani metoda je 4. fadu.
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Obratme se k metodé Taylorova rozvoje fadu p. Gdhad konstanty M podle vzor-
ce (3.48) je trividlni, nebot v tomto piipadé je ziejmé OP®/Oh? = (. VySetfeni
regularity je zde v3ak o né&co komplikovanéjsi nez u Rungovych-Kuttovych metod
a abychom ji zarudéili, je tfeba klist na pravou stranu dané diferencidlni rovnice
podstatné silngjsi pozadavky. Silngjs{ pfedpoklady o funkei f jsou ostatné nutné
vz z toho diivodu, aby uvaZovani metoda méla vilbec smysl. Piedpokladame-li
napi., 7e funkce f ma spojité derivace dostateéné vysokého Fadu v pdsu a S 2 £ b,
—00 < Y < 00, polozime-1i

(3.61) Ly= sup ﬁ-f(k)(z,y) ., k=0,1,...
atz<p 10Y
—ooLy< oo

a predpokladame-li dale, Ze tato éisla jsou koneina, je metoda Taylorova rozvoje
f4du p reguldrni a pro pfislusnou konstantu L plati odhad
p—1

) ki
(3.62) L Lo+ ?OLI +..4 %—-L,,_l,

jak plyne z véty o stfedni hodnoté.
Zakongeme tento odstavec pFikladem ilustrujicim dosaZené vysledky.

Piifklad 3.1. Reime standardni Rungovou-Kuttovou metodou v intervalu
{0, 5) diferencidlni rovnici y = y s potétetni podminkou y(0) = 1. Vysledky vjpoc-
tu pro k = 1/8 spolu s odhadem chyby ziskanym z v&ty 3.2 za pouZiti odhadi (3.51)
a (3.60) jsou uvedeny v tab. 3.1. Opét vidime tenty% jev, na ktery jsme upozornili
ui u Eulerovy metody, totiZ, Ze apriorni odhad je nesmirng pesimisticky, a tedy
prakticky nepouzitelny.

Tabulka 3.1

Reseni diferencidlni rovnice ' = y Rungovou-Kuttovou metodou

Tn 1 2 3 4 5

Yn 2,718277 7380029 | 2008543 | 5459775 | 148,4118

en —0,000005 | —0,000027 | —0,00011 | —0,00040 | —0,0014
odhad en 0,05 0,40 2,95 21,8 161,33

3.3. Asymptoticky vzorec pro chybu

V tomto odstavci vySetfime asymptotické chovdni{ chyby obecné jednokrokové me-
tody. Necht tedy funkce ® definuje obecnou jednokrokovou metodu fddu p 2 1.
U% u Eulerovy metody jsme vidéli, ¥e k ziskdni asymptotického vzorce pro chybu
bylo tieba klast na regularitu dané diferencidlni rovnice pisnéjsi pozadavky, nez
kdy% jsme chtéli ziskat pouze adaje o maximalni rychlosti konvergence. Budeme
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wavs

tedy i zde kldst siln&jf hladkostni poZadavky, nez které ndm umoznily odhadnout
konstantu ve v&t& 3.2 pomoci rovnice (3.48). Konkrétné budeme pfedpokiidat, Ze
funkce ® a f maji p+ 1 spojitych derivaci podle vSech svych proménnych v-oboru
R x {0, ko), resp. R, kde mnoZina R je definovana rovnici (3.43). Na zdklads Gplné
stejnych Gvah, které nds vedly v pfedelém odstavci k odhadu konstanty M, mi-
Zeme tvrdit, Je za vy3e uvedenych piedpokladii existuje funkce ¢ a komstanta K
takovd, Ze plati

(3.63) Az, 3, h) — ®(z, 9, h) = pl(z, y)F + 0KHPH,

kde &fslo @ z4visi na z, y a h, vidy viak pro n& plati |#] £ 1. Funkce ¢ je pFitom
déna vzorcem

(3.64) pay)= a,,P[A(x AR CRA0)
) 18°%(z,y,h)
(p+1)'f (@9 = Bhﬁy |

Vyraz <p(z,y(z))h”+1 je hlavni &dst lokdIni diskretizaéni chyby, nebot se ji podle
(3.6)-a (3.63) aZ na veliiny fadu AP*2 rovna.

Pro Eulerovu metodu -— abychom uvedli trividlni pitklad — je ®(z,y,h) =
= flz,9) ap =1 tedy p(z,¥) = f'(z,¥)/2 = (fo + 1, F)/2. Pro klasickou Rungovu-
Kuttovu metodu Ize, oviem uZ zdaleka ne tak trividing, vypofitat, ze je
(3-65) (P(J!, y) = 880f(4) + 575fyf(3) 2gs(f: - fzy - fyyf)f”.".'

- %( f;cyfy + 3fyyfyf - 2f3 + fyyfz)f’
Pro chybu e, = y, — y{z,) plati rovnice (3.32). PouZijeme-li vztah (3.6), 1ze tuto
rovnici psit ve tvaru
(3.66) Ent1 = €p + h[@(wn, Yn, B) — q)(:nn, yw(zn), h)+
+ q’(zﬂu y(wﬁ): h) - A(-""m y(zn)) h)] .
Za ndmi ulinénych pfedpokladi jsou splnény pfedpoklady vty 3.2, existuje tedy
konstanta K (nezdvisld na h) takovd Ze pro n = 0,..., N plati

(3.67) len] & Kih®.
Uzijme této skutefnosti k ziskdni odhadu rozdilu ®(zs,yn, k) — €(zn, y(zn), h),

ktery bude pfesn&j&i ne¥ ten, ktery se dostane tak, Ze se uZije pouze lipschitzovskosti
funkee ©.
Predné podle Taylorova vzoree je
(3.68) ®(zpn,Yn, h) — ®(xn, Y(zn), h) = ‘
= <I>(a:,,, Y(zn) + en, B) — @(zn, y(zn), B) =
=, (Wm y(zn), h)e,-, + %‘Dyy(-’”my*: h)evzl =
= [@y (2n, ¥(2n), 0) + By (2n, y(zn), h7) ] en + FRyy(2a, 9", M)er,

46

3 OBECNA JEDNOKROKOVA METODA

kde y* lezi mezi body ¥(zn), ¥n a pro A* plati 0 < h* < h, nebot p 2 1 a funkee
® ma p + 1 spojitych derivaci podle viech proménnych, tedy alespoii dvé. Protoze
uvazovana metoda spliiuje podminku konzistence, jak plyne opét z toho, Ze jep 2 1,
méame

(3.69) &y (on, ¥(2n),0) = fy(2a, ¥(zn)).

Vezmeme-li v vahu, Ze drubé derivace funkce ® jsou v R x (0, ho) chraniené,
dostavime z (3.67), (3.68) a (3.69), %e existuje konstanta Ky (kterd oviem zdvisi
mimo jiné na konstantd K, nezdvisi viak na h) takovi, %e platf

(3-70) [‘I)(z'mym h) - ‘I’(ﬁn)y(-"-'n), h) - fy (Tn; y(mn))enl é thp+11
a tedy existuje §' takové, Ze {#'| £ 1 a Ze
(3.71) ®(2n, Y, h) — ®(@a, Y(2n), h) = fy (#n, Y(zn))en + ' KahP T

Dosadime-li do rovnice (3.66) podle (3.63) a (3.71), méme

(3.72) eny1=eq + h[fy (zﬂ, y(z,.))e,. + ¢ KohPH — ga(:c", y'(z"))h‘D + 6th+1].
Polozime-li &, = h™Pe,, dostavime pro tuto veliinu rekurenci

(3.73) Ent1 = Bn + h[fy (Zn, Y(2n)) En — @ (T, y(za))] + 8" Ksh?,

kde [#”| £1 a K3 = K + K. ProtoZe je zfejmé& &y = 0, pfedstavuje rovnici {3.73)
Eulercvou metedou pro fedenf diferencidlni rovnice

(3.74) ¢ = fy(z.y(@))e — p(z,y(=))

s polatetni podminkou e(e) = 0, kde se v kaZdém kroku dopoustime navic chyby
velikosti h2. Podle véty 2.3, jeji# pfedpoklady jsou v disledku piedpokladd o hlad-
kosti funkci ® a f zfejmE splnény, dostavame tedy vysledek, ktery zformulujeme
v nésledujici véte.

Vita 3.4. Nechl jsou splnény predpoklady (i) a (i) z ¢. 1 a bud y, pfibliZné
feSeni vypoétené obecnou jednokrokovou metodou ¥ddu p 2 1 a bud' y piislusné
presné FeSeni, Necht ddle funkce ® a f maji v R x {0, ho}, resp. v R p+ 1 spojitych
parcidinich derivaci podle viech proménnych. Pak platf

(3.75) Y — Y(Tn) = e(za AP + O(hPT1),
kde e je FeSenim diferencidlni rovnice (3.74) s po&ateénf podminkou e(a) = 0.

O vzorci (3.75) plati aplné totéZ, co bylo fefeno o analogickém vzorci pro Eule-
rovu metodu. Funkce e ddva ve véiSing pfipadil velice dobrou p¥edstavu o chovéani
skuteéné chyby, ziskat ji vBak explicite je, jak je na prvni pohled vidat, velice obtfi-
né. Tu skuteénost viak, Ze tato funkce existuje, i kdy% neznédme jeji konkrétni tvar,
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Ize zuZitkovat Giplné analogicky, jako jsme to uginili u Eulerovy metody. PouZijeme-
ki symbol y(z,h) opét k oznadeni pfiblizného fefeni v bodé « zfskaného obecnou
Jjednokrokovou metodou s krokem A, plati

(B76) (o) —(s) = mplue, B) e, h/2)] + O(HTH),

Jak se snadno zjist{ tipIné stejnym postupem jako v &l. 2. Aposteriornf odhad (3.76)
ziskany metodou poloviéniho kroku, je ve vétsing praktickjch pFipadii velmi G¢inny
a byvé také v podstaté podkladem mnoha algoritmé pro fefeni tiloh s poé4tetnimi
podminkami s automatickou volbou integraéniho kroku.

Uvedme z4vérem opét jednoduchy pfiklad.

Priklad 3.2. Vypo&téme pro diferencidlni rovnici ¥ = y s poédteéni podmin-
kou y(0) = 1 z pfikladu 3.1 a pro standardni Rungovu-Kuttovu metodu asympto-
ticky odhad chyby a odhad metodou paloviénifho kroku. Snadno seé zjisti, Ze zde
je @lz,y) = y/120, takie e(z) = —ze®/120. Z tabulky 3.2 vidime podobné jako
u Eulerovy metody op&t velmi dobrou shodu se skutefnosti.

Tabulka 3.2
Asymptoticky odhad chyby
T 1 2 3 4 5
en —0,000005 | —0,000027 | -0,00011 | —0,00040 | —0,0014
e(zn)ht —0,000006 | —0,000030 | -0,00012 | —0,00044 | —0,0015
odhad met. | ~0,000005 | —0,000027 | —0,0001t | —0,00038 | —0,0013
pol. kroku

3.4. Problematika zaokrouhlovacich chyb

V tomto odstavei ukdZeme, Ze obecnd jednokrokovd metoda se co do zdvislosti
na zaokrouhlovacich chybdch chovd {iplné stejné jako Eulerova metoda. Postup
Jje v principu 0plné stejny jako u Eulerovy metody, a proto budeme postupovat
s maximaln{ struénosti. Zavedeme-li i zde lokalni zaokrouhlovaci chybu ¢, rovnicf

(3.77) Grt1 = Gn + h®(@n, Gn, h} + €n,
dostdvame ihned ndsledujici vétu.
Véta 3.5. Bud dédna reguldrni obecnd Jjednokrokovd metoda. Necht ddle plati,

Feje le,| £e pron=0,..., N. Pak pro celkovou zaokrouhiovaci chybu §j— y, plat{
odhad

(3.78) 5= gl < %EL(’J:" —a), n=0,...,N.
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Argumentace, %e pfedpoklad o omezenosti lokélni zaokrouhlovaci chyby je i v p¥i-
padg jednokrokové metody z praktického hlediska rozumny, je ziejmé i zde stejnd
jako u Eulerovy metody. Na zdkladé pfedeslého tedy vidime, Ze uZiti obecné jedno-
krokové metody Fadu p s p > 1 m4 oproti Eulerové metodé z praktického hlediska
#e pro mala h je h? podstatné mensi ne¥ h, vétsinou stadi k dosaZeni pozadované
presnosti brat u obecné jednokrokové metody s p > 1 podstatné véts hodnotu
h nei u Eulerovy metody, a providdét tedy méng krokli. Provadi-li se viak méné
krokd, je v¥potet méné ovlivnén zackrouhlovanim. To ma vétsinou za nasledek, e
pfi uZiti metody s p > 1 se zmen3{ kritickd chyba, o niZ jsme mluvili v souvislosti
s Eulerovou metodou, ani# je nutno pouit vicendsobnou aritmetiku.

Tlustrujime to na jednoduchém priklads.

P¥iklad 3.3. ReSme diferencialni rovnici 4’ = y a s po&éteéni podminkou
¥(0} = 1 standardni Rungovou-Kuttovou metodou s integraénfm krokem kb = 272,
s=12,...,10.

Obr. 3.1
Zivislost celkové chyby na integratnim kroku

o .

10 .

~
W
o
~
o

—_— mglh

Na obr. 3.1 je zndzorn&n pribéh celkové chyby v zavislosti na velikosti integraé-
niho kroku. K v§poétu byla pou¥ita 40ti bitova aritmetika. Porovnanim s obr. 2.2,
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ktery znizorimje tutéi zavislost ziskanou v tée aritmetice pro Eulerovu metodu,
vidime, Ze kritickd chyba skutecné velmi podstatng poklesla.

4 Mnohokrokové metody

V pfedchozim €lanku jsme vid&li, Ze vypoZet pFiblizného fefeni dané diferencial-
ni rovnice jednokrokovou metodou probiha tak, Ze po provedeni jednoho kroku se
vlastné fed novy problém s polateéni podminkou zadanou v tom bodg, do néhoi
jsme s feSenim v piedeslém kroku dospéli. To mé své vyhody: metoda je teore-
ticky jednoduchd, jednoduse se programuje, zména velikosti integra¢niho kroku je
natolik jednoducha, Ze jsme o této otdzce vlastné dosud nepotiebovali ani explicite
mluvit, apod. Na druhé stran& v3ak maji tyto metody nékteré podstatné nevyhody.
S jednou z nich spoéivajici v tom, #e odhad lokaln{ diskretizagni chyby je (alespon
v pfipadé metody Rungova-Kuttova typu) znaéné slozity, jsme se u# setkali, také
to, Ze v tom okamZiku, kdy vypoé&itdme pFiblizné feseni v jednom bodg, zapomene-
me viechny informace o ¥eSeni v pfedchozich bodech, se zd4 neproziravé. Naopak
intuitivné se zd4 zfejmé, Ze uZijeme-li k ziskani pfiblizného feSeni v bod& z = #n41
nejen to, %e zname pFiblizné feSeni v bodé = = z,, ale i to, %e je znadme také napf.
vbodech # = ,_; a ® = z,_», dostaneme nutné presn&jsi vysledek. Praxe ukazuje,
Ze je tomu skutend tak a ¥e metody, které ke konstrukei pfiblizného FeSeni uZivaji
nejen informace z bezprostiedné pfedchozihe bodu, ale i informace z nékolika pfed-
chozich bodfi, a které jsou tedy v tomio smyslu mnohekrokové, jsou vétdinou —
hlavng v pfipadech, kdy se vyZaduje vysok4 pfesnost — efektivngjdi neZ metody
jednokrokové. Cena, kterd se za to zaplati, spoéiva, jak uvidime, ve vEt31 sloZitosti
z programovaciho hlediska (je tfeba specilni startovni procedury, zména velikosti
integraéniho kroku p¥edstavuje dosti komplikovany problém).

Pro mnohokrokovou metodu je tedy charakteristické, #e k vypoétu pfiblizného
Fefeni Yn4r v bod8 & = w4y (3, je zde stejné jako u jednokrokové metody tvaru
z, = a + sh) pouZijeme k piedchozich hodnot p¥iblizného fefeni. Intuitivné se
nabizeji hned dvé mofnosti, jak generovat metody tohoto typu. V prvni z nich
vychazime z identity

(4.1) oler) o) = | " fu) at,

T

kterou spliiuje pfesné feSeni dané diferencidlni rovnice (1.6) pro libovelné dva
body z, a z, z intervalu {a, b}, v niZ nahradime nezndmou funkei za integra&nim
znamenim vhodnym interpolaénim polynomem. Metody, které vzniknou na zékladé
tohoto obecného principu, se souhrnné nazjvaji metody numerické integrace a jsou
v soutasné dob& dosti populdrni. Nejéast&ji se zmin&ny interpolaéni polynom se-
strojuje tak, aby v bodech #,, ¥ =n,...,n+k—1, resp. ¥ =n...,n+ k nabjval
hodnot f, = f(z,,y.) a za dvojici ., @, se volf 2 4x—1, Tnit Nebo Tpppo2, Tayr-
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Druhd mo#nost konstrukce metod, které mame na mysli, vychazi pfimo z da-
né diferencidlni rovnice. Postupuje se tak, %e se sestroji polynom, ktery v bodech
Zy, ¥ = n,...,n + k nabyvé hodnot y,, vypoite se derivace tohoto polynomu ve
vhodném bodé a poloZi se rovna hodnoté pravé strany dané diferencialni rovnice
v odpovidajicim bod8. Pfirozeny nédzev pro metody tohoto typu je melody numeric-
kého dertvovdni.

Obé zminéné skupiny specidlnich mnohokrokovych metody popiseme podrobng
v nasledujicich odstavcich.

4.1 Specialni pfipady

Diive ne# zafneme popisovat jednotlivé konkrétni metody, uvedeme nékteré spe-
cidlnf vysledky z teorie interpolace, které nam budou pfi tomto popisu uzitetné.

4.1.1 Interpolace pfi ekvidistantnich argumentech

V tomto odstavei se budeme zabyvat tlohou sestrojit polynom stupné nejviie
g, ktery v bodech zp, 2, 1,... 25—y (2, = a + ph) nabjvi zadanych hodnot
ZpyZp—1, .-, Zp—q. Redeni tohoto problému je FHenaH jisté dobfe zndmo: Hiedany
polynom existuje, je jeding a je mo#né jej napsat ve tvaru Lagrangeova interpo-
lagniho polynomu. Zde odvodime jednoduséf vaorec, ktery zuzitkovava to, #e uszly
interpolace jsou ekvidistantni. V této situaci se k z4pisu interpolaénich polynomi
uZiva vétsinou rizngch typd diferenci. V literatufe byla popsana Fada nejrizngj-
gich diferenci a interpolatnich vzorct zalofenych na nich. Pro nade tifely je vhodné
pracovat s pojmem diference zpét. Preni diferenci zpél budeme znagit symbolem
V a definovat rovnosti

(4.2) Vizp = 2p — 2p-1;

m-tou diferenci zpét pak oznaéime symbolem V™ a definujeme rekurentné rovnosti
(4.3) VM2 =V(V™ 1), m=2,3,...,

kde klademe V! = V. Z dfivodu zjednoduseni daldich z4pist poloime jests VO =

= z,. Uplnou indukci snadno zjistime, Ze plati
q
4.4 =3 (-1 (2 =
(4.4) Vi =Y (1) (m)z,,_m, q=0,1,...,
m=0
kde je

@ (§)=r (1) -l

a naopak, Ze pro kaidé ¢ = 0,1,... plati

(4.6) Zpg = zq:(—l)'" (31) V™2

m=0
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g-tou diferenci zpdt lze tedy vyjadfit jako linedrni kombinaci hodnot z,, zp-1, . -,
2Zp—q a naopak hodnotu z,_, jako linedrni kombinaci nulté, prvni atd. aZ g-té dife-

rence zpét.
Pomoei pojmu diference zpét uz snadno zapffeme hledany polynom.

Véta 4.1. PoloZme

(47) Pls) = 2(—1)'“ ()

kde
: -z
(4.8) §=—
Pak P je polynom stupné nejvyse q v ¢ a plati
(4.9) P(zp—r) = 2pnr, r=0,...,q.

Dikaz. Pfednd viras (J°) = ((""'Tn"')/h) je podle vzorcl (4.5) ziejmé poly-
nom stupnd m v z, a tedy P je polynom stupnd nejvyse ¢. Protoze je (I} = 0 pro
celé kladné r a m > r (viz vzorec (4.5), ktery plati pro libovolné redlné ¢), plati

(410)  Plep_)= 2(—1)"‘ (;) V™, = mz;o(—l)"* (1;) V™ z,.

Posledni souget v rovnici (4.10) je viak podle (4.6) roven &slu zp_,. VEta je doké-
zana.

Vita 4.2. Bud I interval obsahujici body zp, 2p-1,...,2p—¢ a bud z funkee
definovand na I, kterd md v I ¢ + 1 derivaci a bud P polynom (4.7) s zp—r =
= 2(2p_r), ¥ = 0,...,q. Pak ke kaZdému ¢ € I existuje bod { € I takovy, Ze
plati

(4.11) 2(z) — P(z) = (-1)rHiprt? (q“_: 1) At

Dakaz. Jeliz=u, , pronekieré r, je rovnice (4.11) splndna a to dokonce
pro libovolné ¢. MiZeme tedy pfedpoklddat, Ze je ¢ # Zp—r pror = 0,...,1.
Definujme v tomto p¥ipadsé funkei ¢ proménné ¢ € I pFedpisem

2(z) — P(E)Q(t),

(4.12) @(t) = 2(t) - P(t) - _—5'2"@:)—
kde
(4.13) Q) =(t —ap)(t— zp-1). - (L —2p-g)-

Funkce ¢ ma v intervalu I ziejmé ¢ + 1 derivaci a platf ¢(xp—r) = 0 pro r =
=0,...,q a (x} = 0. V intervalu I tedy existuje ¢ + 2 navzajem riznych bodd,

52

4 MNOHOKROKOVE METODY

ve kterych je hladka funkce ¢ rovna nule. Opakovanym uZitim Rolleovy véty thned
plyne existence takového £ € I, Ze plati

(4.14) Pt (g) = 0.

Je viak PUt1)(#) =9, nebot stﬁpeﬁ polynomu P je nejvyde g; déle je QetD(¢) =
= (g + 1)!. Dosazenim do rovnice (4.14) dostévame

(4.15) 2(z) — P(z) = ()79 D(¢).

1
G+ 1)
Pouzijeme-Ii nyni ve vzorei (4.13) rovnosti £ — £p_r = 2 — 2, +rh = sh+rh =
= (—h)(—s — r), dostanerne z (4.15) ihned vzorec (4.11). Véta je dokazana.

4.1.2 Adamsova-Bashforthova metoda

Tato metoda je specialnim p¥ipadem metody numerické integrace. Klademe v ni
Er = Tntk, Tu = Tntk-1 (kK 2 1) a interpolaéni polynom P prokliddme body
(zy, o), v=n+k—1,...,n PoloZimeli tedy vodst. 411 p=n+k~lag=
=k — 1, je polynom P tvaru

(4.16) P(e) = ,?;:(—n'" (i

kde 5 = (z — Tn4k-1)/h. Odtud integraci v mezich od #,4t-1 do Zn4r v snadno
odvodime, #¢ Adamsova-Bashforthova metoda je dana vzorcem

k-1
(4.17) Ynik = Yntk-1=h z T V" frik-1,
m=0
kde
1 Tntk —5 1 —8
4.18 Ym = T —1"‘( )dw: —1'"]( )ds
(4.18) hmk-l()m ()om
nebo vzorcem
k-1
(419) Yn+k — Yntk-1 = hzﬂgk)fnw,
r=0
kde
k-1 m
k) E-1-v
(4.20) A = (-1) ) (k i V) Y
m=k—1-v

chceme-li, aby na pravé strang vzorce vystupovaly piimo hodnoty funkce f. Vzorec
(4.19) se snadno dostane za vzorce (4.17) uZitim rovnice (4.4). VSimnéme si, Ze
koeficienty ve vyjadreni (4.17) na rozdil od vyjadieni (4.19) nezavisi na k. To je
také vyhoda tvaru (4.17), ktery byl populérni zejména v piedpoéitatové éie.
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Pii vypoctu piiblizného feSenf se vzoree (4.17) nebo (4.19) uZivé postupné pro
n=10,1,.... Na zalatku vypoftu musime mit tedy k dispozici nejen hodnotu yp,
ktera je ddna polateini podminkou, jako tomu bylo u obecné jednokrokové metody,
ale jesté hodnoty 1, ..., yr—1, které musime ziskat néfakym jinym zpisobem (napf¥.
Jjednokrokovou metodou). Tento jev je pro mnohokrokové metody typicky.

Poditat koeficienty Adamsova-Bashforthova vzorce podle (4.18) je nepohodlné.
Odvodme proto jiny zpfisob jejich vypodtu, ktery nevyZaduje pofitdni zaddnych
integrald.

Definujme k tomu cili funkci G komplexni proménné ¢ pfedpisem

(4.21) Gt = / -ty ds

Protoze zfejmé plati
t
(1-¢)In(1-1)’

je funkce G holomorfn{ v kruhu |¢| < 1. Podle binomické véty vSak plati

(4.23) -9 = 3 (2o

m=0

(4.22) G(t) =

a tato fada konverguje absolutné a ste)nomérné uvnitf jednotkového kruhu. Lze ji
tedy integrovat Elen po Elenu, &im¥ dostaneme

oo 1 oo
4.24 Gity= S (-n” U (_s) ds] "= m
(121) o= [ >
Dosadime-li tento vysledek do (4.22), dostaneme identitu
b(l-t e~  ._ 1
(4.25) —Tr;'ymt =1

nebo

oo

(4.26)

+1 Z7mtm Ztm

platnou pro kazdé [¢] < 1. Je viak

oo

I o
4.27 fmtr —
(4.27) g e} mz::o Tm

y+1 Z m_ytm _

~ 1
_p |t
(ng_i_l'}'m v) )

nebot upravované fada konverguje absolutné a lze tedy libovolné prerovnat pofadek
jejich &lend. Dosadime-1i do identity (4.26) podle (4.27) a porovnéme-li koeficienty

MMMS

m=0
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u stejnych mocnin proménné ¢ na levé a pravé strang, dostdvame

LS|

4.28 m—p = 1
(4.28) "X_:O e
pro m = 0,1, ... Koeficienty ¥, miZeme tedy politat z (4.28) rekurentné.

V tab. 4.1 jsou uvedeny tyto koeficienty a v tab. 4.2 koeficienty ﬁ,(,k) pro néko-
lik prvnich hodnot indexi.

Tabulka 4.1
Koeficienty v Adamsovy-Bashforthovy metody

m o 1] 2 |3 4 5 6
1| & | £ | & | 250 | e85 | 1osr
Ym 2 12 8 720 288 80 480
Tabulka 4.2
Koeficienty 3 Adamsovy-Bashforthovy metody
9 o | 1 2 3 1 5
e 1
242 -1 3
12889 5 -16 23
24559 -9 37 —59 55
72080 251 | —1274 2616 | —2774 1901
144088 | —423 2627 | -6798 9482 | —7673 | 4227

Viimnéme si jeSté vztahu Adamsovy-Bashforthovy metody k pfivodn{ diferen-
cialni rovnici. U obecné jednokrokové metody jsme jeji kvalitu mé&Fili velikosti lo-
kalnf chyby, tj. velikosti vyrazu y(z + h) — y(z) — h®(z, y(z), h) jako funkece h.
U Adamsovy-Bashforthovy metody tomuto vyrazu odpovidd vyraz

k-1
(429) R® = y(zn4s) = v(@atr-1) =k 3 Yo V" (Tnpro1, 4(@ati—1)) =

m=0
k=1
= y(en+) = YTnsk-1) ~ B D 10 V7Y (Tntr-1),

m=0
ktery tak hraje roli lokdlni chyby. Za p¥edpokladu, e pfesné FeSeni uvafované
diferencialni rovnice ma k + 1 spojitych derivaci, plati podle véty 4.2 (p = n+k—1,
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¢=k—1,2(z) =¢(e))

k-1 . s
w30 @)= 20 ()T ) + 04 (5 ),

m=0 m
kde s = (¢ — zp4x-1)/h. Integraci v mezich od z,4z—1 do Tn4k odtud plyne, Ze je

AB kpk [T (=8 ke)
(4.31) r? = ort [ (T )0 de
Fntk—1

ProtoZe funkce ("k") neméni v intervalu (£, 451, Tn4r} znaménko, davé prvni véta
o stfedni hodnoté integrilniho poétu jednoduchy vysledek

() az=murommtn

Entk
(4.32) REP = (=1)FRF 0 ()

Tngk—1

4.1.3 Adamsova-Moultonova metoda

Tato metoda je velmi podobné Adamsové-Bashforthové metodg. Jediny rozdil je
ten, ¥e interpolaéni polynom prokliddme body (z., f,)} pro v = n,...,n+k, takie
jep=n-+kaq=#k Metoda je tedy dina vzorcem

k
(4.33) Yntk — Untkot = h D VI ™ fark,

m=0
kde
0 /s
(4.34) ¥ = (—1) ‘/:l(m)ds, m=0,1,...,

nebo vzorcem

k
(4.35) Yntk — Yntko1=h D BE o,
v=0
kde
k m
2] — k—v * -
(4:36) aO=(0 3 (s )i #=00 ik

Podobné jako u Adamsovy-Bashforthovy metody je tfeba se na vzorec (4.33)
nebo (4.35) divat tak, e pomoci n& mime vypotitat yn4r za pfedpokladu, Ze
hodnoty yuik—1,---,Ys jsou ui znadmé. Hodnota ynix se zde vsak ma rozdil od
Adamsovy-Bashforthovy metody vyskytuje i na pravé strané vzorce (4.33) (nebo
(4.35)). Rovnice (4.33) tedy pfedstavuje obecné nelinedrni rovnici pro uréeni yn4k.
V tomto smyslu mluvime o Adamsové-Moultenové metodg jake o metodé implicii-
i na rozdil od ezplicitni Adamsovy-Bashforthovy metody. V dany okamiik tedy
vlastnd nevime, je-li Adamsova-Moultonova metoda vzorcem (4.33) viibec dobfe de-
finovéna, nebot zatim nic nevime o Fefitelnostl zminéné nelinedrni rovnice. Pozdé&ji
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uvidime, Ze pro dostateéné mald A lze tuto rovnici Fesit postupnymi aproximacemi.
Tim sice zatim existujfci mezeru v definici Adamsovy-Moultonovy metody vyplni-
me, vyvstane oviem ihned pfirozens otizka, zda ma viibec smysl zavadét implicitni
metody, které jsou vzhledem k nutnosti FeSeni nelinedrni rovnice z hlediska vypo-
Cetn{ price patrné méné efektivni nei explicitni metody. Pozdéji uvidime, Ze jiné
kladné vlastnosti tuto nevyhodu implicitnich metod bohat& vyvaZi.

Koeficienty v}, lze potitat pomoci integrili (4.34) nebo, patrné ekonomiétéji,
z rekurence

1
4.37 5= . = =
( ) To 11 VZ=OV+ I'Ym—u 09 m 1:2: 1

kterd se odvod{ Gplné stejné jako v pFipadé Adamsovy-Bashforthovy metody. N&-

které konkrétni hodnoty koeficientd v%, a G5 jsou uvedeny v tab. 4.3. a 4.4.

Tabulka 4.3
Koeficienty v* Adamsovy-Moultonovy metody

m 9 1 2 3 4 5 6
1 1 1 19 863
T 1 3 12 T T 720 ~ 160 ~ B0 480
Tabulka 4.4
Koeficienty 3* Adamsovy-Moultonovy metody
v 0 1 2 3 4 5
2831 1 1
12472 -1 8 5
24348 1 -5 19 9
720[3:‘ -19 106 —264 646 251
1 44013;5 27 -173 482 —~798 1427 475

Stejné snadno jako u Adamsovy-Bashforthovy metody se odvodi, Ze pro lokal-
nf chybu RAM Adamsovy-Moultonovy metody plati (samozfejmé za ptedpokladu
dostateéné hladkosti feSeni)

k
(4.38) RM = y(znt) — W(znsk—1) —h E Y V™Y (@nek) =

m=0

= 7;+1y(k+2)(77)hh+2
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4,1.4 Nystrémova metoda

Jde o explicitni metodu, kterd vznikne integraci polynomu P, jeho# graf prochazi
body (z,,fy)prov=n+k—1,...,n, v mezich 2,4z 2 do zoys. Prok=2,3, ..
tedy plati

k-1
(4.39) Untk — Yntk-2 =h D Km V™ fagroi,

m=1

kde koeficienty ., jsou diny integrdly

(4.40) K = (—=1)™ f_ 11 (:) ds,

nebo rekurencemi

LA
4.41 =2, E ——Km—y =1, =1,2,.
( ) " vt T "

a jejichz hodnoty jsou pro m = 0, .. ., 6 uvedeny v tab. 4.5.

Tabulka 4.5

Koeficienty x Nystromovy metody

m 0 1 2 3 4 5 6
1 1 20 14 1139
fim o 3 3 50 15 3730

Vzoree (4.39) lze samoziejmé prepsat do tvaru, ktery obsahuje pouze hodno-
ty funkce f. Pro pfisluiné koeficienty se odvodi podobné vzorce jako v piipadé
Adamsovy-Bashforthovy nebo Adamsovy-Moultonovy metody. Naproti tomu pro
lokalni chybu Nystromovy metody u# obecn# neplati jednoduchy vzorec typu (4.32)
nebo (4.38).

4.1.5 Zobecnéné Miluova-Simpsonova metoda

Tato implicitn{ metoda je pro k = 2,3,... ddna vzorcem
k
(442) Yn+k — Ynth—2 =R Z K V™ futh
m=0

Pro koeficienty «}, plati

(4.43) Kh = ()™ [ 02 (::) ds,

58

4 MNOHOKROKOVE METODY

nebo
o1
(4.44) kh=2, K} =-% m,*n:';’y+llc:n_v, m=2,3,...,
a jsou pro m = 0,...,6 uvedeny v tab. 4.6.
Tabulka 4.6

Koeficienty x* zobecnéné Milnovy-Simpsonovy metody

6

x
*
I
1
»
w-|
o
b la
8-
' e
8-

_ 37
3780

Ctendf si jist& uz snadno sdm sestavi polynom, jeho# integraci tato metoda vznik-
la. Poznamenejme jen jeité, fe ani u Milnovy-Simpsonovy metody nelze odvodit tak
jednoduchy vzorec pro lokaln{ chybu, jake u Adamsovych metod.

4.1.6 Metody zaloZené na numerickém derivovini-

Zakladnf myslenka konstrukece téchto metod spociva, jak uz bylo feteno, v tom, Ze
se sestroji polynom

k
4.4 Pz)= S (=17 "2 )V s, 8= L intk
(4.45) (=) m§=0( 1) (m)V Yntks 8 =,

ktery nabyva v bodech #p 4, ..., 2, hodnot yn4k, .., Yn, zvoli se bod &nyr—r (0 £
< r £ k) a za derivaci v diferencidlni rovnici (1.6} psané pro bod z = @pyx—r se
dosadi derivace tohoto polynomu v tomto bodg. Vzniklad metoda se tedy dé zapsat
ve tvaru

k

(446) E 51~mvmyn+k = hfn+k—r:
m=1
kde
d f-s
—_ 1\ —
(4'47) brm = ( 1) h dz(m) E=r -

&)

Pro r = 0 jde o metodu implicitni, jinak jsou to metody explicitni. PoloZime-li

m=1,2,.

3
s=—r

(4.48) D, (t) = i bemt™,

m=1
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je
= d (—s d [ = (—-s) m] _
_ _pym - = —t =
(449) Dr(t) - mz—:].( t) ds(m) s=—r ds ,-;3 m ( ) s=—r
d
=—(1-t)" =—(1—18)" (1 —1).
Lo =-0-0wa-0
Qdtud snadno plyne, Ze plati
(450) D,-+1(t) = (1 — i)D,-(t)
Dosadime-li (4.48) do (4.50), porovndme-1i koeficienty u stejnych mocnin_ na levé
a pravé strané a poloZfme-1i jesté p0 = 0 pro r = 0,1,..., dostavame rovnici
(451) 6r+1,m = brm — 6r,m—1:

kters plati pro r = 0,1,... am = 1,2,.... PoloZime-liv (4.49) 7 = 0 a vyjadifme-li
funkei na pravé strang ve tvaru mocninné fady, méme

1
(4.52) bom=—, m=12....

m

Z rovnic (4.51) a (4.52) viak uf snadno generujeme koeficienty &, rekurentné.
Prvnich nékolik jejich hodnot je uvedeno v tab. 4.7.

Tabulka 4.7

Koeficienty § metody zaloZené na numerickém derivovédni

\m 1 2 3 4 5 6
0 TR T O N | 3 ¢
1 I N I e e B
2 (13 Y 5| o w| w
3 L T s 0 M -

Vzorec (4.46) 1ze psat také ve tvaru

k
(453) za,(,k)yn+v . hfn+k—rx

v=0

. ” - k
ktery necbsahuje zadné diference. V tomto piipadé se uréi koeficienty QS; ) ze vaorce

k .
m
(4.54) o) = (1) Y bem (k_ V), v=0,..,k,

m=k—v

jak se snadno zjist{ uitim rovnice (4.4).
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Pro lokdlni chybu Rf popsané metody, kterd je definovdna v tomto pfipadé
vzZorcem

k
(4.55) RE =3 6 V™ Y(@ngk—r) ~ Ry (@mti—r),
m=1 . %
plati
(4.56) R = 6, by (maktt,

Tento vzorec se odvodi stejné snadno jako obdobny vzorec pro Adamsovy metody.

4.2 Obecnéa linearni mnohokrokovd metoda

Viechny metody vySetfované v predeslém odstavei mély spoletné, Ze svazovaly
piiblizné hodnoty hledaného Fefeni a jeho derivaci linedrné. Je proto pfirozené
omezit se v dal$im na tento druh zavislosti a za obecnou linedrni k-krokovou metodu
povaZovat metodu danou vzorcem

k k
(4.57) Y oty = kY Boftr,
r=0 v=0
kde aqg,..., ok, Bo, ., B jsou redlné konstanty, h je integraéni krok a f, je zkra-

ceny zapis pro f(2,,y,). Viude v dalsim budeme pFedpckladat, e je ay # 0 a Ze
koeficienty g a By nejsou souasnd rovny nule. O k-krokové metodé budeme ta-
ké viude tam, kde nenf konkrétni hodnota parametru k podstatni, mluvit jako
o mnohokrokové metodé.

Na rovnici (4.57) je tfeba se divat tak, Ze z ni mame uréit pfibliznoun hodnotu

Yn+k FeSeni v bodé z = o, 4 za piedpokladu, Ze p¥iblizné hodnoty ynik—1,.-.,¥n
jsou znamé a tento postup opakovat postupné pro n = 0,1,...,N —k, kde N =
= [(b—a)h]. Je tedy pfedevi{m nutno pfedpoklidat, te pfiblifna fefeni v, ..., ¥x—1

jsou dana. Vzorec (4.57) tak vyZaduje na rozdil od jednokrokové metody & potated-
nich hodnot. Na tuto skuteénost jsme uZ ostatnd upozornili pfi popisu specidlnich
mnohckrokovych metod.

Aby metoda dand rovnici (4.57) méla viibec rozumny smysl, je tieba se presvedgit,
#e velidina yn4k je ji (za predpokladu, #e veliéiny Yn, Tni1s - - - Yntk—1 jSOU Zndmé)
skuteéné jednoznaéné urfena. To je zFejmé na prvni pohled v pfipads, Ze je By =
= 0. V tomto pfipadé budeme mluvit o explicitni metodg. V piipadé, ie je B £ 0,
nazverne pfislusnou metodu émplicitnf; u ni je tfeba vypotitat y,4+i jako FeSeni
obecné nelinedrni rovnice

(4.58) v="F(y),
kde
(4.59) F@) =2 fnse )+ ¢
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k—1
(460) (h Z ﬂv.fn+u z auyn+u)

a je to tedy znémé Zislo. Pfedpokladdmeli, e jsou splnény pfedpoklady (i) a (ii)
z &l. 1, je funkce F definovana pro libovolnd y a plati pro ni

18x]

(4.61) [F(y) — Iy )I<hL| |Iy—y’“

Spliiuje-h & podminku

okl
LI6e]’

je zobrazeni F' kontrakee a podle Banachovy véty o pevném bodu mé rovnice (4.58)
prévé jedno Tedenf a toto Fefenf lze vypotitat metodou postupnych aproximaci.
Af u? je tedy dand metoda explicitni nebo implicitni, md — alespoi pro mald h
— smysl.
Pojem lokalni chyby a s nim souvisejici pojem fadu linedrni mnohokrokové meto-
dy bude hrét stejnd dilezitou roli, jako tomu bylo n jednokrokové metody. Uvedme
proto presné definice té&chto pojmi.

(4.62) h<

Definice 4.1. Bud déna linedrni mnohokrokova metoda a bud y libovolnd
funkee, kterd je v {a,b) definovans, spojité a spojité diferencovatelnd. Vjraz L
definovany rovnici

(4.63) L(y(z); R 2 a,y(z 4+ vh) -k Z 8,1/ (z +vh)

r=0

nazvemne lokdlni chybou dané mnohokrokové metody.

VEimnéme si, ze v ditsledku linearity dané metody neni nutné v definici jeji lokalni
chyby vithec mluvit o feSeni dané diferencidlni rovnice.

Definice 4.2. Rekneme, e linedrn{ mnohokrokovd metoda je #ddu p, plati-li
Co=C1=...=Cp =0, Cpp1 # 0, kde C;, jsou konstanty, definované rovnicemi

(464) Co=oap+ ...+ ag,
Cr=oq+20+.. . kog —(Be+ ...+ B)

1
Cy = —(al + 2%an+ ...+ kiag)—

G- 1)1(151 +2 M ET B, =23
Abychom objasnili diivody, které nas vedly k této definici, pfedpokladejme na
okamiik, ze funkee y je nekoneénd diferencovatelnd a %e ji lze v okoli kaZdého bodu

62

4 MNOHOKROKOVE METODY

rozvinout v Tayolorovu Fadu. Pak plati
k

Z oy [y(:r:) + vhy'(2) + %vzhzy"(z) +.. ] _

v=0

—Eﬁu[hy(z)+uh"’ V(@) + oWy @)+ =

(4.65) L(y(z),h)

ll

Coy(z) + Cihy' (2) + Cah®y(2) + ...+ Cohiy D () + ...

Rovnice (4.64) tak skutefng vyjadfujf intuitivné otekdvanou skuteénost, toti#, Ze
pro kaZdou dostateiné hladkou funkei y je

(4.66) L{y(z); h) = O+,

Vidime také, Ze linearita dané metody, ktera uZ zjednodusila definici lokalni chyby,
umoznila definovat jeji fad Zisté algebraicky, tj. pouze pornoci algebraickych vatahi
pro jeji koeficienty.

 Vezeme-li v ivahu vysledky, k nimZ jsme dosp&li v pfipadé jednokrokové metody,
zda se Tozumné konstruovat lineArni mnohokrokové metody tak, aby mély pokud
moino vysoky ¥ad. Pfedtim, ne¥ budeme tyto otdzky zkoumat teoreticky, uvedime
jednoduchy p¥klad.

Pidklad 4.1. ReSme diferencidlni rovnici 4 = —y s pofdteéni podminkou
¥(0) = 1 na intervalu (0,1} metodou
(4.67) Ynt2 + 4Uns1 — S = h(4fag1 +2F0),

kterd je Fadu 3, jak se snadno vypogte z rovnic (4.64). Vysledky jsou pro A = 1/10
a 1/20 uvedeny v tab. 4.8. ProtoZe uZitd metoda je dvoukrokovd, je tieba kromé
hodnoty yo (= 1) dodat jest& hodnotu y;; za tu jsme zvolili hodnotu pfesného feent
v bodé 0,1, resp. 0,05. Z tabulky je na prvni pohled vid&t, Ze jsme dostali zcela
nesmysIné vysledky. U metody (4.67) lze tedy jen st&€ii ofekavat konvergenci.

Uvedeny pFiklad ukazuje, ze skuteénost, Ze lokilni chyba je pro mala h mala, ne-
musi je$té u mnohokrokové metody stadit k tomu, aby byla mald i globalni chyba.
Abychom uh4dli, jaké podminky kromé malosti lokélni chyby je tfeba klast na da-
nou metodu, aby byla zaruéena konvergence, zatneme teoretické zkoumani obecné
mnohokrokové metody vysetfovanim nutngch podminek konvergence.

4.2.1 Nutné podminky konvergence

Zatimco u jednokrokové metody zdviselo pFiblizné fefeni kromé na potatetni pod-
mince uZ jen na integraénim kroku, u mnohokrokové metody zavisi jesté na dalsich
potateénich podminkéch. PFiblizné Fesenf ziskané k-krokovou metodou tedy zavisf
na integraénim kroku nejen proto, Ze na ném zavisi dana metoda, ale také proto, e
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Tabutka 4.8
Numerické fefeni diferencidlni rovnice y' = —y metodou (4.67)
h=0,1 h=0,05
T priblizné chyba piiblizné chyba
reseni reseni
0,0 1,000000 0 1,000 000 0
0,1 0,904 837 0 0,904 836 —0,000 001
0,2 0,818715 —0,000015 0,818711 —0,000 019
0,3 0,740872 0,000054 0,740315 —0,000 503
0,4 0,669997 -0, 000323 0,656994 —0,013 326
0,5 0, 608 200 0,001 669 0,252935 _0,35359
0,6 0,539 907 —0,008 905 —8,833877 —9, 382 689
o7 0,543768 0,047183 —248, 4746 —248,9711

0,8 0,198971 | —0,250358 _6606,041 —6606, 490
0,9 1,734617 1,328048 -175303,9 —175304,3
1,0 —6,677 257 -=7,045136 —4 651727 —4651728

na ném zavisi i dalsi poédteéni podminky. VeSkeré iivahy o konvergenci k-krokové
metody musf proto brit zietel na tuto zavislost. Studium konvergence proto zaéne-
me piesnou definici tohoto pojmu.

Definice 4.3.  Rekneme, Ze linedrn{ k-krokovd metoda (4.57) je konvergenini,
plati-h

{4.68) lim yn = y(=)
Ta=x

pro ka#dé z & (a, b}, kde y je feSeni libovolné diferencidlni rovnice (1.6) s poééteéni
podminkou {1.7), jejiZ prava strana splituje pofadavky (i) a (ii) z &. 1 a y, je libo-
volné priblizné Fefeni této rovnice vypottené metodou (4.57), urené integraénfm
krokem h a potatetnimi podminkami y, = y,(h), s =0,...,k — 1, pro n&z plati

(4.69) ;intlly,(h)zn, s=90,...,k—1.

Abychom mohli formulovat prvni diileZité tvrzeni tykajici se konvergence obecné
linedrni k-krokové metody, je tfeba zavést jedté dalst pojem.

Definice 4.4, Rekneme, %e metoda (4.57) je stabilni ve smyslu Daklquista®)
nebo struéné D-stabilni, plati-li pro viechny kofeny &, polynomu p definovaného

1) Podle svédského matematika G. Dahlquista, ktery je tviarcem celé teorie, kterd bude nasledovat.
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rovnici
k
(4.70) o&) = e’
p=0

[€.] £ 1 a jsou-li ty z nich, pro néZ je |£,| = 1, jednoduché.

Poznamka 4.1.  Polynom ¢ se nazyvé proni charakteristicky polynom dané
metody. Zavedeme-li jest& tzv. druby charakteristicky polynom o rovnici

¥
(4.71) s(&) =) 8¢,
=0
je zfeymé, Ze zadat metodu (4.57) je ekvivalentni se zad4nim polynomii ¢ a o.

Véta 4.3. Konvergentni metoda (4.57) je D-stabilni.

Dikaz. Dandmetodaje konvergentni pro kazdon diferencialni rovnici, jejiz
pravé strana splituje podminky (i) a (ii), tedy specidlné je konvergentnf pro dife-
rencidlni rovnici ' = 0 s potateini podminkon y(a) = 0. Je-li tedy y, libovolné
Feenf rovnice

(4.72) iﬂtuynw =0,
=0
pro néz plati
{4.73) }i_l}'(l)y,:O, s=0, .. .k—1,
musi platit
(4.74) }{1115 yn = 0,
T=g

nebot pfesné feSeni uvaZované diferencidlni rovnice je funkee identicky rovnd nule.
ProtoZe je z, = ¢ + nh = 2, milfeme rovnici (4.74) psat ve tvaru
(4.75) nll’r[go yn = 0.
h= S8

Bud nyni £, = rel” kofen polynomu g a pfedpokiddejme, %e je » > 1. Po-
sloupnost {r"e"™#v;n = 0,1...} ¥ei! zFejm& rovnici (4.72) a protofc tato rovnice
nezévis{ explicitné na h, fed{ ji rovn&¥ posloupnost {hr"e™¥+}, a tedy také reslné
posloupnosti {hr" cos(np,)} a {hr"sin(nep,)}, nebot koeficienty dané mnohokro-
kové metody jsou realné. Protoie pro ob& tyto posloupnosti plati (4.73), plati pro
n& také (4.75). Je viak |hrei"é~| = hr. Protoze je v > 1 a h = (z — a)/n, pla-
ti |hr"e*~| — oo pro n — co. Totés tedy plati aspoii pro jednu z posloupnosti
{Re(hr"ei"?-)} a {Im(hr*el"¥+}}. To je viak ve sporu s (4.75). Je tedy 7 S 1.
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Bud dile &, = rel®~ kofen polynomu p o nasobnosti vétsi ne? jedna. V tomto pfi-
padé Fesi rovnici (4.72) posloupnost {nr"e'™#*}. Posloupnosti {Re(hl/2nr"e??>)}
a {Im(hY/2ar"em™? )} jsou tedy také jejimi FeSenfmi a plati pro n& (4.73), co? impli-
kuje platnost rovnice (4.75). Je viak |[hl/2nr"el®¥r| = A1/ 2nr". Predpokldadime-li
tedy, Ze je r 2 1, plati |h1/2nrmein?r| - oo pro n —+ 0o a b = (z —a)/n. To je viak
spor dokazujici, Ze plati » < 1. Véta je dokdzéna.

Véta 4.4. Rdd konvergentni metody (4.57) je nejméné 1 (tj. konstanty Cy a Cy
z definice 4.2. jsou nulové).

Didkaz. Dokaime nejprve, ze je Cp = 0. Dand metoda je konvergentni spe-
cidlné pro diferencidlni rovnici ' = 0 s poateéni podminkou y(a) = 1, jejiz pFesné

feSeni je funkce y(x) = 1 v {a,b). Tedy kaZdé Fefeni rovnice (4.72), pro jeho?
potatetni podminky plati limp—oys = 1 pro s = 0,..., & — 1, mus{ konvergovat
k jedniéce. Zvolime-li tedy specidlné y, = 1 pro s = 0,...,k — 1, mus{ pro feseni
urcené témito pociteénimi podminkam platit

(4.76) lim gy, = 1.

n—oQ
h=(z—a}/n
Toto specialni Feseni vSak nezdvisi explicitng na h, tedy pro né plati

(4.77) lim g = 1.

n—o00

Piejdeme-li tedy v rovnici (4.72) k limité pro n — oo, dostaneme

%
(478) S a1,
v=0
coZ nenf nic jiného nez, ze Cy — 0.
Dokazme nyni, #e je C1 = 0. K tomu cili uvaZme diferencidlni rovnici ¢/ = 1

s polateéui podminkou y(e) = 0, je)iz piesné fefeni je funkce y(z) = « — a. Pro
kazdé FeSeni y, rovnice

k k
(479) Za’uyn+u = hZﬁuu
v=0 v=0

pro néz plati (4.73), musi tedy platit

(4.80) ji_zrévyn =z—a, &€ {a,b)
Polozme

G T .
(as1) = o, w0, N = 10—,

kde ¢ a o jsou prvni a druby charakteristicky polynom dané metody. (Jde tedy
o polynomy definované rovnici (4.70) a {4.71).}) Vzorec (4.81) mdi smysl, nebot

66

4 MNOHOKROKOVE METODY

podle prvni ¢astl dikazu je Cy = ¢(1) = 0; jednitka je tedy kofenem polynomu o
a podle véty 4.3 je tento kofen jednoduchy, takZe je o'(1) # 0. Funkee y, definovana
rovnici (4.81) spliiuje zfeimé poZadavky (4.73). Rovnice (4.79) je rovnéi spinéna,
nebot je

] k &
(4.82) Z CpYntv — R Zﬁ,, = hE—Q Za,,(n +v)— he(1)

o(1) &
a(l) /
= h——=[no(1} + 2'(1 he(l) = 0.
S met®) + (0] hat)
Podle (4.80) tedy dostavame, Ze pro kazdé x € {a, b} plati
o _a(l) . _a(l)
(4.83) r—a= z}}l_;ll‘l)z Yn = m}% nh= g’—(l—)(x a).

Odtud vsak plyne, Ze je o1} = ¢'(1), coZ Je jen jiny zépts podminky C; = 0. Véta
je dokdzéana.

Poznamka 4.2. Podminky z véty 4.4 miifeme pomoci polynomt ¢ a o psét
alternativné také ve tvaru

(4.84) o(1) =0, (1) =0c(1).
ProtoZe tyto podminky vyjadfujf tu skutecnost, Ze lokiln{ chyba p¥isludné metody

se chova jako O(h?), fikdme jim analogicky jako v pfipadé jednokrokové metody
podminky konzistence.

Z ditkazi vét 4.3 a 4.4 je vidét, Ze jde o velmi clementarni tvrzeni, ktera vlastné
nerfkajf nic vic neZ jen to, ze pfiblizna Feseni kenvergujf k pfesnym Fefenim v p¥ipa-
d& diferencidlnich rovnic, jejichZ feSeni jsou postupné nula (D-stabilita), konstanta
(Co = 0} a polynom prvniho stupné (C; = 0). Proto étendfe moiné pfekvapi, ze
jednoduché podminky, které jsou obsahem téchto vét, jsou nejen nutné, ale i po-
statujici podminky pro konvergenci.

4.2.2 Postadujici podminky konvergence

Hlavnim cilem tohoto odstavce je dokézat, e D-stabilita a konzistence jsou posta-
cujicimi podminkami konvergence. Déle pak zde sestrojime apriorni odhad chyby.
Zatneme nékolika pomocenymi tvrzenimi.

Lemma 4.1. Necht ¢, a 1), jsou posloupnosti redlnych éisel definované pro

n=20, ..,N anecht m je nezdporni konstanta. Necht dile plati
n—1

(4.85) onStn+mY gy, n=0, . N
r=0

1) Soudet, jeho# horni mez s€itani je mensi ne% dolni, pokladidme za rovny nule.
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Pak platf
n—1
(4.86) PnStntmd o (1+m" 1" n=0 N
=0
Dikaz Poloime
n—1
(4.87) Ro=mY @, n=0, N
r=0
Podle (4.85) plati R,11 — R, = me, < mypy, + mR,,, neboli
(488) R,—.+1 g (1+m)Rn +'rm,bn, m= 0,..,,N 1.
Definujeme-li nynf funkei Z,, n =0, .. , N, rekurenci
(4.89) Zy =0,
Iy = (L+m)Zy +myps, n=0,...,N -1,
je
n—1
(4.90) Zn=md (14 m)* 17" n=0, . N,
r=0

Jjak se snadno pfesvd&ime napf. iplnou indukei. Na druhé strané, polozime-li V;, =
=Zy, —Rp,jezieimé V; =0 a Vay1 2 (14+m)V, pron =0,...,N — 1. Odtud
véak plyne, Ze je V, 20 pron=0,..., N, tj. Zn 2 Rn. Z této nerovnosti, z rovnic
(4.90), (4.87) a z nerovnosti (4.85) uz tvrzeni snadno plyne.

Lemma 4.2. Bud dina D-stabilni mnohckrokové metoda (4.57) a bud' A matice
fadu k definovanad rovnici

0 1 0 0
(4.91) A= : 0
0 . 0 1
_ o -
o .. =
Fak existuje konstanta T takovs, Ze plati
(4.92) ST, n=o,
Symbolem |[|. || pfitom rozumime Zo-(Cebysevovu) normu matice, tj. maticovou

normu indukovanon %,,-normou vektoru (tj- normou vektoru, ktera je déna jeho
slozkou, kterd m4 maximalni absolutni hodnotu).

Dikaz. Charakteristicky polynom matice A je zfejmé polynom g. Bud T
(reguldrn{) matice takov4, e matice J = T~ AT je v Jordanové kanonickém tvaru.
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ProtoZe je zigymé A" = TJ™T ~1 staii dokdzat omezenocst n-tych moenin matice
J. Protoze viak J je blokové diagondlni matice, sta¢i se dile omezit pouze na vy-
getfovan{ mocnin jednotlivych blokid. Vzhledem k podmince stability jsou viechna
vlasin{ éisla matice A v absolutni hodnot& men&i nebo rovna jedné a ta z nich, ktera
jsou v absolutni hodnoté rovna jedné, jsou jednoducha. Jordanovy bloky prislusné
vlastnim ¢islim rovnym v absolutni hodnoté jedné jsou tedy matice Fadu jedna, tj.
piimo tato vlastni éisla. Jejich mocniny jsou tedy zfejmé omezené. Bloky J; fadu
r; vétiiho ne# jedna nutng pisludi vlastnim &slim A, pro né&Z je |A| < 1. Kromé&
toho, Gplnou indukel se snadno zjisti, Ze pro né plati

F AR (Vll) An-1 L. EL. (r,-rll) Ar—ritly
0 .
(4.93) I =
(e
0 ... ... .. 0 A

Nyni zbyvd u? pouze uvédomit si, fe #,-norma matice je maximum ze souéti
absolutnich hodnot prvkd v jednotlivich Fadcich. UtvoFime-li totiz tyto fadkové
soucty, jsou vSechny s€itance typu polynom v n krat |A|"~<, kde a je omezené.
V disledku toho, ze je |A] < 1, konverguje kaZdy séitanec pro n — oo k nule.
Odtud viak u# lemma bezprostfedné plyne.

Pozndmka 4.3. Lemma 4.2 platf zfejmé nejen pro Z,-normu, ale pro libo-

volnou maticovou normu.

Lemma 4.3. Necht 2, spliiuje rovnici

k k
(4.94) Z Oyznyy = h Z,Bnu Zngw + A
=0 v=0

pron = 0,1,. ., kde a, jsou koeficienty D-stabilni k-krokové metody a B,,, v =
=0,...,k,n =01, .. jsou libovolnd &isla. Necht dile Z, A, B a B jsou takové
konstanty, Ze plati

(4.95) |2, €2, p=0, k-1,
(4.96) Al €A, n=01,. .,
- But
=t < = .
(4.97) Z::O B P <B, n=0,1,
a
(498) |ﬂﬂlﬂl gﬂ: n= 011a
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Necht je konecné hg &islo, pro néz je

92

(4.99) ho < | ;'
Pak pro libovolné h £ hy a libovolné n = 0,1, .. . plati
(4.100) 24| £ TZeX ™% 4 * Anel b
kde

, r
(4.101) r PR, .
(4.102) I*=T*B

a I je konstanta z lemmatu 4.2.

Dukaz. Pfiétéme k levé 1 pravé strand rovnice (4.94) islo
T h £ &ty Zn4v. Po jednoduchych Gpravach dostaneme

(4.103) Za,,( hﬂ"”)zn+,, ~h 2 (ﬁn,, = ﬁ—:a,,)zn+u +

Odtud plyne, Ze pro & £ kg je

(4.104) 3wty = ta,
kde
A& But !
4.1 I e g BN ay — — Oy | Ingy -+ T An,
@09 gy 2 e ) e

nebot pro h < hg je vyraz 1 — hf,;/ay vehledem k nerovnostem (4.98) a (4.99)
kladny, a miZeme jim tedy délit. Bud nyn{ z, k-dimenzionalni vektor o slozkach
Zny Zngl; - - ) Zntk—1 @ gn k-dimenziondlni vektor o sloikéach 0,0, ..., ¢n/ag. Pomoci
t&chto vektor a matice A z lemmatu 4.2 miiZeme rovnici (4.104) zapsat maticové
takto:

(4106) Zn4l = Azy + Gn,

nebot prvnich &£ —1 rovnic v (4.106) jsou identity a posledni rovnice je pravé rovnice
(4.104). Rovnice (4.108) je vsak ekvivalentn{ s rovnici

n—1
(4.107) 2y = Atz + Y ATV,
v=0
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Jjak se snadno zjist{ iplnou indukci. Podle lemmatu 4.2 je tedy

=1

(4.108) llzall £ Tllzol{ +T 3 llgw -
Podle (4.105}) je

(4.109) llall = |qu| =

= A
Zﬂ (61}5 E"k—ka,) Zus + Ay

Protoke je |z,4+| < ||z || pro s = 0,...,k —1, dostdvame odtud, z (4.108) a 5 (4.95)
aZ (4.98), e pro h < kg plati

|ak; h&

n—1
(4.110) lz:(| £TZ + 3 AL*||z,|| + T*An.
v=0
Poloiime-li v lemmatu 4.1 @, = ||z1||, ¥ = [Z 4+ T*An a m = L*h, dostaneme
z nerovnosti (4.110) nerovnost
fn—1
{4.111) lzn|| £TZ 4+ T*An+ RL* Z(I‘Z + T Av)(1+ ALYy
v=0

Upravme vznikly vyraz tak, %e provedeme naznafené soucty. Z¥ejmé plati

n—1

1 1+hL" 1
4.112 1 *"1”_;_
(4.112) UZ:;(H:L) -
a

n—1

e 14+RLY -1 n
4.113 1 hL*”l”_(ﬁ— —
(4-113) 2 v+ hL) i

Jak se snadno zjisti napf. dploou indukei. Dosadime-li do nerovnosti (4.111) ze
vzorch (4.112) a (4.113), dostaneme po jednoduchych tpravich
(14+hL)* -1

RI* ’
PoZadované tvrzeni pak uZ plyne odtud, z nerovnosti |z, | £ !|z,|| a z takika zfej-
myeh nerovnost{

{4.115) (14 AL*)" < el

(4.114) llza|l € TZ(1 + hL*)" + T*A

N N
(1 +hhle*) 1 < neﬂhL

Pravé zformulované a dokdzané lemma hraje v teorii mnohokrokovych metod
stejnou roli jako hréalo lemma 1.1 u jednokrokovych metod. Konvergence i dalgi
dulezitd tvrzenf tykajici se mnohokrokovych metod se pomoci néj u# snadno dokazi.
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Véta 4.5. D-stabilni a konzistentnf linedrni k-krokovd metoda je konvergentni.

Dikaz. Bud y fefeni diferencidlni rovnice (1.6}, jejiZ pravé strana splituje
pfedpoklady (i) a (ii) z &l. 1, s potéteéni podminkou {1.7) a bud y, feSeni rovnice
(4.57) s potdtetnimi podminkami y, = y,(2), s =0,...,k — 1. Poloime

(4.116) 6) = _gnox_ In(h) ~ (e
a piedpoklidejme, Ze plati
(4.117} %i_)nﬁé(h) = 0.

Vzhledem k definici 4.1 mame dokazat, Ze plati {4.68). Polozme jako d¥ive e, =
= y» — y(£,) a odhadujme tuto veli¢inu. Pfesné feSenf dané diferencidlni rovnice
mé v intervalu {a, b} spojitou derivaci, a je tedy (viz definice 4.1}

k k
(4.118) Z e Y(Znyy) —h Zﬁuf(xnﬂh y(zn+,,)) == L(y(a:n); h)'
v=0_ v=0
Odeéteme-li tuto rovnici do rovnice (4.57), dostaneme

k
(4119) Y ayenys =
v=0

k
= hz ﬁu [f(z'n+v: yn+v) = f(fcn+u,y(zﬂ+"))] L(y(xﬂ); h)'

v=0

Polozime-li jesté

- f(mmyn) - f(wu’y(‘“")) ,

€n
gn = 0) €n = 0:

(4.120) gn en 70,

miiZeme rovnici (4.119) psat ve tvaru

k k
(4-121) Z Qpénty — h Eﬁv9n+ven+v - L(y(-'l"n)} h))
v=0 v=0

cof je rovnice typu (4.94). K odhadu jejfho fefeni pouZijeme tedy lemmatu 4.3,

Protoie je ziejmé |g,| & L, jsou pfedpoklady (4.95), (4.97) a (4.98) splnény,
klademe-li
4.122 Z=6(h), B -LE(|ﬁI+|ﬁd|a ), B= Ll
(4.122) = ; = 2 el
(L je lipschitzovské konstanta pravé strany dané diferencidlni rovnice.) ProtoZe
podminky stability jsou také splnény, zbyva odhadnout lokdlnf chybu L(y(a:n); h) .
K tomu pouZijeme stejné jako v pifpad8 jednokrokové metody modulu spojitosti w
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derivace pfesného fefeni. Podle definice modulu spojitosti je |3/ (@n4s) — ¥/ (20)| £
< w(vh), a tedy existuje &slo by, takové, Ze je |f,,,| £ 1 a e plati

(4.123) V{(Eniu) = ¥ (=n) + Onpw(vh).

Dale, podle véty o stiedni hodnoté existuje &islo £,, takové, Fe je zn < Env < Tutw
a e plati Y(zn+v) = y(zn)+vhy (€n,). Existuje tedy &islo 07, , takové, Ze je |64, < 1
a Ze plati

(4.124) Wznts) = #(2a) + VHIY (20) + By ()]

Dosadime-li do vyrazu (4.118) podle (4.123) a (4.124), mame

k k k
(4125)  L(y(za)ih) = 9(2a) >, + hy/(20) (Z vey, — Zﬁ,,)+
v=1 v=0

v=0
k k
+hY v, wvh) =k B,0a,w(vh).
v=1 v=0

Prvni dva stitance na pravé strand rovnice (4.125) se rovnaji nule v disledku kon-
zistence; plati tedy (je 0 £ w(vh) Sw(kk), v=1,2,...,k)

(4.126) |L(u(2n); B)] £ Khw(kh),
kde
E

(4.127) K=" (vlaw| +18.).

v=0
Podle lemmatu 4.3 plati pro k < |ag|/(L|B|) a pro n takové, 7e je z, € {a,b)
(4.128) len| € [D8(R) + T*K (2, — a)w(kh)]elsn—DE"
kde
(4.129) = b

ol (1 — B 1)

a L* = ["B. Z nerovnosti (4.128) viak uZ tvrzeni véty ihned plyne. Véta 4.5 je
dokdzéna.

Ta €éast veorce (4.128), ktera obsahuje funkei w, je zeela analogicks obdobnému
vzorci, ktery jsme odvodili pro Eulerovu nebo pro obecnou jednokrokovou metodu.
Kromé toho v8ak tento vzorec obsahuje navic séftanec, ktery charakterizuje chybu,
které se dopoustime nepfesnym zadanim poéatetnich podminek. Piftomnost tohoto
¢lenu je pro mnohokrokové metody typicka, a rychlost konvergence je tedy u téchto
metod déna nejen tim, jak rychle konverguje k nule lokalni chyba, ale také tim, jak
dobfe jsou aproximovény poEéteElﬁ podminky.
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7 ditkazu véty 4.5 je zfejmé, #e lepsl odhad, neZ je vzorec (4.128), dostaneme,
odhadneme-li lépe lokdlni chybu. Za pfedpokladu, Ze hledané fefeni je dostate?-
né hladké, se to provede napf. pro Adamsovu-Bashforthovu nebo pro Adamsovu-
Moultonovu metodu snadno. Pro obé tyto metody totiz plati

(4.130) L{y(z); k) = Cpry®H1(E)RPH

pro vhodné £ € (a,b), jak plyne ihned ze vzorcit (4.32) a (4.38). M4-li tedy hle-
dané feseni spojitou {p + 1)-ni derivaci, je lokalni chyba Adamsovy-Bashforthovy
a Adamsovy-Moultonovy metedy Fadu h?+!. Vztah analogicky k (4.130) sice obecné
pro linearni k-krokovou metodu neplati, plati viak nésledujici tvrzeni.

Lemma 4.4. Bud ddna linedrni k-krokovd metoda fadu p 2 1 a bud'y funkce
majici p+ 1 spojitych derivaci v intervalu (a,b). Pak plati

(4.131) L ((=); h)| < GYhPHL,
kde

(4.132) Y = max [yt ()],
(4.133) G= /0 lg(s}|ds,

funkce g je ddna rovnicl

(4.134) g(s) = Z[ v -y -

y=0

)'(u — s 1]

(p
a symbol z, je definovan jako z, je-li z 2 0, a jako 0, je-hi z < 0.

Dikaz. Spokojime-li se pouze s existenci konstanty 7 (nezdvislé na h) ta-
kové, 7e plati (4.131), staéi k dikazu této nerovnosti elementérni uZiti Taylorova
vzorce. Cheeme-li dostat vyjadfeni (4.133) pro G, je vhodn&jsi uZit Tayloriiv vzorec
s integralnfm tvarem zbytku, Proto jej nejprve pfipomefime. M4-li funkee y spojité
derivace a% do Fadu g 4 1 v {a,b) a jsou-li z a # dva body z tohoto intervalu, plati

1, .
(4.135) yE) = yl)+ (F-2)y (=) +.. .+ F(I — 2)1y D () +
+ l,/ (& — ety dt.
T Js
Utijeme-li tento vzorec pro funkee y a y' a pro # = z + vh, mdme

(4.136) y(x +vh) = y(z) +vhy' () + ... + %!U”hpy(”)(z)—{—

ppt+l

; ](u 5Py (g + hs)d s
b Jo
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a

t 1 1
(4187) Yz tvh) = (@) + vy (@) 4.+ oy,
W
TR /0 (v =P~ 1y** D (z + hs) ds.

Vynésobime-li rovnici (4.136) &slem o, rovnici (4.137) &slem —£ 3, a seéteme pro
v = 0 a% k, dostaneme (srov. vzorce (4.64))

(4.138) L(y(:c); h) = Coy(z) + C1yf ()b + .+ pr(P)(:z:)h"+

vP ) ()4

Eoow oy ) i
+h .‘:’:o/‘l [Ea"(u —s)f — fp——l_)!'g"(y — sy I]y(p+1)(m +sh)ds.

Metoda je fadu p; proto je Co = Cy =...= Cp =0. Dile je
i
-l _ A 41
(4.139) /0 [p!a.,(zt s)P ~ - 1)‘,6,, v—s) ] FEH) (5 4 sh)ds =
v
— _1_ P -1, (p+1) .
= /; [p!ar,,(u-— s)h - G’u_—-)—'ﬁ,,(v— s)P ]y” (2+sh)ds=

k
:/0 [%%(V—s)ﬂ, = )pﬁy (v—sfy 1]y(?+1)(w+sh)ds

ncholjevr s 2 0pro0 £ 3 Lvav—s<0pros>w Dosazenim do (4.138) je
tedy

k

(4.140) L(y(z); h) = ¥+ f H()yP(z + sh)ds.
0

Odtud vSak uZ lemma ihned plyne.

Pozndmka 4.4. Neméni-li funkce ¢ v iatervalu {0,%) znaménko, plati pro
lokélni chybu dokonce

(4.7 L{u(a)iB) = Gpua P 15(e)
a
_ k
(4.142) Cpt1 =/ ¢(s)ds,
0

jak plyne ihned z prvnf véty o st¥edni hiodnoté integralniho pottu.
Z lemmatu 4.4 a z dikazu véty 4.5 u¥ snadno plyne, Ze plaii nésledujici véta.
Véta 4.6. Necht je dina D-stabilni mnohokrokovd metoda Fadu p 2 1. Necht

Jsou splnény piedpoklady (i) a (ii} z &l. 1 a necht Fefeni dané diferencidlni rovnice
mé p+ 1 spojitych derivaci v intervalu {a,b}. Pak pro k < Jayx|/(L|B:|) plati

(4.143) on — w(@n)l £ [PS(R) + " (7 — @)GY AFJel==m
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pro ka#dé n takové, ¥e je z,, € {a,b). Funkce § je pFitom definovdna vzorcem (4.1186)
a vyznam konstant T, T*, L*, G a Y je stejny jako v lemmatech 4.3 a 4.4.

Znovu piipomenme, e k tomu, aby chyba, kter4 vznikne feSenim diferencidlni
rovnice (1.6) mnohokrokovou metodou fadu p, byla ¥édu h?, nestati jen dostateina
hladkost Feeni, jako tomu bylo u obecné jednokrokové metody. Navic musi byt i &
potatetnich podminek, jimi¥ je pFiblizné Yeseni uréeno, zaddno s pFesnosti h”

4.2.3 Asymptoticky odhad chyby

Vysetfovani asymptotického chovéani chyby je v pfipadé mnohokrokové metody pod-
statnd komplikovangjsi ne# v pfipadé jednokrokové metody. Dalo se to ostatné ole-
kévat, nebof u mnohokrokové metody zévisi piibliiné feseni nejen na integratnim
kroku, ale i na potatefnich podminkach. Abychom ziskali alespof orientacni vy-
stedky, omezime se na jednoduchy piipad diferencidlni rovnice

(4.144) y = Ay

s potteini podminkou y(0) = 1, kde A je nenulové konstanta. Pfesné fefeni tohoto
problému je tedy funkce y(z} = eA®. Bud dile ddna D-stabilnf k-krokové metoda
(4.57) Fadu p 2 1 a piedpokladejme navic, Ze piisluiné charakteristické polynomy
¢ a o nemaji netrividln{ spoletné délitele. Tento pfedpoklad neni piilis omezujici
a ve viech uvedenjch konkrétnich p¥ikladech mnohokrokovych metod je splnén.
Aplikujeme-li danou metodu na rovnici (4.144), dostaneme pro piiblizné feseni yn
rovnici

k
(4.145) > (o = hAByn4s = 0.
v=0

Rovnice (4.145) je piikladem linedrni diferenéni rovnice k-iého fadu s konstantnimi
koeficienty. Z teorie téchto rovnic je zndmo, Ze poloZime-li

k
(4.146) B(E) = 3 (o —hABYE" = o€) — hAo(),

oznaéime-l El, ..., & kofeny polynomu § a pFedpokliddme-li, Ze jsou navzdjem
rizné, d4 se kaidé fefeni rovnice (4.145) psét ve tvaru

k
(4.147) Yo = O ALY,
=1

kde A, jsou vhodné konstanty.
Pokud ZtenaF neni obezndmen s teorii diferenénich rovnic, dokéZe si platnost
uvedeného tvrzeni snadno takto: Piedng je hned vid&t, %e kazda funkce tvaru (4.147)

Fest rovnici (4.145). Dale, protoze kazdé Tedeni rovnice (4.145) je jednoznadng uréeno
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svymi poéatetnimi podminkami, stadi k dikazu pozadovaného tvrzeni dokazat, e
soustava linedrnich algebraickych rovnic

k
(4.148) ZA,E::;;,, r=0, ...k—1
=1
pro nezndmé Ay, ..., Ay mé pii libovolnych 3y, ..., yx_1 Teleni. Determinant této

soustavy je vBak Vandermondiv determinant pro &isla &1, . . ., £ a protoZe tato &isla
jsou navzajem riznd, je tento determinant rizny od nuly.

Abychomn tedy vysetfili chovdn{ fefeni rovnice (4.145), musime za&it zkouméanim
vlastnosti kofeni polynomu 3. To provedemne v nésledujicim lemmatu.

Lemma 4.5. Nechf polynomy ¢ a o jsou nesoudélné a necht &, je kofen po-
lynomu g nasobnosti r. Pak existuje funkce & komplexni proménné t, kterd je
holomorfni v okolf bodu t = 0 a takovd, Ze poloiime-li £, = ®(hM7), kde hV/" je
jedna z r (navzdjem riunych) hodnot r-té odmocniny z h, je toto £, pro dostateénd
mala h kofen polynomu g.

Dikaz. Pfedpoklidejme nejprve, Ze & je jednoduchy kofen polynomu g.
ProtoZe polynomy ¢ a ¢ nemaji netrividlniho spoleéného délitele, ma funkce

o(€)
(4.149) h=h(E) = A0(®)
v n&jakém okoli bodu { = £, smysl a pro dané ¢ definuje takové h, %e toto £ je
kofenem polynomu §(¢) = o(£) — hAc(£). Funkee h je zfejmé holomorfni v okoli
bodu £ = & a plati pro ni h{€,) = 0, '(£.) = o'(&)/(Ac(E,)) # 0, nebot & je
jednoduchy kofen polynomu g, a je tedy o'(£;) # 0. Podle véty o inverzi holomorfn{
funkce existuje funkce £ = ®(h), kterd je holomorfni v okoli potatku a kterd je
inverzni k funkci A = h(€}. Tato funkce udéva tedy pii daném h takové £, které fesi
rovnici g(¢) = 0.

Bud nyni £, kofen polynomu ¢ nasobnosti » > 1. Za tohoto pFedpokladu plati, ze
je h(&) = (£ — &) (&) a ¢ je holomorfni a riizna od nuly v bodé ¢ = £,. Existuje
tedy funkee 1, kierd je holomorfni v okoli bodu & = &; a pro nii plati ¢ (€) = w(¢)
(holomorfn{ vétev r-té odmocniny z funkee ). Definujme funkei t = ¢(€) p¥edpisem
t(£) = (£ — & ){€). Tato funkee je holomorfni v okoli bodu ¢ = &, a plati pro ni
t(&s) = 0, ¥(&) = ¥(&,) # 0. Existuje tedy funkce £ = &(¢), kterd je holomorfni
v okoli poéitku a kierd je inverznf k funkei ¢ = #(£) (viz nap¥. Cerny (1967)).
K dokonten{ dikazu uZ sta&f uvédomit si, ze funkce £ = ®(f) udava tu hodnotu ¢,
ktera je pfi daném ¢ kofenem rovnice g(¢) = " Ag(¢) = 0. Ditkaz je hatov.

Z uvedeného lemmatu plyne, Ze pro dostatetné malé k leZ{ v okoli kazdého jedno-
duchéhe kofene polynomu g pravé jeden kofen polynomu g a v okolf ka%dého kofene
polynomu g ndsobnosti r pravé r kofent pelynomu g. Tyto kofeny polynomu 3, na
néz se roz&tépi r-nasobny kofen polynomu g, jsou navzijem rizné, nebof vzniknou
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dosazenim r-rdznch hodnot r-té odmocniny z A do holomorfni funkce, kterd je
prosti. Kofeny polynomu g jsou tedy navzdjem rizné a feSeni.rovnice (4.145) se
da psét pro dostateind malé k ve tvaru (4.147).

Budte £1,...,{ kofeny polynomu ¢ (kaZdy z nich piSeme tolikrat, kolik Eini
Jjeho ndsobnost) a ofislujme je specidlng. ProtoZe dand metoda je stabilni, plati pro
kazdé s, ze |€,| £ 1. M&-1i polynom ¢ m kofentl v absolutni hodnoté rovngch jedné,
pfidélme jim indexy 1,...,m a specidlné polozme & = 1 (takovy kofen v disledku
toho, %e je p > 1 zarudené existuje). Tyto kofeny nazveme podstainé. V disledku D-
stability o nich vime, %e jsou viechny jednoduché. Zbjvajici kofeny (pokud existuji)
oznadime Emy1, . .., & anazveme je nepodstainé. Ko¥eny &, polynomu § otislujeme
tak, Ze pro dostateéné malé h le#{ koFen £~, v okolf kofene £;, s =1,...,k.

Je-li €, kofen polynomu §, kiery se pro h — 0 blf# k nepodstatnému kofenu
polynomu ¢ (tj. je-li s = m+ 1, .., k), existuje konstanta t < 1 takov, Ze plat{

(4.150) HEY

pro § = m+1,...,k a pro dostateind malé h. To je zfejmé, nebot nepodstatné
kofeny polynomu g leZi uvnitf jednotkového kruhu a za &islo ¢ lze tedy vait napi.

_1 ]
(4.151) t=30+ max &)
Kofeny 5; zavisi pro s = 1,...,m na integrainim kroku h podle lemmatu 4.5

analyticky, nebof podstatné kofeny jsou jednoduché. Plat{ tedy
{4.152) & =a+ph+0(R)

pro h — 0 apro s =1,.. ,m. Urleme koeficienty o a 3. Zfegjmé je o = £;, nebot
& =+ & pro k > 0. Dosazenim do rovnice ¢(£) = 0 a uzitim Taylorova vzorce
dostaneme, Ze existwji cisla €] a €;* takova, Ze plati

(4.153) o(&) + [Bh+ O(R*)]d' (&) + 5[Bh + O(W*))e"(€2)—
hA{o(&) + [Bh + O(RM)]o'(€;*)} = 0,

neboli
(4.154) [8¢'(¢:) — Aa(E)]h + O(k?) = 0,
protoge je p(£,} = 0. Porovnanim koeficientfs u stejnjch ‘mocnin A na levé a pravé
strané rovnice (4.154) dostaneme, Ze pro s = 1,...,m plat{
(4.155) & = &[1+ X AR+ O(BY)],
kde &islo
a(és
(4156) = e
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nazveme ristovym parameifrem prislusnym k podstatnému kofenu &,. Véimnéme si,
ze v diisledku D-stability m4 definice riistovych parametri smysl a Ze v diisledku
konzistence je Ay = 1.
Vysetfeme nyni chovani mocnin kofenii € pfi h — 0 a z, = nh = konst. Plati
(4.157) [1+,\5Ah+0(h2)]n - enln[1+)\.Ah+O(h’)] _ eﬂ,}]n[1+,\,,4h+0(h’)] _
= HRIAROBD] _ huksa | O(),

a tedy, polozime-li

(4.158) A
pros=1,...,m, miame
{4.159) £ = eines[ersATn L O(R)].

Specidlng pro s = 1 plati &} = e4"» 4 O(h). Uréeme funkci O(h) v této rovnici
pfesnéji. Podle rovnice (4.155) je

(4.160) G=e 41,

kde 7 je analyticka funkce h, kterd se pro h — 0 chova jako O(hZ). Abychom
uréili tuto funkei pfesnsji, dosadme do rovnice 3(£) = 0. Uzitim Taylorova vzorce
dostaneme

(4.161) o(e™) + 7o' (e*) + O(r?) — hAc(e™) + O(h7) = 0.

Pfedné plati O(2) + O(h7) = O(h7) pro h — 0, nebot je 7 = O(h?). Dile, pro
kaZzdou funkei y, kterd ma p + 2 spojitych derivaci v {a, b}, plati

k k
(4.162) S aylz+vh)—hY_ By (z+vh) =
v=0 »=0

= Copay® I ()hPH 4 O(hPH?),

nebot dani metoda je fadu p. Platnost vztahu (4.162) se snadno ovéfi analogickym
postupem jako v ditkazu lemmatu 4.4. Speciélng, dosadime-hi do (4.162) za y funkei
e4% | dostdvame

k k
(4.163) > et et - hAY BetTet =
v=0 v=0
— Cp+1Ap+1hp+1eA:c + O(hp+2),

neboli, zkratime-li funkei 47,
(4.164) o(e*™) — hAc(e*™) = Cpyr (ARYPT + O(RPTE).
Dosadime-li do rovnice (4.161) z rovnice (4.164}, méme

(4.165) /(€M) = —Cpr1 (ARP + O(hT) + O(RPTY).
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Vezmeme-li v tvahu, Ze pro A — 0 plati O(ht) = 7O(h), o'(e**) = (1) + O(R) =
= ¢ (1)[14 O(h)] a 1/[1 + O(h)] = L + O(k), plyne z (4.165), se pro h — 0 plati

(4.166) T = —C(AR)F¥L 4 O(RPHE),
kde jsme polo¥ili
_ o1
Q1)
Poznamenejme, Ze konstanta C patii k jedné z charakteristik dané metody a na-
zyva se konstanta chyby.
Dosadime-li do (4.160) z (4.166), mame
{4.168) & = " — CARPH 3 O(RPT?) =
= {1 = [C(ARYPTL + O(h?1?)]e~ 4"} =
= "M {1 - [C(AR)PH + O(RFFH)][1+ O(R)]} =
= et [L - ClARPH + O(R?+?)].

(4.167) c

Odtud ihned plyne, Ze pro b — 0 a z, = nh = konst. plati
{4.169) £ = A [1 — 2, APYIORP 4 O(RPHY],
nebof je
(4.170)  [1 -~ C(ARY*L + O(WPTH)" = ol B Inf1=C(AR)PH +O(RP T2}
- e{—x,.cm-+1hr+o(hv+‘)} = [1 _ :B,-.CA”“h" 4 O(hp+1)][1 + O(hp+1)]'

Nynf uZ méme predstavu, jak zévisi na A mocniny kofent £, ve vzorci (4.147).
Dalsim nasfm tkolem je vyjidfit koeficienty A, v tomto vzorci pomoci podateé-
nich podminek. Cisla A, spliiujf soustavu linedrnich algebraickgch rovnic (4.148).

Abychom tuto soustavu rogfesili, definujme éisla é,, r =0,...,k — 1, rovnicemi
(4.171) B =y — 7
a polynomy §,, ¥ = 1,...,k, rovnicemi
(4.172) AGE #) _ Gpo ot Bp1€ oo Gy o8
f - Ev

Protoze je é(é,,) =0prov=1, ., k, plati

- 0, v#s,
4.173 g, = .
(479 s6={ge) lv

Dosadime-li za pravou stranu v rovnici (4.148) podle (4.171), vynédsobime-li kaZdou
z takto vzniklych rovnic koeficientem &,, a seteme od r = 0 dor = k — 1,
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dostaneme
k
(4.174) YN Aw@)=aE)+A, v=1, .k,
s=1

kde

N k-1
(4.175) A, =36,

r=0

Pouiijeme-li rovnic (4.173), pFejdou rovnice (4.174) v
(4.176) AFE)=E)+A, v=1,.. k.

Protoze je #/(€,) #0prov=1,....k (kofeny polynomu g jsou jednoduché), plyne
z rovnic (4.176), Ze plati

A A
(4.177) Aj=14—— A, =—2 y=2.. .,k
#(61) 7(&)
Podafilo se ndm tedy jednoduse vyjadiit koeficienty A, pomoci veliéin A, . Koe-
ficienty &,,, které vystupuji v definici tdchto A, viak zdvisi na h. Pokusme se tuto

zévislost bliZe osvétlit. Definujme proto pro v = 1,..., k velidiny A, rovnicemi
E—1
(4.178) A, = Z by,
r=0
kde
(4.179) (&)= EEEE‘; =a,0t ol +. oy
takZe koeficienty o, u¥ na h nezévisi. Ziejmé plati
_ k-1
(4.180) Ay = A | S8 {dr — onrl,
r=0
kde
41 = _
(4.181) ) 3=§??:)§_1 |85

K posouzeni rozdiln A, - A, je tedy tfeba odhadnout rozdil &, — a,,. Koeficienty
oy, polynomu g, lze poéitat jednoduie z koeficientd a, polynomu g Hornerovym
schématem, tj. z rekurence

(4.182) oy = 0,
Uyr = Qrp1 &0y, r=k—-1,...,0,
a podobné rekurence plati pro koeficienty &, polynomm §,. Platf{ tedy

(4,183) Gyp — Oy = 6'51'-"}-1 —Qry1 + (éy ‘gu)&u,r+l + & (&V,T+1 - 0fv,:h}-l)

81



1. OBYCEINE DIFERENCIALNI ROVNICE - ULOHY S POCATECGNIMI PODMINK AMI

pror==#& - 1,...,0. ProtoZe viak plati podle lemmatu 4.5, Ze je
(4.184) £ — & =0,

kde s je ndscbnost kofene &, polynomu g a protoZe je & = a, — hAS,, plyne
z rovnic (4.183) snadno fiplnou indukei, Ze plati

(4.185) Fyr — pr = O(RM®),
a tedy, Ze je !
(4.186) A, = A, +O(6RM%).
Vysetferne konetnd, jak s4visi na h &isla §@(€,). Podle definice polynomu § plati
(4.187) #(&) =€) - o' (&)
Podle Taylorova vzorce plati pro kazdé s £ k
(L188) ¢ = #(6) + 1" (6)E )+ -+

+ Gt — 6 + e IENE -6

Jeli £, s-nasobny kofen polynomu g, plyne ze vzorcii (4.188) a (4.184), ze plati

(4.189) ¢ =5z 1),9(’)(&)(&, = &)+ O(h).
Pro jednoduchy kofen £, polynomu g tedy odtud a z (4.187) dostdvime
(4.190) F(E) = (&) +Oh).

Bud nyni £, kofen polynomu g nisobnosti s. Holomorfni funkce ® vystupujici
v lemmatu 4.5 mé v bodé ¢ = 0 derivaci od nuly rizoou. Plati tedy nejen (4.184),
ale existuje dokonce konstanta v, # 0 takové, Ze je

(4.191) £ —& =AY [L+ O(R)].

PouZijeme-li rovnice (4.187) a (4.189), plyne odtud, Ze pro kofen £, polynomu g
nisobnosti s plati

(4.192) ) = e, WG~V + OV} + O(R) =
=g, h~DI[1 4+ O )],

kde g, # 0 je vhodna konstanta.
Ziskané odhady u# umo#iiuji posoudit zavislost koeficientit A, na h. Dosadime-1i
do vzorce {4.177) podle (4.186) a (4.190), dostaneme

A,

(4.193) A= v = m

+0(6k), A L O(8h), »=2,...,m,

Ay
6]
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nebot kofeny £, jsou prov = 1, ..., mjednoduché. Pro v = m+1, ..., k o ndsobnosti
koFendl nic nevime, a musime proto vyjit ze vzorce (4.192) platného pro libovelnou
nasobnost. Z néj snadno plyne, Ze je

1 1

(194 @)~ SRR O]
1 1
et
Prov=m+1,...,k tedy mame
(1N
(4.195) Ay = [A, +O(8RY )]O(z) = o(ﬁ).

Dosadme koneiné do vzorce (4.147) odhady (4.150), (4.159), (4.169) (4.193)
a (4.195). Dostaneme

(4.196) yn = [1 + f\(11) + O(&h)]e“’“[l — 2, CAPYRP 1 O(RP )]+
+E[g,(§ + O(8h)|eimer A= 1 O(h)] + Z o( ) 5

v=m+tl

Odetteme-li od levé i pravé strany rovmice (4.196) ptesné fesen{ y(z,) = 4°
dostaneme po jednoduchych Gpravich

(4.197) Yo — Y(2n) = — 2, CAP AT RP L O(RPH1)4

m

A,
+ e AT 1 O(5R),
2 76 o

v=1

nebot 2=/ /h? — 0 pro h — 0.

Cisla A, jsou dina vzorci (4.178), a zdvisi tedy na danjch pofateénich podmin-
kéch dosti nepfehlednd. VySetfeme proto podrobnéji tuto zavislost, samosziejmé za
vhodnych doplimjicich pfedpokladi. Pfedng podle (4.171) platipros = 0,...,k—1

(4.198) 8=y — & = y(z,) — & + v, — ().

Pro &, viak plati (4.168). Pro s =0, ...,k — 1 tedy plati

(4.199) €2 = ARl — (ARYPHLC + O(RPHE))* = e*h + O(RPH).

Dosazeni do (4.198) tedy mame

(4.200) 8 = ys — y(z:) + O(R"H!).

Pfedpoklidejme déle, #e potitetni hodnoty yy, ..., yx_1 jsou dény s pFesnosti A7
(g je n&jaké prirozené &islo) a Ze pro né plat! asymptotické vzorce

(4.201) ys = yles )+ 7:hT+ OhIHY), s=0,.. k-1,
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kde v, jsou konstanty. PoloZime-li

k=1
(4.202) D, =Y oue¥s, s=1...,k,

s=0

miZeme psat

(4.203) A, =D+ O, v=1, . .k
kde
(4.204) r = min(p, q).

Protoie je za uvedenych pfedpokladi O(8h) = O(hIt!), dostévime dosazenim do
(4.197) koneény vysledek, ktery zformulujeme do véty.

Vita 4.7. Bud dédna diferencidlnf rovnice y = Ay s potiteni podminkou
¥(0) = 1 a bud'y, jeji pFibliZné feSen{ ziskané linedrni k-krokovou metodou Fédu p,
které je urdené poditetnimi podminkami, pro n& plati {4.201). Pak platf

(4.205) Un = Y(Tn) = — 2o CAPF LA BP 4

= DV i Ay A r+1

+ A7 e™retvATe L Q(ATTY),
L7

kde ¢, = €¥v jsou kofeny charakteristického polynomu g, které jsou v absolutni

hodnoté rovny jedné, C a A, jsou konstanty dané vzorci (4.167) a (4.156), Dy jsou

funkce po&atecnich podminek definované vzorci (4.202) a pro r plati (4.204).

Ze vzorce (4.205) je viddt, fe celkova diskretizaini chyba se sklidd ze dvou pod-
statné odligngch ¢asti. Prvni G4st dani Elenem —g,, C AP*1eA%= h? plné odpovidd cel-
kové diskretizatni chyb& u cbecné jednokrokové metody, nebot funkce —zC' AP +ledz
je fesenim diferencialni rovnice ' = fy(z,y(z))e + o(z,y(2)), kde o(z,y(z)) =
= —CylP+1)(z). Je to tedy celkové diskretizaZni chyba v u#Sim smyslu, nebo€ zévi-
si pouze na hlavni édsti lokdlni diskretizacné chyby, tj. na prvnim nenulovém ¢lenu
v jejim rozvoji do mocninné fady podle integraéniho kroku &.

Druh4 &ast celkové diskretizatni chyby je ve vzorci (4.205) reprezentovéna sou-
%tem a zdvisi na podatetnich hodnotich pFiblizného feSeni. Ze zmingného vzorce je
vidat, fe struktura této startovni chyby je podstatné slozit&jsi, ne# je tormu u vlast-
ni diskretizagni chyby. Nicméné v pfipad8 m = 1 (tj. nemé-li polynom jiné kofeny,
které jsou v absolutni hodnoté rovny jedné, nez £1) nenf ani tato €4st chyby nebez-
petné. Rilstovy parametr je totiZz v tomto pifpadé pouze jeden, a to rovay jedné,
a startovni chyba je Gmérnd pfesnému Fefeni, coZ je piijatelnd situace. Je-li viak
m > 1, objevi se v soutu (4.205) dodatetné oscilaéni Eleny (oscilaéni v disledku
piitomnosti &initele ¥+ ), jejich# amplituda je am&md &slu ePrd)7 Jelid, A < A,
nejsou rovnés nebezpeiné. V opatném piipadé viak jejich amplituda roste rychleji
ne¥ presné fefen{, a mohou tedy velmi rychle poitané feSen{ fiplné znehodnotit.
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ey

Na prvni pohled se miZe zdat, Ze viech potiZi se startovni chybou se zbavime,
zadame-li pofatetni podminky pro pfiblizné Feseni presns. Nehled& na to, e z prak-
tického hlediska je takové opatfeni obecné t&ko proveditelné, neni tato tivaha ani
vécné spravna. Ze vzorce (4.198) je totif vidét, Ze veli¢iny 6§, nejsou v tomto pfipadgd
rovny nule. Je tedy 6 # 0 a vratime-li se ke vzorci (4.197), z ného# jsme vzorec
(4.205) odvodili, vidime, %e startovni chyba se tak jako tak objevi.

Ani volba y, = £ vedouci k §, = 0 mnoho nespravi, nebot v diisledku zackrouh-
lovani nejsme schopni splnit tyto podminky pFesné.

Tlustrujme popsané chovani jednoduchym ptikladem:

P¥iklad 4.2, UvaZujme metodu

(4.206) Ynt2 = Un + 2R fays.

Tato explicitni metoda je Fadu 2 a je pro nf g(§) = €2 — 1, a(¢) = 26, & = 1
a £z = —1. Podstatné kofeny jsou tedy dva (m = 2} a pfislusné ristové parametry
jsou Ay =1 a Xy = —1. Redime-li touto metodov modelovou diferencidlni rovnici
Yy = Ay s A < 0, osciluje chyba s amplitudou imémou e~4¢, a tedy s délkou
intervalu, v némz hleddme feSeni, exponenciilné roste.

Resme metodon (4.206) nelinedrni diferencidlnf rovnici

(4207) y’ =1- y2

s potitecni podminkou y(0) = 5. Vysledky jsou pro h = 1/64 uvedeny v tab. 4.9,
kterd pro srovndni obsahuje také vysledky ziskané dvoukrokovou Adamsovou-
Bashforthovou metodou. V obou piipadech jsme za y; vzali hodnotu pfesného Fefe-
ni. I kdyZ rovnice (4.207) je nelinedrni, jev, ktery jsme pfedpovédéli pro modelovou
rovaici, nastava i zde.

Metody, které se chovaji jako metoda (4.206), tj. metody, pro néz je m > 1
a néktery z ristovych parametrk je zdporny, se nazyvaji slabé nestabilni. Tyto
metody jsou sice D-stabilni, a tedy konvergentni (tj. p¥i daném intervalu, ve kte-
rém hleddme fedeni, lze volbou dostateéné malého integragniho kroku a dostatecnsd
pfesnou aproximaci poédteénich hodnot dosdhnout toho, Ze chyba je libovolné ma-
1), z4vislost integraéniho kroku a pfesnosti aproximace po&ateénich podminek vBak
nenf stejnomérna vzhledem k intervalu, v ném# hleddme FeSeni. Tato skutetnost je
z praktického hlediska zna¢né nepiijemnd, nebot integraéni krok a presncst poca-
teCnich podminek, které jsou dostadujici v daném intervalu, nemusi staéit, objevi-li
se nutnost fedit danou rovnici na deléfm intervalu.

I kdy# vSechny zde provedené tvahy plati pfisné vzato pouze pro modelovou
diferencidlni rovnici ¥ = Ay, d4vaji kvalitativné velmi pfesnou indikaci o chovani
chyby v obecném pfipadg. To je intuitivné jasné a da se to i teoreticky dokézat. Do
dal¥ich podrobnosti (které jsou formalng znaéné sloZité) viak nebudeme zachéizet.

Zavérem jesté upozornéme, Ze uiit existenci asymptotického vzorce k ziskdni
odhadu chyby metedou poloviéniho kroku (podobné jako.v pfipadé obecné jedno-
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Tabulka 4.9
Regen diferencidlni rovnice (4.207) dvéma dvoukrokovjmi metodsmi

Metoda (4.206} Adamsova-Bashforthova

n metoda

¥n En Yn En

0 5,000000 0 5, 000 000 0

1 4,652 200 1] 4,652 200 0
'2 4,354 907 0,003373 4,355 881 0,004 347
63 1,159287 —0,048115 1,206 536 0,001 252
64 1,2464587 0,048115 1,199552 0,001 210
?5 1,141986 —0,045670 1,192825 0,001170
127 0,599828 —0,425689 1,025688 0,000171
128 1,409513 0,384 790 1,024 888 0,000 166
129 0, 568993 —0, 454 960 1,024114 0,000 161
191 -1,606091 —2,609 506 1,003441 0, 000026
192 1,827522 0,824211 | 1,003336 | 0,000025
193 —-1,679211 —2,682419 1,003233 0, 000024

krokové metody) lze jen tehdy, je-li zaruZeno, 7e hlavni &ast celkové diskretizaini
chyby se chovd ,rorumné®, tj. nenastavaji-li jevy slabé nestability.

4.2.4 Problematika zaokrouhlovacich chyb

o

V tomto odstavci si velice struéng viimneme problematiky 3ffeni zaokrouhlovacich
chyb. Zavedeme-li opét zcela analogicky jako u jednokrokové metody lokdlnt zaok-
rouhlovaci chybu e,,, spliuje skutetné potitané pFiblizné Fedeni g, rovnici

13 k
(4.208) Z av§n+u =h Zﬁv.f(zn+v: gn+u) +én
=0 v=0
s potatetnimi podminkami g, . .., §x—1. PonZijeme-li lemma 4.3, dostavime ihned,

Ze plati nasledujici véta.

Véta 4.8, Budy, pFiblizné Feseni vypodtené D-stabilni mnohokrokovou meto-
dou a bud'§, FeSeni rovnice (4.208). Bud konetné |e;| < e pron = 0,...,N. Pak
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plati

(4.209) o~ 4| S [T __max 1 — 4l + T (2n ~ a)5 |elent".
+=0,.. k-1 h
Vidime tedy, Ze celkova zaokrouhlovaci chyba bez ohledu na ¥4d metody roste
pfi A — 0 opét linedrnd. O disledcich, které z tohoto poznatku plynou, plati tak
doslovné totéz, co bylo Feteno u Eulerovy metody nebo u obecné jednokrokové
metody.

4.2.5 Stabilita pfi pevném integraénim kroku

Charakter vét tykajicich se konvergence metod, které jsme aZ dosud uvedli, je asym-
ptoticky, tj. pfislusné tvrzeni plati pro dostatecné mald h. Jen pro dostatetné malé
h je napf. zaruleno, Ze pii uziti D-stabilni a konzistentni mnohokrokové metody
(ale také napf. Rungovy-Kuttovy metody) nedojde pfi rekurentnim uZivéni pFi-
sludného vzorce ke katastrofdlnimu nakupeni lokalnich chyb a celkova diskretizaéni
chyba zlistane pFijatelné mald. P¥i konkrétnim vypodtu viak vidy pracujeme s pev-
nym h, které nemusi byt dostatefné malé. V této souvislosti je diilezity pojem tzv.
intervalu absolutni stability dané metody. Zhruba fe€eno, cheeme, aby to byl ta-
kovy interval, Ze lezi-li v ném &islo A, kde h je integraéni krok a A je odhad pro
derivace @f/dy, je vice méné zarufeno, Ze lokdlni chyby, kierych se dopoustime
v jednotlivych krocich, se v priib&hu vypoétu tlumi. Jingmi slovy Z4d4me, aby p¥i-
blizné feleni modelové diferencidlni rovnice ' = Ay pfi pevném h konvergovalo pro
n — oo k nule.

Pfistupme nyni k pfesné definici. Zavedme k tomu cili tzv. ifeti charakieristicky
polynom = dané k-krokové metody rovnici

{4.210) (€, 2) = el§) — 20 (§).
Definice 4.5. Reknerne, e linearni k-krokové, metoda dand polynomy g a ¢ je
pro dané z ebsoluiné stabilni, plati-li pro véechny kofeny £,,5 =1,...,%, polynomn

« nerovnosti |€,| < 1. V opaéném pripadé fikdme, Ze dand metoda je pro dané z
absolutné nestabilnf. Intervalem absoluini stabdilily pak rozumime nejveétsi takovy
interval, Ze pro z v ném leZici je metoda absolutné stabilni.

Poznamka 4.5. Je zfejmé, Ze analogickou definici 1ze vyslovit i pro jednokro-
kovou metodu.

Na zékladé motivace pfedchézejici tuto definici se lze domnivat, %e pfi uzit{ in-
tegratniho kroku h takového, Ze z uréené rovnici

(4.211) z=h4

lezi v intervalu absolutni stability, nedojde v pritbéhu feSeni k nepfipustnému ristu
chyby. )
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Interval absolutni stability dané mnohokrokové metody je urfen pouze jejimi
koeficienty. Pf{pustny integraéni krok je v3ak rovmici (4.211) vézén na konkrétni
diferencidlni rovnici. V p¥ipadé obecné nelinedrni rovnice klademe, jak ui jsme
Tekli, A = @f/0y. Velitina df/9y neni samoziejmé konstantni; za A se bere v tomto
piipadé odhad derivace 8f/8y nebo néktera jeji typickd hodnota, kterd se v prab&hu
vypoétu eventuilné méni. Zménam ve volbé A pak pfirozend odpovidaji i zmény
v maximéini pfipustné velikosti integraéniho kroku.

Snadno se zjisti (viz cvit. 9), Ze kaZd4 D-stabiln{ a konzistentn{ linedrn{ k-krokova
metoda je absolutné nestabilni pro kazdé dostateng malé kladné z. Odtud plyne, Ze
uzije-li se mnohokrokovad metoda k FeSen{ diferencilni rovnice, pro ni% je 8f/8y >
> 0, chyba v prithéhu vypoétu roste. To viak nenf tak va#né, jak by se mohlo na
prvni pohled zdat. Uvedené tvrzeni plati toti% pfesné pouze za piedpokladu, Ze
dané diferencidlni rovnice je typu ¥ = Ay + g(z), kde A je konstanta. ReSeni této
rovnice obsahuje &len e4®, ktery je aproximovan &lenem f{', kde & je ten kofen
polynomu 7, pro ktery plati £ — 1 pro A — 0 (srv. vzorec (4.169)). Zd4 se tedy,
Ze pfevladne-li v pfibliZném FeSen{ tento ¢len, chyba sice v priibéhu fedeni poroste,
ale tento rist bude Gmérny fefeni. To viak je pFijatelna situace. Uvahy tohoto typu
vedou k vysloveni alternativni definice stability, kdy Fekneme, Ze pro dané z je
metoda relativaé stabilni, platili pro kofeny polynomu w nerovnosii |€;| < |€; pro
s = 2,..., k. Interval relativni stability je pak maximalni interval takovy, %e pro z
v ném leZici je metoda relativng stabilnf.

V souvislosti s popisovanou problematikou se v literatufe vyskytuje fada mirné
s¢ navzajem liSicich definic — je to napf. pozadavek, e je |.f,| < |£1| a ty kofeny &;,
pro né% nastavi rovnost, jsou jednoduché, nebo poZadavek, Ze je |E_,| < ¢f apod. —
a vidy se pfitom mluvi o relativni stabilit&, Rozdily sice nejsou vétSinou podstatné,
Je vBak tfeba pfi porovnavani vysledki si vidy uvédomit prislusnou pfesnou definici.

I kdy# se zd4, Ze pojem relativni stability byl zaveden pouze proto, abychom
byli schopni pracovat s p¥ipadem z > 0, je uZiteény 1 v obecném piipadé. Existuji
dokonce dobré diivody domnivat se, Ze relativni stabilita je pro posouzeni chovani
chyby vistiZzné}si nez absolutn{ stabilita. Na druhé strand je v8ak t8%8{ ji podrob-
né analyzovat. Upozornéme jeitd, Ze prestofe intervaly stability pfedstavuji velice
uzitenou charakteristiku dané metody, p¥i utvéfeni pfilis kategorickych soudd na
Jjejich zakladé je tieba byt opatrny. Veskeré ivahy, které odtud vychézeji, jsou totiz
ovlivnény tim, e se vlastné pfedpokladd, Ze 8f/8y je konstantni. Pro silng neli-
nedrni problémy, kdy se hodnota funkce df/0y rychle méni, dava naznaéena teorie
jen hrubou orientaci a je nebezpeéné brat velikost integraéniho kroku piflis blizke
nejvétsi pHpustné odhadnuté hodnoté.

4.2.6 Optimélni metody

V tomto odstavci si vEimneme pFirozené otdzky, jak sestrojit linearni k-krokovou
metodu, kterd je maximélniho mo#ného fidu. Polynomy g a o, jimiZ je metoda
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definovdna, maji dohromady 2k + 2 koeficientii. Jeden z nich lze libovolng volit,
nebof polynomy ap a ac, kde o = konst. # 0, definuji zfejmé tutéi metodu,
takie podstatnych koeficientii je pouze 2k + 1. Uvaiujeme-li tedy pouze podminky
uréujici, Z¢ metoda je fadu p, je moZno obecné dosdhnout, ze je p = 2k (viz definice
4.2). Konvergentni metoda viak musi byt navic stabilni. Tento poZadavek patrné
nedovolf dosihnout vySe zmin&ného maximalniho Fadu.

Abychom relact mezi p a & bliZe objasnili, zaéneme pon&kud jinym, jednodusiim
problémem. Bud din polynom g stupné k, ktery spliinje podminky stability a pro
n&jz plati p(1) = 0. M&me sestrojit polynom o stupné nejvyse k tak, aby k-krokovs
metoda dana polynomy ¢ a ¢ méla maximélni ¥4d. Abychom takovy polynom se-
strojili, definujme nejprve f4d mnohokrokové metody ponékud jinym zpfisobem ne
v definici 4.2

Bud tedy ddna linedrni k-krokova metoda, tj. polynomy g a . Definujme funkci
¢ komplexni proménné £ vzorcem

(a.212) () = ée(&) o (e),

pfi¢emi jednoznatnon vétev funkce In € zvolime tak, Ze rozfizneme komplexni rovi-
nu podél zdporné redlné osy a polozime In 1 = 0. Funkee 1/1n€ ma v bod& £ = 1 pél
prvniho fadu. Je-li dand metoda konzistentni, je g(1) = 0, a tedy funkce o(¢)/Iné
je holomorfni v bod& £ = 1. TotéZ plati samoziejm& i pro funkci . Zmin&na alter-
nativnf definice f4du mnohokrokové metody se opira o néasledujici vétu.

Véta 4.9. K tomu, aby mnohokrokovd metoda dand polynomy g a o, byla Fadu
P, je nutné a stadi, aby funkce ¢ definovand rovnici (4.212) méla v bodé § = 1 kofen
nasobnosti p.

Didkaz. Nechf dand metoda je FAdu p. Pak pro kaZdou dostateéng hladkou
funkei y plati

(1.213) L(y(2);h) = Cpray® @)D 1 O(AP?)

a je Cpy1 # 0. Tedy specidlng, polofime-li ve vztahu (4.213) y(z) = ¢, méme
k 3

(4.214) e* E o, et - het Zﬂye"h = Cppr1e®hP T + O(RPT?),
v=0 v=0

neboli

(4.215) o(eh) — ha(eh) = Cpr A1 + O(RPH?).

Odtud ale plyne, e holomorfni funkce f(k) = g(e?) — ho(e?) ma v bodé b = 0
kofen nésobnosti p + 1. Funkece f(h)/h ma tedy v bodé A = 0 kofen nasobnosti
p. Protoze transformace £ = e" zobrazuje jednoznaéng okoli bodu h = 0 na okol{
bodu £ = 1, plati totéz pro funkei ¢ a pro bod £ = 1.
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Naopak, nech{ funkce ¢ m4 v bodé £ = 1 kofen nasobnosti p. Pak funkee hip(e?)
mé v bodé A = 0 kofen ndsobnosti p + 1. Plati tedy

(4.216) o(e") — ho(e®) = 7h**+1 1+ O(A7+?),

kde  je nenulové konstanta. Porovnénim koeficientd u stejnjch mocnin proménné
h na levé i pravé strané rovnice (4.216) ihned dostaneme, Ze pro éisla C, definovand
v definici 4.2 plati Co = C1 = ... = Cp =0 a Cpp1 = v # 0. Metoda je tedy Fadu
p a véta Je dokdzdna.

Vzhledem k tomu, Ze tvrzeni véty 4.9 je nutnd a postadujici podminka pro to,
aby metoda byla daného Fadu, lze je pouZit jako alternativni definici tohoto pojmu.
Tato nova definice je na rozdil od algebraické definice 4.2 analytickd.

Na zikladé véty 4.9 uZ snadno odpovime na otdzku, kterou jsme si pfed jeji
formulaci poloziii.

Véta 4.10. Bud ¢ polynom stupné k, pro ktery plati o(1) = 0 a bud k celé
&islo, pro né¥ platf ¢ < k < k. Pak existuje pravé jeden polynom o stupné nejvyse
% takovy, Ze mnohokrokovi metoda dand polynomy ¢ a o je Fidu nejmeéné E+1.

Dikaz. Funkce o(£)/In¢ je holomorfni v bodé £ = 1; v okoli tohoto bodu
tedy plati

(4.217) %(1—? =co+ a6 ~1)+e(§ 1)+
Polozme
(4.218) o€ =eo+e(€—1)+ .. +eg(e - 1D

Pak funkee @(£) = o(¢)/In€ — o(£) m& v bodd £ = 1 koFen nasobnosti nejméng
Etrla pfislusnd mnohokrokovd metoda je fadu ne_]mene k+1

Necht naopak g a o definuji metodu Fadu nejméné k+ 1. Pak o musi byt tvaru
(4.218), jak plyne z jednoznafnosti Taylorova rozvoje. Polynom ¢ je tedy uréen
jednoznain& a véta je dokdzdna.

Poznamka 4.6. Metoda dan polynomy g a o z véty 4.10 je fddu p > k+ 1,
plati-li pro koeficienty v rozvoji (4.217) ¢z, = ¢gyo=... =1 =0.

Tato poznamka, 1 kdyZ je trivialni, bude v dalsich avahéch velmi uZiteén.

Vratme se nyni ke studiu k-krokové stabilnf metody majici nejvyssi mozny fad.
Z véty 4.10 plyne, Ze tato v pravé uvedeném smyslu optimalni metoda mé Fad nej-
méné k + 1. Toto &islo viak uz nelze 0 mnoho piekroéit, jak vyplyvé z nasledujicich
vét.

Véta 4.11. Stabilni k-krokova metoda s lichym k nemiZe byt fadu vyssiho nez
k41
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Véta 4.12. Stabilni k-krokovd metoda se sudym k je Fidu nejvyse k + 2. Radu
pravé k + 2 je tehdy a jen tehdy, ma-li polynom p vdechny kofeny v absolutni
hodnoté rovny jedné, je-li +1 a —1 mezi nimi a je-li polynom o urden podle véty
4.10.

Pfi lichém k tedy existuje nekoneéng€ mnoho optimalnich metod. Abychom n&-
kterou z nich dostali, stati zfejmé vzit libovolny polynom g spliujici podminky
stability a takovy, Ze je ¢(1) = 0 a uréit polynom o podle véty 4.10. Optim4lnich
k-krokov§ch metod pfi sudém k > 2 je sice také nekonetné mnoho, jejich mnoina
je viak podstatné uZsi neZ v piipadé lichého k a jeji struktura je zcela popsana ve
véte 4.12.

K diikazu v&t 4.11 a 4.12 budeme potfebovat fadu pomoenych tvrzeni.

Lemma 4.6. Bud g polynom stupné k a bud r polynom definovany rovnicf

(4.219) r(z) = (1_’)k9(itz).

z

Bud dile €y # —1 kofen polynomu p ndsobnosti m. Pak
-1
So+1

Je m-nasobnym kofenem polynomu r. Naopak, bud zq # 1 kofen polynomu r né-
sobnosti m. Pak

(4.220) z0 =

1+ 2
(4.221) & = 1-F,
Jje m-ndsobny koFen polynomu

£-1
(4.222) o) = (€ + 1)*r (E —)-
Dikaz Jelié #—1 mnasobny kofen polynomu g, plati
l .

(4.223) 2(8) = — 6™ ()€ — &)™ +

a 0U™(£) # 0. Dosazenim do (4.219) dostavame, e je
- 1 o 14z l4zym
r{z) = ( ) [ of )(50)( z_ ZU) + ]

1—2z
fﬁ;ﬁ[—”mﬁﬂ

)(Llﬁm@—%w+~l

7 vyjadieni (4.224) je viak vidét, Ze koeficient u (2 — 25)™ je od nuly rizny. Prvni
¢ast nafeho tvrzeni je tedy dokdzédna. Druh4 &dst se dokdZe zcela analogicky.

(4.224)

Lemma 4.7. Bud —1 jednoduchy kofen polynomu g. Pak polynom r definovany
rovaici (4.219) je stupné k — 1. Naopak, necht polynom r je stupné k — 1. Pak
polynom ¢ dany vzorcem (4.222) m4 jednoduchy kofen —1.
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Dikaz . Propolynom g platf

(425) o) = po(-DE+ D+ + g @D+ 1)
Je tedy
6 o= (5 e heen(:)]

Odtud v8ak uz plyne prvni éast tvrzeni. Ditkaz druhé &4sti tvrzeni je stejné snadny.

Lemuma 4.8. Necht polynom g splituje podminky stability. Pak pro kofeny z;
polynomu r definovancho rovnici (4.219) plati Rez; £ 0 a ty kofeny z;, pro které je
Rez; = 0, jsou jednoduché.

Dikaz plyneihned z lemmat 4.6 a 4.7.

Lemma 4.9. Necht jsou splnény pfedpoklady lemmatu 4.8 a necht je o(1) = 0.
Pak plati
{4.227) r(z) = a1z + o+ a2k,

kde a1 # 0 a vSechny ostatof koeficienty a; maji stejnd znaménka jako a1 nebo jsou
to nuly.

Dikaz. Podle lemmatu 4.6 plati r(0) = 0, r(0) # 0, tedy plati (4.227)
a ar # 0. Abychom dokazali platnost daliiho tvrzenf, oznaéme z; kofeny polynomu

r. Polokime-li z; = —&; + iy;, je 2; 2 0 podle lemmatu 4.8 (polynom sphiuje
podminky stability). Plati tedy
(4.228) r(z) = aiz H(z + ;) H [(z+z;) + yf] ,

i §

kde index ¢ probihd hodnoty pfisluiné redlnym kofenim polynomu =, j hodnoty
pFisludné pariim komplexné sdruZengch kofeni polynomu a a; je nejvyssi nenulovy
koeficient v rozvoji (4.227). Viechny koeficienty v rozvoji (4.227) maji tedy stejnd
znaménka jako a;.

Lemma 4.10. Budte

(4.229) @) = i AgtF
k=0

(4.230) g(t) = f:Bktk
k=0

dvé mocninné Fady s kladnymi poloméry konvergence a necht platf
{4.231) fHg(t) = 1.
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Necht déle plati Ay > 0 prok =0,1,... a Agp1Ar—; — A} >0prok =1,2,....
Pak plati B <0 prok =1,3, ...

Dikaz. Z pfedpokladi Ay >0,k =0,1,... a Ags1Ar_1— A2 >0,k =
=1,2,...plyne, Ze je Apy1/Ar > Ax/Ar_1prok = 1,2, . ... Posloupnost Agy1/A4z
Je tedy rostouci, takie plati

Apg1 | An_ip1
4,232 —_ >
( 3 ) An > An—k

prok=1,2,...,n. Z identity (4.231) plyne, Ze je AgBy = 1, A1 By + AgB1 =0, . ..,
checné

(4233) AgBy+ Ap 1B+ ...+ AgB, = 0.

Jetedy By = 1/Ap > 0, By = —A; By/Ap < 0. Vynésobime-li rovnici (4.233) &islem
Ant1 a rovnici, kterd vznikne z rovnice (4.233) zdménou n za n + 1 &islem —A4,,,
a vzniklé rovnice seéteme, dostaneme
1
Bny1 = 5 [(Anp1An—1 — A An)B1 + (Anj14n_2 — AyAn_1)Ba+
ApA,
(4234) +...+(Anprhnk — AnAn_p41)Bi + ...+ (Angido — Andi)Ba] =

=GR R (G- )
ot j—z(%—j—i)&‘

Nyni uz dokdZeme po¥adované tvrzeni snadno fiplnou indukef. Pfedpoklddame-li
totiZ, Ze platf By < 0 pro & = 1,...,n, plyne ihned z (4.232) a (4.234), %e je
B, ;1 < 0. Lemma je dokédzano.

Lemma 4.11. Pro |z[ < 1 je

(4.235) =t
In ;22

a plati

(4.236) e <0, i=12,...

Dikaz. Funkce na levé strand rovnice (4.235) je zfejmé holomorfni v okoli
bodu z = 0, takze ji 1ze v okoli tohoto bodu rozvinout v mocninou fadu. Protoze je
to navic funkce sudé, je rozvoj tvaru (4.235). Abychom dokézali nerovnosti (4.236),
poloZme v lemmatu 4.10

1 141/2 =1
237 ty)=—fIln——— = k
(4.237) ) =gplr—p 2; il

93



1. OBYCEJNE DIFERENCIALN{ ROVNICE - ULOHY S POCATECNIMI PODMINK AMI

a

By )
———r =gt cal gt + ...

141172
In {57
Nyn{ u# se snadno zjisti pfimym vypoftem, Ze viechny piedpoklady lemmatu 4.10
jsou splnény, takZe poZadované tvrzeni plyne z tohoto lemmatu.

(4.238) a(t) =

Uvedena lemmata n# umoZni pomerné snadno dokédzat véty 4.11 a 4.12. Dikaz
provedeme pro ob& tyto vity zaroveii, Bud tedy d4na linedrni k-krokova stabilni
metoda Fadu p 2 1. Definujeme-li funkei f pFedpisem

(4.239) 16 = (157) e (1) = 1(%) — (2),
kde '
(4.240) () = (755) " (125)

a ¢ je funkce definovand vzorcem (4.212), plyne ihned z véty 4.9, Ze nula je p-
nasobnym kofenem funkce f. Pro polynom s musi preto podle véty 4.10 platit

(4.241). s(z)=bo+biz+...+ bP_lz"'l
kde b; jsou koeficienty rozvoje funkee r(z)/In 112 tj.

1—.7, '
r(z}

(4.242) bo+biz4...= l__nu%‘-:'—-;’-
Stupefi polynomu s viak smf byt nejvyse k. Proto, je-lip £ k+ 1, lze polynom s
#volit k libovolnému polynomu r. Je-li v8ak p > k& + 1, musi byt polynom r takovy,
Ze plati
(4243) bk+1 = bk+2 ... =0p1 = 0
(srv. pozndmku 4.6). Na otdzku po existenci stabilnf k-krokové metody Fadu vétstho
net k + 1 tedy odpovime, sestrojime-li polynom r tak, aby spliioval podminky
stability a aby pro ngj platily rovnice (4.243). Vyjédfeme proto koeficienty b; pomoci
koeficientl polynomu r (kieré ozna&ime jako v lemmatu 4.9 a;). PoloZime-li jesté
a; = 0 pro i > &, platf podle lemmatu 4.9 (je p 2 1, a tedy g(1) = 0) a podle vzorce
(4.242)

oc

(4.244) i aga2 Y eyt = i buz",

=0 i=0 =0

kde koeficienty ca; jsou dény revnici (4.235). Porovnanim koeficientd u stejngch
mocnin na levé a pravé strang identity (4.244) dostaneme

(4.245) boy = agugi100+ agp_1cz+ .. .+ G102,

boy41 = azuqaco + Bavea + ...+ azcoy.
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Podle lemmatu 4.11 je e3; < 0 pro i = 1,2, .. Vzhledeni k leznmatu 4.9 miiZeme
predpoklidat, Ze plati a3 > 0 a e; 2 0 pro ¢ = 2,3,..., nebot v opainém piipadé
bychom misto metody dané polyrniomy g a o uva¥ovali metodu danou polynomy —g
a-—-o.

Bud nejprve k liché. Pak vzhledem k tomu, co jsme pravé fekli, je

(4246) bk+1 =dapcz+ ...+ a1c:41 < 0.

Z4dnou volbou polynomu r tedy nelze dosdhnout toho, aby platilo b1 = 0. Odtud
vBak u% thned plyne véta 4.11.
Bud nyni k sudé. Pak plati

(4.247) bpyr = ageg + ...+ agci.

K tomu, aby mohlo byt bgyy = 0, je tedy niuiné a staéf, aby az =ag = .. = a; =
= {. V tomto pFipadé je polynom r licha funkce, tj. plati r(z) = ~r(~z). Protoze
polynom r nemiiZe mit v déisledku stability kofeny v pravé poloroving, musi tedy byt
jeho kofeny ryze imaginérni (a nula). Polynom g musf mit proto kofeny v absolutn{
hodnot& rovny jedné (viz lemma 4.6). Protoie je a; = 0, je polynom r stupné & —1;
~1 je tedy kofenem polynomu p (viz lemma 4.7). Pro koeficient i plati

(4.248) brpps = ap_1ca4 ... Faiceyr <0,

takie Zaddnou dalsi specialni volbou polynomu r nelze docilit, aby f4d byl v&t3i nez
k + 2. Tim je dokonéen ddkaz véty 4.12.

Z véty 4.12 vidime, Ze v8echny koFeny polynomu ¢ optimalni k-krokové metody
se sudym % jsou podstatné ve smyslu odst. 4.2.3. Miize se tedy stit, Ze ndkteré
z t&hto metod jsou slab& nestabilni. Nasledujici v8ta ukazuje, %e je tomu tak pro
viechny tyto metody.

Véta 4.13. Bud dana k-krokovd metoda se sudym k, kterd je optimélni ve
smyslu véty 4.12. Pak pro ristovy parametr A pfisluiny ke kofenu £ = —1 polynomu
¢ plati

(4.249) A< -1
Dikaz. Je
(4.250) a2

T d(-1
Vyjddieme hodnoty ¢'(£) a ¢(§) pomoci hodnot polynomfi r a s definovangch vzorei
(4.219) a (4.240). Protoze zfejms plati p(€) = (1 + &)*r{(€ - 1)/(€+ 1)) a a(¢) =
= (1+0%((€ - /(€ + 1)), je ¢'(€) = k(1 + & "r((€ ~ /(€ + 1)) +2(1+
+ &£)¥2r'((€ — 1)/(£ + 1)). Odtud méme
E-1 -1

(@2 ¢(-1)= lim [k(l ¥ E)khl’"(m) Fol+ g)k_z,ﬁ:(m)] .
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ProtoZe polynom r je stupné & — 1, dostdvdme z tohoto vzorce, e je
(4.252)  &(-1) = (=1 12* Ykay_y + (-1)P 22k — Dag_1 =
= (1) 12%1gy .
Analogicky dostdvame, Ze je
(4.253) o(—1) = (—1)*2%,.
Celkem je tedy podle (4.250)
2b;

ag-1

(4.254) A=

Dosadime-li do této rovrice podle (4.245), mame

(4.255) A= (caak-1 +ca@ros+ ...+ cray) S 2eg,

k1
nebot &isla eq; jsou zidporni a a; nezépol.'ni Tvrzeni véty nyni plyne z toho, Ze je
¢; = —1/6, jak se snadno zjisti ze vzorce (4.235).

4.3 Uziti linedrnich mnohokrokovych metod

UZijeme-li k feSeni dané diferenciilni rovnice implicitni metodu, je nutné pfiblizné
fefeni poéitat z obecné nelinedrni rovnice. Proto otazka, jak to ulinit co nejefek-
tivnéji, je znalné dileZitd. Ne% se na ni pokusime odpovédét, vimneme si poné-
kud podrobnéji, k €emu viibec implicitni metody potfebujeme, kdyZ u explicitnich
metod zminéné problémy vibec nenastanou. Z pfedchoziho vykladu vime, Ze ma-
ximaln{ dosaZitelny ¥dd D-stabilni k-krokové metody je u explicitni metody nizsf
nef u implicitni metody. Vypotitat vice pocatetnich hodnot, které vyZzaduje uziti
metody s v&t&f hodnotou k&, v8ak nepfedstavuje #4dny vainy problém. Proto neni
vidét #4dny na prvni pohled patrny diivod, pro€ nedat pfednost explicitni metodé
s vétE hodnotou k&, kterd ma stejny ¥ad jako uvaZovana implicitni metoda. Impli-
citni metody vSak maji daldi vyhody proti explicitnim metodam, nef jen to, Ze maji
pfi daném k vy38{ ¥ad. Jako p¥iklad porovndme z nékolika dalSich hledisek expli-
citni Adamsovy-Bashforthovy metody a implicitni Adamsovy-Moultonovy metody.
Vysledky jsou shrouty v tabulce 4.10, v niZ p znaéi f4dd metody, Cpy1 konstantu
z definice 4.2 (coZ je v tomto p¥ipadé konstanta chyby ve smyslu vzorce (4.167),
nebof u Adamsovych metod je ¢'(1) = 1) a (,0) je interval absolutni stabili-
ty. Z tabulky je vid&t, %e implicitni Adamsova metoda tého¥ fadu jako explicitni
metoda méd mensi konstantu chyby a vétsi interval absolutni stability. Tak napf. tfi-
krokové implicitni metoda m4 interval absolutni stability 10krat vétsi a konstantu
chyby asi 13krat mensi neZ étyfkrokova explicitni metoda, ktera je stejného Fadu.

vivs

Toto pozorovani je typické i pro daleko obecnéjsi piipady a pro explicitni metody
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natolik nevyhodné, %e se jako samostatné metody uzivaji v praxi jen =z¥idka. Hra-
Ji vBak dileZitou roli v souvislosti s tzv. metodami prediktor-korektor, které nyni
popiseme.

Tabulka 4.10

Porovndni Adamsovych explicitnich a implicitnich metod

Adams-Bashforth Adams-Moulton
» 2 3 4 2 3 4
k 2 3 4 1 2 3
5 3 2581 1 1 19
Opt1 | 1z 8| T | T3 | Tm | i
[} 3
a -1 -i1 = -0 -6 -3

4.3.1 Metody prediktor-korektor

Pri uziti implicitni mnohokrokové metody je tfeba v kaidém kroku Fefit rovni-
ci (4.58) pro nezndmou y, 4, cof se vétéinou provede postupnymi aproximacemi.
V kazdém kroku t&chto iteraci je t¥eba vypoéitat hodnotu pravé strany dané dife-
rencialni rovnice. Protoze vypoéet hodnoty funkee f spotfebuje vétSinou mnohem
vice vypotetniho Casu ne# vSechny ostatni poZetnf operace, které je tieba v jednom
kroku provést, snaZime se minimalizovat poéet potfebnych iteraci, tj. snaZime se
volit po€itedni aproximaci yio_')_k tak pfesnou, jak je to jen mo#né. Toho dosdhne-
me tak, Ze k jejimu uréenf poufijeme vhodnou explicitni metodu. Explicitni metoda
vzitd k tomuto cili se nazjva prediktor a piivodni implicitni metoda, kterou uzijeme
v iteracich, se nazyva korektor.

Postupovat mlZeme dvojim zplisobem. Prvni zplisob spo&ivad v tom, #e v ite-
racich pokragujeme aZ do ,konvergence, coi v praxi znamena tak dlouho, a% je
splnéno néjaké kritérium typu Iy&’_:}:) — i’_?_kl < ¢, kde € je pfedem dana tolerance
(srovnatelnd nejéastéji s velikosti lokalni zackrouhlovaci chyby). Ziskanou hodnotu
yi’:kl) pak pokladame za p¥ijatelnon aproximaci pfesné hodnoty Yn+k- PE1 tomto
zplisobu nelze pfedem udat pocet hodnot funkce f potiebnych k provedeni jednoho
kroku metody. Ziskana hodnota yfl:"kl) vEak nezavisi na pofiteéni aproximaci, takie
lokalni chyba i charakter stability metody jsou uréeny pouze korektorem.

Pfi druhém zplisebu providime v ka¥dém kroku vidy pevny poiet iteraci, takie
pocet funkénich hodnot potiebnjch k provedeni jednoho kroku je pfedem znim.
Pfi tomto postupu uZ neni pravda, Ze stabilita a lokilni chyba jsou urfeny pouze
korektorem, cof mize mit podstatny vliv na vybér dvojice prediktor-korektor.

97



L OBYCEJINE DIFERENCIALNI ROVNICE - ULOHY S POCATECNIMI PODMINKAMI

Nyni popiSeme naznaeny postup podrobn&ji. Necht explicitni metoda uita jako
prediktor je metoda

3 E—1

(4.256) D 0 nty = h > B (Ensus Yogr)
ry=0 v=0

a implicitni metoda vZita jako korektor je metoda (4.57). Protoze se ¢asto ukazuje
vyhodné uZit prediktor stejného Fidu, jako je Fad korektoru a protoZe, jak vime,
uimplicitnt metody lze dosdhnout p¥i daném k vysstho ¥4du ne¥ u explicitni metody,
e €asto vhodné pou#it prediktor s vEt3{ hodnotou sla &, ne# je pifslusnd hodnota
u korektoru. Abychom mohli formalné jak v prediktoru, tak v korektoru uzivat tutés
hodnotu &isla &, dohodneme se, %e v tomto odstavci upustime od pozadavku, Ze éisla
& a fp nejsou soutasné rovna nule, take nyni p¥ipoustime v korektoru i pifpad,
Ze je ag = fp = 0. Necht déle m 2= 1 je pevné zvolené &islo. Pak za piiblizné Feseni
v bod€ z,1; ziskané uzitim prediktoru a m-nasobnjm uZitim korektorn budeme
pokladat &islo y,("_':k vypoétené pomoci rekurenci

k-1 k-1
(4.257) aiyige + 3oyl =B B H(zapu, v,
v=0

v=0

k-1
wrgge) + 3 ol 4 MG F (e, u )+
=0
k—1

+hzﬂl’f(mn+v,y1(1'-’ll—)u)l s:O,...,m—l.
=0

V praxi se z¥{dka uZiva hodnoty m vétsi nei 2.

Pod metodou prediktor-korektor se vétsinou v literatufe rozumi pravé popsand
metoda, nékdy dokonce jen jejf specialni pFipad s m = 1. Z4dn4 z téchto metod
nespadd do tfidy linedrnich k-krokovych metad, nebot velitiny 3™ a Flz, yimh)
v nich nevystupujf linearné. Pfedchozi teorii tedy nelze bezprostfedn& uzit a ma-li
mft metoda (4.257) rozumny smysl, musime vySet¥it jeji konvergenci. (mezime se
pfitom na p¥ipad m = 1.

Véta 4.14. Bud déna D-stabilni mnohokrokové metoda (4.57) Fédu p 2 1
a explicitni metoda (4.256) Fidu p* 2 0. Necht jsou ddle splnény predpoklady (i)
a (ii) z ¢l. 1 a necht presné Fedeni je dostatein& hladké. Nechf konein& poédtedni
podminky jsou diny s pfesnosti O(h"), kde r = min(p* + 1, p), nebo vy33. Pak pro
pribliZné Feseni y,(} vypoétené metodou prediktor-korektor (4.257) s m = 1 plati
proh—0, 2, =z

(4.258) ¥ = y(za) = O().
Didkaz Protoze prediktor je fadu p* a korektor fddu p, plati pro kazdou
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dostateéné hladkou funkei y, a tedy také pro piesné Fesent

k k-1
(4259) 3 o3u(mass) = kY By (Bnss) = Cpo v F0(ma )R H1 4 O(RP"+2)
r=0 =0

a

k k
(4260) zavy(rn+v) hz.ﬁuy'(zni—u) . Gp+1y(p+1)(3n)hp+1 + O(hp+2).

v=0 v=0

(0)

Zavedeme-li veli¢iny e, a e, Q)

8~ y(zn) 2 e = 0 = y(z,), je

rovnicemi e, = Y5

k-1
(4.261) azeio_')_k + Z Gleniy =
v=0
k-1 . . .
=Y Bigntvents = Cpey ¥ (2 )h? 7+ 4 O(A?7+2)
v=0

a

% k=1
{4.262) Za,,en.H, = hﬁkgg?ke,(,o_l)_k +h Zﬁuyn+u€n+u—
v=0

v=0

= Cp1 D ()P (2 )WPH! + O(RPF?),

kde jsme polozili

(4.263) g = [ fzmpibicfenste)  proe, 20
' " 0 proe, =10
a
1w f(2n9(zn) (o)
Almei bl proey’ #0
(4.264) 0 = €

0 pro eE.O) =0.

Vyloutime-1i z rovnic (4.261) a (4.262) velitinu EE&)_ &, dostaneme

k k-1
(4.265) Zaven+v hz [ﬂugn+u + %gs:?.k(_a: =+ hﬁ:9ﬂ+V)] Entr =
»=0 k

v=0
- %gfﬂkC$-+1y(”'+”(wn)h"“ = o1yt ()P ¥+
k
+ O(R""+3) + O(R?12) = O(K™ ).

Protoze polynom dany koeficienty «, spliuje podminky D-stability a protoZe chyba
v pocatetnich podminkach je fadu O(k"), plyne tvrzeni véty ihned z lemmatu 4.3.

Z pravé dokizané véty vidime, Ze ke konvergenci metody prediktor-korektor v na-
mi uvaZovaném pfipadé m = 1 neni viibec tfeba, aby prediktor byl D-stabilni.
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Dvale Jje rov.vn‘éi vidét, %e k tomu, abychom doséhli touto metodou stejnou fadovou
Ezesnost, Ja]FD kdyb?'chom pouzili pouze implicitni metodu danou korektorem (3.

ylj_;:chom iterovali do kenvergence), miize byt Fad prediktoru o jednitku meni
neZ fad korektoru.

P?’znan'mka 47 V pfipadé obecného m zistiva véta 4.14 v platnosti,
poloZime-li r = min(p* + m, p)- Diikaz je ipiné stejny.

I.Jvédoplime—li sl, e technika, kteron jsme w#ili k dikazy véty 4.14, je zcela ana-
!oglizk'é., !ako technika ufitd v podobné situaci v pfipadé mnohokro}kové metody
Jje zre_]{ne, e pro metodu prediktor-korektor plati i tvrzeni analogicka k ostatnirr;
tvr?.elqm, kt.eré Jsme dokézali v pFipads linedrn{ mnohokrokové metody. Specidlng
aplikujeme-li metodu (4.257), opdt s m = 1, na rovnici ¥ = Ay, dostaneme pro

piiblizné feseni yg.l) rovnici

k k-1
4.2 . Pr - »
(4.266) e, =hay [5 + o (-5 + A4,
r=0

v=0

.TO Je opét linedrni diferenéni rovnice s konstantnimi koeficienty. Platf tedy vzorec
zcela analogicky ke vzorci (4.205), jen ristové parametry jsou nyni jiné. Cisla );
ve vzorci (4.205) jsou toti# definovdna rovnici (4.155), kde £; je koren ch;u'aktexrisj
tického polynomu § diferenéni rovnice (4.145} a & je kofen polynomu 0. Ritstové
parametry /\SIJ uvajované metody prediktor-korektor Jsou tedy definovény rovnici

(4.267) EV =g+ 2Pha+ 07, i=1,. .m,

kde él) Je kofen polynomm 1) daného rovnici
(4268) §() = o(6) ~ nA{o(e) ~ pue* + L (&) + apet + hAc(€)]} =
E
= - — ﬂ * ﬂ *
of€) = halo(e) - Zea"(©) + nALEo%(0)

a m je polet podstatnjch koFenii polynomu g. Postupem zcela analogickym jako
v odst. 4.2.3 plyne z rovnice (4.267) a (4.268), %e plati
S\ o(&) - B o (&)
1) H
&' (&)
Pritomnost prediktoru méni tedy ristové parametry korektoru, a tim také asym-

ptot.vlliké chovéani chyby. V nésledujicim pfikladg ukizeme, jak lze této skutefnosti
vyukit.

(4.269)

Piiklad 4.3.  Uvazujeme Milnovu-Simpsonovu metodu (srv. odst. 4.1.5)
(4‘270) Un+2 —Un = %h(fn+2 + 4fn+1 + fﬂ)
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Tato metoda je fadu 4, je tedy optimalni ve smyslu véty 4.12 a podle véty 4.13
je slab& nestabilni. (Pfimym vypottem zjistime, Ze je Az = —1/3.) Jeji nziti mize
byt v piipads nikterych rovnic nebezpeiné. Piibereme-li k metodé (4.270) metodu
(4.87) jako prediktor a korigujeme-li pouze jednu, dostaneme metodu prediktor-
korektor Fadu 4, nebot metoda (4.67) je fadu 3. To, %e metoda (4.67) nenf samos-
tatnd poufitelnd, nebof nen{ D-stabilni, u prediktoru podle véty 4.14 nevadi. Ze
vzorce (4.269) snadno vypodteme, fe riistovy parametr )«21) pravé sestrojené metody
je roven jedné. P¥itomnost vhodného prediktoru odstranila tedy slabou nestabilitu
Milnovy-Simpsonovy metody (4.270). V tabulce 4.11 jsou uvedeny vysledky kon-
krétniho numerického feseni diferencislnf rovnice ' = 1—y? s poéateéni podminkon
%(0) = 5 metodou (4.270) a metodou prediktor-korektor (4.67) a (4.270).

Tabulka 4.11

Teen diferencidlni rovnice ¥ = 1 — y?

Milnova-Simpsonova metoda Metoda prediktor-korektor
(4.67) a (4.270)
Yn En n €n
190 1,0034734603 —0,0000508966 1,0035243768 0,0000000139
191 1,0034671476 0,000051 4090 1,003 4157504 0,0000000118
192 1,003 258 5026 -0, 000\051 9709 1,0033104865 0,0000000131
318 0,9998711821 —0,0001932573 1,0000644396 0, 0000000003
319 1,0002577145 0,000195 2578 1,0000624569 0,000 000 000 2
320 0,9998632092 —0,000197 32569 1,000060 5353 0,000 000 000 2

V obou piipadech byl uZit integraini krok A = 1/64 a hodnota y; byla vzata
z presného Feleni. Vidfme, %e vysledky jsou i v nelinedrnim pifpadé takové, jak
jsme teoreticky oéekavali.

Zavérem tohoto odstavce jedté poznamenejme, e metoda dand rovnicemi

k=1 k-1
(4.271) oy + 3 alelE, = b Y B f(@nri vty ),

v=0 v=0
k-1
(3+1) (m) _ (s)
akyn+k + Zauyn-l-u - hrﬁkf($"+k’yﬂ+k)+
r=0

k-1
+hzﬁvf(£n+u)y'(:i;1))’ s=0,...,m—1,
=0
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se rovnéZ nazyva metoda prediktor-korektor. Rozd{l mezi ob&ma popsanymi varian-
tami je v tom, Ze v kaZdém kroku uZivime v bodech, v nichz uZ je pFiblizné feSeni
vypotteno, v pfipadé metody (4.257) hodnoty f(z., y.(-m)), zatimeo v pfipadé me-
tody (4.271) hodnoty f(:c,-,yrm_l)). P#i zpisobu daném rovnicemi (4.257) je tedy
nutno vypocitavat o jednu hodnotu pravé sirany dané diferencialni{ rovnice vice nez
pii zplisobu (4.271).

Abychom byli schepni struéné a jednoznaZnd popsat, ktery z uvedenych zpfiso-
bl mame v konkrétni situaci na mysli, zavedeme nésledujici symbolické znageni
{které je v literatufe tykajic se problematiky feseni diferencislnich rovnic uz zcela
standardni}. Symbolem P oznafime uit{ prediktoru, symbolem E vypoéet hodnoty
pravé strany a symbolem C uziti korektoru {diivody k zavedeni t&chto symboli jsou
mnemotechnické a pochazeji od anglickych slov prediction, evaluation a correction).
Postup (4.271) s m = 1 se tedy uzitim této symboliky zapiie jako PEC,s m = 2
jako PECEC = P(EC)? atd. obecng P(EC)™. Postup (4.257) je pak oznafen
PECE, P(ECY’E atd. Z uvedeného zépisu je také hned vidét, kolikrat je ticba
v jednom kroku vypoéitdvat hodnotu pravé sirany dané diferencialni rovnice.

Teoretické zkoumani metod prediktor-korektor v rezimu P(EC)Y™ je obdobné,
jako tomu bylo u metod P(EC)™E.

4.3.2 Volba integraéniho kroku

Jeden z nejnesnadnéjsich problémi, ktery je tfeba rozfesit pfi konkrétni aplikaci
mnohokrokové metody, je volba integraéniho kroku. Odhady celkové diskretizac-
ni chyby neposkytuj{ k této volb& vhodné voditko, nebotf jsou skoro vidy natolik
pesimistické, #e vedou k zbytetnd a &asto také nelnosné malé hodnoté integrac-
niho kroku. Proto se vét§inou uZiva pri FeSeni této otdzky pfistup, kdy integratni
krok se voli tak, aby lokdin{ diskretizaéni chyba byla pfijatelné mald a aby &islo
z = hdf /Dy lefelo v intervalu stability u¥ité metody, co? zabrdni nebezpeénému
nakupeni lokdlnich chyb v dal§im pribéhu vypoétu. Pfi odhadu lokaln{ diskretizac-
ni chyby podle (4.141) vznikd zna&né praktickd obtiZ spoéfvajici v nutnosti odhadu
(p + 1)-n{ derivace hledaného fefeni. UZijeme-li viak vhodnym zpiisobem metodu
prediktor-korektor, mifeme se nutnosti odhadu vy&sich derivaci vyhnout ufitim
postupu, ktery pochézi od W. E. Milueho. PopiSme jgj v pfipadd metody PECE
a za zjednodudujictho pfedpokladu, ¥e hodnoty y,,...,#ntk—1 vypoltené v pfe-
deslych krocich jsou rovny hodnotdm piesného IeSeni. Za tohoto predpokladu je
piiblizné feSeni ddno rovnicemi

k=1 k=1
4272) o+ (@) = B Y B F (Zntss ¥(Znts)),
=0

v=0

k-1
akyw('al{)-k + Zauy(mn+y) = Al f(#nir, y&?k)“‘

v=0
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k-1

+h Z ﬁu.f(wn-l-l': y(fo'V )) .
v=0

Pfedpokladéme-li, Ze prediktor a korektor maji stejny ¥ad p, plati (pro kaidé do-
statetn& hladké fefen{ dané diferencialni rovnice)

k k-1
(4.273) Z W Zaty) = h Z 5:f(-7;n+u y y($n+v))+
v=0 r=0

+ C;+1y(”+1)(zn)h"+1 + O(hPY),

k k
Z avy($n+v) =h E ﬁuf(-"«'n+v; y($n+v))+

v=0 v=0

+ Cp.|.1y(P+l)(:1!:.-,)]1‘H'1 + 0(hp+2).

Odeéteme-li prvni rovnici (4.273) od prvnf rovnice (4.272) a druhou rovnici (4.273)
od druhé rovnice (4.272), dostdvime

(4.274) [0 — U(zasa)] = —Cpprd® D (@a) W7 + O(RPH)
a
(4.275)  aalyly — s{Enti) = = Corrg® V(2 B2 4 O )+

+ hf [f($n+k,yv(1(?.k) — f(@ntr, y(@ngr))] =
= - Cp+1y(“+1)(a:n)h"+l + O(RP+?).

Vsimnéme si, Ze vzorec (4.275) znovu dokazuje skuteénost zndmou ndm uz z di-
kazu vty 4.14, totiZ, %e hlavni £4st lokalni chyby metody PECE je za pfedpokladu
rovnosti FAdu prediktoru a korektorn stejnd jako hlavni{ é4st lokalnf chyby korekto-
.

Vylouéime-li nyni z rovnice (4.274) a (4.275) hodnotu pfesného Feseni y(zn4x)},
méame

a .o Cost  Cpnr 1 1 2
(4.276) = (SR - 2Lt ()t 4 O(hH2).

yn+k' - yn+k - a: @

Plati tedy celkem
Coi Copin-t
1 +1 +1 —p—1p. (1 0
(4.277) PP (ea) = (222 2 e, g0 )+ o),
k k
co% je zminény Milnis vzorec. Podirhnéme jesté jednou, Ze rovnost fadf prediktoru
a korektoru je zde podstatny piedpokiad.

Abychom byli schopni zvolit integraéni krok tak, aby byla zarucena stabilita,
potfebujeme odhadnout velikost &sla 8f/0y v kazdém kroku. To pak umoini vy-
poéitat &islo z = hdf/By a posoudit, zda lei{ v pfedem zndmém intervalu abso-
lutni {relativni} stability. Jedna z moZnosti, jak to provést, vychdzi opét z metody
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prediktor-korcktor v refimu PECE a spotiva v uiti takika zigjmého priblizného
vzorce
1)y _ ()
(4.278) 2= hg_f o p e y"gf) ! ((,jj”““ o)
y Yotk — Unti

Tento postup viak nelze jednoduse pfenést na piipad soustav diferencialnich rovnic.

4.3.3 Zména integraéniho kroku

V piedeslém odstavci jsme struéné shrnuli pozadavky, které je tfeba kl4st na p¥i-
pustny integraéni krok. Aby vypoéet probihal co nejekonomitéii, je Zddouci, aby
se integraéni krok volil co nejv&tsf. PHipomenut4 kritéria viak na ngj mohou klist
v rizné fizi vypoltu nestejné ptisnd omezeni. A nalezneme.-li tedy moZnost, jak
v pritbéhu vypoitu integrainf krok ménit, bude patrné vysledny algoritmus ekono-
miét&jsim, nek kdy# se této mo?nosti vzdime.

U Rungovych-Kuttovych metod zména integraniho kroku nepfedstavuje zadny
technicky problém, nebot provést jeden krok této metody znamend vlastné feSit
novou filohu. V p¥ipadé k-krokovych metod je situace odlisna, nebot k vypoitu
pfiblizné hodnoty yn+r v bodé z,,; je zapotiebi znat piiblizné hodnoty hleda-
né funkee y a funkee f v bodech Tntk-1,---;2n. Ty mohou byt ui vypoiteny
v pfedchozich kroefch, ale také tomu tak nemusi byt. Jestlize napf. pfed vypog-
tem pfiblizné hodnoty y,4) Integraéni krok zdvojndsobime (tak se to Gasto d&la,
dovoluji-li velikost lokilni chyby a pozadavky stability zvétsen! integraéniho kro-
ku), jsou viechny potfebné hodnoty k dispozici, nebof jde o hodnoty v bodech
Tntk-1,Zntk-3,- .., En_k+1 2 ve vBech t&chto bodech se pfibliiné Fefeni v pied-
chozim pritbehu vipo&tu v poditalo. Nékteré z téchto hodnot si viak nebylo tfeba
pamatovat pii vypottu s pevnym integraénim krokem, a tedy 1 pfi zvétSovani in-
tegracniho kroku mohou vzniknout jisté nevelké programovaci obtfse. Jestlize viak
integraéni krok pfed vypottem hodnoty Yn+k rozplilime, potfebujeme zndt hod-
noty funkce y a f v bodech Tatk=1) Tntk-3/2s -+, Lng(k-1)/2, DEifemnE ty z nich,
kde p¥fsluiny index neni celé &islo, se v pfedchozim vypoctu nepoéitaly. V dalsim
vikladu naznaéime tfi zpiisoby, jak tyto dodateiné hodnoty ziskat.

Patrné nejjednodussi z programéatorského hlediska je zplsob, kdy se na tento
problém divime jako na specialni problém ziskani potétetnich hodnot pro u#iti
mnchokrokové metody. Pro vipoéet potiebnych hodnot funkee y pouzijeme tedy
napf. Rungovu-Kuttovu metodu a potfehné hodnoty funkce f pak dopoéteme vy-
pottenim hodnot pravé strany dané diferencialni rovnice.

Druhy zplisob spotivd v dopo&itani potiebnjch hodnot funkee ¥ pomoci stan-
dardni interpolace. Samozfejmé je t¥eba volit interpolaéni vzorec tak, aby chyba
interpolace byla stejného Fadu, jako je lokalni diskretizaéni chyba pouZité metody.
Upozornéme, Ze v piipadg, #e dvojice prediktor-korektor je tvofena Adamsovou-
Bashforthovou a Adamsovou-Moultonovou metodou, je potfebnd funkéni hodnota
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funkce y vidy zndmé, nebot jde o hodnotu y,4z_1, takie lze interpolovat p¥mo
funkei f, coZ uSetfi podet potfebnych vypoiti funkénich hodnot pravé strany dané
diferencialnf rovnice.

Koneéné se pouZiva postup, kterj pochézf od A. Nordsiecka a Jjehoz zakladni
myslenka spoéiva, v tom, Fe misto hodnot funkce y a # v nékolika bodech (které
potiebujeme v dalsim kroku metody) se uchovévaji v paméti derivace lokdlniho
interpolaéniho polynomu, ktery predstavuje ptiblizné fedeni, v jediném bod&. Do
dalsich podrobnosti zde uz nebudeme zachézet; upozornéme pouze, Ze tento postup
je ve srovndni s pfedeslymi z programétorského hlediska komplikovanéjsi.

5 Porovnani mnohokrckovych metod
a Rungovych-Kuttovych metod

V tomto &ldnku se velice struéng dotkneme zavazného a z praktického hlediska
nepominutelného problému vybéru konkrétni metody k pFibliznému feSeni kon-
krétni matematické idlohy. Tento problém prolind celon numerickou matematikou
a chceme-li Fedit jakoukoliv matematickou tlohu a% od konce (tj. a% do ziskdni
konkrétnich &fsel), musime se s nfm tak & onak vyrovnat. Pondkud paradoxné na
prvnf pohled je situace svym zpiisobem jednodusii v téch pfipadech, kdy je dloha
natolik slofitd, Z¢ jsme radi, e mame k jejimu FeSeni k disposzici vibec né&jakou
metodu Existuje-li viak cel4 tfida metod a to jest& pro celou t¥idu Gloh, je otdzka
vybéru nejvhodnéjsi metody nesmirné sloZitd a v soudasné dobé zatim matema-
ticky obecné neroziedend. Pfi prakticky nezbytném vybéru konkrétni metody jsme
tedy nuceni se fidit pouze uritymi voditky, kterd se budou oviem opirat o mate-
maticky pfesné definované pojmy a rigorézné dokizani tvrzeni. To také je diivod
diileZitosti podrobného teoretického zkoumént pfiblizngch metod a tomuto tdeln je
také podfizen obsah této knihy. N4sledujic{ porovnan{ Rungovych-Kuttovych me-
tod a metod prediktor-korektor u¥itjch v refimu PECE je proto nutno chépat
pouze jako priklad postupu pfi praktické inferpretaci teoretickych vysledki, ktery
ani zdaleka nevy€erpava zmin&nou problematiku.

Metody obou zmin&nych skupin budeme porovnavat z hlediska lok4lni presnosti
(k jejiz hrubé charakteristice slousi Fad metody), z hlediska charakteru stability,
z hlediska pracnosti (méfené mnoZstvim vypoétd hodnot pravé strany) a z hlediska
sloZitosti algoritmu, a tim také slo¥itosti programovani.

Vsimnéme si nejprve lokdlni pfesnosti metod, které majf stejny ¥4d p. M&-1i pre-
diktor a korektor ¥4d p, je hlavni &4st lok4lni diskretizagni chyby metody prediktor-
korektor ddna vyrazem

(5.1) CyPH)(z, )aPHE,
kde C = Cp11/0(1) je konstanta chyby korektoru. Hlavni &&st lokalni diskretizagni
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chyby Rungovy-Kuttovy metody je tvaru

(5:2) go(zn,y(a:ﬁ))hp+1,

pFi¢em¥ v zévisi na pfesném Fefeni dané diferencidlni rovnice podstatné kompliko-
vanéji ne# v pfipad& metody prediktor-korektor. Abychom to konkrétné dokumen-
tovali, staff se podivat na vzorec (3.65), v ném¥ je uveden tvar této funkce pro
standardni Rungove-Kuttovu metodu étvrtého ¥adu. Z uvedenych vzorcl je vidét,
%e pfimé srovnéni hlavnich &4sti lok4ni diskretiza&ni chyby neni mo#né. Praktické
zkudenosti viak ukazujik e lokdln{ chyba Rungovych-Kuttovych metod &tvrtého
Fddu je vétdinou mensi nez lokdlni chyba metod prediktor-korektor tého# ¥4du. To-
to srovnani se viak miiZe zménit, uéinime-li pfedpoklad, 7e budeme porovnavat
metody stejiého fadu za dopinujici podminky, 7e ob srovnivané metody uifvaji
tenty# pocet hodnot pravé strany dané diferencidln{ rovnice. ProtoZe pro p < 4
existuji Rutigovy-Kuttovy metody ¥adu p vysadujici p hodnot pravé strany a ne-
existujf metody, u nich? je tenfo polet niZéi, a protoie metody prediktor-korektor
u#ité v refim PECE vyZaduji dvé funkéni hodnoty na jeden krok, lze p#i zachové-
ni stejné pracnosti uiit u metod PECE integratni krok, ktery je (2/p)-ndsobkem
integraéniho kroku Rungovy-Kuttovy metody. Za t&chto podminek je t¥eba vyraz
pto hlavnf ¢4st lokélui diskretizatni chyby metody PECE nahradit virazem
6:3) Cyo (e (),

r
ze kterého plyne, Ze pfi tomto zplhsobu porovndni je lokalnf chyba metod prediktor-
korektor u# vétsinou mensf ne% chyba Rungovych-Kuttovich metod.

Snaha porovnavat pfesnost Rungovy-Kuttovy metody a metody prediktor-
korektor pouze z hlediska poétu pot¥ebngch hodnot pravé strany bez ohledu na
jejich Fad nema dobry smysl, nebot u metod prediktor-korektor lze fad libovolné
zv¥Sit, aniZ by bylo t¥eba v§poétu daliich funkénich hodnot.

Velikost intervalii absolutni stability se méni s f4dem u Rungovych-Kuttovych
metod Gplné jinak neZ u linedrnich k-krokovych metod. Snadno se zjisti, Ze interval
absolutni stability Rungovy-Kuttovy metody fadu p uzivajici p hodnet pravé strany
(takové metody existuji jen pro p < 4) zdvisf pouze na p a nikoliv na konkrétni me-
tod&. Tyto intervaly jsou po fadé (—2;0), (—2;0), (—2, 51;0), (-2, 78; 0) pro metodu
prvniho af &tvrtéhio fadu, a tedy se s rostoucim fadem ponékud zvEtduji, Z tabulky
4.10 naproti tomu je vidét, ¥e intervaly stability Adamsovych metod se se zvSiZo-
vdnim fddu dosti podstatné zmensuji. Intervaly absolutni stability u Rungovych-
Kuttovych metod jsou piitom podstatné pFiznivéjsi ne? n explicitnich Adamsovyjch
metod. I u jinych explicitnich mnohokrokovych metod je tomu podobné a to je také
diivod, proé se tyto metody samostatné vétiinou nepouzivaji. Déle je tieba si uvé-
domit, Ze uzijeme-li implicitni metodu jako &4st metody prediktor-korektor, je tim
jeii interval absolutn{ stability rovnd% ovlivnén, v&tsinou pak nepifznivé. Tak nap¥.
PECE Adamsova-Bashforthova a Adamisova-Moultonova metoda étvrtého Fadu
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ma3 interval absolutni stability (—1, 25; 0) oproti intervalu (—3; 0) u &isté Adamsovy-
Moultonovy metody. Interval absolutni stability této metody prediktor-korektor je
tedy zhruba polovi€ni neZ u Rungovy-Kuttovy metody 4. Fddn. Uvidemime-li si
viak, Ze pil stejné pracnosti metoda PECE umoiinje uziti poloviéniho integraéni-
ho kroku neZ u standardni Rungovy-Kuttovy metody, je interval absolutni stability
takové metody vlastné dvojnisobny. Potom jsou v8ak standardni Rungova-Kuttova
metoda a Adamsova-Bashforthova-Moultenova PECE metoda z hlediska stability
v podstaté rovnocenné. Kromé toho, co bylo pravé fe€eno, je tfeba p¥i porovnava-
ni Rungovych-Kuttovych metod a mnohokrokovych metod z hlediska stability vait
také v fivahu, Ze je-li dana Gloha takového charakteru, Ze pfi jejim FeSeni vznikaji
vézné problémy se stabilitou, umoziiyji mnohokrokové metody mnohem vice pro-
storu pro modifikace zlepsujici stabilitu nez Rungovy-Kuttovy metody. Tak napt.
iterujeme-li s Adamsovym-Moultonovym korektorem druhého f4du do konvergen-
ce, je pHshiing interval absolutnf stability {—oo;0},-Tedy i porovnani z hlediska
stability spiSe mluvi pro metody prediktor-korektor.

Porovnéni Rungovych-Kuttovych metod a mnohokrokovych metod z hlediska slo-
#itosti programovani vyzni naproti tomu dosti jednoznaéné ve prospéch Rungovych-
Kuttovych metod. Nepotfebuji Z4ddné specidlni procedury na zafitkun vypoétu
a zména velikosti integratniho kroku v kterékoliv fdzi vipoétu rovnéi nepfedsta-
vuje technicky Zidny problém: Chceme-li viak ¥{dit velikost integraéniho kroku
na zakladé kritérii zformulovanych v odst. 4.3.2, je tfeba mit moZnost odhadnout
velikost lokdlni diskretizaéni chyby a velikost derivace 8f/dy. U metod prediktor-
korektor se tyto odhady ziskajf relativné jednoduse a hlavné lacino co do poitu
potfebnych operael {viz odst. 4.3.2). U Rungovych-Kuttovych metod je to sice také
mo#né (hlavni ¢4st lokalni chyby lze nap¥. odhadnout metodou poloviéniho kroku
analogicky, jako se to délalo pro celkovou diskretizaén{ chybu, viz cvié, 12, nebo lze
k tomu cili uZit dvon metod riiznych FAdd, viz Fehlbergova metoda (3.25)}, zaplat!
se viak za to v&tinou dosti vysoka cena ve variistu néroki na poéet operaci.

Shrneme-Yi vysledky porovnani, lze soudit, Ze zejména z hlediska univerzdl-
nosti a moZnosti Fizeni stability a velikosti lokdlni chyby je tfeba dat metoddm
prediktor-korektor pfednost pred Rungov-jnﬁ—Kut.tbvjmi metodami. Jednoduchost
logické struktury piislusného algeritmu je pak vjznamnou piednosti Rungovych-
Kuttovyech metod, takZe i tyto metody mohou byt dosti uZiteéné zejména v pfipa-
dech malych narokl na pfesnost.

Poznamenejme jesté, Ze v praktické situaci je vybér konkrétni metody Easto pod-
statné ovlivnén také tim, Ze je k dispozici skutetné fungujici a ovéfeny program.
Tento program pak vétiinoun poufijeme a spokojime se tim, Ze vybér metody za
nds vlastné uz provedl autor programu. Predchozi text mél slouZit zejména k tormnu,
aby &tenéii alespon nagnafil, jakymi sméry by se mély nbirat Gvahy pfi vytvéfeni
novych programd.
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6 Soustavy diferencidlnich rovnic a problematika
silného tlumeni

Mame-li feit Glohu s poitetnimi podminkami pro soustavu diferencidlnich rovnic
{1.1), Ize v principu u#it viechny metody, které jsme aZ dosud popsali a staéi pfitom
pouze pfedpokladat, Ze veliEiny y, a f; jsou m-dimenzionalni vektory. Vznikaji véak
také nékteré rozdily a nékteré nové problémy, které strufné popiSeme v nasledujicim
odstavci.

6.1 Linearni mnohokrokové metody

Linedrni k-krokova metoda pro feSeni soustavy (1.1) je ddna vzorcem

(61) ZCVV.VnHr =h Et@v n+v)

v=0
kde
{6.2) ¥ = (s, "0n)T, Ba=Cha )T
a
(6.3) o= (o s ")

Vsechny zékladni teoretické vysledky, které jsme zformulovali v él. 4 pro jed-
nu diferencidlni rovnici, jako jsou nap¥. véty o konvergenci, ¢ fddu metody atd.,
zlistdvaji v platnosti i v pFipad& soustavy diferencidlnich rovnic. Jen je tfeba si
uvédomit, ze lokalni chyba je nyni m-dimenzionalni vektor a nikoliv skalsr, a Ze
tam, kde se vyskytuji v riznjch odhadech absolutni hodnoty, je tfeba uiit n&jakou
normu v m-dimenzionalnim vektorovém prostoru.

V problematice stability p¥i pevném integra¥nim kroku vdak dochézi k podstat-
nym rozdilim. V definici absolutni nebo relativni stability se totiZ vyskytoval pa-
rametr z = hA, kde A byl odhad derivace 8f/dy pravé strany dané diferencidlni

s wr

rovnice. Roli tohoto &isla hraji nyni vlastn{ &isla Jacobiovy matice 8f /8y, tj. matice

& 2y 24y
8ly a2y amy
(6.4) of
dy :
il A hih & folish &
aly 3%y - amy

ProtoZe tato matice nenf obecné symetrick4, mohou byt jeji vliastni &isla i komplexni
a'za parametr z v definici intervalu stability je nyni tfeba vait komplexni &islo.
V souvislosti se soustavou diferencidlnich rovnic tedy mluvime o oblastech stability,
které se zavad&ji obdobné jako intervaly stability.

Kromé pfipadu nejjednodusiich metod nelze vétSinou popsat oblast stability ji-
nak ne# obrazkem. Jako pfiklad miZe slouZit obr. 6.1, v ném¥ je zndzornéna oblast
absolutni stability Adamsovy-Moultonovy metody &tvrtého fadu.
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Obr. 6.1
Oblast stability Adamsovy-Moultonovy metody &tvrtého Fadu

6.2 Rungovy-Kuttovy metody

Metody této tfidy lze rovn&i aplikovat Gplné beze zmény i v pEipad® soustavy
diferencialnich rovnic. Je jen tfeba pokladat veliciny & a k ve vzorcich (3.17) a (3.18)
za m-dimenzionalni vektory. Upozornéme v3ak na to, Ze ¥4d né&kterych Rungovych-
Kuttovych metod miZe byt v pfipadé soustavy rovnic niZif ne# v piipadé jedné
rovnice. Tento jev nastava pouze pro nékteré metody rfadu vyssiho nez 4, a ty se
v praxi malo uzivaji. U vSech metod vyssiho Fddu neZ 4, které jsme uvedli v odst. 3.1,
vBak tento jev nenastéva a jejich fad nezdvisi na tom, zda jsou uZity v piipads jedné
nebo vice diferencidlnich rovnic.

Pokud jde o stabilitu p¥i pevném integraénim kroku, plati toté%, co bylo Feceno
v souvislosti s linedrnimi &-krokovymi metodami. Ve shod& o tom, co vime o in-
tervalech stability Rungovych-Kuttovych metod prvniho a# &tvrtého fadu, které
uiivaji jednu aZ éy¥Fi hodnoty pravé strany, jsou pro tyto metody i oblasti stability
nezévislé na konkrétn{ metod&. Tyto oblasti jsou zndzornény na obr. 6.2.

6.3 Problematika fefeni diferencidlnich rovnic se silnym tlumenim

V mnoha oblastech aplikaci, zejména v problémech chemického inZenyrstvi a v pro-
blémech regulace, vznikaji soustavy diferencialnich rovnic, které vykazuji jev, ktery
je v anglicky psané literatufe znam pod jménem ,,stiffness“. Doslovny pieklad to-
hoto terminu ,tuhost* se ndm v €edtiné pfilis nelibi a budeme jej vatsinou opisovat
tak, e budeme mluvit o soustavich diferencidlnich rovnic se silnym tlumenim.
Podstatu tohoto jevu objasnime na nasledujicim jednoduchém p¥ikladé.
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Qbr. 6.2
Oblasti stability Rungovich-Kuttovych metod

Mgé&jme soustavu
(6.5) y' = Ay + b(z)
m linedrnich diferencidluich rovnic, kde A je &tvercova konstantni matice Fadu m

s navzajem riiznymi vlastnimi €isly A; a odpovidajicimi vlastnimi vektory u;. Obec-
né FeSeni této soustavy se dd v tomto piipadé psat ve tvaru

m
(6.6) y(@) =Y e + p(a),
i=1
kde p(x) je partikularn{ feSeni nehomogenni soustavy (6.5). Pfedpokladejme, Ze je
Red; <O proi=1,...,m. Pak plati
"
(6.7) Ec,-e""”u" — O proz— 0.
=1
7 tohoto divodu mluvime o kombinaci ve vzorci (6.7) jako o pfechodovém Feseni
a o vektoru p(z) jako o ustileném fefeni. Badte déle Amax & Amin takové vlastni
tisla, Ze plati
(6.8) |ReAmax| = [ReXi| 2 [ReAmin|, i=1,...,m.

Je-li nadim fikolem vypo&itat ustilené fefeni, je tieba fesit soustavu (6.5) nejméng
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aZ do toho bodu, v némi je nejpomaleji klesajicf exponencisla v pfechodovém Fedeni
u¥ zanedbatelns. Cim mensi je tedy |ReAmin|, tim na delsim intervalu je t¥eba sou-
stavu (6.5) Fedit. Na druhé strané z diivedu zachovéni stabilnfho pribéhu vypoétu
Jje #adouci volit integragni krok h tak, aby &slo 2 = hAmax leZelo v oblasti absolutni
stability uZité metody. Je-li tato oblast omezend, je omezeni, které zminény poza-
davek klade na velikost integraéniho kroku tim pFsné&jsf, &éfm vt je [ReAmay| Je-li
|ReAmax| podstatng vEtE neZ |Redmin |, miZeme se tedy dostat do obtiZné sitnace
TeSit na dlouhém intervalu diferencidlni rovnici a uiit p¥i tom integraéni krok, ktery
je v kterékoliv fazi vypoftu velice maly vzhledem k délce p¥isluiného intervalu.

O soustavé, kterd vykazuje prav& popsané chovéni, mluvime jako o soustavé se
silngm tlumenim. Pomér
_ [Redmax
- Re/\min

(6:9) g

e

zvany S-pomér dané soustavy pFitom sloui za miru zmingnych obtizi. Cimje &slo
S vétsl, tim hife se soustava chovi.

V p¥ipadg, Ze soustava (6.5) je nelinedrni, je tieba vlastni éfsla matice A nahradit
vlastnimi &sly Jacobiovy matice (6.4). ProtoZe ta uf nejson konstantni, mfze se
charakter uvaZovaného jevu mé&nit v zavislosti na nezévisle proménné .

Za piedpokladu, %e pravé strana dané soustavy diferencidlnich rovnic m4 v n&jaké
vhodné oblasti omezené viechny parcidlni derivace podle proménnych ly,...,™y,
lze za jejf Lipschitzovu konstantu vzit &islo L = ||@f/8y||. Tato konstanta bude p¥i
velkém &sle |Redmax| Tovné: velkd. Proto se o soustavé se silnym tlumenfm mluvi
také jako o soustavé s velkou Lipschitzovou konstantou. .

Je tfeba podtrhnout, Ze v uvedené definici jsme se z4marnd vyhnuli tomu, aby-
choin udali, co pfesné kvantitativnd znamenaji slova ,,|ReAmax| je podstatné vatsi
ne¥ |ReAmin]“. Jingmi slovy neuvedli jsme #adnou konkrétni hranici, kdy se u#
soustava chovd Spatné a kdy je§té ne. To vzhledem k heuristické povaze zmingné
definice neni ani mozné; je jen jasné, Ze &m je v8t& S-pomdr, tim je popsany jev
zdvaingjsi. Uvedme pouze, e soustava s S-pomérem 20 se poklddd jesté za velmi
rozumnou, a e se nezfidka v praxi vyskytuji soustavy, kde je toto &slo 108.

Nésledujici - pfiklad ukazuje, Ze obtife spojené s FeSenim soustav diferencidlnich
rovnic-se silnym tlumenim se mohou drasticky projevit u# ve velmi jednoduchém
pripads.

Priklad 6.1. TResme soustavu diferencidlnich rovnic ¢ = z, 2’ = —10% —
— (105 + 1)z 5 potatetnimi podminkami y(0) = 1, 2(0) = =1 a s presnym Feenim
y(#) = ¢ " a 2(z) = —e~* Eulerovou metodou. Interval absolutni stability této
metody jé (—2,0), iteraéni krok je tedy tfeba volit mensf ne% 2.10~% (vlastni &sla
matice uvafované soustavy jsou —1 a —~10%). Tak napf. pfi vypoétu s integrainim
krokem h = 10~5 dostaneme zcela nesmyslné vysledky u# po provedeni pouhych
nékolika desitek krokd a to v situaci, kdy se pfesné fedeni chova jako e~®. Stejné
piesné fefeni m4 i diferencidlni rovnice y' = —y s podateéni podminkou y(0) = 1.

11
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TRegime-li viak tuto rovnici Eulerovou metodou, neni v intervalu {0, 1) cetkové dis-
kretizaéni chyba véts! ne¥ 2.10~%, pousijeme-li dokonce podstatng v8tsf integratni
krok A = 10~%. Zvolime-li na druhé strang k Fefen{ dané soustavy tzv. implicitni
Eulerovu metodu yn41 = Yn +hf(Zn41, Ynt1), kterd ma interval absolutni stability
(~c0,0) a poloZime-li A = 10~*%, vypo&teme FeSeni na intervalu (0,1) s pfesnos-
ti na 4 desetinni mista, tedy stejnou, jako v piipadé explicitni Fulerovy metody
a rovnice ¢ = —y.

Resime-li soustavu diferencidlnich rovnic se silngm tlumenim, je tedy Zddouci uZit
k tomu takovou metodu, Ze omezeni, kiera z ni plynou pro integraéni krok z didvodu
zachovani stability, nejsou poknd moZno piili§ vdina. Z tohoto hlediska se zdd
rozumné omezit se v této situaci na takové metody, jejichZ oblast absolutni stability
obsahuje celou levou polorovinu komplexn{ roviny. V tomto p¥ipadé poZadavky
stability nekladou na velikost integraéniho kroku Zidné omezeni bez ohledu na to,
jak velké je Eislo |ReAmax|- Metody majici tuto vlastnost se nazyvaji A-stabilni
a pro jejich zfejmou dilleZitost si jich vEimnéme ponékud podrobnéji.

Vzpomeneme-li si, Ze interval stability byl definovén na z4klad€ chovani pfibliz-
ného Fefeni modelové diferencidlni rovnice

(6.10) Y = Ay

Pii n — 00, je skoro na prvni pohled patrné, e Zidnd Rungova-Kuttova metoda
nemtize byt A-stabilni.

Skutetng, pfiblifné fegeni diferencidlni rovnice (6.10) libovolnou Rungovou-
Kuttovou metodou je totiZ ddno vzorcem

(6.11) ¥n = [P(2)]"¥(0),

kde z = hA a P(z) je polynom stupn& nejméné 1. Nutn4 a postagujici podminka A-
stability této metody je tedy platnost nerovnosti |P(z)| < 1 pro viechna z, pro néz
je Rez < 0. To vSak neni mo#né, nebot funkce P je polynom, a m4 tedy v nekoneénu
polL. '

Komplikovangjs situace je v pfipadé linedrni k-krokové metody. Podle definice
4.5 je tato metoda A-stabilnf pravé tehdy, ma-li t¥eti charakteristick§ polynom

(6.12) m{(z,€) = o(§) — z0(§)

pfi libovolném z takovém, Ze Rez < 0 viechny kofeny uvnitf jednokrokového kru-
hu. K daldimu vySetfovani A-stability mnohokrokovych metod bude uZitetnd jinad
nutné a postaéujici podminka. Jeji formulace je obsahem nasledujictho pomocného
tvrzeni.

Lemma 6.1. Bud dédna linedrai k-krokovd metoda, jeji# charakteristické po-
lypomy o a ¢ nemaji spoletné Cinitele. Bud' déle R racionélni funkce definovana
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rovnici

(6.13) r(g) = 48

T oa()
Pak je dand metoda A-stabilni tehdy a jen tehdy, je-Ii funkce R holomorfni vng
Jednotkového kruhu a plati-Ii pro ni

(6.14) ReR({) 20 pro ] > L

Dikaz. Predpokladejme nejprve, #e dand metoda je A-stabilni a bud £
takovy bod leZici vné jednotkového kruhu, v ném# je funkce R reguldrn{. Pak v di-
sledku toho, Ze polynomy g a ¢ nemaji spoleéné ginitele, plati ¢(€y) # 0. PoloZime-
li z = R(&) = o(¢6)/5(&s), je & kofenem polynomu (6.12) pro toto z. Protoie
je |&o| > 1, je v disledku A-stability Rez = 0. Bud dile || > 1 takovy bod, Ze
je a(€1) = 0. Pak opét v diisledku nesoud&lnosti polynomi ¢ a o plati o(&1) # 0
a funkce R se tedy chovd v okoli bodu £ = ¢; jako a(é — &)™, kde a £ 0 a m je
piirozené Eislo. V okoli bodu ¢ = £; tedy existuji body, které stale jeité ziistivaji
vné jednotkového kruhu a v nich% nabyva funkce ReR jak kladnych, tak zdpornych
hodnot. To je ale ve sporu s pravé dokdzanou nerovnosti ReR(§) 2 0, ktera plati
ve viech zminénych bodech. Funkce R je tedy reguldrni pro kazdé |£] > 1 a plati
(6.14).

Necht naopak podminka (6.14) je splnéna a necht existuje pro néjaké z, pro néz
je Rez < 0 kofen & polynomu (6.12), pro ktery plat{ |61} 2 1. Pak je a(é1) # 0,
nebot v opatném pfipad& by byl bod £; spoleénym kofenem polynomil ¢ a o, cof
neni mozné. Plati-li dokonce |£;| > 1, dostavadme spor s (6.14). Je-li |€;| = 1, plyne
ze spojitosti funkee ReR v bodé £ = £ existence bodu &5, pro ktery platf [€5] > 1
a ReR(£;) < 0. Dol jsme tedy opét ke sporu. Lemma je dokdzano.

Pomoci tohoto lemmatu uz snadno dokdzeme zakladni a typickou vlastnost A-
stabilnich mnohokrokovych metod zformulovanou v nasledujici v&té.

Véta 6.1. A-stabilnf linedrnf k-krokovd metoda je implicitni (tj. plati pro ni
Br #0).

Diikaz. Bud dina explicitni linedrni k-krokova metoda. Je tedy B = O
a pro funkei R definovanou rovnici (6.13) plati

_ aptf + .+
(6.15) RBO = BeosfF L+ By

kde ap # 0, Bx—s # 0 a s 2 1. V okoli bodu v nekoneénu se tedy chova funkce R
jako £* a nabyva tak hodnot jak z levé, tak z pravé poloroviny. Podle lemmatu 6.1
neni tedy uvaZovani metoda A-stabilni.

K tomu, abychom dokézali jest& zadvaingjsi vlastnost A-stabilnfch mmnohokroko-
vych metod, totiZ ze jejich ¥id je silné limitovdn, budeme potfebovat jedno pomocné
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tvrzeni, které pojedndvi o integrilni reprezentaci holomorfni funkee s hodnotami
v pravé poloroviné komplexni roviny.

Lemma 6.2. Bud funkce v holomorfni v poloroviné Rez > 0, a necht plat{

(6.16) sup{|zp(z)); 0 < £ < o0} < 00
a
(6.17) Rep(z) 20 pro Rez 2 0.

Pak existuje omezené neklesajici funkce w takovd, Ze platf

(6.18) o) = [ Set)

oo % —11

pro kaZdé z takové, Ze je Rez > 0.

Dikaz lemmatupfesahuje elementdrn{ rimec této knihy a lze jej nalézt nap¥.
v knize Achiezer, Glazman (1950}, str. 206.

Véta 6.2. Maximdlni Fdd A-stabilni a D-stabilni Mnedrni k-krokové metody
takové, Ze polynomy ¢ a o nemaji spoleéné initele, je 2.

Dikaz. Bud déna linedrni k-krokovd metoda Fadu p 2> 2. Podle véty 4.9 ma
funkce g(€) — o{€)In€ v bod& ¢ = 1 kofen nasobnosti p + 1, tj. pro £ — 1 plati

(6.19) o) — o (€)In € = —c(6 — 1P + O{(¢ ~ 1)PT2).
V diisledku D-stability a konzistence je (1) # 0; platf tedy pro £ — 1
1 1
6.2 —_ = =
G0 @ = AT R OE =D+ -+ HODE -
1
= ﬁ[l + 0@ - 1)
Délime-1i rovnici (6.19) funkel o, dostdvame odtud, Ze pro € — 1 plati
(6.21) Iné — % =c* (¢ — 1)p+1 i 0((5 _ 1)p+2)’

kde jsme polozili ¢* = ¢/o (1)
Zavedme nyn{ novon proménnou z pomoci transformace

(6.22) ﬂé%! 5:jti

a poloZme

(6.23) r(z) = (zgl)kg(zfi) s(z) = (Z; l)k”(zi—i)
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Protoge transformace (6.22) pfevadi vnéjéek jednotkového kruhu roviny £ na pravou
polorovimu roviny z, lze lemma 6.1 vyslovit také tak, Ze uvaZovand linedrni k-
krokova metoda je A-stabilni pravé tehdy, je-li funkce r/s holomorini v poloroving
Rez > 0 amé-li tam nezdpornou redlnou &4st. Dile, protoze je o(1) = 0, je polynom
r v (6.23) stupné nejvyde & — 1 a protoZe je o(l) # 0, je polynom s stupné k.
Funkce zr(z)/s(x) je proto na intervalu (0, c0) omezend. Je-li navic dand metoda
A-stabilni, jsou pro funkei r/s splnény pfedpoklady lemmatu 6.2. Plati tedy

r(z) [ dw(t)
(6:24) s(z) /;oo z— it
pro Rez > 0, kde w je vhodn4 ohraniéen4 a neklesajici funkce. Pro kladné « je viak
vyraz zr(2)/s(2) redlny, nebot dana metoda m4 reélné koeficienty. Podle (6.24) tak
dostavame

(625 ) —fm LLIO! —/w 2241 4 = /90 2 du).

5(x) oo =it J_ o 2+ t? oo 2412

P#i pevném & je funkce 2 — «2/(2® 4 t?) neklesajici, a tedy také funkce z —
— zr{z)/s(z) je neklesajici.
Pfejddme koneind ve vzorei (6.21) k proménné z. Dostaneme

(6.26) m 2+ M-c*(%)p+1+o( ! )

z—1 s{z) zrt2

pro z — 0o. Protoze je zfejmé

z+1 1+ 2 9 1
(621 =it 4 s+ 0(5)

pro z — oo, plyne z (6.26), ke pro z — oo plati

"z 2, 2 enl ol
(6.28) ORERRCRRaF: +0()
kde
. c*, jelip=2
(6.29) & { 0, jelip>2.

Je-li dani metoda A-stabilni, je funkce zr(2)/s(z) neklesajici. Funkee 2 4+ (2/3
—88)/z? musi byt tedy vzhledem k rovnici (6.28) také neklesajici. To viak pro p > 2
peni mo#né a pro p = 2 je to moiné pravé tehdy, je-li koeficient u z=2 nekladny, tj.
je-li ¢* = 1/12. Véta je dokézana.

Pro Adamsovu-Meultonovu metodu Fadu 2
(630) Yn+1 = UYn + %h(fn-i—l + fﬂ))
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kterd se nazyvd lichob&nikové pravidlo, je ¢* = 1/12. ProtoZe pro tuto metodu je
r(z)/s(z) = 2/z, je A-stabilni. Adamsova-Moultonova metoda je tedy pfikladem A-
stabilni metody fadu dvé. Véta 6.2 iika, Ze Z4dna z eventuilné dalsich A-stabilnich
metod nemd vy3§ ¥ad a z jejtho dikazu dokonce plyne, 7e metoda (6.30) ma mezi
témito metodami nejmensi konstantu chyby.

Omezeni na fadd plynouci z A-stability je velmi zdvainé a proto byla navrzena
fada dalSich méné omezujicich definic stability. Jeden z téchto pojmi je napf. tzv.
A{a)-stabilite, kdy se poZaduje, aby oblast stability obsahovala nekoneiny thel
Uw = {2, ~a < # — argz < a}. A{a)-stabilita sice pofdd jefté vyzaduje impli-
citnost dané metody, omezen{ na Jeji fad viak neni tak pfisné jako u A-stability.
Do dalsich podrobnosti nebudeme zachézet a spokojime se konstatovanim, Ze ve
specialnich p¥ipadech mohou prokdzat A{«)-stabilni metody stejné cennou sluzbu
jako A-stabilni metody.

Na druhé strané nelze zamléet, Ze ani poZadavek A-stability nenf v jistém smyslu
dostadujici. PfibliZné feSen{ y, modelové diferenciln{ rovnice (6.10) ziskané libo-
volnou jednokrokovou metodou, kterou jsme a# dosud zavedli, je tvaru R"(2)y(a),
kde z = hA a R je raciondln{ funkce aproximujici funkci ¢*. Pozadavek A-stability
proto znamend, Ze tato funkce musi splfiovat podminku

(6.31) |R(z)l <1 pro Rez < 0.
Napf. pro lichob&inikové pravidlo (6.30) je funkce R ddna rovnici
14 iz
(6.32) R(z) = T iz.
2

Podminka (6.31) je sice pro tuto funkei splnéna, pro Rez — —oo viak plati R{z) —
— 1. Silné tlumené slozky tedy klesaji k nule, ale velmi pemalu.

Pravé provedend tivaha vede k zavedeni pojmu L-stability jednokrokové metody,
kdy kromé A-stability poZadujeme, aby pro funkei R platilo

(6.33) R(z) -0 pro Rez — —oo.
Piikladem L-stabilni metody je implicitni Eulerova metoda

(634) Ynt1 = Yn + hfn+1-

ZakonZeme tento odstavec a vilbec celou kapitolu o oby&gjnych diferencidlnich
rovnicich uZiteénym a dileZitym upozornénim. V souvislosti s feSenim soustav dife-
rencidlnich rovnic se silnym tlumenim jde vidy o metody implicitni, takze v kazdém
kroku je tfeba Fesit soustavu

(6.35) St = BEEF (3 o) = € = 0.

Postupy prediktor-korektor P(EC)™ nebo P(EC)™E s koneénym m, které jsme
doporuéili v pfipadé ,normalné” se chovajicich diferencidlnich rovnic, zde nepficha-

zeji v ivahu, nebot nep¥ipustné méni oblast stability pouZité metody. Rovnéz tak
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iterovani do konvergence zde neni vhodné, nebot k tomu, aby tento proces skuteéné
konvergoval, je tfeba splnéni podminky

539 2

kde L je Lipschitzova konstanta pravé strany dané soustavy diferencidlnich rovnic.
Tato konstanta je viak u soustavy diferencidlnich rovaic se silnym tlumenim na-
tolik velkd, Ze podminka {6.36) klade na velikost integrainibo kroku stejné vaZné
omezgeni jako podminky stability nevhodné metody. UZijeme-1i viak k FeSeni neli-
nedrni soustavy (6.35) Newtonovu metodu, je tato metoda vétdinou konvergentni,
aniz by bylo nutno klést pfilis vaZnd omezeni na velikost integracniho kroku, jen
kdyZ poéateéni aproximace je dostatein& presna. K jejimm ziskdni je moZné uzit
vhodny prediktor. Je viak tfeba vzit na védomi, %e tento postup je znaéné niroény
na podet potiebnych operaci, nebol v kazdé Newtonové iteraci je tfeba invertovat
vidy novou matici.

CVICENI

1. Dokazte, %e odhad rychlosti konvergence Eulerovy metody dany vétou 2.2 ne-
lze obecné zlepsit. Navod: Reste nap¥. diferencidlnf rovnici ' = 2z, y(0) = 0
Eulerovou metodou, vypoét&te pfiblizné feSeni vzorcem a ukaite, Ze je e, =
=Yn — Y(2n) = —2ah.

2. Odvodte rovnice (3.19).
3. Odvodte aposteriorni odhad typu (3.71) pro obecné integraéni kroky hy a hs.

4. Odvodte rekurence (4.37), (4.41) a (4.44) pro koeficienty Adamsovy-Moultonoc-
vy, Nystromovy a Milnovy-Simpsonovy metody.

5. Qdvodte vzorec (4.56) pro lokalni chybu metody numerického derivovéni.

6. Necht @, ¥y a ¥y jsou posloupnosti reslnych &isel definovanépron =0,. N
takové, e je xp 20,0 =0,...,N,a

n—1
Pn g"rbﬂ_"zxﬂpw 'n=0,<. ,N
v=0
Pak plati
n=1 n—1
On S+ xut [ (1+xa).
v=0 s=u41
DokaZte!

7. DokaZte poznamku 4.3 ze str. 69.
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8. Dokaite nerovnosti (4.115).

9. DokaZte, Ze D-stabilni lineAmi k-krokova metoda Ffadu nejméné jedna je abso-
lutné nestabilni pro ka?dé dostatetné malé kladné z. Navod: PouZijte toho, Ze
riistovy parametr A; je roven 1.

10. Vypoctéte intervaly absolutni stability metod z tab. 4.10.
11. Dokazte pozndmku 4.7 ze str. 100.

12. Odvedte vzorec pro hlavni Zdst lokélni diskretizaéni chyby Rungovy-Kuttovy
metody metodou poloviéniho kroku. Névod: Budte y,41 a v, pfibliznd fe-
§en vypodtenid Rungovou-Kuttovou metodou s integratnim krokem h, resp. 2h
v bod& & = z,41 za pfedpokladu, Ze vychozi hodnoty jsou pfesné. Pak plati

y(x + ) — gup1 = L{y(z); h) = (2, y(2)) A7+ + O(hP*?),
y(z + k) — v = L{y(2), 2R) = o(z — b, y(z — ) (2R)"H + O(W**?) =
= [p(z,4(=)) + O(R)] 2R+ + O(AF*?) =
= p(z, y(z)} 221 AP + O(R712),
Odtud vylouenim pFesného feSeni dostanete
1 2
L(y(x);h) = m(yn+1 = Yny1) + O(RPH?).

13. Ukaite, Ze interval absolutni stability Rungovy-Kuttovy metody fadu p, kterd
uzivd p hodnot pravé strany, nezdvisi na jeji kookrétni podobé. Navod: Tvr-
zeni plyne z toho, ¥e pFiblizné FeSeni diferencidlni rovnice ¥ = Ay vypoitené
zminénou Rungovou-Kuttovou metodou Fadu p je ddno vzorcem y, = (1+z+
+ 2220+ .+ 2P [p) 'y, kde 2 = RA.

POZNAMKY K LITERATURE

CL 1. Publikaci, které pojednévaji o teorii oby¢ejnych diferencidlnich rovaic je celd
fada. K velmi dobrym a pro éeského &tenife dostupnym prameniim pat¥ kniha
Coddingtona a Levinsona (1955). Literatura vEnovana problematice numerického
fegeni obytejnych diferencidlnich rovnic je rovnéZ neobycejné obsahla. Zakladni in-
formace &tendf ziskd v celé ¥ad& pifruiek: viz napf. Collatz (1951), Henrici (1964),
Berezin, Zidkov (1966), Isaacson, Keller (1966), Shampine, Allen (1973), Dahlquist,
Bjorck (1974), Stoer, Bulirsch (1980), Vitasek (1987). Z celé fady specializovanych
knih, z nich# nékteré jsou uvedeny v seznamu literatury bez dalsiho komentére,
jmenujme knihu Henriciovu (1962), patrn& jeden z nejlepsich a nejiiplnéjsich pra-
ment zejména v teoretickych otdzkach souvisejicich s numerickym fesenim obyéej-
nych diferencidlnich rovnic. V&tsina materidlu prvaf kapitoly je na ni také zaloZena
a &tendfi hledajicimu hlubdi porozuméni této problematice ji 1ze co nejvieleji do-
poruéit. Rovnés kniha Stetterova (1973) i kdy# pro Etenafe dosti narotna, zaslouii
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byt jmenovéna. Prakiiétéji nef uvedené dv& publikace je zaméfena vynikajici kniha
Lambertova (1973), ktera nepomiji snad zadny aspekt spojeny s praktickou realiza-
of popisovanych metod. Na mnoha mistech této kapitoly jsme z ni vydatng gerpali.
Podobny charakter ma také kniha Lapiduse a Seinfelda (1971). Konetn& upozor-
néme na sbornik vydany Hallem a Wattem (1976), v ném¥ nalezne &tena¥ popis
a hodnoceni celé fady algoritmi zaloZenych nejen na metodéch popisovanych v té-
to knize, ale i na tzv. extrapolaénich metodach, které jsou rovnéi dosti populdrni.

Cl. 2. Nejlepsim pramenem k obsahu tohoto &lanku je kniha Henriciova (1962).

Cl. 3. Rungovy-Kuttovy metody jsou klasické a zakladn{ informace o nich je
v kaZdé ulebnici. Vétsinu materidlu zde uvedeného nalezne Eten&f v ui zmingné
knize Lambertové (1973), ktera také obsahuje odkazy na originaln{ literaturu o jed-
notlivfich metodach. Kniha Forsytha, Malcoma a Molera (1977) obsahuje velmi
dobfe implementovany program pro tzv. Rungovu-Kuttovu-Fehlbergovu metodu.

ClL 4. Vsechny otizky spojené s problematikou konvergence a konstruke! vétsi-
ny zakladnich tifd mnohokrokevych metod jsou vyZerpavajicim zpisobem Fefeny
v knize Henriciové (1962). Problémy stability pfi pevném integraénim kroku jsou
v souvislosti 5 mnohokrokovymi metodami a s metodami predikior-korektor po-
drobné studovany v knize Lambertové (1973). Vyhradng metoddm Adamsova typu
Je vénovéna velmi piistupné psand kniha Shampinova a Gordenova (1975), kters
obsahuje mimo jiné dobfe osvédEeny program uzivajici Adamsovy metody promén-
ného fédu a automatickou volbou integra&niho kroku. Na Adamsovych metodach
proménného fadu je zaloZen také program publikovany Gearem (1971b), ktery re-
alizuje zménu integraéniho kroku na zakladé Nordsieckovy (1962) myslenky.

Cl. 5. Tento &lanek se opird hlavné o Lambertovu knihu (1973).

Cl. 6. Prikopnické prace o problematice fefeni soustav diferencidlnich rovnic
se silnym tlumenim je préce Dahlquistova (1963). Velmi mnoho materidlu o této
problematice obsahuje sbornik vydany Willoughbym (1974). Geariiv (1971b) pro-
gram, o némZ jsme se u zminili, obsahuje opci pro integraci stiff systémi. Prisluiné
metody jsou zaloZeny na metodéch numerického derivovéni.
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Kapitola II.
Oby¢ejné diferencidlni rovnice — okrajové ulohy

1 Ovod

V této kapitole popiSeme nékteré zdkladni metody pro numerické feSeni okra-
Jjovyich filoh pro obyéejné diferencidlni rovnice. Okrajovou dlohou nebo podrobné&ji
dvoubodovou okrajovou filohou pro soustavu diferencidlnich revnic prvniho fadu

1Ly y'="f(2,7),
kde
v ;f(r,iy,.-.,:y)
(12) y=| V| = | T
my "ty ")
rozumime flohu nalézt takové Fesenf soustavy (1.1), pro néZ platf
(13) r(y(a)y®) =0,

kde r je m-slofkova vektorova funkce 2m proménnych a a a b jsou dva navzijem
rizné body intervalu, v némz hleddme feseni. NejSast&]i to jsou jeho krajni body.
Daji-li se podminky (1.3), které nazyvime ekrajovimi podminkami, psit ve tvaru

(14) nly(@) =0 riy®)=0

kde ry, Tesp. ry jsou mj-, resp. my-slozkové vektorové funkce m proménnych (m =
= my + my), mluvime o separovanich okrajovich podminkdch. Je8té specialn&jsi
typ okrajovych podminek jsou linedrni okrajové podminky

(1.5) Uy(a)+ Vy(b}=c,

a7 i
kde U a V jsou Etvercové matice Fadu 7 a c je m-dimenziondlnf vektor a linedrni
separované okrajové podminky

(1.6) Viy(ay=vi, Voy(b) = v,
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kde Vi, resp. Vi, jsou obdélnikové matice typu my x m, resp. mg X m, a v}, Tesp.
vq jsou my-, resp. mg-dimenzionilni vektory.

Protoze kaZdou diferencidlni rovnici m-tého ¥idu lze psit zavedenfm novjch
nezndmych funkel jako soustavu rovnic prvniho Fadu (srv. vzorec (1.4) a (1.5}
z kap. 1), je zfejmé, co rozumime dvoubodovou okrajovou tilohou pro rovnici m-tého
fadu.

PoloZime-li v rovnici (1.5) U = { a V = 0, vidime, Ze tlcha s poédtefnimi pod-
minkami je specidlnim pfipadem okrajové Glohy. Tedy uZ nejjednodussf separované
okrajové podminky jsou znatné cbecnéjsi ne politeéni podminky. To mé velmi
zévainé disledky. Zatimco fefeni dlohy s poédtednimi podminkami existuje a je
jediné pro znaéng &rokou tfidu nelinedrnich rovnic typu (1.1), u okrajové tlohy
se miZe i v pifpadd jednoduché linerni rovnice snadno stit, Ze FeSeni neexistuje,
nebo nacpak, Ze fefeni je nekoneéné mnoho. Tuto skutecnost si dobfe uvédomime
na pfikladé jednoduché diferencidlnf rovnice 2. ¥adu

(L.7) Y +y=0

nebo ekvivalentn{ soustavé prvniho Fadu

0s =15 80 ¢

kterd se dostane z rovnice (1.7) standardni substitucf, Kadé Fefenf rovnice (1.7)
ge da psat ve tvaru

(1.9) y(z) = Cicosz + Cysinz,

kde C} a Cs jsou libovolné konstanty. Odtud ihned plyne, Ze kazdd funkce tvarn
Asinz, kde A je libovolné islo, je Fefenim diferencidlni rovnice (1.7} s okrajovymi
podminkami

(1.10) y(0) =0, y(x)=0.

Okrajova filoha {1.7), (1.10) m4 tedy nekonetn& mnoho feSeni. Zaménfme-li naproti
tomu okrajové podminky (1.10) okrajovymi podminkami

(1.11) H0) =0, y(z)=1,

neexistuje vibec Zadné fedeni.

Uvedeny jednoduchy piiklad napovid4, Ze teorie existence a Jednoznaénosti FeSent
okrajovych dloh je znaing komplikovangdi neZ odpovidajiei teorie tloh s potéted-
nimi podminkami, Odrazem této skuteénosti ¥ numerickych metodach pro Ieseni
okrajovjch aloh je pak to, e pro n& doposud nebyla vypracovéna natolik univer-
zilni teorie, jako tomu byle u metod pro feSeni tiloh s poéate€nimi podminkami.
Proto také popis jednotlivich konkrétnich metod bude mit v této kapitole znagné
jiny charakter, nez tomu bylo v kap. 1. Tam jsme vlastné viude vystaéili s tim, Ze
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Jsme se zabyvali jednim cbecnym problémem, totiz diferencidlni rovnici (1.1) s pH-
slusnou potitetni podminkou a v podstaté véechny uvidéné metody mély pro tuto
ilohu smysl. Zde je tomu z naznagenych ditvodi jinak, a proto dalii text bude vlast-
né do znaéné miry souhrn Jednothvych vice méné& konkrétnich dloh a p¥islusnych
algoritmi pro jejich FeSeni.

Jednou z nejvice frekventovanych tiloh v této kapitole bude filoha Fesit linedrni
samoadjungovanou diferencidlni rovnici

(112) —(p(=))" + o2y = f(=)

se separovanymi linedrnimi okrajovymi podminkami

(1.13) —a1p(a)y'(a) + ﬁly(“) 7
azp(b)y'(6) + ﬁzy(b) Ya-

Vétsinu vysledkil, které dostaneme pro tuto okrajovou tilohu, lze bez podstatnjch
obtfz{ pfenést na diferencialni rovnici étvrtého Fadu

(1.14) (o(=)y")" + q(z)y = f(2)
s okrajovymi podminkami nap¥.
(115) ya)=v, ¥(a) =6,

y(b) = T2, y’(b) = fa.

Rovné% touto filohou se budeme v daléim zabyjvat.
Konetné si také vSimneme, zejména proto, abychom ilustrovali problémy, které
vznikaji pfi Feseni nelinedrnich loh, diferencislni rovnice

L3

(1.16) v = fz,y)

s okrajovimt podminkami Y
4 -

(1.17) ya)=mn, v()=

VEtSinu prostoru budeme tedy vEnovat linearnim tiloham, které jsme v p¥{pads
iloh s politetnimi podminkami ani separdtnd neprobirali. Diivody pro to jsou
v podstaté dva. O jednom z nich — teoretickjch obtiZich spjatych s nelinedrnimi
okrajovymi filohami — jsme se uz zmfnili. Druby dfivod je ten, %e nelinedrni alohy
se Casto, opét na rozdil od dloh s poédtefnimi podminkami, Fesi iteraéné tak, Ze se
konstruuje posloupnost linearnich Gloh, jejich# feSeni konverguji k fefeni pivodni
filohy. K proveden{ tohoto postupu je uspokojivé a efektivni feSeni hnearmch Glch
nezbytnym piedpokladem.

Z konkrétnich jednotlivich metod pro fefeni vyse popsanjch problémi se vEim-
neme metod, které pfevad&i feSeni okrajové Glohy na fefeni diloh s podateinimi
podminkami, déle pak metody sitf a koneéng& velmi struéng variatnich metod, z&-
jména jejich dileZitého specidlntho pFipadu, totiz metody konetngch prvkii.
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2 Metody zaloZené na pfevodu na itlohy s podateénimi
podminkami

v kapitole 1 jsme vidsli, Ze filohy s podsteinimi podminkami pro oby&ejné diferen-
cidlnf rovnice umime celkem uspokojivé Tedit. Je proto piirczené snakit se pievést
Felieni okrajové tlohy na fefeni Giloh s po¢dteénimi podminkami. V tomto ¢lanku si

vimnéme nékolika zpiisobi, jak toho lze docilit.

2.1 Metoda stfelby

Zéakladni myslenka této metody je velmi jednoduché a nabizi se na prvni pohled.
Popiseme ji nejprve na pifkladé diferencilni rovnice druhého fadu.

2.1.1 Okrajova filoha pro linedrni rovnici druhého ¥adu

Uvazujme diferenciilni rovnici (1.12) s okrajovymi podminkami (1.17), které jsou
ziejmé specidlnim p¥ipadem podminek (1.13). Casto se jim také fikd Dirichleto-
vy okrajové podminky. Pfedpoklddejme piitom, Ze funkece p, p', ¢ f jsou spojité
v intervalu {a, b), %e existuje kladn3 konstanty po takova, Ze plati

(2.1) p(z)Zpe (>0), z€{ab),
aZe je
(2.2) q(z) 20, z€{a,b).

Pozd&ji uvidime, Ze tyto pfedpoklady zaruuji existenci a jednoznatnost fefeni ilo-
hy (1.12), (1.17). (Ve skute€nosti je moZno tyto pfedpoklady jest& podstatné zesla-
bit, ndm viak nejde o to vyslovit pfislusna tvrzeni za co nejobecn&jdich piedpokladi,
ale o to ukézat zdkladni myslenku a pouit pFitom pokud moZno co nejelementar-
néjsf matematicky aparat.)

Z véty 1.1 z kap. I (vyslovené pro piipad soustav diferenciélnich rovnic) a z vy-
e zformulovangch predpokla.du o koeficientech diferencidlni Lgvmce (1.12) plyne,
Ze existuje pravé jedna funkce y(z_) =y(z; o), ktera je v intervalu {a,b) feSenim
diferencidlni rovnice (1.12) a pro niz pla.tl

(23) y(a) 711 y‘(a) =,
kde « je libovolné pevné zvolené redlné &fslo. Funkee y splije tedy danoun dife-
rencislni rovnici, jednu z okrajovych podminek (1.17) (v bodé £ = a) a z4vis{ na
parametru c. Poda¥i-1i se urfit takovou hodnotu e* parametru «, aby platilo

bn,
(29 y(bia™) =72,

bude funkee y(z; a*) fefenfm okrajové dlohy (1.12), (1.17). Hodnoty funkee y(b; a*)
promsnné o jsme schopni uréovat pomoci feSeni diferencialni rovnice (1.12) s po-
atetnimi podminkami (2.3) a pfevedli jsme tedy plivodni Glohu na feSeni filoh
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s pod4tefnimi podminkami a na Fefeni rovnice (2.4) pro o*. Je také dostatetns
jasné, proé jsme tuto metodu nazvali metodou stielby.

Viimnéme si nyni feSitelnosti rovnice (2.4). Oznatme symbolemn z(x) Fefeni dife-
rencilni rovnice

(2.5) —(p(a:)z’)' +q(z)z=0

(tj. homogenni rovnice pFisludné k rovnici {1.12)) s potateénimi podminkami

(2.6) z(a)=0, Z'(a)=1 .
. Fil e 1 hnts ey WL
Pak plati pro libovolné & &
@7 o y(z; a) y(z; 0) + az(:c) .
Y4

a specidlng pro z = & mime y(b a) = y(b 0) + az(b) Rovnice (2.4) pro uréeni o*
je tedy linedrnf a za pfedpokladu, Ze je 2(b) # 0, plati

(2.8) ot = -z—tlsjhz — y(%; 0)).

Dosadime-li koneén& do rovnice (2.7) podle (2.8), dostavame pro feseni y(z;a*)
dané okrajové tilohy vzorec

2.9) y(z;a*) = y(x; 0) + a*2(x)

platny samoziejmé za pFedpokladu, Ze je z(b) # 0. O nco pozdéji ukiZeme,
e pfedpokladdme-li o koeficientech diferencidlni rovnice (1.12) nerovnosti (2.1)
a (2.2), je tento pozadavek skutecns splndn. Refit linedrni okrajovou filohu (1.12);~

777 (1.17) metodou stielby tedy znamend vyfesit jednu homogenni rovnici, jednu ne-

homogenni rovnici, obé s poéatetnimi podminkami a ziskané funkce zkombinovat
podle rovnice (2.9).
Takika na prvni pohled je vidét, Ze metoda stielby je poufitelna i pii obecnych
" okrajovych podmink4ch (1.13). Je-li napf. B # 0, staéf za funkei y(z; o) vait FeSeni
diferencidlni rovnice (1.12) spliiujici pocatetni podminky

1.¢ & 7 7
(2.10) y(a)=ﬂ—1['yl+a1p(a)ix], Y(a}=a.

Pak tato funkce splituje p¥ilibovolném « prvni okrajovou podminku (1.13) a k temu,

aby dand okrajova iiloha byla vyFeSena, staéi vypoéitat o z rovnice
7

2 ; 1 A S
(2.11} aop(b)y(b; ) + Bay(bs o) = 72,
Tato rovnice je podobng jako rovnice (2.4) opét linedrni, nebot funkce y(z; ) se d4
psat ve tvaru

* p(a)

(2-12) .y(r;a) y(=; 0)+vt Z(m)

I3

¢
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kde z je FeSenim homogenni rovnice (2.5), tentokrit s potatetnimi podminkami
P °q

(2.13) z(a) = 01,” p(a)?'(a) = fr."

Rovnice (2. 11) tedy pfejde v rovnici

219 opb|yH0+ ap(“) /)] + Ba0) + a"é{i ®)] =72

<
a je-hi d\zp(b)z" &)+ ﬂgz(b) #0 (coz opét pozdéji za vhodnych.piedpokladi doka-
zeme) miZeme odtud o* vypocitat.

2.1.2 Obecnda okrajova tloha

Podobné jako v pifpadé modelové rovnice druhého Fadu lze postupovat i pfi FeSe-
ni soustavy diferencidlnich rovnic (1.1) s okrajovymi podminkami (1.3). Zvolime
libovolny m-dimenziondlni vektor & = (@1, ...am)7 a fe$ime soustavu (1.1} s po-
tatetnimi podminkami

(2.15) y(a)=

Ziskané FeSeni je op&t jako v piipadé rovmice druhého fadu funkei parametru o
a oznadime je y (z; e). Dalsi krok spo&iva v feSeni soustavy m (obecné nelinedrnich})
rovnic

(2.16) Flay=20
kde vektorova funkce F je definovina pfedpisem
(2.17) Fla)=r{o,y(;a).

Y

Oznaéime-li @* feenf soustavy (2.18), nalezneme fefeni dané okrajové tilohy Tese-
nim soustavy diferencidlnich rovnic (1.1) s po&steini podminkou

(2.18) y{a)=a”.
Jsou-li okrajové podminky dané okrajové alohy separované, j. tvaru (1.4), volime
parametr a apriori tak, aby pro ngj platila rovnice
(2.19) n(a)=20
Funkee F na levé strané rovnice (2.16) je pak definovina vztahem
(2:20) F(a)=r(y (5 a)),

takie soustava, kterou je tfeba Fedit, m4 méné rovnic a také méné nezndmych ne
v obecném pEipadé.

Jednim z kroki, ktery je tfeba provést p¥i uZiti této metody, je tedy Fedeni sousta-
vy nelinedrnich rovnic (2.16), co¥ je obecn& znaéng obtizng problém. Tento problém
odpad4 v piipadg soustavy linedrnich rovnic

(2.21) ¥ =Ay+f
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s linedrnimi okrajovymi podminkami (1.5). Zde A je étvercova matice fadu m, jejiz
prvky jsou spejité funkce a f je m-dimenzionalni vektor se spojitymi slozkami.
V tomto pFipadé je funkce F tvaru

(2.22) F(a) = Ua+ Vy (b;a) — ¢,

kde vektor y (#; ax) je fefenfm diferenciilni rovnice (2.21) s poédteéni podminkou
(2.15). Tento vektor viak lze psat ve tvaru

(2.23) y(z;a) = S(z}a + y (z;0),

kde matice @ je tzv. fundamentdini matice soustavy diferencidlnich rovnic (2.21)
v bodé ¢ = g, tj. Je to matice, jeji¥ i-ty sloupec je feSenim homogenni diferencialni
rovnice

(2.24) v = Ay

s pocateénimi podminkami

(2.25) ‘ya)=1, Tya)=0, j#i.
Regeni rovnice (2.16) je tedy déno vzorcem
(2.26) o = [U+ VB3] e — Vy(b;0)

(samoziejmé za pfedpokladu, Ze pfisluiné inverzn{ matice existuje) a k jeho ziskéni
stalf fefit jednu soustavu linedrnich algebraickych rovnic.

Sloupce matice @ lze vypodéitat feSenim m floh s poéateénimi podminkami. Po-
#adované Fefeni y (z; ) dané okrajové filohy pak u neni tfeba ziskdvat FeSenim
rovnice (2.21) s pociteini podminkou y (¢) = a*, ale obdobné jako v pfipadé rov-
nice druhého Fidu lze pouiit vzorec

(2:27) y(z;0") = B(z)a" +y (2;0),

nebot funkce, které se v ném vyskytuji, jsme uz v pfedchozim priib&hu museli stejné
pocditat.

2.1.3 Obtife spojené s metodou st¥elby

V piedchozich odstaveich jsme vidéli, Ze metoda. stielby je aspon formalné poui-
telnd i v piipad€ velmi obecnych okrajovych ftiloh. Upozornili jsme JiZ, ze FeSeni
nelinedrni soustavy (2.16), které je pfi jejim uZiti nezbytné, miiZe bjt neobygej-
né obtiZné. 1 kdyZ vSak od tohoto problému odhlédneme (to je moiné nap¥iklad,
FeSime-li linedrni Glohu), mohou se pfi providéni metody stielby objevit dalsi vel-
mi viiné obtike vyplyvajici z toho, e aritmetické operace nejsme schopni providét
piesné. Jejich podstatu nejlépe pochopime na jednoduchém pfikladé.
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Priklad 2.1. Re$me metodou st¥elby diferencidlni rovnici druhého fadu

(2.28) —y" + 100y =0
s linedrnimi separovanjmi okrajovymi podminkami
(2.29) »(0) = y(lﬂg) =1
Refeni této jednoduché okrajové tlohy lze tedy nalézt ze vzorce (2.9), kde je
(230) y(EO) i 103 _|_ le—lﬂz
~10

(2.31) z(z) = :% — gt
a

" K 1- enlOD - /pf
(2.32) s 720 = et = ~104 =T £

(ide o Fedeni diferencidlni rovnice (1.12) s pot4te¢nimi podminkami (2.3) s & = 0,
o feSeni diferencilni rovnice (2. 5)'s potateénimi podminkami (2.6) a o uréeni o*
z rovnice (2.8)). Vypotteme-li o* s relatlvm chybou ¢, dostaneme jako aproximaci
hledaného FeSeni funkei ##r o)

(2.33) Ye(®) = —3ee!® + (L + Je)e™ 10"
Poloime-li zde nap¥. ¢ = 10~1¢, na.b}"vé toto pFiblizné Fedeni v bod& # = 10 hodnotu
(2.34) 3e(10) ~ —31072%61%0 & —1,34.10%, Fa

Z uvedeného jednoduchého piikladu vidime, Ze i kdy? vypoé&itdme hledanou po-
¢atetni hodnotu na plnou strojovou pfesnost, jesté zdaleka odtud neplyne, Ze je
mo#né vypotitat i p¥ibliZné feseni s pFijatelnou piesnosti. Zéroveii také vidime, %e
vzniklé obtiZe budou y nafem jednoduchém p¥iklads tfm vat¥, &im v&tsi bude koe-
ficient u y v rovnici (2.28) nebo &im delii bude interval, v n&m# hleddme Feeni.
Konetné je z tohoto piikladu patrné, Ze podstata obtiii spodiva v tom, Ze mald
zména v poéitefni podmince zpisobuje velkou zménu v Fefeni.

Jev, ktery jsme pozorovali v uvedeném piiklads, je nanestdsti pro ,rozumné“
okrajové tlohy typicky. ,,Rozumnou Glohou zde rozumime dlohu, v nf% malé zmé-
ny ve vstupnich datech maj{ maly vliv na Fefeni. Ulohy vzniklé sprivnou aplikaci
fyzikalnich zdkonii vétiinou tuto vlastnost majf. Praktickd zkuSenost pFitom uka-
zuje, Ze je-li pro danou rovnici ,rozumni® okrajova filoha, je pro tuto rovnici aloha
s potatetnimi podminkami nepfirozena, a proto se tato filoha chova vétfinou ,ne-
rozumné”.

ObtiZe metody stfelby, které jsme pravé popsali, i kdyZ jsou znatné a mohou ¢asto
Jeji uiti fiplné znemoznit, nejsou jediné. V piipads nelinedrni okrajové ilohy, i kdy
Jeji Yeden{ existuje (a soustava (2.16) mus{ mit tedy Feden), mi%e metoda st¥elby
selhat z toho divodu, e feSeni diferencidlnf rovnice (1.1) s poateéni podminkou

¥ (@)= a existuje v celém intervalu (a, b) pouze pro ty hodnotu parametru e, které
,1,/6 [ v s Pl ke I 545]:29'5{!.9
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lezi v n&jakém — €asto velice malém — okoli bodu a*. Uréeni tohoto okoli viak
pfedstavuje vétdinou velmi vaZny problém, tak¥e lze jen t&iko odhadnout piesnost,
s niZ je tfeba Fesit soustavu (2.16), abychom byli schopni nalézt viibec n&jaké feseni.

Diivody, které jsme uvedli, nemaji &endfi vnutit pfedstavu, fe metoda stielby
je v zésad€ Spatnd. Chiéli jsme jen upozornit na nékteré typické problémy, které se
pfi jejim uZiti mohou vyskytnout a které také vedly k tomu, %e byl navriena fada
Jinych postupf pievadgjicich okrajovou tilohu na tilohu s pogatednimi podminkami,
které si kladou za cil aspoii nékteré ze zminénych obtiZi odstranit. Jeden takovy
postup, ktery navazuje pfimo na metodu st¥elby, popiSeme v nésledujicim odstavei,
dalgich si pak véimneme v odst. 2.2 a 2.3.

2.1.4 Stielba na vice cili

V piedeslém odstavci jsme ukdzali, Ze pfi metodg stfelby miize dochazet k pod-
statnym obtiZim, které jsou zpisobeny ¢asto tim, Ze jsme nuceni fefit Glohu s po-
tatetnimi podminkami pro danou diferencialni rovnici na p¥flig dlouhém intervalu.
Metoda, kterou popiseme v tomto odstavei, moZnost vzniku téchto obtizi vétsi-
nou dosti podstatné sniZuje. Jeji zdkladni myslenka spoiva v tom, Ze se hodnoty
hledaného feSeni poéitaji ne v jednom bodg, ale v nékolika bodech najednou.

Bud tedy déna okrajova aloha (1.1), (1.3) a budte zy, ..., z, takevé body inter-

valu {a,b), pro n& plati

(2.35) a=gg<zT1 < ... <y =b

Oznaéme y (z; Bk, o) fefenf diferencidlnf rovaice (1.1) s pofétetni podminkou
(2.36) y{zr) = o = (@1, ..o, 0%n) T

Podafi-li se nalézt n + 1 vektord a;, k=190,...,n, tak, aby platilo

(2.37) y(@ep1iTh o) =@y, k=0,...,n—1,
a
(2.38) r{ag,an) =0,

je funkee y = y (2) definovana pfedpisem
(2.39) y(@) =y(z;zp, ar) pro € {zg, zeq1), k=0,...,n—1,

fesenim dané okrajové ulohy.
Zavedeme-li oznacéeni

(2.40) o = (ag, .., 05)7
(2.41) Fa)= (Fo(ao,al)T, Fi(au, az)T,.

T
Fn—l(an—l: an)Tx Fn(ﬂo, a")T) '
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kde
(2.42) Fo(aw, 1) = y {z1; 20, ) — g,

Filog, @3) = y (22521, 1) — @3,

Fn—l(an—ly an) =Yy (In;xn—ly an—l) - Qp,

Fo(og, on) = r (oo, o),
dé se soustava (2.37), (2.38) (n+ 1)m rovnice pro (n+ 1)m neznamych ay, ..., an
psat ve tvaru
(2.43) F(a)=0.

Ustfednim bodem metody stielby na vice cili je tedy FeSeni obecn& nelinesrni
soustavy (2.43). Jejim fefenim ziskdme hodnoty hledaného Fefeni dané okrajové
tilohy v bodech zg,...,2,. Zajimili nés feseni jesté v daliich bodech intervalu
{a, b}, ziskdme je FeSenim tloh s po&iteénimi podminkami, jak plyne z rovnic {2.39).

Praktické zkudenosti ukazuji, Ze metoda stielby na vice cili ma ve srovnani s me-
todou prosté stfelby vétiinou podstatné pFiznivéjsi vlastnosti. I pfesto, e o ni neni
teoreticky zatim mmoho zndmo, pfedstavuje Easto v pfipads slo#itych nelinearnich
tloh jedinou alternativu, jak se pokusit je numericky fesit.

2.2 Metoda pfesunu okrajové podminky

Tato metoda pfevodu okrajové iilohy na tlohy s poédtetnimi podmfnkami je vhod-
né pfedeviim v pifpadé lnedrnich okrajovych tiloh se separovanymi okrajovymi
podminkami. PopiSeme ji nejprve ve specilnim piipadé diferencidlni rovnice dru-
hého ¥adu a pak v pFipadé obecné linedrni soustavy se separovanymi okrajovymi
podminkami. V odst. 2.2.3 pak ukdZeme, jak lze uZit metodu pfesunu v pifpadé

problémy spojené s jeji numerickou realizaci.

~ /B! / e
2.2.1 Diferencidlni rovnice druhého Fidu . 7
Bud déna okrajové dloha (1.12), (1.13). Popisovan4 metoda vychazi z nasleduji-
cf Givahy: Obecné FeSeni rovnice (1.12) z4visi na dvou parametrech. Spliiuje-li to-
to FeSeni kromé toho jesté jednu z okrajovich podminek (1.13), pfedstavuje tato
podminka vazbu mezi zminén§mi parametry. MnoZina fefeni diferenciglni rovni-
ce (1.12), které spliinj{ jednu z podminek (1.13), zévisi tedy na jedné konstants.
Vylouéime-li tuto konstantu derivovanim, dostaneme jako charakteristiku zmin&né
mnoziny diferencidlni rovmici prvntho ¥4du. Nésledujici tvrzeni ukazuje, ¥e tomu
tak skutecné je.
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Lemma 2.1. Necht funkce y spliiuje v intervalu {€1,€3) diferencidlni rovnici
(1.12), kde p, ¥’ a q jsou spojité funkce a p spliiuje nerovnost (2.1). Necht kromé

toho v néjakém bodé &y € (£1,£2) plati . 5 P ~
iy > giqi v Eply #i55 =C,

(244) ap(Eo)y/ (60) + Bu(&o) = 7.

Necflt’ koneiné& funkce z je v intervalu {£,,&3) FeSenim diferencidlnf rovnice (2.5)

s poédtetnimi podminkami ol . { y ~ 0
(2.45) o) = ~a, pl&0)(E0) = B (e

3 f;nkce ¢ feSenim diferencidlnj rovnice

(2.46) d=fz

s poéateéni podminkou

(2.47) (o) = 7.

Pak plati

(2.48) ()} (2) + P()? (2)ale) = e(a)

pro kaidé z € {£,&3).

Dikau. Funkce z, resp. c jsou diferencidlnimi rovnicerni (2.5), resp. (2.46)
a pocatetnimi podminkami (2.45), resp. (2.47) jednoznainé urenmy, jak plyne
z modifikace v&ty 1.1 kap. I pro soustavy diferencidlnich rovnic prvniho ¥adu.
Vynésobime-li tedy rovnici (1.12) funkei z a dosadime-li do vzniklé rovnice z rovnic
(2.5) a (2.46), méme

(2.49) —[p(2)y (2))' (2} + w(@)[p(=)#' (#)]' — ¢ (=) = 0 Wy ’

e Mo
pro z € {£1,£4). PoloZime-li V,_- f
(250) 1e) = —(= Wl (&) + ()7 (2Nolo) (o),

plyne z rovnice (2.49), Ze pro kazdé z € {£1,&2) je 7'(z) = 0/ Funkee n je tedy
v intervalu (€1, &2} konstantni. ProtoZe plati 5(£o) = 0, jak plyne z rovnic {(2.44),
(2.45) a (2.47), je n(x) = 0. Lemma je dokézano. N

Vzhledem k tomu, e diferenciflni rovnice prvniho Fidu (2.48) je obdobného
tvaru jako podminka (2.44), mi¥eme tvrzeni lemmatu 2.1 interpretovat také tak, e
linedrni podminku (2.44) platnou v jednom bod# intervalu, v némj je splnéna dana
diferencidlnf rovnice, lze pFesunout do libovolného jiného bodu tohoto intervalu,
pfi¢em# pfesunuta podminka bude mit tvar (2.48).

Lemma 2.1 nabiz{ postup feSeni okrajové ilohy (1.12), (1.13): Ka¥dou z podmi-
nek (1.13) pfesuneme do téhoZ bodu intervalu (a,&}. Dostaneme tak dvé rovnice,
které svazuji linedrné hodnotu hledané funkee & hodnotou jeji derivace v tomtéz
bodé. Z téchto rovnic miZeme, alespofi za vhodnjch pfedpokladi, vypoéist funkén{
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hodnotu a hodnotu prvni derivace, a ziskat tak podateni podminky pro rovnict
(1.12).
V nasledujici vét& zformulujeme zikladni vlastnosti pravé popsané metody.

Véta 2.1. Necht funkce p, p', ¢ a f jsou spojité na intervalu {a,b) a necht
plati (2.1). Nech dile funkece z, resp. £ jsou FeSenim diferencidlni rovnice (2.5)
5 pofateénimi podminkami

(2.51) z(a) = a1, p(e)'(a) = p,

resp.

(2.52) 2(b) = —az, pB)F (D) =P

a funkce ¢, resp. ¢ feSenim diferencidlni rovnice (2.46), resp. diferencidln{ rovnice
(2.53) &= f2

s poéiteéni podminkou

(2.54) ¢(e) =71,

resp.

(2.55) &{b) = 72,

Pak lze pro kazdé z¢ € {a,b) sestavit soustavu linedrnich algebraickych rovnic

oo [ERE SR [R]- 2]

pro niZ plati: Mé-li okrajové iiloha (1.12), (1.13) FeSenf y, je vektor (y(=zo), y’(a:g))T
feSenim soustavy (2.56), a naopak, md-li soustava (2.56) Fesens (k1, k2)7, je funkce
y, kterou ziskdme FeSenim diferencidIni rovnice (1.12) s poédteénimi podminkami
y(z0) = k1, ' (o) = ka, FeSenim okrajové tlohy (1.12), (1.13). M4-li okrajové iiloha
(1.12), (1.13) jediné feSeni, m4 i soustavy (2.56) jediné FeSeni a naopak.

Dikaz. Existence feSeni soustavy (2.56) za piedpokladu existence Fefeni
okrajové tlohy (1.12), (1.13) plyne ihned z lemmatu 2.1, nebot prvni rovnice sou-
stavy {2.56) je prvni podminka (1.13) pfesunuta do bodu ¢ = ¢ a druh4 rovnice
této soustavy je druhé podminka (1.13) pfesunutd do tého bodu.

Naopak, necht soustava (2.56) ma. ¥eSeni (ki, k2)T. Pak existuje funkce y, kterd
Je Teenim diferencilnf rovnice (1.12) a pro niZ plati y(zo) = k1, ¥’'(z0) = k2. Pro
tuto funkei plati déle '

(2.57) —#(20)p(0)y' (v0) + P(20)7'(z0)y(0) = c(x0)

(2.58) —#(zo)p(0)y (z0) + p{20)Z (z0)u(2a) = &(z0)
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Pfesuiime podminku (2.57) do bodu a. Podle lemmatu 2.1 plati
(2.59) ~pla)r(a)y (a) + p(a)r'(a)y(y) = s(a),

kde r je feSenim diferenciln{ rovnice (2.5) s potateinimi podminkami

= 2zg). r(zg) = PEOF (@)
(2.60) r(20) = 2(z0), (zo) = o) (zo)

a § FeSenim diferencidln{ rovaice

(2.61) s'=fr

s potéteéni podminkou

(2.62) s(zo) = e(xo).

Protoze funkce r spliiuje tutés diferencidlnf rovnici jako funkce z a proto¥e pro ni
plati (2.60}, plyne z véty o jednoznaZnosti ¥eSenf Glohy s polatefnfmi podminkami
pro obyéejné diferencidlni rovnice, Ze je r(z) = z(x). Odtud viak ui plyne, Ze je
také 5(z) = ¢(x). Nami sestrojend funkee y splituje tedy vzhledem k podminkam
(2.51), {2.54) levou okrajovou podminku. Splnéni pravé okrajové podminky se do-
kéZe fiplné stejné. Za pfedpokladu TeSitelnosti soustavy (2.56) se ndm tedy skuteéns
podafilo sestrojit feSenf okrajové tlohy (1.12), (1.13).

Necht nyni mé okrajové dloha (1.12), (1.13) jediné FeSeni a pfedpokladejme, Ze
soustava (2.56) ma dv& riizna FeSeni (k1, k)7 a (I:;, i‘z)T. Sestrojme funkce y;, resp.
Y2 jako FeSeni diferencidlni rovnice (1.12} s potateénimi podminkami y (zo) = k1,
¥i(zo) = kg, resp. ya(wg) = ky, 4, () = ka. Ob& tyto funkee jsou podle toho, co ui
jsme dokdzali, FeSenimi dané okrajové lohy, a musi se tedy sobé identicky rovnat.
To ale odporuje pfedpokladu, e je (ky, k2)T # (&1, k)T,

Necht konetné mé soustava (2.56) pravé jedno feseni a mechf okrajova tloha
(1.12), (1.13) m4 dv& riizn4 fedeni 3 a yz. Pak opét z véty o jednoznaénosti Fede-
nf dlohy s potitetnimi podminkami pro obyEejnou diferencilni rovuici plyne, Ze
(m{=z0), y{(wg))T # (yg(mg),yé(zg))T, co? je znovu spor. Véta je dokdzana. u

Z véty 2.1 plyne, %e FeSitelnost okrajové tlohy (1.12), (1.13) a Fesitelnost soustavy
(2.56) jsou tilohy ekvivalentni.

Z hlediska ziskdni metody pro feSeni okrajové tlohy (1.12), (1.13) Ize interpreto-
vat prévé dokdzanou v3tu dvojim zpiisobem. Pfesunem obou okrajovych podminek
do téhoZ bodu intervalu {a,d} ziskdme pro hledanou funkci po&ateéni podminky
a hodnotu hledaného fedeni v libovolném bod€ intervalu {a, b} pak vypoZteme fese-
nim pilivodn{ diferencislni rovnice. Tento postup jsme také méli a% dosud na mysli.
Pokud viak povaha feZeného problému je takova, 7e nds fefeni zajima jen v jednom
nebo nékolika mélo bodech intervalu {a, b}, miZe byt vihodn&si (t;j. ekonomitt&jsi)
takovy postup, Ze Zddanou hodnotu nebo hodnoty vypoéteme p¥imo ze soustavy
(2.56). Reden{ piivodnf diferencialni rovnice pak odpada. I tuto variantu nazveme
metodou pfesunu.
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Upozornéme jeits, Ze pil Feleni okrajové filohy (1.12), (1.13) metodou pfesu-
nu okrajovych podminek zaloZeném na vété 2.1 se pfedem nemusime starat o jeji
feSitelnost. Soustavu (2.56) lze sestavit vidy a ma-li FeSeni, nalezneme 67 Fefeni
pivodni okrajové Glohy. Nem4-li soustava (2.56) FeSeni, nem4 ani okrajovd iloha
(1.12), (1.13) fedeni. Tato skute€nost také umoZni nalézt elementirné podminky,
za kterych je dloha (1.12), (1.13) feSitelnd pfi libovelnych 11 a ¥2. K tomu cili
dokdfeme nejprve nasledujici lemmata.

Lemma 2.2. Necht funkee p, p’ a ¢ jsou spojité a necht plati nerovnosti (2.1)
a (2.2). Necht dile a1 a B1 jsou nezdporni &isla, pro n&Z plati
(2.63) o+ >0

Bud koneéné funkce z definovand diferencialni rovnici (2.5) a poédtetnimi podmin-
kami (2.51). Pak pro kaidé z € {a, b} plat{

(2.64) o(2) 2 a1 + s j ’ 1—%
{2.65) pa} () 2 p + o /m g(¢)dt.

Dikaz. DokaZme rejprve, Ze plati z(z} 2 0a2'(z) 2 O pre z € {(a,b). Dikaz
tohoto tvrzenf provedeme sporem. PoloZme k tomu ciliM = {z; a < z £ b, z(z) <
< 0} a piedpoklidejme, %e mnozina M je neprazdni. Za tohoto pfedpokladu je
2o = inf M redlné Eislo leZici v intervalu {a,b). Ddle z polatetnich podminek pro
funkci z ihned plyne, Ze je a < zg £ b. Skutefng, je-li a; > 0, plyne to ze spojitosti
funkee z; je-li @ = 0, je v diisledku pfedpokladu {(2.63) 81 > 0 a funkce z je v bodé
z = e rostouci. Existuje tedy § > 0 takové, Ze je z(z) > O pro z € (a,a + §).
Koneén& je z(zg) = 0, nebof z definice &isla zo plyne, Ze je z(zg) £ 0 a ostrd
nerovnost odporuje definici &fsla zo a spojitosti funkee z. Pro £ z¢ zfejmé plati
z{z) 2 0. Integraci rovnice (2.5) v mezich od a do = dostdvame

(2.66) p(e)?’(z) = 1+ /-r q(t)z(t)dt.

Odtud vEak ihmed plyne, Ze je i 2'(z) 2 0 pro z £ zo. Je tedy specialné 2'(z0) 2 0.
Kdyby bylo z'(z0) > 0, byla by funkece z v bod& z = z¢ rostouci, co odporuje
definici &isla . Celkem je tedy z(mo) = z'{zo) = 0. Odtud ale plyne, Ze je z(z) =
= 0, nebot funkce z je feSenim linedrni diferencidlni rovnice (2.5), pro niz plati véta
o jednoznaZnosti. To je vBak ve sporu s pfedpakladem aq 20, 81 2 0, a1 + 51 > 0.
Obdrieny spor dokazuje, Ze mnoZina M je prazdn4, a tedy je skuteiné z(z) =2 0
pro z € {a,b). Z rovnice (2.66) pak plyne, %e na tomto intervalu je také 2'(x) = 0.
Protofe je z/(z) 2 0, je funkce z neklesajici a plati tedy

(2.67) 2(x) 2 4.
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Pouzijeme-li tuto nerovnost v {2.66), dostdvame nerovnost (2.65).
Z nerovnosti (2.65) viak plyne, Ze je

(2.68) #(x) 2 ——
(I)
nebot funkce g je nezdporna. Z této nerovnosti dostdvame integraci ihned nerovnost
(2.64). Lemma. je dokézéno.

r 4

Lemma 2.3. Necht funkce p, p’ a ¢ spliiuji tytéZ pfedpoklady jako v lemma-
tu 2.2 a necht’ g a B2 jsou nezaporna &isla, pro néi plati

(2.69) as + ﬁz > 0.

Pak pro feSeni # diferencidlni rovnice (2.5) s pofdteénimi podminkami (2.52) plati

pro kaZdé z € (a,b) nerovnosti

b
(2.70) Hz) € —az - B j ;%
(2.71) §2)7(2) 2 fo + az f s

Diikaz se provede zcela analogicky jako dikaz lemmatu 2.2.

‘Lemma 2.4. Necht jsou splnény pfedpokiady lemmat 2.2 a 2.3. Pak plati im-
plikace
272)  det [ p(b)'(®) “;g”) —0 = f=g =0aq)=0

a

(2.73) det [”(“)ﬂ #(a) ‘_zgz) =0 = f=p=0aq(z)=0.

Dikaz. Prodeterminant na levé strané implikace (2.72) plati podle lemma-
tu 2.2

(2.74) dt["("l)ﬁ?2 z(b)] azp(b)2' (b)) + Baz(b) 2

bt

p(t)’
cof je soufet nezdpornych &isel. Je-li tedy determinant na levé strané nerovnosti
(2.74) roven nule, rovnaji se nule viechny s&ftance na pravé strang, tj. plati

Zoafi +arfa + alazf o(t)dt+ 1S

5 5
(2.75) b = by = alaz/ g(t)dt = ﬁlﬂz/ ;(}t_) dt=0.
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Podle (263) a (269) jel < (C\t1+ﬂ1)(012 +,32) = arogto fat ot P = oo,
Je tedy a1 > 0 a a3 > 0 a z rovnic (2.75) plyne, Ze 8 = f3 = a._f: qgt)dt = 0.
Z posledni rovnosti vak plyne, Ze je ¢ = 0, nebot funkee ¢ je l;gzé,pofﬁé, a spojita.
Implikace (2.73) se dokaie stejné snadno. Lemma je dokdzéno. V4

Véta 2.2. Necht funkce p, p', ¢ a f jsou spojité v intervalu {a,b} a necht plati
nerovnosti (2.1) a (2.2). Necht koeficienty w; a 5; jsou nezdporné a necht pro né
plati nerovnosti (2.63) a (2.69). Koneéné necht nenf soudasné ) = f2=0a¢=0.
Pak okrajova tloha (1.12), (1.13) md p#i libovolnych 11 a v, pravé jedno FeSeni.

Dikaz. Podle véty 2.1 je feditelnost dané okrajové filohy ekvivalentni s Te-
sitelnosti soustavy

o [OO O[][0].

(Ve v&t& 2.1 jsme polofili zg = b.) Podle lemmatu 2.4 je viak determinant této
soustavy od nuly rizny; soustava (2.76) ma tedy pfi libovolné pravé stran& pravé
jedno FeSeni. Tvrzeni v&ty tedy plyne z vty 2.1

Véta 2.2 udava &ednoduche post.acuml podminky pro existenci a jednoznagnost .
Fedeni okrajové dlohy (1.12), {1.13). Abychom se v dalsim nemuseli pifli asto opa-
kovat, umluvime se, e pokud budeme mluvit o této Gloze, budeme pfedpoklidat,
Ze predpoklady véty 2.2 jsou splnény, ani# to vidy budeme konkrétné uvadét.

. Z véty 2.1 také snadno plyne nédsledujici pozndmka, ktera pokryva p¥ipad vylou-

deny ve vété 2.2.

Pozndmka 2.1. Refenf diferencislnf rovnice o 2

, .

(2.77) —{p(2)y) = f(z) -

s okrajovymi podminkarmi

(2.78) —-p(a)y (a) = m,
p(0)y () = 72

(tzv. Neumannovimi podminkami) existuje tehdy a jen tehdy, plati-li

b
(2.79) Tt j f(zyde = 0.

Je-li podminka (2.79) splnéna, je Fefeni uréeno jednoznaéné aZ na aditivni konstan-
tu.

Nez ukdZeme, jak lze mySlenku pfesunu okrajové podminky pFenést na obecnou
soustavu linearnich diferencidlnich rovnic, vimneme si jest&, jak pfeklenout mezern,
ketera ziistala v odvozen{ metody stfelby pro rovnici druhého fadu v odst. 2.1.1. Tato
metoda byla odvozena za piedpokladu nenulovosti &isel z(b), resp. asp(b)z'(b) +
+ B22(b), kde funkce z byla v intervalu {a,b) feSenim diferencidln{ rovnice (2.5)
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s potitefnimi podminkami (2.6), resp. (2.13). Jsou-li v8ak splnény pFedpoklady
véty 2.2, plyne tato skutefnost ihned z lemmatu 2.4.

Z této fivahy také vidime, Ze metoda st¥elby a metoda pFesunu okrajové podmin-
ky jsou si znaéné blizké, nebot v obou pfipadech potitame podobné velifiny. K této
poznimce se jesté vratime v odst. 2.2.4.

2.2.2 Obecna soustava linedrnich diferencidlnich rovnic

V tomto odstavei si vEimneme, jak lze jednoduZe formulovat metodu pfesunu okra-
jovych podminek pro soustavu linedrnich diferencidlnich rovnic (2.21) se separova-
nymi linedrnimi okrajovymi podminkami {1.6). O prvcich matice A a o slozkach
vektoru f budeme pfitom piedpoklidat, Fe jsou to funkce spojité v intervalu {a, b},
takZe jsme opravnéni uZivat vitu o existenci a jednozna&nosti pro tilohu s poéateéni-
mi podminkami pro tuto soustavu. Kromé toho budeme piedpokladat, ze okrajové
podminky jsou nezavislé, co? znamend, Ze hodnosti matic V) a ¥ (typh my x m
a my X m 8 my + my = m} jsou rovny poitu jejich fadki.

Metoda presunu okrajovych podminek se opird o nasledujici lemma, které je
piimym zobecnéni lemmatu 2.1.

Lemma 2.5. Necht vektor y spliiuje v intervalu {£1,&;) C {a,b) diferencidlnf
rovnici (2.21) a necht v n&jakém bod& & € {¢1,&a) plati
(2.80) Voy (fo) = vg,

kde V} je obdélnikovd matice typu my xm (mg £ m) a v je dany mo-dimenzionalni
vektor. Bud ddle R(z), ¢ € {£,£2), matice typu mg x m, kterd je definovand
v intervalu (£,, &) (maticovou) diferenciflni rovnicf

(2.81) R’ = —RA(z)
g polateéni podminkou
(2.82) R (%) = Vo.

Bud koneéné r (z) mo-dimenzionalni vektor definovany v intervalu (£1,£2) diferen-
cidlni rovnici

(2.83) r! = R{z)f (z)
s polateéni podminkou

(2.84) r(§o) = vo.
Pak pro ka¥dé z € {¢1,&2) platf

(2.85) R(z)y (z) = r (z).

Dikaz. Pfedn? rovnice (2.81)s podminkou (2.82) skuteéné jednoznaZng de-
finuje matici R, nebot jde vlastné o soustavu mym linedrnich diferencislnich rovnic
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prvntho Fadu pro mgm nezndmych prvki této matice. Totéz plati 1 o vektoru r.
Vynasobime-hi rovnici (2.21) matiei R a pouZijeme-i rovnic (2.81) a (2.83), dosta-
neme

(2.86) [R@)y (=) - r ()] = 0.

Vektor R (z)y(z) — r (z) je tedy v intervalu {£;,&2} konstantni a vzhledem k pod-
mince (2.80) je nulovy. Lemma je dokizéno.

Postupem zcela analogickym, jakym jsme dokdzali vétu 2.1, se na zdkladg lemma-

tu 2.5 dokéZe i nasledujict véta.

Véta 2.3. Necht prvky matice A a sloZky vektoru f jsou spojité na intervalu
{a, ). Necht déle matice R (z), resp. R {z) typu mq Xm, resp. msxm jsou definoviny
diferencidini rovnici

(2.87) R' = —RA(z)
s pofiteéni podminkou

(2.88) R{a) =W,
resp. diferencidInf rovnici

(2.89) R = —RA(z)
s poédtetni podminkou

(2.90) R =va.

Necht konetné r (z), resp. 7 (z) jsou my-, resp. ma-dimenzionalni vektory definované
diferencidlni rovnici

(2.91) r' = R(z)f ()
s po&dteéni podminkou
(2.92) r(a)=w,

resp. diferencidinf rovnici

(2.93) F'= R(2)f (z)
s pociteéni podminkou
(2.94) (b)) = va.
Utvofime-Ii pak pro libovolné zq € (e, b} soustavu m linedrnich algebraickych rovnic
R (zo)} r{zo)
2.95 - k=|.
(295) [R(mu) P{zo) |’
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plati: ma-li okrajové dloha (2.21), (1.6) fe¥en! y (z), je vektor y (zo) fefenim sou-
stavy (2.95), a naopak, je-Ii vektor k FeSenim soustavy (2.95), je vektor y (z), ktery
ziskime FeSenim soustavy (2.21) s poddteéni podminkou y (o) = k, Fefenim okrajo-

vé tlohy (2.21), (1.6). Mé-li okrajova dlohy (2.21), (1.6) jediné Feeni, ma i soustava
{2.95) jediné feSenf a naopak.

Poznimka 2.2. Z privé€ uvedené véty plyne nasledujici jednoduché, casto
viak velmi uZiteZné tvrzeni: Necht okrajové tloha (2.21), (1.6) mé4 pfi libovolném
f a pHi libovolngch v; a vy nanejvys jedno feSeni a necht je my + my = m. Pak ma
tato tloha pii libovolnych f, v; a vo pravé jedno FeSeni. Skuteéné, podle véty 2.3
staéi ukazat, Ze determinant soustavy (2.95) je od nuly rizny. Kdyby v3ak byl tento
determinant roven nule, méla by homogenni soustavy pifsluina k soustavd (2.95)
netrividlni FeSeni a okrajova illoha (2.21), (1.6} s f = 0a vi = vo = 0 by méla
kromé trividlniho Fefenf jesté také netrividlnf FeSeni.

Na zéklad@ véty 3.2 se daji formulovat algoritmy pro fefeni okrajové alohy (2.21),
(L.8), které jsou zcela paralelni k algoritmim pro rovnici druhého fidu popsanym
v odst. 2.2.1.

2.2.3 Svazané a integrdlni ckrajové podminky

V tomto odstavci ukdZeme, jak lze nékteré @lohy s obecnéj§imi okrajovymi pod-
minkami, ne% jsou linearni separované podminky, pfevést na filohu vysetfovanou
v predeslém odstavci.

Nejprve si véimneme diferencidlnf rovnice (2.21) s obecnymi linedrnimi okrajovy-
mi podminkami (1.5). Tato tiloha se pfevede na Glohu se separovanymi podminkami
ndsledujicim jednoduchym obratem.

Resfme v intervalu {a, (a + b)/2) soustavu 2m diferencidlnich rovnic

(2.96) u'= [Ao(:) _A(a‘_);“b_w)] ut [-f(afflz—w)]’

kde v je 2m-dimenziondlni vektor a 0, je &tvercovid nulovid matice fadu m, se
separovanymi linedrnimi okrajovymi podminkami

(2.97) [U,V]u(a) = ¢,
(m, _Im]"((a + b)/2) =0,
kde I, znaéi jednotkovou matici f4du m. Hledany vektor y (z)= ['y(z), . ., ™y(z)]T
je pak dan rovnicemi
(2.98) y(z) =fu(z), i=1,...,m,

pro z € {a, (a+ b)/2} a rovnicemi
(2.99) iy(z) =" HMu(a+bd—2), i=1,...,m,
pro z € {(a + b)/2,b).
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Ckrajovou alohu se svdzanymi okrajovymi podminkami se tedy podafilo pfevést
na okrajovou tlohu se separovanymi okrajovymi podminkami. Podet rovnic viak
pfitom vzrostl na dvojnisobek.

Jak druhy piiklad uvaZujme okrajovou tlohu, kdy kromé okrajovych podminek
typu (1.6) je zad4na jesté podminka tvaru

]
(2.100} / D(z)y(z)dz =¢,

kde D (%) je dan4 obdélnikova matice typu mo x m se spojitymi prvky a ¢ je dany
konstantni mg-dimenziondlni vektor. Doplinjici podminka tohoto typu se praxi
vyskytuje napf. pfi tiloh4ch na vlastni &isla.

Nalezneme-1i feSeni soustavy my + m diferencialnich rovnic

(2.101) ml= [S((Z)) g: m * [;]

se separovanymi linedrnimi okrajovymi podminkami
V] [ y(a.)- 1

(2.102) [ 0 ’.] [u(a)_ Ik
{va 0] fr®] _ [w
o I lu@®)]  |¢c

kde y je m-dimenzionilni vektor, v je me-dimenziondlni vektor a typy nulovych

a jednotkovych matic 0 a f jsou zfejmé ze souvislosti, je slozka y nalezeného Tedeni
feSenfm pilivodnf diferencidlni rovnice (2.21), které splituje okrajové podminky (1.6)
a integraln{ podminku (2.100).

2.2.4 Obti%e spojend s metodou pFesunu okrajové podminky

Metoda pfesunu okrajovych podminek je jednoduchd, elegantni a ma, alespoii teo-
reticky, viznamnou pfednost v tom, Ze zdroveti dava odpovéd na otdzku, zda Feseni
dané okrajové Glohy existuje. Praktické zkuSenosti vak ukazuji, e p¥i jeji konkrétni
realizaci dochéazi ¢asto k znatnym obtizim. Kofen téchto obtiZi je stejny, jako tomn
bylo u metody stielby, jak je vlastn& vice méné zfejmé, nebot pfi metod& pfesunu
okrajovych podminek fefime v podstatd tyté# tdlohy s poéiteénimi podminkami
Jjako u metody stielby.

Ilustrujme typické jevy, které mohou nastat pfi metod& pFesunu na nésledujicim

jednoduchém piikladg.
Pi#iklad 2.2. Re¥me v intervalu {0, 1) diferencialni rovnici
(2.103) —[(1+ =) + ¢y = [g + 7*(1L + z)] sin 7z — 7 cos 7

s Dirichletovymi okrajovymi podminkami y(0) = y(1) = 0. Pfedpoklady existenéni
véty 2.2 jsou zfejmé splnény a presné fefeni této okrajové filohy je funkce sin 7.
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V tab. 2.1 jsou uvedeny vysledky vypoitu pro ¢ = 100 a ¢ = 500. Potfebné alohy
s poéatetnimi podminkami byly FeSeny standardni Rungovou-Kuttovou metodou
s integratnim krokem h = 0,0025. Z tabulky vidime, %e zejména v pt¥ipadé ¢ = 500

okrajové dlohy metodou st¥elby. I touto metodou dostavame vysledky stejné Spatné.

Tabulka 2.1

Regeni okrajové vilohy pro diferencidlni rovnici (2.103) metodou pfesunu

q = 100 g = 500
E piiblizné chyba piiblizné chyba
TeSend feSeni
0,0 0,000275 0,000275 163,484 000 163, 484 000
0,1 0,309114 0, 000097 18,324 700 18,015 700
0,2 0,587819 0,000034 2,779730 2,191950
0,3 0, 809028 0,000011 1,099890 0,290 869
0,4 | 0,951058 | 0,000803 0,992730 0,041 673
0,5 | 1,000000 | 0,000000 1,008 387 0,006 387
0,6 0, 951 056 0, 000000 0,952081 0,001 034
0,7 0,809017 0, 000000 0,809189 0,000172
0,8 0, 587785 0, 000000 0,587813 0,000 028
0,9 0,309017 0, 000000 0,309021 0,000 003
1,0 | ©0,000000 | 0,000000 0, 000000 0, 000 000

V nasledujicim odstavci ukaZeme, jak lze neuspokojivé chovini metody pfesunu,
které jsme ilustrovali v pravé uvedeném piikladé, podstatné zlepsit.

2.3 Metoda normalizovaného pfesunu

Jde o modifikaci metody pfesunu okrajové podminky, kterd je motivovdna sna-
hou odstranit obtiZe spojené s praktickou realizaci této metody. Pfi jejim popisu
zaéneme opét s diferencidlni rovnici druhého Fédu.

2.3.1 Diferencialni rovnice druhého ¥idu

Bud déna okraiové filoha (1.12), (1.13). V odst. 2.2.1 jsme ukézali, Ze pFesuneme-li
levou a pravou okrajovou podminku pomoci rovnic (2.56) do téhoz bodu intervalu
{a, b}, jsme schopni ziskat pofateéni podminky hledaného FeSeni Fefenfm soustavy
dvou rovaic o dvou neznamych. Mame-li na mysli jako konkrétni piiklad okrajovou

oy

alohu (2.28), (2.29), kterou jsme uZili v odst. 2.1.3 k ilustraci potizi spojenych
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Tabulka 2.2
Rezeni okrajové tilohy pro diferencidlni rovnici (2.103) metodou stielby

b =100 b = 500
z pFiblizné chyba piiblizné chyba
FeSeni fedeni

0,0 0 0 0 0

0,1 0,309016 | -0,000001 | 0,309012 ] —0,000005
0,2 0,587781 | —0,000004 0,587774 | —0,000011
0,3 0,809011 —0,000005 Q0,809006 —0,000011
0,4 0,951033 | —0,000017 0,950562 | —0,000495 |
0,5 0, 999936 —0, 000064 0,997559 —0,002441
0,6 0,950989 —0, 000068 0,9853125 0, 002068
0,7 0, 808945 —0,000072 0, 710938 —0,098080
0,8 0, 587387 —0, 000398 0, 625000 0,037215
0,9 0,307 861 -0,001 156 [ —0,309018
1,0 -0,000 244 —0,000224 —1,000000 —1,000000

s metodou stfelby, a pfesouvame-li nap¥. pravou okrajovou podminku, jsou pfisluiné
funkee # a ¢ dany vzorcl

(2.104) i) = 21_0610(3:—10) - %e—lﬂ(z—lﬂ)
a
(2.105) Hzy=1.
Soustava (2.56) (s zg = a = 0) je tedy tvaru
1 0 k] _[1
(2.106) 1100 | Lg=100 L2100 _ zl_ue—mn] [kz] = [1]

Nezndmé ky a ks, tj. hodnoty piesného feSeni dané okrajové {ilohy a jeho derivace
v bodé # = 0 vypolteme z této soustavy sice v ramci b&iné strojové presnosti
pfesné (k) = 1 a k3 = —10 dokonce na vice nez 42 platnych dekadickych cifer), tato
pfesnost viak ani zdaleka nestafi k vypoctu uspokojivé aproximace, uZijeme-li je
jako pogatetni podminky pro rovnici (2.28) (srv. pifklad 2.1 na str. 129). Ctenaf
se uZ sam miiZze snadno piesvédéit, Ze obtiZe ziistanou stejné, budeme-li pfesouvat
levou okrajovou podminku.

Je zde vBak jesté dalsi okolnost, kterd miZe realizaci metody piesunu okrajové
podminky (a ostatng i metodu stielby, protoze se v nf fes tyté% rovnice) znemoznit
je8t& dfive, ne? sestrojime soustavu (2.56). Tato okolnost spo&ivd v tom, fe prvky
matice této soustavy mohou byt znaéng velké (u soustavy (2.106) jsou Fadu 10%%),
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takZe mi¥e dojit k p¥eplndni difve ne# dosp&jeme s FeSenim piislusnych rovnic do
zadaného bodu. Nésledujici véty udévajf voditko, jak se té&chto obtiZi zbavit. Navic
pak nabfdnou mo#nost, jak obejit nutnost fesit ttlohu s podatetnimi podminkami
pro rovnici (1.12), kterd miZe byt netinosné citlivd na malé chyby ve vstupnich

datech.

Véta 2.4. Necht' p, p', q a f jsou spojité funkce v intervalu {a,b) a necht plati
(2.1) a (2.2). Necht funkce y spliiuje v intervalu (a,b) diferencidlnf rovnici (1.12)
a prvni okrajovou podminku (1.13) a necht platia; =20, 61 20 aa;+ 51 > 0. Pak
plati:

(i) Je-li vy > 0, je

(2.107) —p()y (2) + p(2)y(x) = v(z)

pro kadé x € (a,b), kde funkce ¢ je FeSenim diferencidlni rovnice

: 1
(2.108) o = ~;7za:_)¢2 +q(=z)
s politecni podminkou
(2.109) pla) = 2y
25
a funkce v je Fefenim diferencidlni rovnice
(2.110) o = —;j((:)) + £(z)
s poditeéni podminkou
T
111 =—.
(2.111) v(a) p”
(ii) Je-li B1 > 0, je
(2.112) —Y(z)p(z)y (z) + y(z) = u(z)
pro kaidé x € {a, b), kde funkce 1 je FeSenim diferencidln{ rovnice
1
2.113 f= gz + —
(2.113) V=@t + s
s poddteéni podminkou
(2.114) (a) = S
B
a funkce u feSenim diferencidlni rovnice
(2.115) o' = —g(@)(a)u + F2)H()
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s po€ate¢ni podminkou
(2.116) u(a) = L.
et

Dikaz. Bud z fefeni diferencidlni rovnice (2.5) s poéateénimi podminkami
(2.51) a c feSeni diferencidlni rovnice (2.46) s poateini podminkou (2.54). Je-li
a1 > 0, pak podle lemmatu 2.2 je z(x} 2 a3 > 0 pro kaidé z € (a, b}, a je tedy
motno rovaici —z(z)p(x)y (z) + p(z)z'(z)y(z) = o(z) platnou podle lemmatu 2.1
pro kazdé x € (a, b} d&lit funkef z. PoloZime-li tedy ¢(z) = p(z)2/(x)/2(x) a v(x) =
= ¢(z)/z(z), plati rovnice (2.107). Funkce ¢ a v jsou viak ziejmé v intervalu {a, b)
spojité diferencovatelné a pfimym vypoétem se snadno zjisti, Ze spliuji diferencialni
rovnice (2.108), resp. (2.110} s potiteénimi podminkami (2.109), resp. (2:111).

Je-li By > 0, dava lemma 2.2 nerovnost p(x)z'(z) 2 f1 > 0. PoloZime-li ¥(z) =
= z(2)/[p(z)7'(z)] a u(z) = c(z)/[p(z)z'(z)], dokdieme stejné snadno jako vise
platnost tvrzeni (ii). Véta je dokazéna.

Véta 2.5. Necht' p, p/, q a f jsou spojité funkce v intervalu {a,b) a nechf platf
(2.1) a (2.2). Necht funkce y spliiuje v intervalu {a,b) diferencidlni rovaici {1.12)
a druhou okrajovou podminku (1.13) a necht ay 2 0, B2 2 0, a3 + B2 > 0. Pak
plati

(1) Je-li g > 0, je

(2.117) —p(&)Y (2) + ¢(2)y(w) = i(x)

pro kazdé z € {a, b}, kde funkce @ je FeSenim diferencidlni rovnice

13
2.11 po=——
(2.118) d=—y? t g(z)
s pocateéni podminkou
(2.119) oty = -2
a3
a funkce ¥ je feSenim diferencidinf rovnice
2.120 = —E-Cx—)v+ z
(2.120) 8.+ sa)
s pofdteéni podminkou
(2.121) #(b) = -2,
Qg
(ii) Je-li By > 0, je
(2.122) —h()p(z}y (2) + y(z) = i(2)
pro kaZdé z € {a, b}, kde funkce 1 je FeSenim diferencialnf rovnice
- o 1
2123 ¥ = —q(2)? + —
(2123) @)+

145



II. CBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE - OKRAJOVE ULOHY

s pofatecni podminkou

(2.124) P(b) = -2
P2
a funkce & je FeSenim diferencidlni rovnice
(2.125) @' = —q(z)b(=)i + f(z)h(=)
s pocatecni podminkou
(2.126) ifa) = 2.
Ba

Dikaz V&u 2.5 dokdfeme pomoci lemmatu 2.3 stejné snadno, jako jsme
dokézali vétu 2.4 pomoc! lemmatu 2.2.

7 véty 2.4 je vidét Ze linedrni okrajovou podminku typu (1.13) lze pfescuvat
pomoci rovnice (2.107), resp. (2.112), v ni% je koeficient u p(z)y’ (), resp. u y(z)
roven minus jedné nebo jedné. Tento tvar presunuté podminky vznikl normalizaci
rovnice —z(z)p(z)y' (z)+p(z)2' (z)¥(z) = c(z), a d4 se proto oiekdvat, e koeficient
@, Tesp. ¥ neporoste tak nebezpeing, jako tomu bylo u koeficientd z a pz'. Toté
samoziejmé plati i pro druhou okrajovou podminku. Jen je tieba vychizet misto
z véty 2.4 7 véty 2.5.

Nyni uf je snadné sestavit algoritmus pro feSeni dané okrajové tilohy zaloZeny
na normalizovaném piesunu okrajové podminky. Pfitom lze vychazet stejné dobfe
z vty 2.4 jako z véty 2.5.

ZaEnéme prvnim pi{padem. Necht jsou splnény pfedpoklady existenéni véty 2.2
a bud nejprve oy > 0. Pak podle véty 2.4 plati pro fefeni dané okrajové dlohy
specidlng '

(2.127) =p(b)y (b) + ¢(b}y(B) = v(b).

Protoze platf zaroven i drubd okrajové podminka (1.13), méZeme z rovnic (1.13)
a (2.127) vypotitat hodnotu hledaného FeSenf v bodé = = b. Dostaneme

72+ aav(b)
®) = Ba + aaip(b)

a tento vzorec méa smysl, nebot je B2 + azp(b) = [B22(d) + cap(b)2'(8)]/2() # 0
podle véty 2.2. Kdybychom ze zmin&nych rovnic vypotetli je$té hodnotu '(b), m&li
bychom k dispozici potatetni podminky pro pivodni diferencidlnf rovnici (1.12).
Jejim FeSenim se ziskanymi potateénimi podminkami bychom dostali, aspofi teo-
reticky, FeSeni okrajové tlchy. Provedenim tohoto postupu bychom se viak zbavili
pouze jedné nepfijemné vlastnosti metody prostého pfesunu, totiZ ristu prvkd ma-
tice (2.56). Druhé potiZ spolivajici v citlivosti pivodni diferencidlni rovnice na
potateinich podminkach by zifistala jako d¥fve. Proto¥e viak feseni dané okrajové
filohy splituje rovnici (2.107) pro kaidé = € {a, b}, cof je diferencidlni rovnice prvni-
ho tédu, zda se, %e fefeni dané okrajové Glohy je moZné dostat také tak, Ze fefime

(2.128)
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diferencidlni rovnici (2.107) s poéatetni podminkou (2.128). Pozdgji uvidime, Ze
tento postup bude dokonce v jistém smyslu vyhodny.

Podobné postupujeme i v piipadg, Ze je 81 > 0. Z rovnice (2.112) psanéproz = b
a z druhé okrajové podminky (1.13) dostaneme

_ Y3%(b) + agu(b)
(2.129) ¥ = T m

Pousit tuto hodnotu jako poéiteéni podminku p¥fmo pro rovniei (2.112) je sice
v z4sadé mo#né, mohou v8ak pfitom vzniknout jisté problémy, protoZe na zakladé
dosud uvedenych tvrzeni neni jasné, zda nemiize nastat degenerace rovnice (2.112)
v diisledku anulovédni koeficientu . Proto je rozumnéj$i poéitat misto funkce y
funkci

(2.130) p(z)y (z) = w(x)
z diferencidlni rovnice
(2.131) —w' + g(z)o(2)w = f(z) — 9(z)u(z)
s pocitetni podminkou
72 — Pau(b)
(2.132) “®) = T Be0)

a funkci y pak vypoéitat z rovnice
(2.133) y(z) = u(z) + (z)w(z).

Diferencislni rovnice (2.131) vznikla z diferencialni rovnice (1.12) dosazenim za
p(z)2'(z) podle {2.130) a za y podle (2.133) a poéateini podminka (2.132) vznikla
feSenim rovnice (2.112) psané pro # = b a druhé rovnice (1.13) pro neznimou
p(8)y' (b} = w(®)-

Nésledujici véta pravé popsanou metodu ospravedliyje.

Vé&ta 2.6. Necht jsou splnény predpoklady véty 2.2. Bud a; > 0 a bud funkce
¢ definovand diferencidlnf rovnici (2.108) s poddtecni podminkou (2.109), funkce v
diferencialni rovnici (2.110) s poldteéni podminkou (2.111) a funkce y diferencidlni
rovnici (2.107) s po&dtedni podminkou (2.128). Pak y je feSenim okrajové ilohy
(1.12), (1.13).

Bud' 8, > 0 a bud furkce v definovand diferencidlnf rovaici (2.118) s po&atecni
podmirkou (2.114), funkee u diferencidini rovnicf (2.115) s poéiteéni podminkou
(2.116) a furkce w diferencidlni rovnici {2.131) s poZiteéni podminkou (2.132). Pak
funkce y definovana rovnici (2.133) je FeSenim okrajové dlohy (1.12), (1.13).

Dtikaz. Vy3etfujeme nejprve pifpad a; > 0. Podle vty 2.2 existuje jediné

te$enf problému (1.12), (1.13). Oznaéme je pro potfeby tohoto dikazu §. Podle véty
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2.4 plati

(2.134) —pB)7 ®) + (B)3(E) = o(t)
a zaroveh

(2.185) azp(b)§ (b) + B2§(b) = 72
Vypoéteme-li z téchto dvou rovnic §(b), dostaneme
(2.136) gy = 2200 o)

 Batoap(b)y T
Dosadime-li viak za §(b) do rovnice (2.134) hodnotu y(}) a vzniklou rovnici cde¥-
teme od rovnice (2.107) psané pro z = b, dostaneme, e plati

(2.137) p(B)F (8) = p(B)y/ (8).

% rovnice (2.107) je na prvni pohled vidét, %e funkce y m4 v intervalu {a, 8} spojitou
nejen prvnd derivaci, ale i druhou derivaci. Derivujeme-li rovnici (2.107) a dosadime-
liza ¢ podle (2.108), za +' podle (2.110) a za g’ znovu podle (2.107), dostaneme,
ze funkee y splituje diferencialni rovnici (1.12). Funkce y tedy spliiuje stejnon dife-
rencidlnf rovnici a stejné pogatetn{ podminky v bod& & jako funkee 7. Podle vty
o jednoznatnosti je y(z) = y(z).

Vsimnéme si nynf p¥ipadu fi > 0. Je-li § opét Fefeni problému (1.12), (1.13),
plati znovu podle véty 2.4

(2.138) —p(b)p(b)F (8) + §(b) = u(b)
a zdrovedi (2.135). Z téchto dvou rovnic viak ihned plyne, Ze je
(2.139) P(B)7 (b) = w(b).

PiSeme-li viak rovnici (2.133) pro ¢ = & a dosadime-li do rovnice (2.138) podle
{2.139) a vanikié rovnice odetteme, dostivéme, e je

(2.140) #(b) = y(b).

Derivovanim rovnice (2.133) a dosazenim podle (2.115), (2.113) a {2.131) dostane-
me, Ze plati

(2.141) P (@) = ().

Odtud dalsim derivovénfm plyne, e funkce y spliinje diferencialni rovnici (1.12).
Toto zjisténi spolu s podminkami (2.140) a (2.139) véak dava, 7e je y(z) = F(z).
Véta je dokdzéna.

Metodou popsanou ve vét& 2.6, kters tedy spoiiva v tom, 7e okrajova podminka
se pfesouvd v normalizovaném tvaru a %e hledané feSeni se dostane Fesenim dife-
rencidlni rovnice niZ&iho Fadu, ne¥ je f4d pivodni diferencidlni rovnice, nazveme
metodou normalizovanéko pfesunu okrajové podminky.

148

2 METODY ZALOZENE NA PREVODU NA ULOHY $ POCATECNIMI PODMINKAMI

Pfi metodé normalizovaného pfesunu okrajové podminky tedy fedime nejprve
zleva doprava dvé rovnice prvniho ¥adu, z nich? jedna je nelinedrni {Ricattiova)
a druhd linedrni (v pfipadé oy > 0 jsou to rovnice (2.108) a (2.110)), a hledané feseni
dostaneme Fefenim linedrni diferenciiln{ rovnice zprava doleva. Regeni pfislusnych
tiloh s potateénimi podminkami pfitom provedeme n&kterou z metod popsanych
v kap. I. Tam jsme sice vEude pfedpokladali, e poéatetni podminka je zadana
v levém krajnim bodé intervalu, v n8m3 hledame fefeni, metody, které jsme uvedli,
viak lze beze zmény uZzfti k Fefeni filoh, v nichZ podateéni podminka je zadani
v pravém krajnim bod& daného intervalu. Staéi k tomu pouze predpcklidat, Fe
piisludny integraéni krok je zaporny.

V popsaném postupu lze samozfejmé zaménit reli krajnich bodi intervalu {a, b}.
Postup je zfejmy, je jen tieba uZit misto véty 2.4 vétu 2.5. Tak za piedpokladu, Ze je
@y > 0, se feSeni okrajové filohy (1.12), (1.13) dostane FeSenim diferencidlni rovnice
(2.118) s potéateini podminkou (2.119), diferenciélni rovaice (2.120) s poéatetni
podminkou (2.121) (ob& tyto rovnice se feif zprava doleva) a diferencidlni rovnice
{2.117) s potateéni podminkou

71 — o i{a)
fL— e 95(‘1)‘

V pifpadé, Ze je F2 > 0, se fedi diferencidlni rovnice (2.123) a (2.125) s pogateé-
nimi podminkami (2.124) a (2.126) zprava doleva, pak se Tedi diferencidlni rovnice

(2.143) i + g} ) = £(z) - q(2)i(z)

8 podateéni podminkou

(2.142) ya) =

T — ﬁlﬁ(a)

(2.144) w(a) = Sy

a hledané feseni se dostane z rovnice
(2-145) #(z) = iz) + H{z)b(z).

V pfipadé, %e nds zajim4 feSeni dané okrajové tlohy jen v jednom nebo nékolika
malo bodech, je obvykle vihodngj§ postupovat obdobné jako u metody prostého
pesunu. ReSenim rovnic (2.108) a (2.110), resp. rovnic (2.113) a (2.115) presu-
neme levou okrajovou podminku do ¥idaného bodu zq¢ a pomocf rovnic (2.118)
a (2.120), resp. (2.123) a {2.125) pFesuneme pravou okrajovou podminku do té
hoZ bodu. Hodnotu y{xo) a p(xo)y (¢} pak vypoEteme ze veniklé soustavy. I tuto
variantu nazveme metodou normalizovaného pfesunu.

O metodé normalizovaného piesunu bychom radi tvrdili, Ze se v n&jakém smyslku
chové lépe neZ metoda stfelby nebo metoda prostého pfesunu. Doposud oviem
vime pouze, Ze tato metoda odstrafiuje jen ten mensi problém spojeny s metodou
prosiého pfesunu nebo metodou stielby, totiZ p¥{lisny rdst veliéin, s nimi jsme
nuceni poéitat. Daleko vazngjsi nedostatek zmindngch metod spodivajici v nefinosnd

149



II. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE ~ OKRAJOVE ULOHY

vysoké citlivosti vychozi rovnice na poéiteénich podminkach jsme zatim odstranili
pouze tak, %e jsme pFisluinou tilohu z algoritmu normalizovaného pfesunu prosté
vyfadili a nahradili ji Glohou s poéitetnimi podminkami pro jinou diferencilni
roveicl. SnaZme se proto nalézt né&jaké matematické divody, které by vhodnost
tohoto postupu podepiely. Zaéndme nésledujici definici:

Definice 2.1. Rekneme, %e Yefeni y diferencidlni rovnice
(2.146) ¥ = f(=z,9)

Je stabilni vzhledem k {rvale pisobicim poruchdm, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje

Y

A > 0 tak, e pro ka%dé fefeni diferencidlni rovnice
(2.147) ¥ = f(z,§) +6(x), =€ {a c0),

pro né% plati

(2.148) i#H(a) - y(a) £ A
(2.149} sup |86(z)| £ A,
plati

(2.150) i) - ulz)| <

pro ka¥dé z € {a,00).

Je zfejmé, Ze stejné dobfe mi¥eme mluvit o stabilité vzhledem k trvale piisobicim
poruchdm i v pfipadg diferencidlnich rovnic vySsich fadi nebo soustav diferencial-
nich rovnic. Staé¢f k tomu pouze poklddat v pfedchozi definici velitiny y a f nikoli
za skaldry ale za vektory.

Definice 2.1 postihuje zejména to, Ze feseni diferencidlni rovnice, které je stabilni
vzhledem k trvale plisobicim poruchdm, zavisi spojité na malych zméndch pocd-
teéni podminky a pravé strany stejnomérné vzhledem k délce intervalu, v némi
je uvaZujeme. Stabilita vzhledem k trvale pisobicim poruchdm tedy vyluduje cho-
véni, které je pFi metodé st¥elby nebo metod& prostého pfesunu typické, totiz zZe
chyby podstatné zdvisi na délce intervalu, v némi hledame Fefeni. Proto kdyby se
ndm podafilo dokazat, fe rovnice normalizovaného pfesunu jsou stabilni vzhledem
k trvale plisobicim poruchém, byl by to velmi vyznamny matematicky argument
v jejich prospéch.

V dalsim textu ukaZeme, Ze za uréitych dopliujicich pifedpokladi tomu tak sku-
te&né je. Nejd¥ive viak zformulujeme a dokdZeme pomocné tvrzeni citované obvykle
jako Bellmanove nebo Grénwallovo lemma.
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Lemma 2.6. Necht funkce @, 1 a x jsou spojité v intervalu {a,b) a necht x je
v tomto intervalu nezépornd. Necht ddle plati

(2.151) o) S4E)+ [ x(p)at
pro ka?dé z € {a,b). Pak plaif
(2.152) Ple) S ¥(a)+ [ el O

pro kazdé z € (a,b).

Dikaz. Poloime

(2.153) R(z) = / T Be(t) dt.

Z piedpokladu (2.151) a z nezdpornosti funkce x snadno plyne, %e plati
(2.154) R'(z) - x(z)R(z) £ x(2)¥(z).
Definujeme-h funkei V' diferencislni rovnici

(2.155) V' = X&)V = x{z)¥(z)

s potiteéni podminkou

(2.156) V(a) =0,

Je

(2.157) R(z) £ V(z)

pro kadé z € (a,b}. Skuteins, poloiime-li Z(z) = V(z) — R(z), je
(2.158) Z'(z) - x(z)2(z) = 1(2),

kde v je nezdporna funkce; rovnice (2.158) plyne ihned odeétenim nerovnosti (2.154)
od rovnice (2.155). Refeni diferencialni rovnice {2.158) s potateén{ podminkon
Z(a) = 0, kterd je zfejmé& splnéna, viak lze psat vzorcem

%
(2.159) Z(a) = / Syl xat g,
a

jak se snadno zjisti pfimym vypo&tem. Ze vzorce (2.159) je viak patrno, e funkee Z
je nezdpornd v intervalu {a, b). Poufijeme-li vzorec (2.159) je$t8 jednou, tentokrat
na funkei V, dostavame tvrzeni lemmatu z nerovnosti (2.157).

Véta 2.7. Necht funkee p, p', g a f jsou spojité v intervalu (a,c0) a necht
v tomto intervalu platf

(2.160) 0<pZp(z)S P
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(2.181) 0 < g0 £ g(z),

kde po, 90 a Py jsou konstanty. Necht dile plati oy > 0 a §1 > 0. Pak FeSeni

diferencidini rovnice (2.108) a (2.110) s podatetnimi podminkami (2.109) a (2.111)
Jjsou stabilni vzhledem k trvale ptisobicim poruchdm.

Dikaz. Zafneme rovnici (2.108). Bud tedy ¢ TeSeni diferencidlni rovnice

(2.162) ¢+ ﬁ@z = g{z) + 6(z)
a poloZme
(2.63) (2) = $(z) - p(a).

Odeéteme-li rovnici (2.108) od rovnice {2.162), dostaneme po snadnjch fipravach,
#e funkce ¢ splfiuje diferencidlni rovnici

2p(z), 1
(2.164) e’ —¢? = é(z).
wz) " pla)

Méme dokézat, Je feSeni této diferencidlni rovnice je pro kaZdé z € (a,o0) malé
za pfedpokladu, e jeho po&atetni podminka je mal4 a Ze prava strana je mala.
Abychom toto tvrzeni dokazali, ukaZme nejprve, Ze existuje konstanta @g > 0
takov4, Ze pro fefenf  diferencidlni rovnice (2.108) s poateéni podminkou (2.109)
plati

(2.165) w(z) Z po

pro kazdé z € {a, co). Definujme k tomu cili v intervalu {¢, 0o} funkci ¢ diferencialni
rovnici

1

(2.166) Y+ =g
Po

s potateéni podminkou

(2.167) ¥(a) = p(a).

Pimym vypodtem se zjisti, Ze je

() + (pogo) " tgh [(ﬂ)”(z )
2.168 vz 1122 i,
( ) ( ) (P ) (P( )tgh [(L / ] + puqo)llz
Polozime-li w(z) = () — ¢(z), gjistime snadno, e plati
189 o)+ L) = ) - o+ 90 (£ - ) 20
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Odtud a ze vzorce (2.167) viak plyne, Ze je

(2.170) p(2) 2 ¥()
pro kaidé z € (g, 00). Je-li nyni

(2.171) ¢(a) 2 (pogo)*'?,
je

(2.172) <p(a){1 — tgh [(572“) M a)] } > (poqo)lﬂ{l —tgh [(;—Z) Vg a)] }

nebof plati tgh z < 1 pro kaZdé z. Z nerovnosti (2.172) vak ihned plyne, Ze je

(2.173) ¥(z) 2 (pogo) /2.
Je-li naopak
(2.174) p(a) < (pogo)'/?,
je z¥ejmé ¢?(a) < pogo, a tedy
172
(2175)  F@)wh [(2) @ - )] + Goro) Hpla) <

< manteh [(22)" (e - 0] + (oa0)pta) =

= 1/2 1/2 o 172 =
= (poao)'/*{(poao) " 18 [(£) "z - )] + (o)}
Z nerovnosti (2.175} uZ snadno plyne, Ze je

(2.176) ¥(z) 2 ¢la).

Za tislo o v nerovnosti (2.165) tedy staff vzit min ((pogo)'/?, ¢(a)), protoie vahle-
dem k pfedpokladu 8 > 0 je ¢(a) > 0.
Za pfedpokladu, Ze rovnice (2.164) m4 fedeni, plati

@177)  e(z) = e(a)exp [_ f 2i£§)dt}+

AL R N

Zde jsme pouZili vzorce analoglckeho ke vzorci (2.159) pro fefen{ linedrn{ diferen-
cidlni rovnice s nenulovou poédteéni podminkou. PoloZme déile

20
2.1 =
(2.178) o=
takze plati
2p(z)
2.179 <o —=
(2179) = p(=)
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pro kaidé r € {(a,00). Odhadneme-li integrly z funkce 2¢p/p ve vzorci (2.177)
pomoci tohoto &isla o, dostaneme
e*(r)

(2.180) le(z)] £ le(a)le="=) + / oo - )

Bud nyn{ ¢ libovolné pevng zvolené kladné Zislo, pro né# plati

e dr,

(2.181) e £ Ipoo

a bud #(e} = sup{F; Feleni e rovnice (2.164) existuje na intervalu {a, 3} a je le(z)| £
< ¢}. Podle definice &isla §(¢) tedy plati pro = € {(a, A(c))

62 T £
(2.182) ‘Ef(—wT)r < I—J;Ie(r)|~

Dosadime-li tento odhad do nerovnosti (2.180) a poloZime-1i § = max|5(x)|, dosta-
neme po snadnych dpravach, #e je

x
(2.183)  |e(z)[e”® D £ |e(a)] + g[eo(z—a) ~14+ pi] le(r)|e?=D d .
0 Ja
Pouiijeme-li na nerovnost {2.183) lemma 2.6, dostaneme.
(2189 [efz)le”C~ £ fe(a)| + (e~ — 1]+
€ ¢ 4 a({r—a) = {x—7)
+P_0/a {|e(a)|+ ;[e —-1]}ei'u dr.

Vypoitem integrild a snadnou dpravou odtud plyne, e plati

<

(2.185) le(z)] £ le(a)fe™¢ 7791
81— e lomsMea.

+
7 po

Z nerovnosti (2.181) plyne, Ze je 0 —¢/py Z 0~ /2 > 0 a 1/(0 — ¢/po) £ 2/0.

Tedy pro « € {a, B(¢)} a pro |§(z)| < § platf

26
(2.186) le(z)] £ le(a)l + —.
Bud koneéné

. &g O¢

(2.187) A =min (Z’ —8—)
a necht plati
(2.188) [B(a) = pla)l < A
a
(2.189) |6() £ A,
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Tvrdime, Ze pak feSeni e existuje na intervalu (g, co) a platf
(2.190) le(z)| < e.

Skutetng, ze spojitosti funkce e a z nerovnosti |e(a)| < £/4 < ¢ plyne, Ze &slo B(e)
je vEt3i neZ a a nerovnost (2.190) zfejmé plati pro = € {a, 8(¢)). Predpoklidejme,
Ze je B(¢) < oc. Podle (2.186) plati pro = € (e, B(c)}, %e je
2A __ e € €

2.191 SA+2 i E e

(2101) IO E-FL AP

To je viak spor s definic{ sla B(c). Refeni ¢ rovnice (2.108) je tedy skutefus
stabilni vzhledem k trvale piisobicim poruchamn.

Platnost stejného tvrzeni pro rovnici (2.110) se uZ dokaZe podstatné snadngji,

nebot tato rovnice je linedrni. Bud tedy ¢ FeSeni diferencidlnf rovnice

o, ele) = flx .
{2.192) U+Tz)_v_f( )+ 8(z)

a poloZme
(2.193) e(z) = i(z) — v(z).

Pak funkce e spliiuje diferencidlni rovnici

(=)

2.194 e+ e = §(x).

(2.194) o= i)

ReSen{ této diferencidlni rovnice existuje v celém intervalu {a,00) a dé se psit
pomoci vzorce

(2.195) e(2) = e{a)e” ST st

+ jt 6(7’)&_‘[: 3 at dt.
PouZijeme-1i nerovnost (2.179), plyne odtud, Ze je
(2.196) le(z)] £ le(a)le =) + 5[1 ]

kde & = max [6(x}|. Odtud vSak uZ pozadované tvrzeni plyne bezprostiedns. Véta
je dokdzéna.

Snadno lze téZ dokazat, Ze za pfedpokladi analogickjch jako ve v&t& 2.7, oviem
tentokrat formulovanych pro interval (—co, b}, je i rovnice (2.107) stabilni vzhledem
k trvale pisobicim poruchdm.

Na zdvér tohoto odstavee ilustrujme metodu normalizovaného pfesunu FeSenim
téZe okrajové filohy jako v piiklad& 2.2. Vysledky, které byly ziskdny za stejnych
podminek jako v citovaném piikladg, totiZ uZitim standardni Rungovy-Kuttovy
metody s integraénim krokem A = 0,025, jsou shrouty v tab. 2.3. Vidime, Ze jsou
podstatné uspokojivEjsi nez u metody stfelby nebo prostého pfesunu.
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Tabulka 2.3

Resenf okrajové tilohy pro diferencialni rovnici (2.103) metodou normalizovandho pfesunu

g = 100 g = 500

z pfiblizné chyba pfibliZné chyba
Feleni Fedent
0,0 0, 000000 0,000000 0, 000000 0,000 000
0,1 0,309012 —0, 000 005 0, 309007 —0, 000010
0,2 0,587778 —0,000007 0,587 770 —0,000015
0,3 | o,809000 | —o,000008 | 0,808999 | —0,000018
0,4 | 0,951048 | —0,000009 | 0,951037 | —0,000019
0,5 0,999 989 —0,000011 0,999 879 —0,000021
0,6 0,951045 —0,000012 0,951038 —0,000018
0,7 0, 809 009 —0, 000 008 0, 809007 —0,000010
0,8 | 0,5877814 | -o0,000001 | 0,587780 | —0,000005
0,9 0,308018 0, 000 001 0,309016 —0, 000 001
1,0 0, 000000 - Q, 000 000 0, 000000 0, 000 000

2.3.2 Obecnd soustava linearnich diferenciilnich rovnic

V tomto odstavei struéné ukiZeme, jak lze pFenést myslenku normalizovaného pfe-
sunu na piipad obecné soustavy linearnich diferencidlnich rovnic. Zaéneme nékolika
pomocnymi tvrzenimi.

Lemma 2.7. Bud ®(z) = {p;;(2)} étvercovd matice Fadu m, jejiZ prvky jsou
diferencovatelné funkee v intervalu 1. Pak plati

(2.197) [det #(z)]' = tr[@' (2)P(=)]
pro kaidé z € I, kde & = {@:i;} a @i je algebraicky dopln&k prvku ¢;; matice @,
tj. determinant matice ¥idu m — 1, kterd vznikne z matice ® vypuSténim j-tého

fédku a i-toho sloupce opatieny znaménkem (—1)t9 a tr(.) znadf stopu matice, t.
souéet jejich diagondlnich prvkd.

Dakaz. Z definice determinantu plyne, Ze plati

90111 Y1z .- Plm
(2.198) [det &(z)]' = det lpfl ‘P:zz BRRG

‘P’r.n1 Pm2 - Pmm
156

2 METODY ZALOZENE NA PREVODU NA ULOHY § POCATECNIMI PODMINKAMI

e Pha - Pim P11 P12 ... P

! ]

P21 Paz .- Pz P21 P2 ... P
+det | . ; T det | an
Pml Pmz - Pmm Pm1 Pm2 - Pram

Rozvineme-li prvni determinant na pravé strané rovnice (2.198) podle prvki prv-
niho sloupce, druhy determinant podle prvki druhého sloupce atd., dostaneme

m m
(2199) [t = 3 vhidu+ S phabut
k=1 k=1
m m m
tot 3 PPk = Y D hiBiks
k=1 k=1j=1

coz dokazuje lemma.

Lemma 2.8. Bud ®(v) = {¢ij(z)} &tvercovd matice, jejiZ prvky ij(z) jsou
diferencovateiné pro = € I a nechf existuje pro z € I inverzni matice ' (z). Pak
prvky matice 8~ (z) jsou také diferencovatelné v I a plati

(2.200) @' () = —& (=)@ ()87 (2).

Diikaz. Diferencovatelnost matice &~ (z) plyne ihned z rovnosti 7 '(z) =
= @(z)/ det #(z), kde @ je matice z lemmatu 2.7. Rovnici (2.200) pak dostaneme
derivovani identity &~ (z)®(z) = /.

Lemma 2.9. Bud A(z) &tvercovd matice ¥idu m se spojitymi prvky v intervalu
I a bud #(z) &tvercovd matice F4du m definovand maticovou diferencidlni rovnici
(2.201) & = Alz)®, zecl,
s pofateéni podminkou
(2.202) @(a) =/,

kde I je jednotkova matice Fidu m a a € I. Pak matice #(z) je reguldrni pro kaZdé
zel.

Diakaz. Podlelemmatu 2.7 plati pro z € I
(2:203)  [det $(x)]) = tr[® (2)@(z)] = tr{A(z)@(z)B(x)] = [det ()] tz[A(z)],
nebot #(2)P(z) = [det #(2)]/. Pro libovolné z € I tedy plati
(2:204) det B(z) = el tHAId T

protoze je det ${a) = 1.
Piipometime, %e matici & zavedenou v lemmatu 2.9 jsme v odst. 2.1.2 nazvali
fundamentalni matici soustavy y' = Ay.
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Zatimeo lemmata 2.7 - 2.9 maji obecnou platnost, ndsledujic! lemma u# se bez-
prostiedné tykad metody pfesunu okrajovych podminek pro soustavu linearnich dife-
rencidlnich rovnic (2.11) s linedrnimi separovanymi okrajovymi podminkami (1.6).
Pfedpokladejme tedy v dal$im, ze pro tuto okrajovou {ilohu jsou splnény pfedpo-
klady zformulované na zaéatku odst. 2.2.2.

Lemma 2.10. Necht matice R (z) typu mqo X m je definovand v intervalu (€1, £3)
diferencidlnf rovnici (2.81) s po&dtednf podminkou (2.82). Pak hodnost matice R (z)
Je pro kaidé ¢ € {£1,&:) rovna hodnosti matice V;.

Dikaz. Bud®(z)fundamentilni matice soustavy y’ = Ay urtend poéateéni
podminkou &(£p) = /. Podle lemmatu 2.9 je matice #(z) reguldrni pro kazdé z €
€ (£1,€2). Matice Vg@“l(a:) m4 tedy smysl a splituje zfgjmé podminku (2.82). Na
zékladé lemmatu 2.8 se snadno vypoéte, Ze splituje i diferencidini rovnici (2.81).
Plati tedy

(2.205) R(z) = Vo® X(z)

pro kazdé ¢ € {£1,&3). Odtud viak ui po¥adované tvrzeni plyne, nebot matice
®~(z) je reguldrni pro kazdé z € {€1,&2).

Obratme se nynf k Fedenf okrajové ilohy (2.21), (1.6). V odst. 2.2.2 jsme vidéli,
Jjak 1ze my okrajovych podminek tvaru

(2.206) Viy(a) = w,

kde V) je obdélnikovd matice typu m; x m, pfesunout do libovolného bodu interva-
lu {a, b). Pfedpokladame-li, Ze hodnost matice V; je rovna &islu my, lze v ni vybrat
m; linedrné nezavislych sloupcl. Budeme pfedpokladat, ze je to prvnich m; sloup-
¢li, nebof toho lze vhodnym pfeéislovanim slozek vektoru y, a tedy pFerovndnim
sloupcl matice Vi, vidy dosdhnout. D4 se-tedy psat

(2.207) vi = v, v,

kde Vl(l) je regularni étvercovd matice Fadu my, a okrajovou podminkn (2.206) lze
uvést na tvar

(2.208) [/;—Goly(a) = go,
kde matice Gy typu my x {m — m;) je ddna rovnici
(2.209) Go = ~(V,)~1y @
a my-dimenziondlni vektor gy rovnici

(2.210) g0 =V 1w,
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Necht matice R(x) a vektor r(z) realizuji pfesun okrajové podminky (2.208).
Matice R tedy spliiuje diferencidlni rovnici {2.87) s podateini podminkou

(2.211) R(a) =[I,— G}

a vektor r diferencidlni rovnici (2.91) s poéatetni podminkou

(2.212) r(a) = go,

prifem# plati

(2.213) R(z)y(=) =r (=)

pro ka#dé fefeni dané okrajové tilohy (srv. vétu 2.3 z odst. 2.2.2). PoloZme
(2.214) R(2) = [Ri(a), Ra(2)],

kde bloky matice R jsou utvofeny stejné& jako bloky matice V. PoloZime-li jesté

(2.215) y(z) = (=), ya()]"

kde

(2.216) »n(z) :[ly(z), e ,mly(z)]T,
ya(@) =["y(z),..., Py(@)]”

(tj. vektor y; m4 za sloZky prvnich m, sloZek vektoru y a vektor y; je tvofen
zbyvajicimi slozkami tohoto vektoru), lze rovnici (2.213) psat ve tvaru

(2.217) Ri(z)y1(2) + Ra{x)ya(z) = r (.'E); z € {a,b).

Mimoto pro matici Ry(z) plati podminka R;(a) = I. V disledku spojitosti prvki
této matice tedy existuje § > 0 takové, Ze matice Ry(z) je reguldrni na intervalu
{e, ¢ + &). Pfedpokladdme-li, Ze matice R1(x) je reguldrni na celém intervalu {a, b},
lze pfesunutou podminku (2.217) psét ve tvaru

(2.218) n(z) — G(z)ya(z) = g(z),
kde matice G(z) je ddna rovnici
(2.219) G(z) = —[Ri(2)]"' Re(2)

a vektor g(z) rovnici
(2.220) 9(2) = (R ()] (o).

Podminka (2.218) uZ je v normalizovaném tvaru v tom smyslu, Ze koeficienty vystu-
pujici u prvnich my sloZek vektoru y(z) tvoii v celém intervalu {a, b} jednotkovon
matici.

Abychom tedy mohli pfesouvat danou okrajovou podminku v normalizovaném
tvaru, musi byt pfedeviim matice Ry(z) reguldrni pro kazdé z € (g, b} a musi byt
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moi_né poéitat prvky matice G(z) a slozky vektoru 9(x) pfimo a nikoliv pomoci
matice R (z) a vektoru r(z) z metody prostého pFesunu. PoloZime-li

Ai(z) Az
(2.221) A=) = [Azig A;’;fz”

(2.222) f(z) = [fi(z), fa()]",
kde
011(2) - Alm, (15)
(2223) A]_l(z') = . ]
ﬂmll(w) cie Omymy (m)
) allmﬁ_l(m) .. alm(m)
A]g(r) = ‘
aml:ml‘l'l(z) ;- amlm(z)
Imi1,1(%) . Gy gim, (2)
Azi(z) = : :
Q1 () . Qpm, (a:)
am1+1,m1+1(z) . aﬂ’A1+1,m(z)
Azg(z) = . ,
"—"Tn,rn1+1(-":) cee Gonm ()

fi(z) =[(2), ..., ™ f(2)]T,
Blz) =™ f(z),...," f(2)]T,

. . wx NP Sa1s :
uréi se matice G(x) FeSenim maticové diferencidlni rovnice

(2224) G'= Au(.‘l})G - GAzz(z‘) - GAzl(I)G -+ Alg(ﬂ)
s potatetni podminkou

(2.225) G(a) = G,

a vektor g FeSenfm diferencidlnf rovnice

(2.226) 9" = [An() ~ 6(=)Aa(o)lg + fi(z) - G(x)fa(z)
8 potateéni podminkou

(2.227} 9(a) = g,

Jak se snadno zjisti,
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Maticové diferencidlni rovnice {2.224) je nelinerni (viz &len GAy G ), takze je-
ji TeSenf nemusf existovat v celém intervalu {a,b). Piedpoklad, ze matice Ry '(x)
existuje pro kaZdé = € (a, b}, je vlastné totoiny s pfedpokladem, Ze soustava dife-
rencidlnich rovnic (2.224) mé fefeni v celém intervalu (g, §}). O opatfenich, kiera je
t¥eba utinit, je-li tento pfedpoklad poruden (coZ se pozna podle toho, e se nepodaii
dojit s feSenim rovnic (2.224) aZ do bodu b), se zmin{me pozdsji.

Pomoef rovnic (2.218) pfesuneme tedy okrajovou podminku a# do bodu &. Do-
staneme tak rovnice

(2.228) y1(8) — G(B)ya(b) = g{b).

Pfidame-li k témto rovnicim druhou okrajovou podminku (1.6), kterou zapiSeme
pro nazornost ve tvaru

(2.229) Vi (0) + V5 (b) = v,

kde jsme poloZili

(2.230) ve = (v, v,

dostaneme FeSenim takto vzniklé soustavy rovnic pofitefni{ podminku y(b) =
= [y1(8), y2(8)]7 hledaného Fefeni. Abychom utvofili tiplnou analogii metody nor-
malizovaného pfesunu z odst. 2.3.1, nesmime pouzit tuto podateéni podminku pro
plivodni soustavu diferencidlnich rovnic, ale pouzijeme pouze jeji slozku y5(b) jako
podatetni podminku pro soustavu diferencidlnich rovnic

(2231) y’2 = [Agz(:!}) + Agp G(.’E)]yg + £ + A2 g.

Tato soustava diferencidlnich rovnic vznikla vylougenim sloiky y; (z) hledaného ¥e-
geni z plivodni soustavy (2.11) uZitim rovnic {2.218). Resenfm diferenciéln{ rovnice
(2.231) dostaneme slozku yo hledaného feseni. Potfebujeme-li zn4t i sloiku yy, ur-
¢ime ji z (2.218).

Metoda normalizovaného piesunu spofivd i pro uvafovanou obecnou okrajovou
talohu v fefeni dvou tloh s pogatetnimi podminkami v bod& a, z nich# jedna je
nelinedrni, a linedrni dlohy s pogatenimi podminkami v bodg 4.

Neni-li spInén pfedpoklad regularity matice Ry(z) v celém intervalu {a, 8), za n&-
ho# jsme metodu normalizovaného presunu okrajové podminky odvodili, projevi se
to tak, Ze uvnitf intervalu {a, b} existuje bod, v némé# absolutni hodnoty nékterych
prvkil matice G(z) rostou nade viechny meze. Z lemmatu 2.10 viak plyne, Ze ma-
tice R(2) = [Ri(x), Ry(x}]T md hodnost m; pro kaZdé z € {a,b), a tedy ma vidy
nékterych m; sloupci linedrnd nezévislych. MiZeme tedy postupovat tak, Ze v tom
bodé intervalu {a, b}, v némz absolutni hodnota nékterého prvku matice G(z) p¥e-
vysi n&jakou pfedem danou toleranci, provedeme novy vybér linedrné nezivislych
sloupcl matice R(z). V daldim vypoétu pak bude roli matice R(z) hrat matice
sestavend z téchto sloupcii. Pfislusné diferencidlni rovnice se samozfejmé zmdni,
nebot novy vybér linedrnd nezdvislych sloupch znamend nové pretislovani slozek
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hledaného vektoru. Do dalsich podrobnosti, které mohou byt znaéng komplikované,
vl nebudeme zachazet, nadim cilem bylo uk4zat pouze zékladni myslenku mo#ného
pestupu.

Pravou okrajovou podminku lze samozfejmé také piesouvat v normalizova-
ném tvaru pomoci diferencidlnich rovnic, které jsou analogické k rovmicim (2.224)
a (2,226). Pfesuneme-li tedy levou okrajovou podminku a pravon okrajovou pod-
minku do téhoZ bodu ¢, miZeme vypoditat slozky hledaného vektoru fefent v tomto
bodé feSenim soustavy linedrnich algebraickych rovnic. Dostaneme tak modifika-
ci metody normalizovaného pfesunu, p¥i ni% fefeni soustavy diferencidlnich rovnic
typu (2.231) odpada.

Praktické zkuSenosti ukazuji, Ze popsans metoda normalizovaného presunn okra-
jové podminky vykazuje napf. ve srovnani s metodou stfelby vétSinou podstatne
stabilngji chovani. Je viak dosti ndroén4 na pamét poéitaée a kromé toho sousta-
vy diferencidlnich rovnic, které se v ni vyskytuji, jsou Easto soustavami se silnjm
tlumenim, z ¢eho¥ mohou vzniknout uréité problémy pi#i jejich Fefeni. Toto vie
spolu s tim, ¥e jde o metodu urfenon vyhradné k FeSeni linedrnich problémi, mize
piedstavovat v nékterych pEipadech jeji citelny nedostatek.

e S P g 7
3 Metoda siti &%o e /’/7*“‘:,-' o A P,
Zékladni myZlenka metody siti, zvané také diferenéni metoda, je velice jednodu-

chd. V intervalu {a, b), v ndm# hleddme Fefeni dané okrajové filohy, se zvolf konet-
na mno¥ina bodd zvani sif — mb¥e to byt napf. mnofina ekvidistantnich bodi

{zg;k =0,...,n}, tj. mnoZina bod# z danych pFedpisem
(3.1) zp=a+kh, k=0,...,n,
kde

b—a
(3.2) h ==

a n je pfirozené &islo — a v bodech této mnoZiny se splni dand diferencidlni rovnice
(eventudlns i okrajové podminky) pFibliZng, a to tak, #e derivace, které se v nich
vyskytuji, se nahrad{ diferenénimi podily (tj. linedrnimi kombinacemi funkénich
hodnot v okolnich bodech), které je aproximuji. Zanedbdme-li chyby, které p¥itom
vgniknou, dostaneme pro hodnoty v bodech sit& soustavu konetn& mnoha rovnic (v
p¥ipadé linedrntho problému lnedrnich).

Abychom mluvili konkrétng, uvazujme jako piiklad jednoduchou diferencidlni
rovnicl

(3.3) v'=flz,y), =€ (ab)
s okrajovymi podminkami
(3.4) yla) =7, yb) =72
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V odst. 3.4 ukaZeme, ¥e tato okrajova ilohy mé za pfedpokiadu dostateéné hladkosti
funkee f a za pfedpokladu, Ze plati fy(z,y) 2 0, pravé jedno feSeni. Provedeme-li
postup, ktery jsme naznadili, tj. aproximujeme-li druhou derivaci funkce y v bodé
z podilem [y(zr-1) — 29(=zx) + y(£i41)]/h°, dostaneme, Je prok =1,...,n—1
plati

ywzp—1) — 2y(xx) + y(zi41)

(35) hz = f(zk:yk)+5k|

kde g je chyba, které jsme se dopustili ndhradou druhé derivace zmin&nym podilem.
Hodnoty pfiblizného Fefeni v bodech zz, k = 0,...,n, kieré oznaéfme yi, budeme
tedy hledat ze soustavy

{3.6) Yeo1 — 20k veor = R f(me,m), k=1, ,n—1,

Yo =7 ¥n =72

Vidime, e soustavu rovnic (3.6), kterd nahrazuje piivodni okrajovou dlohu (3.3},
(3.4) koneénédimenziondlnim problém, jsme ziskali formaln& velice jednoduse. Aby-
chom véak mobli mluvit o skutetné numerické metodé pro fefeni dané okrajové tlo-
hy, musime je§té ddt odpovéd na t¥i otdzky: (i) Musime zjistit, zda soustava (3.6) ma
viibec n&jaké FeSenf. (ii) Musime uréit numerickou metodu pro fedeni této soustavy
a vySetfit jeji vlastnosti (napf. otdzku konvergence iteraci apod.). (iii) Musime vy-
fet¥it vztah mezi veli®inami y; ziskanymi Fefenim soustavy (3.6} a hodnotami y(xy)
presného Fedeni pfi b — 0; jingmi slovy, je tfeba vySetfit konvergenci popsaného
postupu. D4t univerzlni ndvody na Fefeni bodd (i), (ii) a (iii) neni za soutasného
stavu nasich znalost{ mo#né, upozoriiujeme pouze na nutnost provedeni patfiénych
avah pro kaiZdy jednotlivy pripad zvlast.

Z ptedchoziho textu by mohl vzniknout dojem, %e ,muliy“ bod p¥i uZiti metody
sfti, tj. postup, kterym ziskdme soustavu typu (3.6), je natolik jednoduchy, %e se jim
neni t¥eba uZ déle zabyvat. Nen{ viak tomu Gplné tak, nebot je zndmo, %e zdanlivé
nepatrné modifikace mohou mit dosti podstatny vliv na vySetfovani problémi (i},
(if) a (i1i). Proto si v dalich odstavcich, v nich# popiSeme metodu siti pro nékteré
konkrétni Glohy, véimneme viech Ctyf zminénych aspekti. Jesté predtim vsak vé-
nujeme zvlaZini odstavec tzv. monoténnim maticim, nebof tato t¥{da specidlnich
matic hraje v souvislosti s metodou siti zna&né dileZitoun roli.

3.1 Monoténni matice

Definice 3.1. Rekn&me, e &tvercovd matice A = {a;;} F4du n je monoiénni,
plati-li implikace
(3.7 Ax2 0= x20.

Nerovnostem mezi vektory, piipadné maticemi, zde rozumime tak, Ze pFisluiné
nerovnosti plati pro viechny slozky, piipadné prvky. Podobné symbolem |x| rozu-
mime vektor, jehoZ sloZky jsou absolutni hodnoty sloZek vektoru x.
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Monoténni matice je tedy takova miatice A, Ze z nezdpornosti viech sloZek vektorn
Ax plyne nezdpornost viech sloZek samotného vektoru x. V nékolika nésledujicich
tvrzenich ukdZeme nékteré zdkladni viastnosti monoténnich matic, které v dalsim
textu pouZijeme.

Lemma 3.1. Matice A je monoténni tehdy a jen tehdy, je-li reguldrni a je-li
inverzni matice A~! nezdporna (tj. ma-li viechny prvky nezaporne).

Dikaz. Pfedpoklddejme nejprve, Ze matice A je monoténni a nechi vektor
x je Tedenim soustavy Ax = 0. Z definice 3.1 pak ihned plyne, Ze je x = 0 (Ax 2
2 0a A(—x) 2 0). Homogenni soustava Ax = 0 mé tedy pouze trivialni fefeni,
coZ dokazuje regulirnost matice A. Nezdpornost matice A~! plyne ihned z rovnice
AA~! = [ a definice 3.1. Obracené tvrzeni je zfejmé na prvni pohled. Lemma je
dokdzano.

Lemma 3.2. Necht A je monoténni matice a necht pro vektory y a z platf

(3.8) |Ay| € Az.
Pak plati
(3.9) ylsz

Dikaz . Z nerovnost{ (3.8) ihned plyne, Ze pro vektory z — y a z + y plati
A(z—y) 2 0a A(z+y) 2 0. Pougijeme-li nyn{ implikaci (3.7), dostaneme ihned
pozadované tvrzeni.

Lemma 3.3, Necht pro monoténni matice A a B plati nerovnost

(3.10) A<B.
Pak platf
(3.11) A"l 2 B-%

Dikaz. Tvrzeni plyne ihned z identity A~ — B! = A~}(B— A)B™?, na
jejif pravé strané je soudin t¥ nezdpornych matic, tj. nezdporna matice.

Z uvedenych lemmat vidime, e monoténni matice maji Fadu sice jednoduchych,
ale, jak uvidime, velmi dileZitych vlastnosti. Podtrhnéme zejména lemma 3.2, kte-
ré dava moznost odhadnout feseni soustavy linedrnich rovnic s monoténni matici
feSenim soustavy, jeji¥ pravéd strana majorizuje pravou stranu pilivodni soustavy,
a které tak pfedstavuje (&inny aparat ke konstrukci nejriizn&jsich odhadd. Vzhle-
dem k tomu, e zkouman{ monoténie dané matice p¥imo z definice 3.1 je v&tdinou
nepohodlné (a Easto také viibec prakticky neproveditelné) a ani ckvivalentni pod-
minka vyjadfend v lemmatu 3.1 obecné také mnoho nepomtize, uvedeme jednodu-
chou postagujiel podminku uvddénon v literatufe pod ndzvem Collatzovo lemma.
Pfed jeho formulaci je t¥eba zavést jesté ndkteré daldi pojmy.
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Definice 3.2, Reknéme, %e dtvercové matice A = {a;;} ¥adu n je reducibiln,
je-li moZné prerovnat indexy 1,...,n v posloupnost g1,...,0r, 01,...,0n—r, 1 S
Sr<m, tak, #e platiag,o, =0prov=1,...,rap=1,...,n—r. Matici kterd
neni reducibilni nazveme ireducibiini.

Pozpamenejme, Ze krome slov reducibilni a ireducibilni se uZiva také pojmi rez-
loZitelnd a nerozilofitelnd.

Lemma 3.4. Matice A Fidu aspoii 2 je ireducibiin{ tehdy a jen tehdy, existuje-li
ke kaZdé dvojici indexd i, j, i # j posloupnost indexdl i1,...,i, takovd, Ze plati
ai;, 75 0, a;,i, # 0,..., i, #0.

Diukaz. Nechtza prvé tvrzeni lemmatu neni pravda. Pak existuje dvojice in-
dexii 19, jo, to # Jo, takova, Ze af zvolime posloupnost iy, . .., 1; jakkoliv, vidy je n&-
které z &isel a4y, @44, - - -, @i, 5, Tovno nule. Znakem _# oznafme mnoZinu indexi,
do které patfi index iy a dile kaZdy index 7 # ¢y takovy, Ze k nému existuje posloup-
nost indexf 41, ..., &, takové, Ze je a;5i, # 0,044, 7 0,...,84,; 7 0. Mnofina _# je
neprdzdnd (ip € _#) a neobsahuje vechny indexy, nebot index jy do ni nepatii. Je
tedy tvofena indexy p1,...,0r, 1 £ r < n. Zbyvajici indexy oznaéme o1,...,0n_p.
Tvrdime, e plati @55, =0 prov=1,...,rapu=1,...,n—r. Kdyby to totiZ ne-
byla pro nékteré ¥, ji pravda, platilo by Agy0y # 0. Podle definice mnoZiny £ viak
existuje posloupnost 41, ..., 4y, takovd, Ze plati a5, # 0,ai4, #0,..., @i # 0.

_Celkem by tedy platilo a;,s, # 0,055, Z0,.. 0,800, # 018550, #0, 6. 05 € £

To je viak spor dokazujici, Ze skutetn& plati ay,,, =0 prov =1,...,ra u=
=1,...,n—r. Odtud v8ak plyne, Ze matice A je reducibilni.

Necht naopak A je reducibilni. Pak tvrzeni lemmatu neplati pro libovolnou dvo-
jici indext gy, o,. '

Lemma je dokdzéno.

Tvrzeni lemmatu 3.4 se nejsnize pamatuje a také provéfuje pomocei pojmi te-
orie grafi. Pojem gref je znainé obecny topologicky pojem a je zdkladem velmi
obsahlé teorie. My se zde omezime na koneéné orientované grafy. Koneénym ori-
entovanymi grafem rozumime uspofidanou dvojici konednych mnozin V a H, kde
mnoZina H je tvofena n&kterymi uspofaddanymi dvojicemi bodf z mnoZiny V (je
tedy H C V x V). Prvky mnoZiny V se nazyvaji uzly nebo vrcholy grafu a prvky
mnoZiny H hrany daného grafu. Je-li pocet uzli grafu maly, miZeme jej znazornit
diagramem tak, Ze uzly znazornime body v roviné a hrany oblouky oznatenymi
sipkami. Tyto oblouky vychdzejl z uzlu, v ném# hrana zaénd a sméfuji do uzlu,
v némZ hrana kon&. Posloupnost neopakujicich se uzlfi uy, ..., u; takovd, Ze dvo-
jice (u1,us), (uz,u3), ..., (uk—1,us) jsou hrany grafu, se nazyva drdéha. Existuje-1i
2 ka#dého uzlu daného grafu driha do libovolného daliiho uzlu, nazveme graf, silné
souvislgm.

Pfifadme dané matici A = {a;;} f4du n orientovany graf tak, Ze za uzly vezmeme
mno#inu indexid {1,2,...,n} a za jeho hrany ty dvojice indexd (i, k), po né% plati
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a;; # 0. Nyni se di lemma 3.4 parafrizovat takto: Matice A je ireducibilni tehdy
a jen tehdy, je-li jeji graf silné souvisly. Pravdivost tohoto tvrzeni je zfejmé.

Definice 3.3. Reknéme, ze Etvercovd matice A = {a;;} fadu n je diagondiné
dominantni, plati-liproi=1,...,n

n

(3.12) jas 2 3 o,

i=1

i
tekneme, Ze je ostfe diagondiné dominantni, plati-li v {3.12) ostrd nerovnost pro
kaidy index i a konein& Fekneme, Ze je ireducibilné diagonélng dominanini, je-li
ireducibilni, diagonalné dominantni a plati-li v (3.12) ostrd nerovnost alespoi pro
jeden index 4.

Nyni mame v3e pfipraveno k formulaci Collatzova lemmatu.

Lemma 3.5. Nechf matice A = {a;;} Fidu n m4 kladné diagondlni prvky a ne-
kladné nediagonalni prvky a necht je osti'e diagondlné dominantni nebo ireducibilné
diagonalné dominantni. Pak je monoténni,

Dikaz. Tvrzeni dokdZeme sporem, a to pro piipad ireducibilné diagondlni
“matice. V pritbéhu dilkazu uvidime, %e je tim pokryt i pfipad ostfe diagonilnd
dominantni matice. Pfedpokladejme tedy, Ze matice A s kladnymi diagondlnimi
prvky a nekladnymi nediagondlnimi prvky je ireducibilné diagonélné dominantni,
ale nenf monoténni. Pak existuje vektor x takovy, e je Ax Z o a pfitom aspoil
jedna jeho sloika je zdpornd. PoloZime-li ¢; = min(z;, ..,2,), je z; < 0. Necht
pro tento index plati za prvé, Ze je

n n
(3.13) lagil— D ekl =3 aju > 0.
k=1 k=1
k#j
Pak plati
n n
(3-14) 0 g Z GjEXE = QL5 -+ E Ajp Lk ,g
k=1 k=1
k#j
n n
g ajje; + Zajkzj =z; Zajk < 0.
k=1 k=1
k#f

To je viak spor dokazujici v tomto pHpadé lemma.
Necht za druhé pro vyse definovany index j plati

(315) |aj,-i — E |’]jk| = E aj = 0.
. k=1
k#j
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Pak je
n n n : n
(3.16) 0 Eajk-"?k = Zajk(:ck - a:,-) + z; Eajk = Z ﬂjk(l'k — zj)
k=1 k=1 k=1 k=1
soudet vesmds nekladnych &sel aji(zy — z;), k=1,...,n, ma byt tedy nezdporny.
To je moiné jen tak, e plati ajp(zz — ;) = Oprok =1,...,n. Je tedy =i = z;

pro kazdy takovy index k, pro ktery je a;p # 0. Bud ip index, pro ktery pla-
tf v (3.12) ostrd nerovnost. ProtoZe matice A je ireducibilni, existuje poslonpnost
indexfi iy, . . ., ¢, takova, e je aji, # 0,a:,4, # 0, ..., 8i,io # 0. Podle prévé dokéze-
ného je tedy @;, = ; a cely postup miZeme zopakovat pro index iy, pro ktery také
plati, Ze je z;, = min(z1,...,®s). Plati-li pro tento index ostrd nerovnost (3.12),
jsme hotovi, v opainém piipadé dostaneme, Ze je =, = @i, = ;. Pokratujeme-li
v tomto postupu déle, nutnd dojdeme k indexu, pro ktery ui platf (3.12} ostfe.
Diikaz je hotov.

Po této kratké exkurzi do teorie specidlnich matic se vratme znovu k vySetfovéni
metody siti.

3.2 Linearni diferencialni rovnice druhéhe fadu

V tomto odstavci podrobné probereme problematiku uziti metody siti k TeSenf okra-
jové filohy (1.12), (1.13). Aby nedochdzelo k zbytefnym obtiZm a nedcrozuménim,
dohodneme se, 7e budeme pfedpoklddat, ani to vidy budeme znovu opakovat, Ze
jsou splnény pfedpoklady existenéni véty 2.2.

3.2.1 Sestaveni diferen¢nich rovnic
Zékladni mySlenka metody sit{ vychazi, jak vidime, z ndhrady derivaci v danych

rovnicich diferen¥nimi podily. Zatneme proto tim, Ze uvedeme nékolik nejjednodus-
sfch pFikladd takovych podild.

Lemma 3.8. Necht funkce z mé v intervalu [ derivace do Fidu dvé vietné
a necht platf (z,z + k) C I. Pak existuje bod £ € {z,z + h) takovy, %e plati

z(e + h) — z(z '
(3.17) ‘—“2—” = 2(2) + $h2(8).
Dikaz. Vztah (3.17) je specidlnim pi{padem Taylorova vzorce.

Lemma 3.7. Nechf funkce z md v intervalu I spojité derivace aZ do tfetiho
#4du vietnd a necht plati {# — h,z + k) C I. Pak existuje bod & € {z — h,z + h})
takovy, Fe plati
z(z + h)— z{z — h) —

(3.18) -

(Z‘) + %hzzm(a_
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Dikaz. Zauvedenych pfedpokladit zarutuje Tayloriiv vzoree existenci bodt
& E(z, 2+ h) a &y € (z — h,z) takovich, 7e platf

(3.19) 2@+ h) = z(z) + 2'(2)h + $2"(2)A” + L2"(&1)A°

a

(3.20) 2@ —h) = z(z) — '(2)h + 12" (z)R? — L2 (E)h°.

Odettenim rovuice (3.20) od rovnice (3.19) a délenim &initelem 2k dostaneme
zZlz+h)—z2(z—h

(321) _(.% = Z,(E) + Tli'[zm(fl) + zHl(Ez)}hS_

Funkce 2" je viak spojitd v uzavieném intervalu (z — h,z + h) a &slo ["(&1) +

+2""(€32)}/2 leii ziejme mezi jejim maximem a minimem. Z darbouxovské vlastnosti
funkef spojitych na uzavieném intervalu plyne existence bodu & € {z—h,z+h}
takového Ze plati

i W
(3.22) 2"(£1) ‘;‘ Z (62) - Z“’(f).
Dosadime-li (3.22) do (3.21), dostaneme poZadovany vysledek.

Lemma 3.8. Necht funkce z md v I &ty spojité derivace a necht plati
(z — h,z+h) C I. Pak existuje bod £ € {x — h,x + h) takovy, %e plat{

(3.23) He+h)— 22(::) tale—h) _

Z’”(:l:) + ﬁz""(f)hz

Dikaz jezcela analogicky dikazu lemmatu 3.7, a proto jej pfenechime Ete-
nafi.

Zanedbanim chybovych Elenti v uvedenych lemmatech dostaneme virazy, které
aproximuji prvn{ a druhou derivaci uvazované funkce. Tyto a podobné vyrazy jsme

Vzhledem k tomu, 7e na vznik aproximace prvni derivace dané nap¥. vzorcem
(3.21) se lze divat také tak, e se sestroj{ polynom P(t) stupng dvé, ktery v bodech
t=z—h, z a x4+ hnabyva hodnot z(z - k), z(z) a z(z + k) a vypotte se derivace
tohoto polynomu v bodé ¢t = z a vzhledem k tomu, e podobnd tvrzeni plati i pro
aproximace z ostatnich lemmat, je zfejmsé, jak by se sestrojily dalii diferentni podily,
které by aproximovaly piisluiné derivace eventualng s vyssi pFesnosti.

Rozdélme nyni interval (a,b) na n dili délky h d&licimi body (3.1) a pokus-
me se aproximovat diferencidln{ operator vystupujici na levé strang rovnice (1.12).
Pouiijeme-li pfimoZafe lemmat 3.7 a 3.8, tj. provedeme-li v diferencislnim opers-
toru

(3.24) (ty)(z) = =Ip(2)y/ (z)] + a(z)y(x)
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naznacené derivovani a derivace ¥, resp. ¢’ v bodé # = »; nahradime diferent-
nimi podily ze vzorcd (3.21) a (3.23), dosp&jeme k operatoru .’.,Eﬂ), ktery (n + 1)-
dimenzionalnimu vektoru y = (yo,. ..,y )7 piifazuje (n + 1)-dimenzionalni vektor
L@y, ktery je definovéan predpisem

(335) (L0 = gl = [ples) - $r (o)l o
+ 2p(2) + Rq(z)]we — [p(zs) + 540 (@0 )]ye41}-

Tento operdtor aproximuje diferencidlni operdtor L ve smyslu nasledujici véty.

Vé&ta 3.1. Necht funkce p mé v {a,b) spojitou derivaci a necht funkce ¢ je
spojitd. Necht ddle funkce y md v {a,b) &tyFi spojité derivace. Polofme y (P =
= [¥(z0), .., w@n)]T. Pak plati

(3.26) (LVy P = (Ly)(s1) + O(?), k=1, ,n—1.
Dikaz plyne ihned z lemmat 3.7 a 3.8.

Nahradime-li derivace v okrajovych podminkdch (1.13} diferen¢nimi podily po-
dle lemmatu 3.6 dostaneme operdtory Ih(l) a Ih@), které vektoru y = (yo, .. o n)T
pfifazuji &isla I,El) ya ’h(z) y definované pfedpisem

(3.97) Ky = —anp() B + B,

y = azp(b)y"_h$ + Bayn.

(2)
Uy
Uzitim lemmatu 3.6 dostaneme snadno nésledujici vétu.

Véta 3.2. Necht koeficient p je spojity v {a,b). Pak pro kafdou funkei y, kterd
ma v {a, b) spojité dvé derivace, plati

(3.28) Ky e = Wy 4 O(R),
By @0 = 1By 4 Oh).

Zde y P} znaii stejné jako ve vat& 3.1 vektor o slozkach y(ze) a 1My, resp. 1Dy
je struény zapis levych stran cokrajovych podminek (1.13).

Jsou-li nyni splnény pfedpoklady v&ty 2.2 a pfedpoklddame-li navic, %e funkce p
mé v intervalu {a, b} tii a funkce ¢ a f dvé spojité derivace, existuje nejen jediné
Feseni okrajové dlohy (1.12), (1.13), ale toto fedeni ma dokonce &tyfFi spojité derivace
v {a,b}. Pro vektor y (Pr), jeho# slozky jsou nyni hodnoty pfesného FeSenf v bodech
zg, k=0,...,n, tedy podle v&t 3.1 a 3.2 plati

(3.29) Ly ) = fle) +O(R?), k=1,...,n—1;
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a
(3.30) Ky ) = 4 1 O(h),
13y ) — 5 + O(R).

Je tedy pfirozené hledat p¥ibliZné feSeni y = (4o, ..., %)7 e soustavy rovnic
(3.31) (O = f(zx), k=1,...,n—1,

I(l) -

Y Y1,

I}SZ).V =72

Uvaha, kters nés pfivedia k soustavé (3.31) (na niZ je zatim tfeba divat se pouze
formalng, nebot doposud nevime viibec nic o jeji FeSitelnosti), neni zdaleka jedina
mo#nd a dokonce nenf asi ani nepfirozendjét. Prakticks zkusenosti ukazuji, Ze p¥i ap-
roximaci nekoneénédimenzionélnich problémii koneénédimenziondlnimi je Zddouct
zachovat co nejvice vlastnosti plivodniho problému. V naSem p¥ipad& je diferen-
cidlnf operdtor (3.24) vystupujief v diferencidlni rovniei (1.12) samoadjungovany,
coz by mélo vyistit v symetril matice aproximujici soustavy linearnich rovnic. Th-
to vlastnost vSak matice soustavy (8.31) nem4. K jeji symetrii je totiZ tfeba, aby
koeficient p(zi) + (h/2)p'(z:) = p(zs + £/2) + O(A?) u nezndmé yr4y v k-té rov-
nici (3.31) se rovnal koeficientu p(zr41) — (R/2)p'(zk41) = plzs + h/2) + O(h?)
u neznamé y v (k + 1)-ni rovnici. Tato &isla se viak sob& rovnaji pouze pFibliZng.
Matice soustavy (3.31) je tedy sice blizka symetrické matici, ale obecnd symetricka
neni.

Pfi odvozenf rovnic (3.31) jsme postupovali tak, Ze jsme naznaené derivovani
v operdtoru L provedli, a tim jsme vlastng viibec jeho samoadjungovancst nezuZit-
kovali. PoloZime-li v tomto operitoru p(x)y’(2) = 2(z), aproximujeme-li derivaci
[ple)y' ()] = #'(%) v bod& = = z}, podilem [z{zy +h/2)— z(zy —h/2)]/h = [p(z:+
+ h/2)y (= + B/2) — p(ze — h/2)y (zr — R/2)]/h (ve vzorci (3.21)jsme uiili /2
misto A) a hodnotu funkce py’ v bod& = = zz + h/2, resp. z = 73 — /2 podilem
Pz + h/2)[y(xe41) — y(zk)]/h, resp. p(zr — h/2)[y(zx) — y(zr—1)]/h, dostaneme
operator Lny (v = (¥o,...,¥a)7), definovany ptedpisem

1
(3.32) (Lny)e = h—g{ —plzi — h/2)yp-1+
+ [p(zk — k/2) + p(zi + h/2) + hiq(zk)lye -
—p(zz + B/2yes1}.
Aproximagn{ vlastnosti tohoto operatoru jsou popsiny v nésledujici véts.
V&ta 3.3. Nechf koeficient p mé v intervalu (a,b) tfi spojité derivace a necht

koeficient q je v tomto intervalu spojity. Pak pro kaZdou funkci y, kterd m4 v in-
tervalu {(a, b) EtyFi spojité derivace, plati

(3.33) (Lay ) = (Ly)za) + O(R?), k=1,...,m—1
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Dbikaz. Pfmodaré pouziti lemmatu 3.7, které se nabiz{, vede pouze k slabai-
mu tvrzeni (Lpy P = (Ly)(2x)+ O(h). Proto je tieba provést diikaz podrobngji.
Polozme p(z)y' () = z(z). Pak funkce 2z ma v intervalu (e, b) tii spojité derivace
a podle lemmatu 3.7 dostdvdme, Ze pro ka%dé z € {a + h, b — h) plati

2z +h/2)— z(z — h/2) _

. #(z) + O(h3).

(3.34)

7 Taylorova vzorce plyne, Ze je
h
(3.35) yz+h)=yle+h/2)+y(z+ h/2)5+

h? h?
+ 3@+ /D + 39" (2 + h/2) 5 + O(Y)
a
h
(3.36) yle) = ylz+1/2) - (@ +h/25+
h? n? 1
+ 50" (e + b2 - 39" (2 + h/2) 5 + O(Y).

Odegtenfm rovnice (3.36) od rovnice (3.35) dostdvame, Ze plati

(3.37) Yz +F) - olz) h‘g V) _ ot b2+ Fy o+ B2 + O().

Podobné se dokize, Ze je
—ylz—h
(3_38) %:y’(z _h/‘2)+2_]:1y1n(z_ h/2)h2+0(h3).
Vynasobime-li rovnici (3.37) &islem p(z + h/2)/h, rovnici (3.38) &islem —p(z
— h/2)/h a vzniklé rovnice seéteme, dostaneme
1 &+ h)—y(x x) — —h
(3390) +[plz+ b/ BTN B gy ple) U B

- 2z +h/2)—2(z - h/2)
h EE
+ 25lp(z + h/2)y" (= + h/2) — plz ~ h/2)y"(z — h/2)lh+ O(R®).

e

Protoze viak funkee py""’' ma v intervalu {a, b) spojitou derivaci, plyne tvrzeni (3.33)
ihned z (3.39), z véty o stfedni hodnoté a z (3.34). V&ia je dokdzéna.

Aproximacni vlastnosti operatoru Ly jsou tedy stejné jake u operdtoru L}ED) a na-
vic pridame-li k rovnicim

(3.40) (Layde = f(z), k=1,...,n=1,
okrajové podminky
(3.41) Ky =,

Wy =1

171



1I. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE - OKRAJOVE ULOHY

vynasobené vhodnymi konstantami, dostaneme soustavu rovnic se symetrickou ma-
tief.

A% dosud jsme generovali diferenénf rovnice tak, e jsme nahrazovali derivace
v diferencidlni rovaici (1.12) a v okrajovych podminkéch {1.13) diferenénimi podily.
Velmi uZitetny, v nékterych p¥padech asi dokonce lepSi postup je zalozen na tzv.
Maréukové inlegrdini identité, ktera je obsahem nasledujicich véty.

Véta 3.4. Necht funkce y spliiuje v intervalu {a,b) diferencidlni rovnici (1.12)
a necht koeficienty této diferencidlni rovnice spliiuji pfedpokiady zformulované
v existencni v&t&€ 2.2. Necht ©i-1, x_1/3, &, Lr41/2, Le41 jsou libovolné body
z intervalu {a, b}, pro n&z plati z;_1 S xx_1j2 < 1 < Teq1/2 S ex4a. Pak plati

4 Ml o0 MO [T o) - e dst
T s_1 plz Tr-1f2

sl s [ s - s ass
o  pl@ L z

1 =1 e
B Rt [ towty - 10 aijds=o

-+

(3.43) p(mk_l)y'(wk_l)=m[y(mk) w(zpor—
- {i [ [q(t)y(t)-f(t)]dt}dz]
Tx_1 I)(:ﬂ) Te—1
(3.44) plze1)y (ze41) = m [y(zkﬂ) —y(ze)+

+ L :"“ {Iﬁ /x M lau() — £ dt}dz]

Dikaz. Poloime z(z) = p(z)y'(z). Integraci diferencidlni rovnice (1.12)
v intervalech (2x_1/2, £x41/2), (Br—1/2,2) a (2, Try1/2) dostdvime postupné

04) o) o= [ @) - S de
Tr—1/2

348)  pW() = e+ [ laltu(e) — FO)dt

Tr—1/2
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(3.47) p(2)y (2) = Azk41/2) — /:th[q(t)y(t) - f@)ldt.

Délenim rovnice (3.46) funkci p a integraci v intervalu (zy_;, zx) nalezneme

(3.48) y(xk)—y(zk_ﬂ:Z(mk—l/Z)'/”k ﬁdﬁ—

- f {ﬁfi_w[q(ﬂym - f(t)]dt} dz

(349)  #(wr-1y2)= w

neboli

ka . m dz
1 Zx 1 -
= m]ﬂ » {m rk_m[Q(t)y(t) — f(t) dt} dz

Podobnymi manipulacemi odvodime z rovnice (2.47) vztah

(3:50)  z(@r4ny2) = M_"l+

N
1 Fkt1 1 Tet41/2
+ mfu {ﬁjx le(t)u®) - f(t)]dt}dx.

PoloZime-li nynf v rovnici (3.49), resp. (3.50) 23_1/2 = Tr_1, 1€8P. Thy1/2 = Tkl
dostédvéme ihned identity (3.43) a (3.44). Dosazeni do rovnice (3.45) podle rovnic
(3.49) a (3.50) pak dav4 identitu (3.42). Véta je dokdzana.

Polozime-li v identité (3.42) oy = a + kh, zry1y2 = o + h/2 a aproximujeme-li
integraly nasledujicimi jednoduchymi kvadraturnimi vzorei

(3.51) j L emn L
. ——dazr X e
o Plx) plax + h/2)

/“ 1 1
—demh—
2y P(E) pley — h/2)

/:H la(@)y(=) — f(=) d = ~ hlglzr)y(zr) — Flzx)],

k—1/2

/ o [ atow - snacyas o
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[ G wou-roafas~o
—_ q(t)y(t) — (¢ t} F=
Fl—1 p(x) Bp_1fa

a chyby, kterjch se pFitom dopustime, zanedbime, dostaneme rovnice (3.40), tj.
rovnice, v nichi vystupuje u d¥ive definovany operdtor L. Podobné, nahradime-li
integraly ve vzorci (3.43) s k = 1 a ve vzorci (3.44) s k = n — 1 kvadraturnimi
vzorci

£
(3.52) f L dr b,
Ed

el
[ ey
[t oo - ronacfas~o,
[ s [ e - sonaraa o

a u¥ijeme-li vzniklé aproximace v okrajovych podminkich studovaného problému,
dostaneme operdtory I,fl a lh(l). Uzijeme-li v téchto vgorcich prvni dva kvadraturni
vzorce (3.51) a vzorce

(3.53) ]{ o Ll - OIUTE

132 1
~ ih p—(m[q(ﬂ)y(mo) - f(:Cg)],

f { ), a0t - FO)d¢hdz

1
~Llp2 - _
~ gh p(z" _ h/2)[Q(xn)y(w") f(xﬂ)]l
dostaneme operdtory I,.(l'd) a I,Ez‘d) dané rovnicemi

(3.54) 19Dy = oy p(mo + b2 LY 4 [Rarhg(zs) + Bilvo,

1’2V = azp(zn — h/ﬂ)u";

+ [Fazhq(zs) + Ba)yn
Pro tyto operatory plati ndsledujici vita.
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Véta 3.5. Necht funkce p ma v intervalu (a,b) dvé spojité derivace a necht
funkce q je v (a,b) spojitd. Pak pro kafdou funkei y, kterd m4 v {a,b) tf spojité
derivace, plati
(3.55) Ih(l’d)y(p') =My 4 Lo h(Ly)(zo) + o(hY),

BREDy e = 1@y 4 Lonh(Ly)(ea) + O(R),
kde y ) je vektor o slozkdch y(zo), ..., y(zn).
.Dtkaz. Zaudménych predpckladd plati podle Taylorova vzorce

(3.56)  p(zo+ h/z)!@.l)_;y(z_") -

=[p(z0) + 3hp' (o) + OBy (wa) + ;5" (z0) + O(h*)] =
=p{zo)y (za) + %hp’(:vg)y'(:co) + %hp(:to)y"(:vo) + O(hz) =
=p(2o)y (2o} + 3h[p(z0)y (z0)) + O(K?) =
=p(z0)y (z0) + Sh[a(wo)y(wo) ~ (Ly)(w0)] + O(A?).

Je tedy

(3.57) 1Dy = _ oiplzo)y (z0) — Laaklg(ze)y(za) — (Ly)(za)l+
+ [Sa1hg(0) + Bily(zo) + O(R?).

Z rovnice (3.57) viak uZ plyne prvni rovnice {3.55). Druh4 rovnice (3.55) se dokdie
tplné analogicky. Véta je dokdzana.

Nahradime-li okrajové podminky rovnicemt
(3.58) 1y = 31 + Layhf(ze),
13Dy = 9 + $azhf(zn),
(y = (yo,-. ,y,-,) b3 dopustime se tedy na rozdil od rovnic (3 41) chyby velikosti

cim odstava uv1d1me #e lep#f aproximagni vlastnosti rovnic (3. 58) oprotl rovoicim
(3.41) se projevi tak, Ze jejich uiti jako okrajovych podminek pro operdtor Ly, vede
k celkové chybé velikosti O(h?), zatimco ufiti rovnic (3.41) pouze k chyb& ¥adn
O(h). Intuitivng neni tento vysledek pfekvapujici, nebot p¥i odvozeni operdtord
Ih(l) a Ih(z), af u¥ uFitim diferen¢nich podild nebo kvadraturnich vzorcd v integ-
ralni identitd z véty 3.4, jsme udili mén& kvalitni aproximace nez pfi konstrukei
operatoru L), a operatord lh(l’d) a Ih(z’d). 7 tohoto hlediska je tedy odvozeni rovnic
(3.58) # integralni identity pomocf kvadraturnich vzorct (3.51) a (3.53) dokonce
prirozendjii, nei odvozeni rovnic (3.41) pomoci kvadraturnich vzorci {3.52), nebot
vzorce (3.53) aproximuji pifsluiné integraly se stejnou fadovou chybou jako vzorce
(3.51). Zakon&eme struény viklad o generovéni konetnddimenziondlnich aproximaci
daného diferencidlniho operitoru poznamkou, %e uZitim presnéjsich kvadraturnich
vzorell v integralnich identitdch z véty 3.4, neZ které jsme dosud uzili, Ize dosdhnout
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aproximaci daného operatoru, které jsou vyssiho f4du, nei tomu bylo u operitoru
L. K této otazce se v odst. 3.2.2 jeSté vratime.

A% dosud jsme sestrojovali konefnédimenzionalni soustavy, jejich# feSeni ma byt
pfibliznym FeSenim dané okrajové Glohy formang, ani# bychom studovali, zda tyto
soustavy maji vibec rozumny smysl, tj. zda jejich matice jsou regulirni. Nyni si
viimneme této otdzky. PFi jejim fesenf a i pfi studiu konvergence v dalsim odstavei
nam prokaZe velmi cenné sluzby nasledujic! lemma. Pfed jeho formulaci se viak
Jest& dohodnéme, Ze o integraénim kroku & = (b — a)/n budeme viude v odst. 3.2
piedpokladat, Ze je volen v pfipads, Ze je g(z) = 0 v {a,b) libovolné a v opaéném
piipadé tak, aby existoval bod zg = a + kh,0<k < n, takovy, ze plati ¢(z;) > 0.
K splnéni tohoto poZadavku stati v disledku spojitosti funkce ¢ zFejmé, aby toto
h bylo dostateéné malé.

Lemma 3.9. Necht funkce p a q jsou spojité a necht plati nerovnosti (2.1)
a (2.2). Necht déle n = (ng,...,1a)7 je libovoiny vektor, pro ktery plati

(3.59) Lemr 0, k=1,...,n—1.
Necht koneéné je

(3.60) M= p uax oy > 0.

Pak platf

(3.61) M = max(no, 1)

a existuje-li index ko, 0 < ko < n takovy, Je je mp, = M, je ¢(z) = 0 v {a,b)
amp=Mprok=0,...,n.

Dikaz. Predpoklidejme, Ze existuje index ko, 1 £ kg £ n — 1, takovy, #e
plati nz, = M. Pak je
(362) 0 2 - p(zku - hll?)mﬁo—l + [p(mkn - h/Q) + P(zku = h/2) + hzq(zku)]M_

- p(:“kn + h/g)qku+1 g hZQ(wkn)M g 0.
Protoze M je kladné a ¢{iy,) nezdporné, plyne z nerovnosti (3.62) predeviim, e
je g{#r,) = 0. Kdyby platilo nz,—1 < M nebo ng,41 < M, bylo by tedy
(3.63) 02 —p(are — h/2)my-1 + [p(2h, — h/2) + plag, + h/2)] M —
- p(zku + h/2)nkn+1 >0

coZ neni moiné. Plati proto ny,—1 = k41 = M a celou Gvahu je mo¥no zopakovat
pro indexy ko — 1 a k¢ + 1. Postupné& tak dostaneme, Ze plati

(3.64) o(zx) =0, k=1,...,n—1,
a
(3.65) m=M, k=0,... n
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Neni-li funkee ¢ identicky rovna nule v intervalu {a, 6}, neni rovnice (3.64) pro k = k
splnéna. Tento spor dokazuje, Ze v p¥{padg, #e funkce ¢ neni rovna nule identicky,
plati ny < M pro k = 1,...,n — 1. V tomfo pfipadé je tedy lemma dokazano.
V piipadé, %e je g(z) = 0 v {a, b}, viak plyne tvrzeni lemmatu 2 rovnic (3.65).

Struén& miZeme vyjadFit podstatu tvrzeni lemmatu 3.9 tak, Ze funkce 7; defino-
vand na diskrétni mnozing bodi z; a spliujici nerovnosti (3.59) nabyvéa kladného
maxima v krajnim bod&. To je také divod, pro€ se toto tvrzenf nazyva princip ma-
zima. Pomoci n&j v¥ snadno dokéZeme regularitu matic ndmi sestrojenych soustav.
Jako piiklad uvedme nésledujfci vétu.

V&ta 3.6, Nech jsou splnény predpoklady existenénf véty 2.2 a necht’ h je dosta-
teéné€ malé. Pak soustava (3.40), (3.41) m4 p¥i libovolné funkci f a pii libovolnych
71 & Y2 pravé jedno Fefenfi.

Dikaz. Budm, k=0,...,n, feSenim pFisluiné homogenni soustavy, tj.
(3.66) (I =0, k=1,...,n—1,
a
(3.67) Wy=0, 1®Pp=0.

Poloime M = max;—q, ., 7 a pfedpokladejme, Ze je M > 0. Pak podle lemmatu
3.9 plati, Ze M = max(no,n,) a zfejmé& bez {jmy na obecnosti miZeme pfedpo-
kldat, Ze je 5y 2 n,, takie je M = 1. PiSeme-li prvni rovnici (3.67) podrobnaji,
méme

{3.68) [oap(a) + hBi]no — cap(a)m = 0.

Je-tinyni a3 = 0, je By > 0 a z rovnice (3.68) plyne, Ze je ny = 0. To véak znamens,
e je M = 0 a to je spor dokazujici, Ze je M < 0. Je'li a3 > 0, je té% & > 0.
Kdyby tomu tak totiZ nebylo, plynulo by z rovnice (3.68), % je m = g, a tedy
podle lemmatu 3.9 by bylo gy = M pro k = 0,...,n a g(z) = 0 v {a,b). Z druhé
rovnice (3.67) by tedy plynulo, e je

(369) 0= [ag’p(b) + hﬁz]M — ozgp(b)M = hBsM,

a tedy B = 0. To viak nenfi mo#né, nebot pfipad f; = f2 = 0 a g(z) = 0 je
pfedpoklady véty 2.2 vylouden. P «; > 0 je tedy skuteind 8, > 0 a z rovnice
(3.68) dostdvame

(3.70) 0 = [c1p(a) + A1 M — arplaym 2 h M > 0,

tedy opét spor, dokazujicf, %e je M < 0. Celkem jsme tak dostali, Ze je me < 0 pro
k =0,...,n. Zopakujeme-li celou fivahu pro funkci —n, dostaneme, e je 2

2 0prok =0,...,n. Celkem tedy plati 1 = 0 pro & = 0,...,n. Soustava (3.66_)

PR

a (3.67) ma tedy pouze trividln{ feSeni, coz dokazuje vstu.
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Poznimka 3.1. Piedpokldddme-li, Ze misto rovnic (3.66) a (3.67) plati nerov-
nosti (Lym)e S0, k=1,...,n— 1,17 £ 0 a {1 £ 0, dokaZeme tpln3 stejnym
postupem jako v dikazu véty 3.6, fe je gy, £ 0,k =0, ..., n. Matice soustavy (3.40),
(3.41) je tedy zfejmé monoténni (implikace Ax = 0=> x 2 0 je zfejmé ekvivalentni
implikaci Ax £ 0=< 0).

Monoténnost matice soustavy (3.40), (3.41) (a tedy specidln& jej{ regularitu) je
mozno také dokdzat pomoci Collatzova lemmatu 3.5. Zde je v3ak tfeba projevit
uréitou opatrnost. UvaZovani matice ma sice diagonalni prvky kladné a nediago-
nalni prvky nekladné, ostfe diagonaln& dominantn{ viak obecn neni, takie je tieba
zkoumat jeji ireducibilni diagonalni dominanci. Podle lemmatu 3.4 je t¥idiagonélni
matice ireducibilni prévé tehdy, jsou-li jeji nediagonalni prvky nenulové. To je vak
pro uvaZovanou matici splnéno pouze v pfipadsg, jsou-li oba koeficienty o1 a @z
nenulové, Diagondlni dominance se v tomto pi{pad& uZ provéH snadno: Vsechny
Fadkové souéty jsou nezdporné, jak je vidét na prvni pohled a kladné jsou v nultém
nebo n-tém fadku podle toho, je-li 1 nebo B» ritzné od nuly. Jsou-li obé tato &isla
nulové, nesmi se koeficient ¢ rovnat nule identicky a ostrd nerovnost pak plati pro
k-ty fadek, kde k je utéeno tak, #e pro n&j je g(zx) > 0. Je-1i oy nebo oy rovno nule,
je matice soustavy reducibilni. V tomto pfipadé je viak $ nebo fp nenulové a nulta
nebo n-t4 rovnice ndéva p¥fmo hodnotu nulté nebo n-té nezndmé. Dosadime-li tuto
hodnotu do prvni nebo (n — 1)-ni rovnice, dostaneme soustavu, jejiz matice je ¥adu
n nebo n—1 a je z¥ejmé ireducibilng diagonilné dominantni. Collatzovo lemma pak
aplikujeme na tuto redukovanon matici.

Monoténnost matice soustavy (3.31) se dokaZe stejné snadno. RovnéZ tak snadno
se dokaZe monoténnost soustavy, kterd venikne tak, Ze se okrajové podminky (3.41)
nahradi okrajovymi podminkami (3.58). Lze k tomu pouiit opét Collatzovo lemma

nebo princip maxima, ktery plati i pro operdtor Lgo)

3.2.2 Konvergence

V pfedeslém odstavei jsme na zdklad@ rovnic (3.33) a (3.30) usoudili, Ze je rozumné
poiitat piiblizné fedeni yo,...,¥n dané okrajové filohy z rovnic (3.40) a (3.41)
a ukizali jsme, Ze tento postup mé smysl, nebot vektor yo,...,yn je rovaicemi
(3.40), (3.41) jednozna&ng uréen. V tomto odstavci ukdZeme konvergenci popsaného
postupu, tj. ukdZeme, #¢ roadil np = yp — y(zx) (ktery se izde podobné jako v kap. 1
naz§vé celkovd diskretizaénf chyba) lze volbou dostateéné malého h ufinit libovolng
maly.

Necht jsou splndny pYedpoklady véty 2.2 zaruZujici existenci a jednoznatnost
pfesného Tedeni a poloime

(371) (Lh'l‘,l)k =g, k=1,...,n—1,
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a

1
(3.72) 1 = eo,

2

Ih( )n =&pn.

Pravé zavedené velifiny ¢y se nazyvaji lokdini chyby metody siti a vlastné udavaji,
jaké chyby se dopoustime aproximaci danych diferencidlnich operdtorti konetnédi-
menzionalnimi operdtory. Predpokldddme-li navic, Ze funkce p, g a f jsou dostatecné

hladké, plyne z vét 3.3 a 3.2 existence konstanty M takové, Ze pro dostatetné malé
h plati

(3.73) lex| € MR, kE=1,...,n—1,
a
(3.74) |eo] £ Mh,

len] £ Mh.

Z divodu dalifho zestruinéni zipisu se dohodneme, %e konstantu M zde a v po-
dobnjch piipadech pokladdme za tzv. generickou konstantu, tj. za konstantu, kterd
v jednotlivych pfipadech miize nabyvat riznych hodnot.

Ze vztahd (3.71) aZ (3.74) vidime, Ze chyba splituje soustavu linedrnich algeb-
raickych rovnic s malou pravou stranou. V nésledujici vété ukézeme, Ze to ma za
nésledek i malost pfisludného feseni.

Véta 3.7. Necht jsou splnény predpokiady véty 2.2 a necht navic funkce p ma
v intervalu {a, b} tfi spojité derivace a funkce q a f dvé& spojité derivace. Bud dile
yr piiblizné Feleni vypoétené ze soustavy (3.40), (3.41). Pak existuji konstanty M
a hg > 0 takove, e plati

(3.75) lyx — g(zx)| £ Mh
prok=0,...,nah =< hq.

Dikaz. Budzfunkee, kterdje v intervalu (a, b) fefenfm diferencialni rovnice

(3.76) —(p()?") +g(x)z=1
s okrajovymi podminkami
(3.77} —ap(a)z'(a) + frz{a) = 1,

asp(b)e' (b) + Baz(b) = 1.

7 pfedpokladf plyne, %e tato funkce nejen existuje a je jedina, ale m4 v intervaln
{a,b) &ty spojité derivace. Podle v&t 3.3 a 3.2 tedy existuje konstanta K takova,
ze plati

(3.78) [(Lnz)e = 1| € Kh?, k=1,...,n-1,
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a
(3.79) Wz~ 1] < Kb,
Dz 1) £ K.

o - T
9?0}0;111 jsme z = (z(zy), - - #(#)) .) Z nerovnosti (3.18), (3.79) plyne existence
Cisel O, k£ =0,..., n, takovych, e plati WS 1prok=0,...,na e je

(3.80) (Laz)e =14+ 0 KR?, k=1,... n—1,
a
(3.81) 10z =14 9K,

137 <14 0,Kh.
Zvolme nyni ho pevné tak, aby platilo

(3.82) ho < min (&, -1
o < min (2, 275
a poloZme
(3.83) N = max (—-'M— —Mk)
1—-Khy'1—KhZ/’
kde M je konstanta z nerovnost{ (3.73) a (3.74). Pak pro h < hg plati
(3.84) 0<1~-KhoS146,Kh,
a tedy je
(3.85) Nh(l+00Kh) 2 N(1 ~ Kho)h = Mb.
Analogicky se dokéze, 7e je té%
(3.86) Nh(1+6,Kh) 2 Mh
a
(3.87) Nh(1+ 0:KR%) 2 MR?, k=1,.. n-1.
Polozime-li tedy
(3.88) v = th(m),
plyne z (3.71) a% (3.74), (3.80), (3.81) a (3-85) aZ (3.87), Ze pro k £ hy plati
(3.89) [(Lam)e| S (Lnv)e, k=1,...,n-1,
a
3.
(3.90) ) < 1,

Ilr;(z?ﬂ' A
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Protoje matice soustavy (3.71), (3.72) je podle poznamky 3.1 monoténni, plyne
z nerovnosti (3.89) a (3.90) a z lemmatu 3.2, e plati || < ve pro k = 0,...,n.
Proto¥e pomocn funkee z je v intervalu {a,b) omezend, plyne odtud tvrzeni véty.

Pravé dokszani véta dava tedy odpovid na otdzku po konvergenci metody siti
(3.40), (3.41). Konvergence metody siti (3.31) by se dokdzala aplné stejné. Pod-
trhnéme tu skutetnost, fe k dikazu tvrzeni vdty 3.7 bylo tfeba predpokladat vEt&i
hladkost hledaného Feseni, ne¥ kterou zajistuje existengni véta. To je v situaci, kdy
dokazujeme vlastng tvrzeni o rychlosti konvergence, a tedy vice, neZ pouhou kon-
vergenci, typické a neni na tom nic prekvapivého. § podobnymi jevy jsme se setkali
i v pfipadé feSeni filoh s pot4tetnimi podminkami. Stejné jako tam pouhd kon-
vergence se da dokdzat za podstatné slabsich pFedpokladii o hladkosti hledaného
feseni. Zde je vBak p¥isluiny postup vyrazné sloZitéjsi, nez tomu bylo v diikazu véty
3.7, a to je také diivod, proé jsme se omezili pouze na hladky piipad.

Vzhledem k tomu, e pFi sestavovani n— 1 rovnic (3.40), jejichZ potet se pfih — 0
bez omezeni zvétiuje, jsme se dopustili lok4lni chyby velikosti O(h?) a pouze ve dvou
rovnicich chyby O(h), miize vzniknout dojem, %e lepsi odhad celkové diskretizaéni
chyby ne# pouze O(h) nebyl odvozen pouze proto, Ze jsme uzili ne dosti diimyslnou
diikazovou techniku. Nésledujici jednoduch4 véta viak ukazuje, Ze tomu tak neni.

Véta 3.8. Odhad chyby metody siti (3.40), (3.41) dany vzorcem (3.75) nelze
zlepsit.

Diikaz. Budyfesenim diferencidlni rovnice

(3.91) y'=2
v intervalu {~1, 1} s okrajovymi podminkami
(3.92) — (- +y(-1) =3,

y(1)+¥(1)} =3,
tak#e jsou splnény pFedpoklady existenini véty a pfesné fefeni je funkce y(z) = =2,
Piiblizné Yefeni metodou (3.40), (3.41) se vypotte z diferenéni rovnice
(393) —Yk—1 + 2yp — Yr41 = —2h2, k=1...,n—1,

s okrajovymi podminkami

(3.94) AR rw=s,

Yn — Yn-1
h
7 tecrie line4rnich diferenénich rovnic s konstantnimi koeficienty (nebo také pi{mym
dosazenim) ihned plyne, Ze feSeni t&chto rovnic je ddno vzorcem

+yn=3-

(3.95) g = (14 kR +h=z}+h
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Pro chybu n; tedy plati m, = h, cof dokazuje vétu.

Névod, jak sestrojit metodu siti, jejiz chyba je fadu O(h?), je vlastné obsaZen
v dikazu vély 3.7. Z néj je vidét, Ze Zaddany vysledek se dosdhne, podafi-li se
volit funkct vy ve tvaru Nz(z;)h? a nikoliv pouze ve tvaru Nz(zp)h. K tomu
v8ak zfejmé stali, aby okrajové podminky byly aproximovény s pfesnosti O(h%)
a aby pfitom nebyla poruSena monoténnost pFislusné matice. QOkrajové podminky,
které maji tuto vlastnost, jsou diny operitory Ih(l’d) a lhtz‘d) z pfedeslého odstavce.
Pfipojenim okrajovych podminek (3.58) k rovnicim (3.40) dostaneme tedy metodu
siti, jeji% celkovd chyba je fadu O(h?). Dilkaz tohoto tvrzeni se provede liplné stejnd
jako dikaz véty 3.7.

My zde zmin&né tvrzeni dokiZeme jedté jednou jinym postupem, ktery bude
sice formalné komplikovangjsi, ale vzhledem k tomu, Ze se v ném nebude uZivat
princip maxima {a tedy ani s nfm souvisejici teorie monoténnich matic), bude jej
mo¥né pfednést na vySetfovani rovnic vy&Sich ¥4dfi, kde princip maxima neplati.
Zakladni idea vlastng viech konvergentnich diikazh, které jsme az dosud v celé
knize provddéli, je i zde samozfejmé stejna: vidy sestrojujeme apriorni odhad pro
pFibliZné feSeni v zavislosti na pravych strandch rovnic, které je definuji, nebot
celkové diskretiza¢ni chyba spliiuje rovnice tohoto typu. Ve vété 3.7 jsme takovy
odhad konstruovali na zékladé principu maxima. Zde to provedeme pomoei tzv.
energelickych nerovnosti. Zakladni myslenku pfisluiného postupu ukiZeme nejprve
na spojitém pfipadg, kde je méné zastiena komplikovanou symbolikou.

Necht funkee p, g a y jsou dostateénd hladké a necht plati nerovnosti (2.1) a (2.2).
Bud déna funkce y a polozme

(3.96) (Ly)(=) = =[p(=)y ()]’ + a(=)y(z)

a

(3.97) 1My = —aip(a)y'(a) + Aiy(a),
1Py = azp(B)y' (b) + Bay (D).

Nagim tikolem je odhadnout n&jakou normu funkee y pomoci vhodné normy funkce
Ly a pomoci &sel 11y a /)y, Pro uréitost predpoklidejme, ¥e koeficienty o
a B v rovnicich (3.97) jsou vesmé&s kladné. Tento piipad lze poklddat za modelovy
a modifikace uvedeného postupu, které je nutno provést v jingch piipadech, jsou
snadné. Ctenif si je provede podle ndvedu, ktery uvedeme pozdsji, bez problémi
sdm.

Vynésobme rovnici (3.96) funkel y a integrujme v mezich od a do b. UZitim
integrace per partes a dosazenim za p(a)y (a) a p(b)y'(b) z rovnic (3.97) dostaneme

b
698 [ (e ds = 220) - -0Dnu+

+ 2570 (D) + [ W @Paz+ [ @) i

a
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Odtud vzhledem k pFedpokladim (2.1) a (2.2) ihned plyne, Ze plati
1 1 b
(3.99) o) Oy 2y D+ [ ()t e 2

2
> Bypia)+ By o [ WG de
Pokusme se nyni{ ocdhadnout hodn_oty funkce y pomoci vyrazu na pravé strane
nerovnosti (3.99) (ktery je v podstaté kvadratem tzv. energetické normy funkee y;

tato norma hraje vjznamnou roli ve funkcionalng analytické teorii diferencidlnich
rovnic). Ziejmé plati

% b
G100y =@+ b+ [ vOde-} [ v
a T
PouZijeme-li nerovnost
(3.101) (e + B)? € 20* + 267,

ktera plati pro libovolnd redlna o a 8, dostédvame

(3:102) (o) S 2[3uto) + )] 2[4 [Tv0ar-3 [ " y’(t)dt]z <

< (@) + 920} + ([.«/(t)dt)2+ (] y’(t)dt)z

Podle Schwartzovy nerovnosti je viak

(3.103) (/ liy’(t)dt)z g/j 12dt/:[y(t)]2dtg (z—a)/:[y"(m)]zdm

a podobné
b 2 b
(3.104) (f y’(t)dt) < (b m)/ (@) dz.
Dosazeni (3.103) a (3.104) do (3.102) davs
b
(3.105) BT €7@+ +0-) [ WP
Protofie tato nerovnost plati pro libovolné = € {a,b), plyne odtud ihned, ze je

b
G it Sof i+ 2w m [ [y’(m)]zdm}.

kde jsme polozili

(3.107) ¥ = max (%% % b;‘)a)
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a symbol ||. ||¢,., znati normu v prostoru Leo, t. ||¥]|ce = SUPyeapy |¥(2)|- Z e
rovnosti (3.106) a (3.99) plyne, Ze plati

b
(3.108) (lalf3_ < v[iy(a)/“)w oy + (Ly)(z)y(z)dm} <
a (15} a

1 1 ’
S ollew [ 21001+ 2D+ [ )(a) d]

Odtud vsak uZ plyne hledany odhad

1 1 b
G109 Iollew 5[ Ol + 1l 4 [ o]

Podafilo se ndm tedy skutednd odhadnou £, normu funkce y pomoci £, normy
funkee Ly. V nékolika nésledujicich lemmatech ukdfeme, jak lze popsany postup
pfenést na koneénédimenzionalni pFipad.

Lemma 3.10. Necht v; a & jsou libovolné posloupnosti &isel definovanych pro
k=0,...,n— 1. Pak plati

n—1 n—1
{3.110) D (v = Ye-1)8k = Yn-16n-1 — Yob0 — 3 Yeo1(fe = 1)
k=1 k=1

Dikaz. Vzorec (3.110) ihned plyne ze ziejmé identity Ybr — Ye—105_1 =
= (1 = Ye—1)8 + Yr—1{8 — 6k_1)-

Tvrzen{ tohoto lemmatu je obdobou vzorce pro integraci per partes.

Lemma 3.11. Necht koeficienty p a g jsou spojité a necht plati nerovnosti (2.1)
a (2.2). Necht dile je a; > 0 proi = 1,2 a h je kiadné &islo. Pak pro libovoiny
vektor n = (g, . ..,n,)7 plati

-1

1
(3.111) not“ Dt bl d)n+h22(1yﬂ)km 2
k=1

:31 2 132 2
_ha: ——-‘r),, +P02 M—-1)

Dikaz. Podle definice operdtoru L, a podle lemmatu 3.10 je
n-1

(3.112) A* > (Lamlem =
k=1

3 lplon /2 (s — ) — pls — B0 — e e
k=1

Con-1

+h° Y a(ze)ni =

k=1
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= —plzn — B/2)(Mn — Mo1)tn-1 + p(xo + h/2)(m1 — no)mo+

+HZP(ﬂJk—h/2)(Tik—fik 1) +h? Z g(zx)n

k=1
== p(rn = h/2) (1 ~ P10 + p(2o + h/2)(m — o)+
+ 3 oz —h/2)m —me 2+ A2 gz )n.
k=1 k=1

Pouzijeme-li rovnic (3.54) k vyjadient virazd p(ze+h/2)(n1—n0) a p(zn—h/2) (9, —
— 7n-1) Pomoci operdtori Ih(l'd) a b } a dosadimeli do (3.112), dostaneme

n=1
(3.113) RS (Lanheme = _h_'ﬂnl(z d)ﬂ+ hzq(xn)m. +hﬁ
k=1
B 2

h oy D+ & g 9(z0)n + h=ni+

+ zpm ~ h/2)(m — m1)? + b2 Z a(ze)mi.

k=1 k=1

UZijeme-li ve vztahu (3.113) nerovnosti (2.1} a (2.2), dost4vdme u# tvrzeni lemmatu.

Lemma 3.12. Necht plati a; > 0 a 8; > 0 proi = 1,2. Pak existuje konstanta
¥ > 0 takova, Ze pro libovolny vektor = (no,...,n.)7 plati

(3.114) (Imll2_ _h7[ pl n2+ én:+poZ(m—nk_1)2],

kde “"“-Q:o = MNaXg=p,..,n |le|

Dikaz. PHimym vipoétem se zjisti, %e pro k=0, ..., n plati
k n
(3.115) =3t ine +ED m—mo) -5 > (n~nioa)
i=1 F=k41

(tinfme obvyklou konvenci, Ze soulet je roven nule, pokud jeho dolni mez je w&ts
ne# horni). Uzijeme-li nerovnost (3.101), dostaneme odtud, e je

(8.1186) TS0+ i+ [é(nj Ni- 1)] [ Z (n5 = mj-1) }

F=k+1
Podle Schwarzovy nerovnosti plati

n

£ 2 k
(3.117) [Z(nj—n,- 1] SEY (n5—m-1)* Sk (0 —njo1)?
i=1

j=1
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(3.118) [Z(w 7o 1)] <(n—k)2 -
j=k+1

Dosadime-li odhady (3.117) a (3.118) do nerovnosti (3.116), dostaneme, Ze pro
E=0,...,n plati

1 n
(3.119) n<y [hnﬁ +hnd+(b—a)d (i — "j—l)z]-
=1

Abychom dostali tvrzeni lemmatu, staéi uZ jen zavést &islo v rovnici (3.107).

Lemma 3.13. Necht plati a; > 0 a §; > 0 pro i = 1,2, necht koeficienty p a g
Jsou spojité a necht jsou spinény nerovnosti (2.1) a (2.2). Pak pro libovolny vektor
n=(no,.-.,m)7 plati

n—1

(3.120) Il €9 10Dl + L0 41 |(tw)k]
k=1

Ditkaz. Tvrzenilemmatu plyneihned spojenim nerovnosti (3.114) a (3.111).

Diikaz konvergenéni v&ty pro metodu sfti (3.40), (3.58) je nyni u snadny.

Véta 3.9. Necht funkce p ma v intervalu {a,b} tfi spojité derivace a funkce ¢
a f dvé spojité derivace. Necht' déle plati nerovnosti (2.1) a (2.2) a necht je o; > 0,
Bi > 0 proi = 1,2. Necht koneéné y;, je pfiblizné FeSen{ ziskané metodou sitf (3.40),
(3.58). Pak existuje konstanta M takovd, e pro kazdé dostateéné malé h plati

(3.121) lye — y(zi)| £ ME?.

Dtkaz. Za uvedenych pfedpokladi existuje podle vét 3.3 a 3.5 konstanta
K takovi, ze plati

(3.122) Ly =g, k=1,...,n-1,
Ry ) = g,

Ih(z’d)y(pr) =€,
a
(3.123) lex| S Kh%, E=0,...,n.

Polozime-ling = y—y (P} a dosadime-li do nerovnosti (3.120) z rovnic (3.122), mame

ne1

(3.124) [l £ 7(—|€o| +—Ien|+h2|€k>

k=1
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Odhadneme-li nyni lokélni chyby &5 pomoci nerovnost{ {3.123), dostdvime, Ze plati
(3.125) lInlle.. € 7K( +— +b a)h?.

ProtoZe konstanta v nezavisi na h, dokazu]e nerovnost (3.125) tvrzeni véty.

Poznamka 3.2.  Vyndsobim-li ka%dou z rovnic (3.40) &islem h?, prve{ rovnici
(3.58) &islem h/e; a druhou rovnici (3.58) &islem 2/, dostaneme soustavu

(3.126) RHLay)e = B2f(22), k=1,. .,n—-1,
ihl(l,d)y - 7_1h + -;-hzf(z[)),
(2, d) + 1p2
hf az gh* flxn)
n+1rovaic o n+1 neznamych, kter4 je ekvivalentni soustavé (3.40), (3.58) definujic{
vydetfované pFiblizné FeSeni. Matice této soustavy — oznatme ji Ay — je pFitom

symetricka a pozitivné definitni.
Skutedns, pro libovolny vektor 4 = (9o, - .., %)% je

(3.127)  (Awm,m) = i(/‘m)wk =

k=0
=[plaa+ h/2) + §a(za) + hEL] — plao + b/ 2)moma+
+ h? "il(’-hﬂ)kﬂk"'
k=1
+ [plon = 5/2) + Ja(en) + 2] 2 — a0 — b/2)-am =
== pl2o — h/2)(m — no)mo + [11124(m )+ hﬂl]mﬁ-
+ h? S(Lh’?)knk+
k=1

+ (&0 — B/D0n ~ Tn1)n + [%hq(zn) + 222 =

hq S d)-n-l- hn 129 4 2 Z(Lw)m
k=1

Odtud a z lemmain 3.11 a 3.12 viak plyne, %e plati

h
(3.128) (Anm,m) 2 ;Ilnllfsm

Z poznamky 3.2 plyne jednoznaénd fefitelnost soustavy (3.40), (3.58) (nebo
(3.126)), aniZ je zapotfebi uit monoténie matice Ap.
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V pravé popsané technice vySetfovani metody sfti (3.40), (3.38) jsme se omezili
na typicky pfipad, Ze je @; > 0 a f; > 0 pro ¢ = ,2. Zmifime se nyni struéné
o modifikacich postupu v pfipadg, ze nékterd z téchto podminek neni splnéna. Je-li
Jjedno nebo obé z &isel a; a 3 rovno nule, ud4va piisludna okrajova podminka pfimo
hodnotu hledaného fefeni. P¥i prepisu této okrajové podminky se tedy nedopustime
#4dné chyby a pfislusnou slofku vektoru chyby lze poloZit rovnu nule. Nerovnosti
(3.111) a (3.114) pak plati s tim, Ze je v nich tfeba vypustit Eleny obsahujic nulové
a1 nebo ay. V piipadg, Ze je jedno z &isel 51 a B> rovno nule, staéi pFi konstrukei
maxima ve vzorci (3.107) piisluSny €len vypustit. Je-li koneéné 8 = B, = 0, neni
funkce ¢ identicky rovna nule a pfi odhadovan{ &lenti na pravé strang rovnice (3.113}
je t¥eba zachovat nenulovou Esst souétu > g(zx)nt.

Zakonéeme tento odstavec nékolika pozndmkami o moZnostech zlepSeni rychlos-
ti konvergence popsané metody siti. Toho lze podle pfedeslého vykladu dosdhnout
tak, Ze nalezneme koneén&dimenzionalni ndhradu p¥isluinych diferencidlnich vyrazi
takovou, Ze jeji chyba je f4dové mensi nez u t&ch, které jsme aZ dosud uZili. V li-
teratufe se vét§inou doporutuje takovy postup, #e se derivace v dané diferencidlni
rovnici aproximuji s vétsi pfesnosti, neZ které je mo#no dosdhnout ndmi uZitymi
prostymi diferenénimi podily. Tak napf. k ndhradé druhé derivace lze u#it vzorec

(3.129) o"(zs) =

_ —Y(zx—2) + 16y(@s—1) ~ 30y(2z) + 16y(er41) — y(3k+2) Ot

- 12A? O™,
ktery plati pro kaZdou dostateind hladkou funkei a ktery vznikl derivovdnim in-
terpolaéniho polynomu &vrtého stupné pro funkci y. UZijeme-li k sestaveni dife-
renénich rovnic vzorce tohoto typu, je na prvai pohled patrné, ze matice vzniklé
soustavy bude pétidiagondlni, a Ze tedy feseni této soustavy bude pracn&jsi nez
v pfedeslych pfipadech. Kromé toho, kazdou z takto vzniklych rovnic lze uZit pou-
ze pro k = 2,...,n — 2, takie je tfeba pridat celkem &tyfi dal$i rovnice, zatimco
okrajové podminky davaji pfirozenou mo#nost k sestrojeni pouze dvou takovych
roviic. Tento problém zifejm& vznikne i v jednoduchém pfipadg, kdy pro koefi-
clenty oy a ap v okrajovych podminkich plat{ ay = ey = 0. Koneéné je tfeba
také upozornit, Ze matice takto vzniklé soustavy ztraci nékteré pro jeji vysetfovani
piijemné vlastnosti, napf. monoténnost.

Mnchym z t&chto problémi se lze vyhnout, vychdzime-li 1 zde z Marcukovy in-

tegralni identity. Tak nap¥. poloZime-hi

(3.130) jml L4
. —azr
o P(®)

14

1 4
3h [P(wk) ol ¥ 572 * p(:ck+1)]

/ " a(e(e) — 1) da 2 Ala(en)u(a) — fz)t

Tr—ij2

+ Hla(zer1)y(zeer) — 20(ze)y(zr) + a(zi—1)y(ze_1)]—
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— gglF{era1) — 2F (o) + Flzr-1)]}

/+ {p(z) / “Tau) - £(0)] dt} dz~

 d5h? (s Bla(aules) — 1] + lalenulonn) = Faan)ll-
1
— = {lalerv(@r) - f@)] + 3a(era)u(zin) ~ Foen)l})
P(-’L‘k+1) i
a uzijeme-li analogické vzorce také pro aproximaci ostatnich integrald v identité
(3.42), dostaneme soustavu

(3.131) {'—ﬁk_m + fihPa(er1)+
1
h Pr—1/20{Tk— 1)[19(«»""}: 3 p—(”)]}yk_ﬁ
+ {ﬁk—uz + Bryrsz + 1eh%a(ze)+
1
+ 2R |4
a8’ Pk I/ZQ(xk) [P(mk—l) P(ﬁk)]
1
1 p2s
+ 48h pk+1/2Q(Ik) [P($k+1) mh)}}yk+
+ { — Prt1/z + agh (@ )+
3 1
+ Lh2~ _ =t
gl Prt1/20(er1) [p—(i‘k-n) p—(rk)]}yk+l
3 i
— p2) 1 e == = _ _ -
= h"| 31 + wPr-1/2 [P(-’l’k—l) p(-'!!k)] }f(:"k—l)+

1 3
+h? —_——
Y+ &1y e p(mk)]+

+ 41_315k+1/2 [m - 1-%] }f(mk)-l-

+ hz{glz + 25Pr+1/2 [

jrcmn)

ey ™ )
p(zu.l) P(ﬂk

kde
. 6
(3.132) Pr—1/2 = —3 1 1
P(T-1 + P xk—hhi -+ plwr)

a analogicky vzorec platf pro fyy1/2. Priddme-li k této soustavé (jejiZ matice je
pro dostatené mald ki monoténni) vhodné okrajové podminky (nap¥. v piipadg,
%e je oy = g = 0, je to jednoduché, nebot pak zndme krajni hodnoty hledaného
FeSeni piesng), dostaneme soustavu rovnic s tfidiagonalni matici. Jejf feSeni je tedy
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stejné pracné jako dfive, pfesnost viak je Fadu O(h*). Je vSak poctivé upozornit,
e pfepis okrajovych podminek obsahujicich derivace tak, aby se vysoka pfesnost
uvedené metody neznehodnotila, pfedstavuje dosti viZny problém.

3.2.3 Refeni vaniklych soustav linedrnich rovnie

V tomto odstavci sl struéné viimneme problematicky FeSeni soustav linearnich rov-
nic, které vznikaji p¥i Fefeni dané okrajové tlohy metodou sitf. Omezime se opét na
pfipad a; > 0, 3; > 0 pro i = 1,2 a piepis ckrajov§ch podminek pomoci operdtord
Ih(l’d) a I,I(z’d). Resime tedy soustavu (3.126) z predestého odstavce. Zapidme ji ve
tvaru

(3.133) Apy = g.
Je tedy
(3.134) go = bz—i + 3R f(wo),

gr = W2 f(zz), k=1,...,n-1,
gn = h 2 4 1R2f(z,),

o3
g = (907"‘)gn)T-

Matice Ay, je symetrickd a pozitivné definitni. PiSme ji ve tvaru

ag bo 0 0

be o :
(3.135) Av=10 T 0

= * bn—l

0 0 bn—l Gn

Pak je
(3.136) g = p(za + A/2) + Lh%q(z0) + %h’
ap = plzr — h/2) + plzr + h/2) + hP¢(zz), k=1, n-1,
an = plzn — h/2) + %hzq(xﬂ) + z—Zh
a
(3.137) by = —p(zr+1/2), kE=0,...,n—-1L
Resme nejprve soustavu (3.133) eliminaén{ metodou. Snadno se zjisti pFimym
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vypoctem, e jsou-li &isla dp definovéna rekurenci

(3.138) do = ag,
b2
di=ap— =, k=1,...,n,
di_q
plati
(3.139) An = Lr R,
kde
1 0 0
b
A
(3.140) L=
: 0
0 0 2o
a
do by O . 0
0 .
(3.141) Rn=|: 0
! bﬂ—l
0 0 dy,

Rovnice (3.139) plat{ samocziejm8 pouze za pfedpokladu, %e definice &isel dy ma
smysl, tj. za pFedpokladu, Ze je dy, # 0 pro k = 0,. .,n — 1. V nésledujici v&té
ukiZeme, Ze tomu tak skuteiné je.

Véta 3.10. Necht funkce p, p' a ¢ jsou spojité, necht plati nerovnosti (2.1)
a {2.2), necht je &; > 0, i > 0 proi = 1,2 a necht ay, by jsou definovina vzorci
(3.136), (3.137). Pak pro &isla dp. definovand rekurenci (3.138) plati pro dostate&n&
mald h

(3.142) dkgpg, k:O,...,n—l.

Dtkaz Bud ¢ Feleni diferencidlni rovnice (2.108) v intervalu {a, b} s pots-
teéni podminkou (2.109). Z v&ty 2.4 vime, Ze funkce ¢ existuje a je jedina a z dikazu
této véty dokonce vime, Ze funkce ¢ je v intervalu {a, b} kladnd. PoloZime-li déle

o?

TpE+R/2) + he

je obecné jednokrokova metoda dana funkci ® konzistentni s diferencidlni rovnici

(3.143) O(z,p,h) = +q(e+h),
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(2.108) (srv. kap. I, odst. 3.2). Pro posloupnost @ definovanou rovnicemi

(8.144) po = 5—‘1 + 3ha(zo),

Pi :(Pk—1+h<p(xk—l)()ok—1:h)) k= 1)"')"1
tedy plati podle v&ty 3.1 z kap. I
(3.145) or —p(xx) = 0 proh — 0, zx = a+ kh = konst.
Pfesné vzato, toto tvrzeni ze zmin&né vty pfimo neplyne, nebot v ni se pFedpokli-
d4, Ze pofateéni podminka pfiblizného feseni je rovna pfesné pocateini podmince.
Zde tomu tak neni, nebot poéateéni podminka pro pfiblizné feleni k pfesné polétec-
ni podmince pouze konverguje pro £ — 0. Je viak naprosto zfejmé, jak modifikovat
vétu 3.1 z kap. I, aby pokryvala i tento pfipad.

Ze vztahu (3.145) plyne, #e pro viechna dostateéné mald b jsou &isla ¢ neza-
porné (funkce ¢ je kladn4). PoloZime-l tedy

(3.146) de =plex +h/2) + hor, k=0,...,n-1,

platiprok=0,...,n—1

6.147) .

Z rekurence (3.144) dostdvidme ihned, Ze je

(3.148) do = p(zo + h/2) + Lh2q(zo) + hg_l =ag
1

a

(3.149)

dy = p(zx + hf2) + hops =
2
R Pr—1
pler — h/2) + hop_1
= p(zi — h/2) + p(z + h/2) + h2q(22) + ko1 — p(zi — h/2)-
Y1 _
pler — b2} + b

= p(ze +h/2) + hpp-1 — + h*q(zp) =

— h?
= ar+
L heeoap(ee = §) + el —p%(zk — §) — hp(ee — Sleen AU
pler — h/2) + hop_y

by
= gp — =
dy_1

pro k=190,...,n — 1. Plat{ tedy Jk =dpprok=0,...,n— 1 atvrzeni véty plyne
z nerovnosti (3.147).
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Jsou-li tedy splnény pFedpoklady v&ty 3.10, rozklad (3.139) skuteiné existuje
a protode je rovnds d, > 0, jak plyne ihned pifmo z rovnic (3.138) (nebo také,
chceme-li, ze skuteénosti, 7e matice Ay je regularnf), lze Fesit soustavu (3.133) tak,

%e nejprve vypotteme vektor ¢ = (cg, ..., ¢n)? ze soustavy
(3.150) lhe=g
a pak hledany vektor y = (yo, - .-, ¥,)7 ze soustavy
(3.151) Ry =c.
Vzhledem k specidlnimu tvaru matic Ly a Ry ziejmé plati
(3.152) ¢ = o,
br_1cp—
Cr = Gk k_lc'k—-l‘y k= 11 P
dp_q

a

c
(3.153) Yn = %,

dn

1
w= d—(ck—bkyk+l)y k=n-1,...,0.
k

Soustavu (3.133) Ize tedy Iedit eliminatni metodou bez vybérn hlavniho prvku
a znameni to vypoditat veli€iny di a cp z rekurenci (3.138) a (3.152) a hledané
fedeni z rekurence (3.153).

Pokud jde o jiné metody pro Fedeni soustavy (3.133), d4 se jist& uZit Gaussova-
Seidelova metoda nebo optimalizovana superrelaxani metoda, nebot matice Az je
pozitivné definitni. VZeobecné viak nelze uziti iteratnich metod v tomto pfipadé
doporuéit. Z rekurenci (3.138), (3.152) a (3.153) je totiZ ihned vid&t, Ze k provedeni
eliminatni metody je tieba fadové pouze O(n) operaci, tj. Fadové pouze tolik ope-
raci, kolik je nezndmych. Z4dn4 iteraéni metoda nemiize tedy elimina&ni metodé co
do vypoletni ekonomie konkurovat.

V3imnéme si jedté jedné zajimavé okolnosti spojené s eliminaéni metodou. Z di-
kazu véty 3.10 je vidét, Ze definujeme-lipro k = 0,...,n— 1 posloupnost ¢z rovnici
dr, = p(zx + h/2) + hyy, kde posloupnost dj, je definované rekurenci (3.138), pfed-
stavuje tato posloupnost pfibliZzné feSen{ rovnice (2.108) z metody normalizovaného
pfesunu. Tak je tomu i pro ostatni rekurence, podle nich% se v elimina&ni metodé&
potita. Skutetnd, definujemne-li posioupnost vy rovnici ¢x = hwg, kde ¢ jsou dény
rekurenci (3.152), snadno vypoG&teme, Ze plati

(3.154) v = 2—11 + L f(2o),

Pr-1Y%-1
= Vp_ hl —
Vg = Vi-1+ [ 2@r — kD) + e + f(-’l?r.-)]1

takZe posloupnost v; aproximuje ¥eSeni diferencidlni rovnice (2.110) s poatefni
podminkou (2.111). Vyjadiime-li koneéné 1, definované rekurenci (3.153) pomioct
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velifin ¢} a vy, dostaneme

Y2 + @atn_
3.155 =272 4 o),
( ) o B2+ azen-1 (k)
PrYe+1 — Vi
= —_ h—“"“—‘-—,
Ve = Ve T e + h/2) 1 he

takZe posloupnost y, predstavuje piibliZné Fefeni rovnice (2.107) s potateéni pod-
minkou (2.128).

Préavé zjisténa souvislost eliminani metody s metodou normalizovaného pfesu-
nu opraviiuje domnivat se, Ze i eliminaéni metoda se chové stejné jako metoda
normalizovaného pfesunu numericky uspokojivé. Praktické zkugenosti to také plns
—— *“-Eyi
[ <F-~ Zakanteme celj odstavec vénovany problematice metody siti pro rovnice druhého
i | f4du dvéma jednoduchymi piiklady.

Tabulka 3.1
fieSeni okrajové ilohy (3.156), (3.157) metodou siti

U#its metoda Piesné
z (3.40) (3.40) {3.131) Fefeni
h=1/20 h=1/40 h=1/20

0,10 1,00518188 1,005061 31 1,005 02025 1,00502091
0,20 1,020651 27 1,02041730 1,020337 52 1,02033883
0,30 1,047 206557 1,048 86562 1,046 74961 1,046751 59
0,40 1,086 287 94 1,08585099 1,085 701 74 1,08570442
0,50 1,14019024 1,13966880 1,139490 55 1,13949391
0,60 1,21241118 1,21.182488 1,211624 28 1,21162030
0,70 1,308 283 55 1,30766627 1,30745466 1,30745925
0,80 1,436 106 36 1,43552074 1,43531938 1,43532420
0,90 1,609 298 85 1,60886991 1,608721 01 1,60872579

Priklad 3.1. ReSme v intervaln {0, 1) diferencidlni rovnici P
(3.1.56) —y" +(1+2tg2 )y =10 /)W
s okrajovymi podminkami 1 \
1
3.157 = =
(3157) WO =1, sl =

a § pfesnym feSenim y(x) = 1/ cosz. V tab. 3.1 jsou uvedeny hodnoty pfibliZného
YeSent ziskaného pomoci rovnic (3.40) sk = 1/20a s h = 1/40 a hodnoty pfiblizného
fedeni ziskaného pomoci rovnic (3.131) s A = 1/20 spalu s hodnotami pfesného
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fefeni. Z tabulky je vid8t, ze podstatng ménd pracnd metoda (3.131) s b = 1/20
d4v4 skutetné dosti lepsi vysledky neZ metoda (3.40) s h = 1/40.

Pi#iklad 3.2. ReSme diferencidlni rovnici (3.156) s okrajovymi podminkami

_ o1y — b8l
(3.158) Y(0)=0, y(1)= S
Pfesné feseni této tilohy je opét funkce y(z) = 1/cosz. Tab. 3.2 uvadi pfislusné
vysledky zfskané ze soustavy (3.40), (3.41) a (3.40), (3.58). Vidime z ni, Ze nevhodny

ptepis okrajovych podminek se miZe projevit dosti dramaticky.

Tabulka 3.2
Regeni okrajové tilohy (3.156), {3.158) metodou siti

UzZita metoda Ptesné
z (3.40), (3.41) (3.40), (3.58) feseni
h=1/40 h=1/40

0,00 1,060536 63 0,99911825 1, 00000000
0,10 1,064 53236 1,00413347 1,005 02091
0,20 1,079431 78 1,01943384 1,02033883
0,30 1,106064 84 1,04581584 1,046 751 59
0,40 1,14594359 1,08472228 1,085 70442
0,50 1, 201 475 20 1,13844572 | 1,13949391
0,60 1,27633%03 1,21048776 1,21162030
0,70 1,376148 32 1,30618892 1,307 45925
0,80 1,509646 22 1,43386691 1,43532420
0,90 1,69098679 1,60698715 1,608 72579
1,00 1,94442337 1,84862370 1,85081572

3.3 Linearni diferencidlnif rovnice &tvrtého fadu

V tomto odstavci si vSimneme uZiti metody siti k Fefeni okrajové alohy (1.14)
s okrajovymi podminkami (1.15). Zatneme tim, e vyslovime a dokaZeme zékladnf
existenéni vétu.

Véta 3.11. Necht funkce p je dvakrdt spojité diferencovatelnd v intervalu (a, b},
necht finkce q a f jsou spojité v {a,b) a necht plati
(3.159) p@)Zpo>0, q®)20, z¢€{a,b},

kde pg je konstanta. Pak existuje pravé jedno Feenf dlohy (1.14), {1.15).
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Dikaz. Podle pozndmky 2.2 na str. 140 staéf ukazat, Ze pfisludnd homo-
genni dloha ma pouze trividni fefeni. Bud tedy 7 feSen{ diferencidlni rovnice

(3.160) {Ln)(2) = (p(e)n")" + a(z}n =0, & € {a,b)
s okrajovymi podminkami
(3.161) n(a) = 1'(a) = n(b) = /(8) = 0.

Méme dok4zat, e funkce n je rovna v intervalu {a, b} identicky nule. Vynssobme
rovnici (3.160) funkci 7 a integrujme v mezich od a do b. Dvoji integraci per partes
a uzitim okrajovich podminek (3.161) dostaneme

b
(3.162) [ A @1 + o) ne) dz =
a
b b
= [ st @Paz+ [ o) as.
a a
Pouzijeme-li nerovnosti (3.159), méme
b b
6169 [ (BE )+ deente) dx 2 [ @) .
Na druhé strang vzhledem k okrajovym podminkam (3.161) zfeyms plati

(3.164) n(z) = [ (j:n"(s)ds) a.

Zaménime-li ve vzorci (3.164) pofadf integrace, dostaneme

(3.165) n(z) = /m(z -s)'(s)ds.

Odtud uzitim Schwarzovy nerovnost:icI vypotteme, Ze plati

0169 Pe)s [To-07as [Ireras s jo-of [ reras

Dosadime-li z této nerovnosti do nerovnosti (3.163), dostdvame celkem, 7e pro kazdé
z € {a,b) plati

b
(3.167) n¥(2) < Lo — )pi j (@)@ + d(en(z)}n(z) d .

Pravé strana této nerovnosti je viak nulové; je tedy nulova i levd strana a () =0
v {a,b). Véta je dokizina.
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3.3.1 Sestaveni diferenénich rovnic
Polozime-li p(z)y”(z) = z(z) a aproximujeme-li derivaci z"/(=) v diferencialnf rov-
nici (1.14) podilem [z(z + h) — 2z(z} + z(z — R)}/h® a chybu, které se pfitom
dopustime, zanedbéme, jsme pfirozend pfivedeni k zavedeni operdtoru L (uziti
tého¥ symbolu jako v pfededlém odstavei nepovede k nedorozuméni), ktery (n -+ 1)-
dimenzionalnfmu vektoru y = (yo, ..., %,)7 pFifazuje (n — 3)-dimenzionalni vektor
Lyy predpisem
(3.168) B*(Lpy )i = p{@i-1)mr-2 — 2[p(er—1) + p(zx)]pe—1+

+ [p(zr—1) + 4p(zs) + p(zr41) + hhalze)lye—

— 2[p(=z) + p(zr41)]ye+1+

+p($k+1)yk+2, k=2,...,n—2.
Tento operdtor aproximuje operdtor L na levé strané diferencidlnf rovnice (1.14) ve
smyslu nasledujici véty.

V&ta 3.12. Necht funkce p md v intervalu {a,b) étyFi spojité derivace a necht’

q je spojita. Pak pro kafdou funkci y, kterd mé v intervalu {a,b) Sest spojitych
derivaci, plat{

(3.169) (Lay ®) = (Ly)(zx) + O(R?), k=2,...,n—2,

T
kde y (1) = (y(mo), R y(wﬂ)) .
Dikaz. Budz € {ab) apoloime z(z) = p(x)y” (). Funkce z mé v intervalu
{a, b} Etyfispojité derivace a podle Taylorova vzorce (nebo podle lemmatu 3.8) plati
z{z+h)—2s(x) + 2(x — h) _
h? -

U%ijeme-li znovu Taylordv vzorec, mame

(3.170) 2"(z) + O(R?).

(g7 YEEH) - 2’%” HRFUE) e hy 4 Ly 4 WE 4 O,

ylz +h) - 2?;'!(:) +y(z — k) — yn(x) + 11_2ymt(z)h2 + 0(h4),

z) = 2y(z — h) + y(z — 2h
y( ) y( hz) y( ) = yll(x_ h)—‘r flgy””(ﬂ _ h)h2 +O(h4),
nebot funkce y ma podle pfedpokladu Zest spojitych derivaci. Vyndsobime-li prvni
rovnici v (3.171) &slem p(z + h)/h?, druhou &islem —2p(w}/h?, tfet{ slem p(z —
— h)/h? a sefteme, dostanemse

(3172) 2 {p(e -+ R)lu(z +28) = 23z + ) + u(&)] -
= 2p(z)[y(z + h) — 2y(z) + y(z - b))+
1Dz = W)y} — 2y(z — B) + (= — 20)]} =
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z(z + h) — 2z(z) + z(z — h)
= h2 +
+ 1lp(z + R)y™ (@ + h) — 2p(=)y"" (=) + p(e — h)y""(z — h)]+
+ O(h?).
Vyraz v hranaté zdvorce na pravé strané rovnice (3.172) je viak velikosti O(h?),

nebot funkce p(z)y'(z) ma v intervalu {a,b) dv& spojité derivace. Tvrzeni véty
tedy plyne z rovnic (3.172) a (3.170).

Na zakladé této véty je pfirozené hledat priblizné fesent gy, . . ., yn dané okrajové
tilohy z rovnic
(3173) (l‘_hy)k = f(a:k), k=2,...,ﬂ—2.

Podet téchto rovnic je n — 3, zatimeco neznamych je n + 1. Je tedy tieba pfipojit
k nim jest& Etyfi rovnice, které se ziskaji z okrajovych podminek. Dvé z nich dosta-
neme ihned tak, Ze poloZime yo = 71 2 yn = 7. Dalii dv& rovnice lze ziskat snadno
tak, Ze ve zbyvajicich okrajovych podminkéch se nahradi derivace prostymi dife-
renénimi podily (srv. odvozeni rovnic (3.27) v odst. 3.2.1). Tim se véak dopustime
chyby fadu O(h), zatimeo v rovnicich (3.173) délime chybu Fadu O(h?). Proto po-
uZijeme postup, ktery se v podobnych pFipadech &asto doporutuje (a ktery jsme u#
vlastné mohli uZft i v odst. 3.2.1). Derivace v pfislusnych okrajovych podminkich
nahradime virazy (y1 — y-1)/(2h), resp. (Yns1 — Yn1)/(2h), kde Y1, T65D. Ypss
znaff aproximaci prodlouZeni hledaného feSeni do bodd z_1 = zg— A, resp. T, 11 =
= @5 + h, nebot tyto podily aproximuji odpovidajici derivace s pfesnosti O(h2).
Protoze viak hodnoty y_; a yn41 se v nich vyskytujf oproti rovnicim (3.173) navic,
Je tfeba poiadovat platnost tSchto rovnic i pro k=1 a &k =n — 1. Pfidané hodno-
ty ¥-1 @ Yny1 pak miZeme vylouéit, takie zistanou zachovany pivodnf neznamé
Yo,- .., Yn. Vysledky naznafeného postupu jsou shrnuty v nasledujici vété.

Véta 3.13. Necht funkee p, p' a q jsou spojité v néjakém okoli bodu a a b. Pak
pro kaZdou funkei y, kterd md v okoli bodu a a b t#i spojité derivace, plati

(3.174) 119y ) = ahpla)y (a) + O(h®),
12y ) = —ahp(b)y'(8) + O(h?),
kde y ®9) = [y(x), ..., y(zn)]T a operdtory lh(l) a Ih(z) Jsou definovany pfedpisem

(3.175) 1My ) = — 9[p(2g) + ple1)y(xo)+
+ [2p(20) + 4p(21) + p(22) + h*¢(21)]y(21) -
= 2[p(z1) + p(22)]y(z2) + p(=2)y(za),
1y = p(en_2)y(mn-3) — 2p(2acs) + P(2a—1)]y(2a2)+
+ [p(2n-2) + 4p(zn_1) + 2p(za) + hq(2n_1)}y(zn_1)—
2[p(2n-1) + p(2a)ly(zn).
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Dikaz. Zauvedenych piedpokladii zfejmé plati
(3.176) y(z1) — y(z—1) = 2hy/ (z0) + O(h%)
(srv. lemma 3.7). RovnéZ snadno se zjisti, Ze je

(3-177) p(zo)y(z-1) — 2[p(20) + p(z1)]u(w0) + [p(z0) + 4p(21) + pl2)]y{z1)—
= 2p(w1) + p(e2)ly(w2) + p(22)y(2a) + hia(z1)y(z1) =
= ple2){y(zs} — 2y(22) + y(21)] — 2p(21)[y(22) — 29(21) + y(z0)} =
+p(wo)[y(e1) — 2u(wo) + plz-1)] + Kie(21)u(z1) =
= h¥[p(z2)y" (22) — 2p(21)y" (21) + p(x0)y"(20)] + O(R*) = O(h®),
nebot funkce y mé v ckoll bodu z = zg = a til spojité derivace, a tedy funkce
Py’ m4 v okoli téhoz bodu spojitou derivaci. Vyloutime-li y(z~;) z rovnic {3.176)
a (3.177), dostaneme prvni rovnici {3.174). Druhd rovnice (3.174) se dokéze fiplné
stejné. Dikaz véty 3.13 je hotov.

Pfiblizné feSeni okrajové Glohy (1.14), (1.15) budeme tedy potitat ze soustavy
(3-173) doplnéné rovnicemi

(3.178) Y=, ¥Un=—=17"2,
10y = 2hp(we)sy, Py = —2hp(w,)6s.

Vzhledem k specidlnimu tvaru prvnich dvou rovnic (3.178) jsou nezndmé vlastné

pouze slozky y1,...,¥n—1. Znaci-li nyni y vektor o sloikach wy,...,yn—_1, je tieba
J€j vypodist ze soustavy
(3.179) Apy =g,

kde An je pétidiagonalni symetrickd matice fddu n — 1 a g je dany (n — 1}-
dimenzionélni vektor. PoloZime-li jedt& Ay = {a;;} a g = (g1, .. .,gﬂ_l)T, je
{3.180) a11 = 2p(zo) + 4p(z1) + plza) + h'g(x1),
apk = p(zi-1) + 4p(2e) + pleesa) + Rie(=), k=2,...,mn -2,
A 11 = P(@a_2) + 4p(Bn_1) + 2p(2n) + A¥q(2n—1),
ap k1 = ~2p(er) + plers)), k=1,...,n—2,
arki2 = p(Brsy), k=1,...,n—83,

a

(3.181) a1 = 2{p(z0) + p(=1)]71 + 2hp(x0)d; -
g2 = ~p(z1)n + h* f(z),
g = hif(zr), k=3, ..,n—3,
In—2 = -P(a"n—l)'ﬁ + h4f(.’l:n_z),
dn—1 = 2p(en_1) + p{zn)}y2 — 2hp(2,)62,
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Jak plyre ihned z rovnic (3.173) a (3.178).

Cheeme-li, aby prdvé sestrojend metoda siti méla rozumny smysl, je tieba pfe-
deviim ukdzat, e soustava (3.179) m4 pravé jedno fefeni. To bude snadnym df-
sledkem lemmatu, které predstavuje paralelu z lemmati 3.13 a které bude hrat
kli€ovou roli v diikazu konvergence popsané metody. Proto Gvahy o regularitd ma-
tice Ay odsuneme a# do nasledujiciho odstavce.

3.3.2 Konvergence

Zékladem vSech fivah, které budou providény v tomto odstavei, je nésledujici
lemma.

Lemma 3.14. Necht funkce p a q jsou spojité v {a,b) a necht plati nerovnosti
(3.159). Pak existuje konstanta v > 0 takovd, e pro kazdy (n — 1)-dimenziondln{
vektor = (m1,...,0,-1)7 plati

(3.182) (Anm,m) 2 7% |Infls, 2.
kde
(3.183) lnlln sz, = max (In|h=*?, _max _nel, Ina—s|n=*7).

Diékas. Budn = (5,...,7-1)T libovolny (n — 1)-dimenzionalni vektor.
PoloZime-li g =1, = 0, p_1 = 11 a 41 = Ba_1, plyne z rovnic (3.180), Ze je

n—1
(3.184) (Avm,m) = A* Y (Lamems.
k=1
Zavedeme-li jeSté &fsla z; rovnicemi
(3.185) e =Mkt — 2mp + M1, k=0, ..n,
lze rovnici (3.184) psat ve tvaru
n—1
(3.186) (Avm,m) = Sn + B* > a(zen?,
k=1

kde
(3.187) Sn = i{h’(%ﬂ)%ﬂ —plze)zi] ~ [p(ei)ze — p(we—1) 2611}
k=1
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K tGpravé posledniho souétu uZijeme dvakrait lemma 3.10; dostaneme

(3.188) Su = [p(zn)en — P(@n—1)2n—1]0n-1—

n-1
=Y [p(z)z — p(er-1)ze-1l(me = me-1) =
k=1 |
= p(2n)2ntin-1 ~ P(Tn-1)Zn-1Tn_1—
n—1
3 _
— P(2n-1)2n—1(1ln—1 — Mn_2) = P(T0)20m + _ P(zh1) oy =
k=1
= p{xn)ntin-1 — P(Tn—1)2n-1(20n—_1 — Pn—-2) — p{Za)zom+
n-—-1
+ E plzi) 22 + p(z0)zg — P(Tn—1)z_1.
k=1
Protoie je véak 21,1 — Jp—3 = —2Zn-1 2
(3189) = %201 Mm-1= %zny

jak plyne ihned 7 definice &fsel z;, dostavame celkem, Ze plati
n—1
(3.190} Sp = z;p(wn)z% + Lp(zo)zt + 1p(zn)s2.
k=1
Dosadime-li tento vysledek do rovnice (3.186) a pouZijeme-li nerovnosti (3.159),
mime
n—1

(3.191) o) 2 oo Tt hent 42 ).

k=1

Qdfud a z rovnic {3.189) plyne specidlng, ze je

(3.192) (Awm,m) 2 2poni,  (Awm,m) 2 2poma_s
je tedy

— 2
(3.103) (Anm, ) 2 2poh® | max ([na[A=%/, fna—s [R7*/%)]".

Pigeme-li rovnice (3.185) ve tvaru zz = (k41— %) — (e — Mr—1) & sciteme je pro
k=1,...,v, dostaneme, Ze je

¥
(3.194) M1 — M — M= E Zk.
k=1
Settenim rovnic (3.194) s v = 1,...,j — 1 dostévame dile, Ze plati
j—1
(3.195) mi-m—G-Lm=3 %
r=1
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pro j = 2,3,...,n neboli, zaménime-li poFadek stitini a dosadime-li za #; podle
rovnice (3.189),

i-1
(3.196) = tizo+» (G —k)z
k=1

PouZijeme-li nyn{ nerovnost (3.101) s Schwarzovu nerovnost, plyne z rovnice
(3.196), e pro j = 2,...,n plati

n—1

(3.197) n £ 3% + 22(] k)Zsz <n¥d 4+ 211,32 77+ n?22

k=1
Z nerovnosti {3.197) a (3.191) v8ak uZ bezprostiedné plyne, e je

(3.198) 7 < Lo L )

pro j =2, ..,n, nebot je n = (b~ a)/h. Je tedy také
2 . Q(b_a)3 1

(3.199) ("_2 |7b|) = TI)—O(AW,TI)-
Polozime-li kone¢né

} 1
(3.200) y = pomin [2, m] .

plyne z tvrzeni lemmatu u# snadno z nerovnosti (3.199) a (3.192).

Z lemmatu 3.14 plyne bezprostiedng, Ze jsou-li funkee p a g spojité a plati-li
nerovnosti (3.159), je matice Ay pozitivng definitni, a soustava (3.179) m4 tedy pfi
libovolné pravé strané pravé jedno Feseni. Skoro stejng snadno umoZiiuje lemma 3.14
déat odpovéd i na otazku po konvergenci uvaZované metody siti.

Véta 3.14. Nech? funkce p ma &tyfi spojité derivace funkce q a f dvé spojité
derivace v intervalu {a,b) a necht plati nerovnosti (3.159). Pak existuje konstanta
M takova, Ze plati

(3.201) lly =y P lln, 5, < MA2,

kde y = (1,.-.,5n-1)7 Jje FeSeni soustavy (3.179) a y®) je vektor, jeho# sloiky
Jsou hodnoty presného fedeni y okrajové illohy (1.14), (1.15) v bodech xy.

Dtakaz. Za uvedenych pfedpokladi Fedeni y okrajové tilohy (1.14), (1.15)
nejen existuje a je jediné, ale ma mimo to v intervalu {a, b) Sest spojitych derivaci.
Polozime-li

(3.202) Apy®) — g = ¢

202

3 METODA SITI

existuje podle vét 3.12 a 3.13 konstanta K takovi, Ze pro slofky &; vektoru ¢ platf
odhady

(3.203) ler] S KR3, lexl S KRS, kE=2,...,n—2, |ea1|S Kh®

Pro vektor g = y P — y tedy méame

(3.204) Apm=e.

Podle lemmatu 3.14 plati pro libovolny vektor 71 nerovnost (3.182). Dosadime-li do
této nerovnosti specidlng podle (3.204) a pouZijeme-Ii nerovnosti (3.203}, snadno
odvodime, ze plati '

n—1

(3.205) vkl e, S (em S terllml <
k=1

< e lh®?lm =%+
n—2
+ 3 leellme] + lenos B2 152 €
k=2

n—2
< il (e + 3 e+ eanali??) S
k=2

< KRR 4 (b - a)b® + Bl 2, -
Qdtud jiz po¥adovand nerovnost (3.201) thned plyne.

Zcela stejnd se dokaie konvergence metody siti 1 v pfipadé obecné samoadjungo-
vané diferencidlni rovnice 4. fédu.

(3.206) (p(z)y")" = (s(e)y') +a(z)y = f(=).

Na vySetfovany specidlni pfipad jsme se omesili hlavné z divodu zjednoduseni
zapisu. Analogicky by se také vySetfovaly jiné typy okrajovych podminek.
Upozornéme zévérem jesté na jednu okolnost. Rychlosti konvergence, které jsme
uvedli v pfipad8 rovnic druhého Fadu, se nedaly zlepit. Numerické experimenty
naznatuji, ¥e zde tomu patrn& tak neni a %e exponent 3/2 v odhadu {3.201) lze
pravdépodobng zlep&it na 2. Doké4zat se to viak doposud nepodafilo.

3.3.3 Regeni vzniklfch soustav

V tomto odstavei uvedeme vzoree pro fedenf soustavy (3.179) Gaussovou eliminaéni
metodou bez vybéru hlavniho prvku. V pipadé rovnice druhého Fadu jsme tento
postup ospravedinili tak, Ze jsme ukazali jeho souvislost s metodou normalizevaného
presunu. Zde nemame vybudovan potfebny aparat; protoZe viak matice soustavy
{3.179) je symetricka a pozitivné definitni, odvoldme se na obecné tvrzeni o prove-
ditelnosti Gaussovy eliminace bez v¥béru hlavniho prvku pro tuto tfidu matic (viz
napt. Wilkinson (1965)).
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Resit soustavu (3.179) Gaussovou eliminaci znamen4 vzhledem k pétidiagonal-
nosti jeji matice vypoéitat ésla s; a t; z rekurenci

2
a
(3.207) sp=agy t= o, by =am— —2,
a1
8i@; i3
Sitl = Gigl42 — i
£
2 2
Siv1 %iyr
liyz = Gigaipe — 00— 22 =1, n-3,
tip1 ;
&isla d; z rekurence
413
(3.208) di=g, di=g2——m,
411
Sit1 @ ip2 .
diys = giys — —digy — —2d;, i=1,...,n—3,
tigt t;

a slofky y; hledaného vektoru y z rekurence

dn—l

tn—l’

(3.209) Yn_1 =+

1
Yn-2=7— (dn-2 — 8n—2¥n-1),
n—2
1 R
%= t_-(d’- — Si%iq1 — GiipaYigz), i=n-3,. 1
£ 3

Eliminagni metoda je v tomto pFipads8 sice pracn8jsi neZ v pFipadé okrajové Glohy
pro rovnici druhého FAdu, poéet pot¥ebnych operaci je vak opét Gmérny poétu
rovnic, takZe patrng 34dnd jind metoda nebude efektivnéjsi.

3.4 Nelinearni diferencialni rovnice

V tomto odstavci zakonéime studivm metody siti pro fefeni okrajovych floh pro
obyéejné diferencialni rovnice tim, Ze na pfikladé diferencidlni rovnice (3.3) s okra-
jovymi podminkami (3.4) ukdZeme, s jakymi problémy se mtizeme setkat pii fefeni
nelinearnich okrajovych tloh. Zagneme tim, Ze zformulujeme pFfedpoklady, které

stacf k torm, aby v§Se zminénd Gloha méla pravé jedno Fefent.

Véta 3.15. Necht plati

(1) funkce f je definovans a spojitd v pdsu R={(2,%); a S 2 £h, —co <y <
< oo};

(11) existuje konstanta L takovd, zZe plati

(3.210) |z, y) = f(=,2)| £ Lly - 2|

pro libovolnou dvojici (x,y) € R a (z,z) € R;
(iii) pro kaZdé (x,y) € R existuje derivace f, a je spojitd a nezdporné v R.
Pak okrajovéd dloha (3.3), (3.4) md p¥i libovolnych v, a v2 pravé jedno FeSeni.
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Dikaz. K dikazu pouZijeme mytlenku metody stielby. Bud tedy y(z; «) fe-
geni diferencidlni rovnice (3.3) s potdteénimi podminkami y(z; @) = 71 a y/(z;0) =
= o (Earkou zde i v dalsich &stech dikazu se rozumi derivace podle proménné z).
Poda¥i-li se dokéazat, Ze rovnice

CEV s m

mé pfi hbovolnem -yg pravé _]edno Fesenf, bude ex1stence a ]ednoznacnost feden{
dané okrajové tlohy dokazéna. :

Abychom to dokdzali, uvédomme si pfedné, %e za naSich pfedpokladi funkce
y(x; @) nejen existuje a je dvakrat spojité diferencovatelnd podle proménné z pii
libovolném (pevném) o — tento fakt plyne ihmed z véty 1.1 kap. I — ale je to
dokonce spojitd funkce proménnych = a o a jeji parcidlni derivace yo(z; o) podle
o existuje a je spojitd pro z € (a, b) a pro libovolné «. Toto tvrzem plyne snadno
z lemmatu 2.6. PoloZme

(3.212) o 17(1:) = yolz;00)
a ddkaime, e phi peyném a plaif
(3.213) . W)z —a, ze{ab).

Dikaz tohoto tvrzeni provedeme sporem. P¥edpoklidejme tedy, Ze (3.213) neplati.
Pak existuje bod £ € (a, b) takovy, Ze je

@y wE) <&~
Derivujeme-li identitu

(3.215) V'(z;0) = f(z,y(z; )

platnou pro libovolné « € {a, b) a pro libovolné a podle «, dostaneme
(3.216) 7'(2) = 1, (2, y(z; ) n(o).

ProtoZe plati y(a;a) =1 a y'(a;a) = a, plati déle

(3.217) n(e) =0, n"(a) =1

Odtud plyne pfedné, Ze pro bod £ v nerovnosti {3.214) i)lati & > a. Déle tvrdime,
Ze tento bod lze zvolit dokonce tak, aby platilo

(3.218) (z) >0 proa<a L&

Polozime-1i totiz p = inf{z;a < = £ b, (z) £ 0}, je & > a, protoze platf (3.217).
Dile je n(z) > 0 pro z € (a,&) a n{€) = 0, jak plyne ihned z definice &isla &;.
Nyni mokou nastat dva piipady: 1) £ < &o; pak (3.218} plati. 2) .f P  £o; v bodé &g
plati 5(£) = 0 < & — a. Funkee n{z) — (z — a) je tedy v bodé = = &g zdporné.
Protoie jde o spojitou, funku je mo#no nalézt bod £1, &, < Eg tak, #e plati

(3.219) (61) < & —a.
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Protoie je véak & < &, plati
(3.220) 7(z) >0 proa<z=8

a za bod £ 1ze vzit bod &;.
Neni-l tedy tvrzeni (3.213) pravda, existuje skuteénd bod & € (a,b) tak, Ze plati
(3.214) a (3.218). Podle véty o stfedni hodnoté existuje bod & € (a, £) tak, Ze plati

(3.221) (&) = (€ — a)r' (&)
V disledku nerovnosti (3.214) je tedy
(3.222) () < 1.

Aplikujeme-li znova vétu o stfedni hodnoté, tentokrat na funkei 7' a na interval
{a, &)}, dostaneme, Ze existuje bod £3 € (a,&z) takovy, Ze plati

(3.223) 7'(E2) — 1= (& ~ )" (&3)-

Z rovnice (3.223) a = nerovnosti (3.222) plyne, Ze v bod& £; plati 95{¢s) < 0. To
je viak ve sporu s rovnici (3.216), nebot je fy(z,y) 2 0 podle pfedpokladu (iii)
a n{€s) > 0 podle (3.118). Tento spor dokazuje platnost nerovnosti (3.213).

Z nerovnosti (3.213) plyne specialng, Ze je

(3.224) Yo(bja)2b—a>0,

takze funkce y(b;a) je v intervalu —oo < & < oo rostouci. Zvolime-li oy pevné,
plyne z nerovnosti (3.224) ihned, e pro a 2 ay plati

o

(3.225) i) = o) + [ vaidr2

@1

2 y(b; o) + (@ — 01)(b —a).
Plati tedy
(3.226) a]an}o y(b; 0} = o0.
Uplng stejnd se dokade, e plati také
(3.227) lim y(b; @) = —co.

Funkee y(b;a) je tedy rostouci funkce proménné o, kterd zobrazuje inmterval
(=00, o) na interval (—oo,cc). Rovnice (3.221) mé tedy pfi libovolném vy pra-
vé jedno FeSeni. Véta je dokazéna.

Diikaz v&ty 3.15 je konstruktivni v tom smyslu, Ze udéva soutasné postup, kierym
lze hledané fefeni sestrojit. Pzotoze jsme viak vidéli, Ze u% v linedrnfm pfipadé mize
dochdzet pfi metods stielby k nezddouci ztr4té pFesnosti, ukdZeme v daldich dvou

pododstavcich, jak lze danou okrajovou filohu alternativng fesit metodon siti.
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3.4.1 Sestaveni diferen&nich rovnic a jejich fefitelnost

Regit okrajovou tilohu (3.3), (3.4) metodou siti znaéi, jak ui vime z Gvodu k tomuto

&lankw, hledat pFiblizné Fedeni 31, . . ., Yn—1 Ze soustavy rovnic {3.6). PoloZime-li y =
={y,..- ,y,._l)T, lze tuto soustavu psat ve tvaru
(3.228) Ay +h*f(y) =g,

kde A je Etvercovd matice Fadu (n — 1) dand vzorcem

2 -1 0 ... 0

I :

{3.229) A= | TR
: S-1

0 ... 0 -1 2

f je vektorovd funkee (n — 1) proménngch dani pfedpisem

(3230) f(y) = [f(xlsyl)y"'lf(xn—layn—l)]T

ag=(1,0,...,0,72)T je dany (n — 1)-dimenzionélni vektor. Poznamenejme, Ze
vektorova funkee, kterd je tvaru (3.230), tj. funkce, ktera {n — 1)-dimenzionalnirmu
vektoru pfifazuje (n — 1)-dimenziondlni vektor takovy, Ze jeho i-t4 slozka zdvisi
pouze na i-té slofce argumentu, se nazyva diagondini zobrazeni.

Stejné jako dfive je prvni otazka, na kteroun je tfeba odpovédét, otdzka po exi-
stenci Fefen{ soustavy (3.228). M4-li vSak soustava, na kterou vede metoda siti,
popisovat algoritmus pro fefeni dané Glohy, je nutno nejen vEdét, e jeji FeSeni
existuje, ale i udat postup, kterym lze toto fefeni vypocitat. Proto na otdzku po
existenci Fefeni soustavy (3.228) odpovime konstruktivng, a to tak, e existenéni di-
kaz provedeme pomoci konstrukce uréité iteracni metody pro feSeni této soustavy.
K tomuto cili vyslovime a dokaZeme nékolik pomocnych tvrzeni.

Lemma 3.15. Bud B matice, jejiZ spektralni polomér o B) je mensi neZ 1. Pak
Fada

(3.231) > Bk
k=0
konverguje.
Diikaz. BudJ= T -'BT Jordaniv kanonicky tvar matice B. Proto¥e zfej-
mé plati

N

(3.232) S Bk T(iﬂ)r—l,
k=0

k=0
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statl tvrzeni dokazat pro matici v Jordanové kanonickém tvaru. Protoze viak takova
matice je blokové diagonélni, stalf se omezit na jeden Jordantv blok. Obecny prvek
matice J¥, kde J, je Jordaniiv blok Fadu s, je tvaru P(k)X*~7, kde P je polynom
stupné nejvyEe s —1 a pro &islo » plati nerovnosti 0 £ r £ s—1 (srv. dikaz lemmatu
4.2 v kap. T). Konvergence fady > P(k))«"" pak plyne ikned napf. z podilového
kritéria, nebot A je vlastni &islo matice B.a pro né plat{ |\| < 1 podle pfedpokladu..

Lemma 3.16. PoloZme

(3.233) A=D-1-U,

kde D je diagondlni matice, L doini trojihelnikovd rﬁa.tice, U horni trojihelnikovd
matice, ob& s nulami na diagondle a A je matice dand vzorcem (3.229). Pak platf

(3.234) e(D-HL+U)) <1..

Dikaz. Je zfemsé

0 12 0 . 0
1/2
(3.235) DTHL+U)=| 0
B 1/2
0 ... 0 1/2.0

PHmym vipottem se snadno presvédiime, %e soustava vektorii v(*) = (vﬁ”).
vs:'_)l)T, v=1,...,n—1,kde

(3.236) v = sink%’r, k=1,..,n-1,

tvofi tiplnou soustavu vlastnich vektort matice D =1(L+U) a %e odpovidajici vlastni
sla A®) jsou déna vzorcem
(3.237) A = cos ‘:T” v=1,..,n—1
Odtud uz tvrzeni lemmatu plyne.
Lemma 3.17. Necht jsou spinény piedpokiady (i) aZ (iii) véty 3.15 a necht

R = (Ry,..., Ra1)T je vektorovd funkce (n — 1) proménnych y1,...,yn—1 dand
predpisem

(3.238) R(y)=y+Sf(y),

kde S je diagondlnf matice s nezapornymi diagonédlnimi prvky a f (y) je vektor ze
vzorce (3.230). Pak rovnice

(3.239) R(y)=r,

208

3 METODA SITI
Ifc{e r= (r1, . ra-1)T je libovolny (n — 1)-dimenzionalni vektor, m4 pravé jedno
fefent.
Diakaz.  Protoie je
(3.240) Ri(y) =y +sif(zi,p), i=1,....,n-1,

kde s; jsou diagonlni prvky matice S, je R diagonélni zobrazeni a kaids slozka
vektoru y je feSenim skalirni rovnice

(3.241) Ri(yi) = vi + 8 f(os, ) = v

Tato rovnice mé viak pii libovolném #; pravé jedno Fedeni, nebot funkee Ri(y;) je
rostouci funkce proménné y; a zobrazuje interval (—oo, 00) na interval (—co, co).
Je tomu tak proto, Ze plati R (3:)/ 8y = 1+ s: fy(zi, %) a Csla s; a fy (i, ) jsou
vesmés nezapornd (srv. dikaz véty 3.15).

Véta 3.16. Necht jsou splnény pFedpoklady (i) a# (iii) z véty 3.15 a necht
y© je libovolny (n — 1)-dimenzionaln{ vekior. Definujme posloupnost vektori y ()
pfedpisem

(3.242) yUM 4R DU (O =D UL+ U P +D g, v=0,1,...,

kde matice D, L a U jsou definovany rovnicf (3.233). Pak posloupnost y ) konver-
guje k jedinému Fedeni soustavy (3.228).

Dikaz. PoloZme speciilng
(3.243) Ry)=y+hD 7 (y).

Protoze matice D ~! m4 nezdporné prvky, jsou splnény pfedpoklady lemmatu 3.17
a posloupnost vektordl y (*) je tedy rovnicemi (3.242) skuteén& definovana. Budte y
a y dva libovolné (n — 1)-dimenziondln{ vektory a vySetfujme rozdil R {y ) — R(7 ).
Je

_ h2 : _ h? .
(3.244) Ri(w) — Ri(@) = + a—ﬁf(ri,ys) - 8- ‘;f(zi: ) =
=w %+ :—:;[f(x,',yg) — fzi, %)

(ai; jsou diagondini prvky matice A). Protoie podle predpokladu (iii} je flw:, yi) =
2 fl®:, %) pro w 2 @, plyne odtud, Je plati

(3.245) v = &l £ |1Relwi) — Ra(@)l, i=1,...,n- 1
Nerovnosti (3.245) miZerne struéné zapsat ve tvaru
(3.246) ly =712 IR(y) = R(F)I-
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Polo#fme-li v této nerovnosti y = y “11) a § = y () dost4vame
(3.247) [yOY -y DS IR(yED) — RV =
= DML+ U)(y W =y @) E DL+ U)W =y Y.

Posledn{ nerovnost plyne z toho, %e prvky matice D ~!(L + U) jsou nezéporné.
Z nerovnosti (3.247) v8ak plyne okamiitd dplnou indukei, Ze je

(3.248) 4 -y OSP4 VPl ® = @),

Protoze viak je o{D~1(L+ U)) < 1 (viz lemma 3.16), je podle lemmatu 3.15 fada
o

(3.249) Z ly v+ — )
—0

konvergentni. Konverguje tedy také fada Y00 (v 1) — y (1)), 4. také posloup-
nost y{*). Limitni vektor y je fefenim soustavy (3.228), jak plyne ihned limitnim
pFechodem v rovnici (3.242), nebot obé& jeji strany jsou spojité.

Zbyva dokédzat jednoznaénost FeSeni. Ditkaz provedeme sporem. Necht tedy exi-
stujf dvé Fefeni y a z soustavy (3.228). Pro né plati

(3.250) Ay +h3f (y) = Az + b (2)

neboli

(3.251) Ay —z)+3fF(y)~F(z)]=0.

Podle véty o stfedni hodnot& viak existuji &isla 8;, 1 = 1,.,.,n — 1, takova, Ze je
(3.252) Fy)-fz)=Hiy—z)

a H je diagondlni matice s &sly f, (i, 6;) na diagondle. Tato &isla jsou véak nezd-
porné a matice A+ h?H je tedy podlé Collatzova lemmatu 3.5 monoténni. To vak
dokazuje, 7e je y — z = 0. Tim jsme dokonéili dikaz véty.

Metoda siti pro feSeni problému (3.3), (3.4) m4 tedy skuteénd smysl a véta 3.16
dava navic navod, jak pfiblizné feeni nalézi. K fefeni (» — 1) skaldrnich nelinedr-
nich rovnic, na né% se rozpad4 konstrukce kazdé iterace ve vzorci (3.242), lze uiit
kteroukoliv metodu pro fefeni nelinedrnich rovnic; jake piiklad vhodné metody
miize slouZit Newtonova metoda.

Poznamenejme, Ze Newtonovu metodu lze uZit na soustavu (3.228) také p¥imo.
V tomto pfipadé se posloupnost aproximaci Fedeni sestrojuje podle vzorce

(3.253) y O =y ) 4 (G (y (V))]—l‘f,(y (V)), v=0,1,
kde jsme polozili
(3-254) ely)=Ay+h*f(y}—g
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a G(y) je Jaccobiova matice této funkce, tj. je
(3.255) G{y)=A+h*F(y),
kde A je matice (3.229) a F (¥ } je diagonélni matice tvaru

fy(zrm) 0 .. 0
(3.256) Fpry=| :
: . 0

0 v 0 fy(@n-1,9n-1)

ProtoZe matice F je nezdporna, je matice G podle Collatzova lemmatu (viz lemma
3.5) reguldrni a posloupnost y *) je rovnicemi (3.253) dobfe definovana. Je-Ii tedy
y{®, dostaten& blizko piesnému Fedeni, iterace (3.253), jak je zndmo, konverguji.

Upozornéme jesté zavérem, Ze viechny provedené Gvahy lze bezprostiedné zo-
becnit na pfipad diferencidlni rovnice (3.3), kde druhd derivace na levé strané je
nahrazena takovym linedrnim diferencidlnim operdtorem druhého fidu, Ze jeho ap-
roximace metodou siti vede na matici A, pro jejiZ rozklad (3.233) plati, ze diagondlni
matice D ma kladné diagonalni prvky, fe matice D~'(L 4+ U) je nezdporni a e
plati nerovnost (3.234).

3.4.2 Konvergence

Diikaz konvergence navrzené metody siti je ve srovnani s diikazem FeSitelnosti sou-
stavy (3.228) uz velice jednoduchy a je v podstatd pouhym dfisledkem nésledujiciho
lemmatu.

Lemma 3.18. Bud A matice fidu n—1 dand vzorcem (3.229). Pak A je reguldrni
a oznafime-li prvky inverzni matice a,-_jl, platl
L[ gy
N Gobi s

Dikaz. Regularita matice A plyne trividlng nap¥. z Collatzova lemmatu.

(3.257) a

Bud déle =1 j-t§ sloupec matice A=, tj. &=17 = (al_jl, el a;_l_l’j)T. Pak plati
Ao~ = ¢U) kde vektor e je j-ty sloupec jednotkové matice, neboli, polozime-li
agjl = a;‘jl =0,

(3.258) —o; i+ 25 —agh =0, i=1.,n=1,i#]
a

(3.259) —a;t) i+ 2a5 —ajfy; = L

Hledejme feseni soustavy {3.258), (3.259) ve tvaru

(3.260) a;t = i

i
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proi=0, ..,ja

(3.261) a;' = B(n — i)

pro i = j,...,n, kde & a § jsou vhodné konstanty. Rovnice (3.258) jsou zfejmé
splnény pii libovolném « a §, je tedy tfeba urdit tyto konstanty tak, aby platilo
(3.262) aj = B(n - j)

a aby byla splnéna rovnice (3.259), tj. aby platilo

(3.263) —o(j-D+aj+pn—5-Fn-j-1)=1

Vypoéteme-li & a B z rovnic (3.262) a (3.263), dostaneme uZ rovnice (3.257). Lemma
je dokézéno.

V&ta 3.17. Necht pravd strana f diferencidlnf rovnice (3.3) spliiuje poZadavky
(i) a# (iii) 2z v8ty 3.15 a necht navic ma v R spojité druhé parcidlni derivace podle
y. Necht dile y je pFesné feseni ilohy (3.3), (3.4} ay, k=1,...,n — 1, je Fefeni
soustavy (3.228). Pak existuje konstanta M takovd, e prok =1,...,n— 1 a pro
kaZdé dostateéné malé h platf

(3.264) lyr — w(ze)| S MA®.

Dikaz. Zauvedenjch pfedpokladii m4 pfesné Fefeni y dané okrajové filohy
v intervalu {a, b) &tyfi spojité derivace. Podle lemmatu 3.8 tedy plati

(3.265) | = wlzr-1) + 2y(ze) — Y(zr41) + A2 (e, )| € 520%,
k=1,...,n—1,

kde

(3.266) Z = :orerti,)lch) " ()]

Z nerovnosti (3.265) viak plyne, Ze existuji ¢isla 0, |fx| £ 1, takové, Ze je
(3-267) —y(e-1) + 20(2e) — Y(zapa) + A2 f(2i, 1) = 150 ZR%

Polozime-li 7z = y(zx) — yr, odelteme-li k-tou rovnici {3.228) od rovnice (3.267)
a uiijeme-li vétu o stfedni hodnot&, dostaneme

(3268) —m—1+2m — megr + PP = 0 ZAY, k=1, ,n—1,

M ="Mn = 07
kde gi jsou hodnoty funkee fy(#z,y) ve vhodngch bodech y = §, tedy nezdporna
¢isla. Polozime-li jako abvykle 17 = (91, . .., %.-1)7, miZeme rovnice (3.268) zapsat
maticové jako
(3.269) (A+h?H)n= LZh*P,
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kde H a P jsou diagonilni matice s Cisly gx, resp. 8 na diagonile. Matice H je
tedy nezdpornd a matice A + h2H je podle Collatzova lemmatu monoténni. Podle
lemmatu 3.3 tedy plati

(3.270) (A+h*H) 1< AL
Maticova norma, kterd je indukovana .#-vektorovou normou, je rovna maximu

ze soudt absolutnich hodnot prvki v jednotlivych jejich Fadcich. Uzijeme-li tedy
tuto maticovou normu, plati

(3.271) A+ R2H)H S A,

protoZe matice A -+ h%H a A jsou monoténni, a tedy matice (A+ AR2H)™! a A7?
jsou podle lemmatu 3.1 nezdporné. Je viak

n—1
—1y -1
(3.272) 1A ||_i=11:11“?:)'§_1. a; =
i=1
- (n—i)i<ﬁ<(b—a)2i
i=1,...,n—1 2 =8 = 8 h?’

Z nerovnosti {3.270), (3.271) a z rovnice (3.272) uZ tvrzeni véty plyne bezprostfedné.

4 Varia¢ni metody

V tomto &lanku si vEimneme velice struéné takovych metod pro feSeni okrajovych
tiloh, které souvisi s variaénim poétem. Tyto metody vychézeji ze skuteinosti, Ze
velmi mnoho fyzikalnich zikoni lze vyjadfit pomoci minimalnich principi. Tak
napf. rovnovaZny stav mechanické soustavy je takovy stav, ktery odpovidd minimu
jeji potencidlni energie. Z toho diivodu je okrajova tloha pro diferencidini rovnici
popisujici rovhovihu mechanické soustavy obecné ekvivalentni s tlohou nalezeni
funkce, pro ni# integrdl vyjadfujici potencialni energii této soustavy nabyva mi-
nima. Matematicky Fefeno to znameni, e feSeni okrajové Glohy pro diferencidlni
rovnici je ekvivalentni dloze varia€nfho pogtu, tj. Gloze nalézt extrém integralu,
jehoZ Eulerovou rovnici je dan4 diferenciilni rovnice. K fesenf Gloh variaéniho po-
¢tu lze uzit metody, kdy se pfimo sestrojuje aproximace extrému daného integralu,
ani% by se napied pfechézelo k jeho Eulerové rovnici. V diisledku naznadené ekvi-
valence jsou tyto metody zdroven pfibliZnymi metodami feseni ckrajovych Gloh pro
diferencidlni rovnice. Z divodi, které byly naznaleny vyse, se variaénl metody fe-
geni okrajovych Gloh nazjvaji také pFfimé mefody. Dfive ne¥ popiieme nejdilezits)si
z nich, totiz Ritzovu a Galerkinovu metodu, ukdZeme souvislost nékterych dilezi-
tych okrajovych aloh s variatnimi {ilohami. ProtoZe variaéni metody velmi Gzce
souvisi s funkcionalng analytickou teorii okrajovych filoh pro diferencialn{ rovnice,
budeme v celém tomto &dnku pFfedpokliddat znalosti zdkladnich pojmi funkciondlni
analyzy, zejména pak teorie Hilbertovych prostori.
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4.1 Variaéni formulace okrajovych iloh

4.1.1 Linedrni diferencidlni rovnice druhého ¥idu

Bud déna diferencidlni rovnice (1.12) s jednoduchymi okrajovymi podminkarmi

(4.1) y@)y=7, ¥ =1

a necht jsou splnény piedpoklady véty 2.2, takie okrajova tiloha (1.12), (4.1) mé
pravé jedno fefeni. PoloZime-li v(z) = y(z) — I(z), kde funkce ! je d4na vzorcem

b—z a—=z
(42) I(z) = Nyt

(graf této funkce je piimka spojujici body (a,11} a (b,72)), je funkee v feSenim
diferencidini rovnice —(p(:n)v’)’ + g(z)v = g(z) s okrajovymi podminkami v(a) =
= »(b) = 0. ProtoZe tato diferencialni rovnice je stejného typu jako diferencidlni
rovnice (1.12), jen jeji pravé strana je jina, Ize v dal$im vykladu bez Gjmy na obec-
nosti ptedpokladat, Ze fesime diferencidlni rovnici (1.12) s homogennimi okrajovymi
podminkami

(4.3) ¥le) =0, yb)=0.
Zavedme operdtor L pfedpisem
(4.4) Ly = ~(pv') + gqv.

Tento operdtor zobrazuje mnoZinu 2y, co? je mno¥ina funkei, které maji v intervalu
{a, b} dvé& spojité derivace a které spliiuji podminky v(a) = v(b) = 0, do mnoZiny
%({a,b)) funkef spojitych na intervalu {a,d). Reiit okrajovou tilohu je tedy toté,
jako Fesit rovnici

(4.5) ly=f

v mnoziné 2.
Nisledujici pomocnd tvizen! umoini formulovat variaéni dlohu, jejiz FeSeni je
feSenim dané okrajové Glohy.

Lemma 4.1. Operdtor L definovany na mnoZin€ 9y rovnici (4.4) je symetricky
operator, tj. pro kazdé dv& funkce u,v € @ plati

b b
(4.6) / (Lu)(z)o(z) do = / w(z)(Lo)(z) d .
a a
- Dikaz Tvrzenf lemmatu dostaneme ihned dvoj{ integraci per partes.
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Lemma 4.2. Necht funkee p,p’ a q jsou spojité a necht plati nerovnosti
(4.7) p(z)2po>0, g(x)20, z€/(ab)
Pak pro kaZdou funkci u € 9 platf

(438) [ @)z 2l

a

kde symbol ||u|| 2, zra&f normu funkce u v prostoru Lo, . ||ull e, = IEI}a)g) fu(z)l.
zela,

Ditkaz. Tvrzeni bylo u? v podstaté dokdzano v odst. 3.2.2, kdy% jsme stu-
dovali konvergenci metody siti pomoci energetickjch nerovnosti (srv. vzorce (3.98),
(3.99) a (3.106)). Protoze vSak tam vySetfovand rovnice ma jiné okrajové podmin-
ky, zopakujeme p¥istusny dfikaz jeité jednou. Pro kaZdou funkci v € 2y plati pro
kaZdé z € {(a,b)

(4.9) w(z) = j w(€) e,
protoZe je u{a) = 0. Odtud pomoci Schwarzovy nerovnosti dostavime
z ©opb
@10 F@Se-o [ MOPESe-0 [ Wk
.
b

(4.11) e, $(-a) [ W) da
Na. druhé strang, integrace per partes a nerovnosti (4.7) ddvaji

b b b
(4.12} / (Lu){z)u(z)dx = / p(x)u(z)2dz +] g(z)u?(z)dz 2

a & s a
2m [ [ de

Z nerovnosti (4.12) a (4.11) vSak uZ tvrzen{ lemmatu plyne bezprostiedné.

Polozme nyni pro u € &

b -3
(4.13) Flu) = / (Lu}(z)u(z)d e — 2] Flz)u(z)de
nebo alternativaé
b b
(4.14) Flu) = / {p(.’z;)[t.z'(:i:)]2 + q(:t:)uQ(.-?:)} dr— 2/ f(z')u(:z:) dz,

kde vziah (4.14) vzniki ze (4.13) integraci per partes. Zavedené oznafeni dovoluje
zformulovat nédsledujicl vétu.
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Véta 4.1, Necht funkce p,p’,q a f jsou spojité v intervalu {a,b) a necht jsou
splnény nerovnosti (4.7). Necht déle funkce y € @, je FeSenim rovnice (4.5). Pak
plati

{4.15) F(u) > F(y)

pro kaidou funkei u € 9y, u # y. Naopak, necht existuje funkce y € 9| takovi, Ze
pro kaZdou funkci w € %, u # y, plat{ nerovnost (4.15). Pak y je feSenim rovaice
(4.5).

Didkaz. Budzaprvé y € %; FeSenim rovnice (4.5) a bud u libovoln4 funkce
takovi, Ze je u € P, u # y. Pak podle lemmatu 4.1 plati

b b
(416)  Flu)= f (Lu)(z)u(z) dz — 2 / F@u(z)dz =
e ab
:/ (Lu)(z)u(z)dz — 2/ (Ly)(=)u(z)d =+
' a s
+/ (Iy)(z)y(z)d=z —/ (Ly)(z)y(z)d=z =
b ! b
= [ - @)@ - oz - [ L)t dn.
a a
Podle lemmatu 4.2 viak pro u £ y plati
b
(4.17) [t~ pie)ute) -l dz >0,
takZe odtud a z rovnice (4.16) plyne, Ze je
b
(4.18) F@ > - [ W)@u@ds = F).
Necht naopak je y funkce, ve které nabyva funkcional F absolutniho minima
v mmo%ing %;. Bud u libovolnd pevné zvolend funkce z mnoziny 2; a poloime
(4.19} p(t) = Fly + tu).

Funkce ¢ jedné redlné proménné ¢ je zfejmé diferencovatelnd na celé realné ose
a nabyva v bodé ¢ = 0 minima. Musi tedy pro ni platit

(420} #'(0) = 0.
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Protoze je
(4.21) (t) = Hd—t-F(y+tu) =
s
=2 [ (o) (@) + 1 (@ (2) + @) lu(e) + tula)lu(z)} da-
.
2./.: flz)u(z)d =,

je

b b
(4.22) ¢'(0) = 2 / p(@)y () (2) d o + 2 j o(@)y(x)u(z) do—
b ¢ b ¢
~9 / F@)u(z)de = 2 / { = (@) (@) + a(@)y(z) — f(z)}uz) da.

Pro kaZdou funkei u € 9; tedy plati

b
@m [ BV @)+ @) - S} ut)de =0,

Protoie viak mmno#ina 2 je ziejmé hustd v prostoru %, b) funkei, kieré json
méfitelné a integrovatelné v intervalu {a, b} s druhou mocninon, je —[p(z)y ()]’ +
+ q(x)y(z) — f(z) = 0 skoro viude v (a,b). Protoie je véak y € P, je funkce
—[p(2)y (2}} + o{z)y(z) — f(x) vzhledem k pFedpokladim o funkeich p, p, ¢ a f
spojité, a tedy rovna nule pro kaZdé « € {a, b). Véta je dokdzina.

Ve vété 4.1 jsme tedy nalezli hledanou ekvivalenci mezi feSenim okrajové alohy
(1.12), (4.3) a mezi hledanfm extrému funkciondlu definovaného rovnici (4.13) nebo
(4.14).

Poznamenejme, Ze variaéni formulace okrajové dlohy, kterd je obsahem véty 4.1,
tvofi vychozi bod k podstatnému zobecnéni pojmu okrajové tilohy, a to nejen v pFi-
padé obycejnych diferencidlnich rovnic, ale i v pfipadé parcidlnich diferencidlnich
rovnic. Aby Etendf ziskal aspon pFibliznou orientaci, popiSeme, aniz budeme zacha-
zet do podrobnosti, zékladni rysy pfisluiného postupu.

MnoZina %y, kterd ziejmé tvofi redlny vektorovy prostor (tj. takovou mnoZinu,
e patif-li do nf prvky u a v, patf{ do ni také linedrni kombinace au+ Bv, kde a a 3
jsou libovolnd redlnd &sla), se poklada za podprostor Hilbertova prostoru .%(a, b)
funkct integrovatelnych v intervalu (g, ) s kvadritem, v némi je skaldrni souéin
zaveden rovnici

b
(4.24) (u, v):/ u(z)v(z)d
(4.25) [l = (y )/
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Operator L definovany rovnict (4.4) je pak line4rni operator, ktery zobrazuje mno#i-
nu Z; C % do prostoru %%, a tento operitor je podle lemmat 4.1 a 4.2 symetricky
a pozitivné definitni v tom smyslu, Ze plat{ (Lu, u) > 0 pro kaZdou funkci u € Z,
# # 0. Definujeme-li tedy na 9 bilinedrni formu [u, v] (tj. funkci dvou proménnjch
u a v, kter4 je linedrni v ka#dé promsnné zvlast) rovnici

(4.26) [, 2] = (Lu,v)

nebo alternativné vzhledem k moZnosti integrace per partes rovnici

b
(4.27) fu,v] = f [p(z)u' (z)v'(z) + g(z)u(z)v(z)] d z,
je tato forma skaldrnim soufinem. Zavedeme-li jeSt& normu rovnici
(4.26) e = M

stane se vektorovy prostor 2; linedrnim normovanym prostorem, ktery neni obecns
plny. Jeho Gplny obal oznaéime Z; je to Hilbertilv prostor, pro ngji je zigjmé @ DO
D 2y, a mnoizina P; je v n&m hustd v metrice dané normou (4.28). Prvky prostoru
2 jsou tvofeny pravé t&mi funkcemi z tzv. Sobolevova prostoru S#1 které spliiuji
okrajové padminky (4.3). Sobolevovym prostorem H°* (b&iné znafeni je také #)
se pfitom rozumi Hilbertiiv prostor funkef, které maji v daném omezeném intervalu
absolutné spojitou (k — 1)-ni derivaci takovou, Ze plati

5
(4.29) f [® ()] dz < oo,
a v némsz je skalarni souéin dén rovoici
3
(4.30) (g, o) = Y _(u, y0)).
j=0

wov

Rozé&ffime-1i definici funkcionalu F' na funkce u € 2 rovnici
(4.31) F(u) = [u,u] — 2(f,u),

cof ma smysl, nebot skaldrni souéin [u,v] je pro prvky z prostoru 2 dén rovnicl
(4.27), zlstdvd vita 4.1 v platnosti, bereme-li v ni funkce © z mnoZiny 2 misto
% mho¥iny @;. AZ dosud jsme pfedpokladali, Ze koeficient p v diferencidlnim ope-
ratoru L je spojité diferencovatelna funkce v intervalu {a, ). K tomu, aby integrél
na pravé strané rovnice (4.27) mél smysl, je tento poZadavek pfilis pfisny a lze
jej podstatné zeslabit, staéi napf. pfedpokladat, Ze koeficient je omezena méfitelna
funkee, pro niZ plat{ nerovnost p(z) 2 po > 0. Podobné k tomu, aby mél smysl
vyraz {f,u}, neni ticba piedpoklddat, Ze funkce f je spojitd; stali napf., aby pla-
tilo f € #(a,b). Pro funkece f a p pravé zminénych vlastnosti a pro u € 2 nema
rovnice (4.5) obecng viibec smysl, nicména funkciondl F je rovnici (4.31) stale dobfe
definovan a nadto, jak hned uvidime, nabyvi v mnoziné & svého minima. V tomto
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pripadé je rozumné pokladat toto minimum za zobecnéné Fefeni Glohy, ktera neni
nynf charakterizovdna operdtorem L (ten nema obecné smysl), ale bilinedrnf formou
(4.27).

Zobecnéné FelSeni lze charakterizovat také tak, Ze je to takovy prvek y prostoru
2, pro ktery plati rovnice

(4.32) lv,ol ={(f,v)

pro kaidou funkei v € . V této souvislosti se zobecnéné FeSeni dané okrajové
alohy nazyva také slabé Fefeni. Diivod je ten, fe v p¥ipadg, Ze FeSent y leZi v mnoZing
P; a %e jak koeficient p, tak pravd strana f jsou dostateéné hladké, takie jde
o klasické Fedeni rovnice (4.5), lze rovnici (4.32) psat ve tvaru

) b
(4.33) /(Ly)(:r)v(:::)d:c:/ flz)v(z)d e.

Tato rovnice vznikla vyndsobenfm obou stran rovnice (4.5) funkef v € 2 a integraci
v mezich od @ do b. Vzorec (4.33) tedy vyjadiuje spInéni rovnice (4.5) v integrainim,
t]. slabém smyslu.

Z&vérem uvedme existen&ni vétu pro takto pfeformulovanou ckrajovou filohu.

Véta 4.2. Bud S realny Hilbertiv prostor se skaldrnim souéinem (u, v) a nor-
mou ||u||. Bud daile [u,v] symetricka bilinedrni forma definovand na vektorovém
prostoru @y C 3, kterd je pozitivné definitni, tj. pro niZ existuje konstanta y > 0
takova, Ze platf

(4.34) fuu] 2 A, ), we D,

take [u, v] je skaldrni soudin na 9; . Bud konetné 9 dpiny obal prostoru 2, v normé
llullg = [u,u]*/? a f libovolny prvek z 3. Pak existuje privé jeden prvek y € 2
takovy, Ze platf

(4.35) F(y) = min F(u),
uED
kde funkcional F je definovan rovnict (4.31).

Dikaz. Zauvedenych pfedpokladi je vyraz (f,u) linedrni ohranifeny funk-
cional na Hilbertové prostoru &, nebof ze Schwarzovy nerovnosti a z nerovnosti
(4.34) plyne, Ze je

(4.36) I )l S = 7%Hfli [z

Podle Rieszovy véty o reprezentaci linedrniho spojitého funkciondlu existuje tedy
pravé jeden prvek y € & takovy, Ze plati

(4.37) (fiv)=[yu, veD
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Dosadime-li do-(4.31) podle (4.37), mame - -

(4‘38) F(“) = [“) '“] - Q[y: u] = [u:u] - 2[y: T‘] + [y! y] - [yxy] =
=lu—yu—-y -y

Protoze viak je [u—y,u —y] > 0 pro u # y podle (4.34), plyne pozadované tvrzeni
z identity (4.38).

Poznamka 4.1. Rovnice (4.37), kterou jsme odvedili v pribéhu dikazu véty
4.2, je totoZnd s rovnici (4.32). Zobecnéné fedeni je tedy skuteéné zdroveir slabé
fefeni Glohy charakterizovang bilinedrni formou [u, v].

v pféde‘élérﬁ textu jsme ﬁkézali, jak lze definovat bilinearni formu z véty 4.2
v piipad& okrajové flohy (1.12), (4.3). V daldim odstavci ukdzeme, Ze 1 v piipadé
diferencialnich rovnic vyssich Fadd je postup principialné stejny.

4.1.2 Linearni diferenciilni rovnice vyssich fida

UvaZujme nejprve okrajovou ilohu (3.206), (1.15). Ze stejnych divodd, jako jsme

uvedli v odst. 4.1.1, miiZeme predpoklidat, e dané okrajové podminky jsou homo-
genni, tj. Ze jsou tvaru

(4.39) y(@) =0, y(a)=0,
' y(b) =0, ¥ (b)=0.

Kdyby totiZ tomu tak nebylo, sestrojime snadno polynom tfetiho stupng, ktery
spliiuje podminky (1.15) a pomoci ngj pfevedeme ¥eSeni dané okrajové tlohy s ne-
homogennimi okrajovymi podminkami na Fefeni okrajové Glohy s homogennimi
okrajovymi podminkami a jinou pravou stranou.

Zna&i-li nyni 9; mnoZinu funkef &tyfikrat spojité diferencovatelnych v intervalu
{a,b) a splfiujicich okrajové podminky (4.39) a oznaéiine-li L eperator definovany
na mnoziné &; rovnici

(4.40) Ly = (p")" — (sv") + gqv,
1ze okrajovou tilohu (3.206), (4.39) zapsat jako rovnici
(4.41) lu=f,
jejii fedeni hleddme v mnozing 9, . Zavedeme-li v mno¥ing 9,_ skaldrni soudin [u, v]
rovnicf
(4.42) fu,v] = /b(pu”v” + su'v’ + quv)d =z
a

a funkcional F opét rovnici (4.81), je tiloha (4.41) ekvivalentni filoze nalezeni mini-
ma funkciondlu F v mno¥ing 9, kterd vznikne ziplnénim vektorového prostoru @
v normé dané skaldrnim soudinem {4.42). MnoZina 2 je tvofena pravé témi funk-
cemi ze Sobolevova prostoru 2, které splituji okrajové podminky (4.39). Ulohu
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(4.41) lze opét jake v pFipad& rovnice druhého ¥adu zobecnit na piipad, #e koefici-
enty p, s a 4 jsou omezené nezdporné méfitelné funkce, Ze plati p(z) = po > 0 a Ze
pravéd strana f je z prostoru .%5. Stadf k tomu poklddat rovnici (4.42) za definici
bilinedrni formy z véty 4.2 a za FeSen{ vait takovou funkci y € 2, pro ni# funkcional
(4.31) nabyv4 minima nebo pro niZ platf rovnice [y, v] = (f,v) pro kaidou funkei
vED;.

Popsany postup lze snadno zobecnit na okrajovou filohu 2m-tého fidu, kde m
je pfirozené &islo. Bud dino m + 1 nezdpornych méfitelnych omezenych funkdi a;
(7 =0,...,m) a necht plati a,,(z} 2 o > 0. Oznaéme P; mnozinu funkel, které
jsou v intervalu {e,b) 2m-krit spojité diferencovatelné a které spliiuji homogenni
okrajové podminky

(4.43) yP@)=0, i=0,...,m—1,
@) =0, i=0,...,m- 1

Definujme na mnoziné 2; bilinearni formu {u, v] rovnic{
m b . .
(4.44) [w,v] = Z/ aj(2)uD(z)v¥(z) dx.
j=0"4a

Za uvedenych p¥edpokladt je tato bilinearni forma skaldrni soucin a Hilbertiiv
prostor &, ktery vznikne zGplnénim mnoZiny %; v normé dané timto skalarnim
souéinem, je tvofen pravé t&mi prvky Sobolevova prostoru S#™, které splfiuji okra-
jové podminky (4.43). Zobecnén4 okrajovd illoha p¥islusna k bilinedrn{ formé (4.44)
je pak stejné jako vyse tloha nalézt takovy prvek y prostoru &, ktery minimalizuje
funkcional (4.31). Podle vty 4.2 Tefeni této tlohy existuje a je jediné pro kazdou
pravou stranu f € %5. Jsou-li koeficienty a;(x) dostatetné hladké a pravé strana
f je spojita, ledi toto zobecnéné fefeni dokonce v 9 ; je tedy klasickym FeSenim
diferencidlni rovnice

(4.45) (L)) = 3 (-1 los (@) (@) P = f(=), = € (a,h)

s okrajovymi podminkami (4.43).

4.1.3 Jiné typy okrajovych podminek

Variaéni formulace okrajovych filoh nenf vézana pouze na okrajové podminky typu
(4.3} nebo (4.43). Je-li napi. déna ckrajovd filoha (1.12), (1.13), mifeme stejné
Jako v odst. 4.1.1 bez ijmy na obecnosti pfedpokladat, Ze okrajové podminky jsou
homogenni, tj. Ze jsou tvaru

(4.46) ~o1p(a)y'(a) + Pry(a) = 0
azp(b)y' (b) + Bay(B) = 0.
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V opa&ném pifpadé snadno sestrojime funkci I, kterd spliiuje okrajové podminky
(1.13); funkee v = y—1 pak splituje diferencialni rovnici typu {1.12) s homogennimi
okrajovymi podminkami.

Predpokladéme-li, Ze je a3 > 0 a ap > 0, je okrajova filoha {1.12), (4.46) ekviva-
lentnf s dlohou nalézt v prostoru ! minimum funkcionalu (4.31), kde bilinedrni
forma [u,v] je dana rovnici

b
(4.47) (1,51 = [ o)/ (@)v/(@) + ezt do+

+ g—ll'u.(a)'u(a) + (%u(b)v(b).

Protofe prava strana vzorce (4.47) vznikla z vyrazu

b
(4.48) /a { — [p(z)/ (z))'v(z) + g(z)u(z)v(z)} da

integraci per partes za, vyusiti podminek (4.45), je také naznaeno, jak se postupuje
v p¥ipadé jinych okrajovych aloh.

4.2 Zakladni pfiblizné metody

4.2.1 Ritzova metoda

V odstavci 4.1 jsme ukézali, ze fefeni mnoha ckrajovych filoh pro diferencidln{ rov-
nice je ekvivalentni s hled4nfm minima jistého funkciondlu. Tak napf. fesit linedrn{
diferencialni rovnici (1.12) s okrajovymi podminkami {4.3) je totéf jako nalézt mi-
nimum funkciondlu F daného rovnici (4.14) na prostoru funkel @, které patii do
Sobolevova prostoru S a které splij{ okrajové podminky (4.3). Princip Ritzovy
metody spo&iva v tom, %e se zvoli konetnédimenzionalni podprostor ¥y prostoru
@ a za aproximaci feSeni dané okrajové tlohy se poklada funkee yn, kterd mini-
malizuje funkcional I na tomto koneén&dimenziondlnim prostoru.

Tvofi-li funkee @, . .., By bézi prostore D (funkee ®4,. .., By jsou tedy takové
lineArna nezivislé funkce z prostoru @y, %e kazda jind funkee 7 tohoto prostoru se
dé psat jako jejich linedrni kombinace), je hledand aproximace tvaru

N
(4.49) unv = 3 i Py
k=1
Koeficienty ¢* = (¢},...,¢y)T je pfitom tieba uréit tak, aby funkee Fy promén-
nych ¢y,...,cn definovand rovnici

N
(4.50) FN(CI:- .]L‘N) = F(chq)k)
k=1
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nabyvala v bod8 (e}, ..., ¢y} svého minima. Protofe zfejmé plati

N N N
(4.51) Frlery .. en) =Ezﬂick[¢i,q>k] ZZC-'(f, ®;),

i=1k=1
je funkce Fy jako funkce proménnych ¢, ..., ¢y diferencovatelna. Pokud tedy funk-
ce Fy nabyva v n&jakém bodg extrému, musi v tomto bod& platit rovaice
AF
(4.52) N—o, j=1,...,N

de;
Dosadime-li vSak do rovnic (4.52) podle definice funkee Fy, dostivime, Ze tyto
rovnice pfedstavuji soustavu linernich algebraickych rovnic

(4.53) Ac =g,

kde A je Etvercovd matice ¥ddu N, jejiZ prvky a;; jsou dany rovnicemi

(4.54) ai; = [®:,8;], ij=1,...,N,

a g je N-dimenzionilni vektor o slozkich g; danych vzorci

(4.55) ¢ =(f®), i=1,...,N.

Soustava (4.53) tedy pfedstavuje nutné podminky pro existenci extrému funkcio-
nalu F' na podprostoru &x. V néasledujici vété dokdzeme, Ze tyto podminky jsou
také postalujici.

Vita 4.3. Necht jsou splnény piedpoklady véty 4.2, necht @n je koneénédi-
menzionalni podprostor prostoru 9 a necht funkce ®4,. .., ®x tvoif jeho bizi. Pak
soustava (4.53) ma pfi libovolném vektoru g privé jedno fefeni a navic toto FeSeni
minimalizuje funkel Fiy definovanou vzorcem (4.50).

Dikaz. MaticeA,jejiZ prvky json dny rovnicemi (4.54), je zfejmé symetric-
ké. Doké4Feme, %e je také pozitivné definitni. Bud tedy ¢ = (cy, ..., cn)T libovolny

nenulovy vektor, tak#e funkce v = Zil e;®; pfedstavuje nenulovy prvek prostorn
Dy . Je tedy

N N
(4.56) cTAc= EZciej [®;, Q;] = [u,u] >0,
i=1 =1
nebot bilinedrni forma [u, v] je pozitivné definitni.
Soustava (4.53) m4 tedy pravé jedno feseni ¢ *. Protoze je Fiy(c) = cTAc—2¢7 ¢,
Je
(4.57) Fy(c)=cTAc—2(c*)T Ac=
cTAc—2(c) T Ac+ (¢ )T Ac* — (c*)T Ac” =
=(c—c")YA(c—c*) ()T Ac™ > —(c*)TAe* = Fn(c*)

l
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pro ¢ # c*. Tato nerovnost viak dokazuje, #e funkce Fiv skuteéné nabyvi v bods
¢ = c¢* svého minima. Véta je dokdzina.

Vypoéist Ritzovou metodou piiblizné feseni okrajové Glohy charakterizované bi-
linedrni formou [u, ¥] a pravou stranou f zna&i tedy utvofit funkci yn tvaru (4.49),
kde vektor ¢ je feSenim soustavy linedrnich algebraickych rovnic (4.53). Matice
této soustavy se v matematické literatufe nazyvd Grameva matice. V technické lite-
ratufe, zeyména pak v souvislosti s metodoun koneénych prvki, se matice A nazyvi
vétdinou matice tuhosii piisludna k bazi ®1,...,®x a vektor g na pravé strané
soustavy (4.53) se nazyva vektor zatifeni.

Abychom mohli posoudit velikost chyby, dokdZeme jesté nésledujici vEtu.

Véta 4.4. Necht jsou spinény predpoklady vsty 4.3. Pak funkce yn tvaru (4.49),
kde vektor ¢* je FeSenim soustavy (4.53), je ortogondini projekef v prostoru @
piesného FeSeni dané okrajové itlohy do podprostoru 2.

Dikaz. Budy pFesné feSen{ okrajové tlchy charakterizované bilinearni for-
mou [u,v] a funkei f. Z identity (4.38) platné pro libovolny prvek u € 2 plyne
speciilng, Ze je

(4.58) [luv - vll}

v —vyw — 9l = Fyw) + v, 9] =
in F — . _ _ = : 2 ]
Jnin F(u) +[y,y] = min [u—y,u—y]= min |lu -

Piiblizné Fefeni yny je tedy prvek podprostoru @, ktery leZi nejblize presnému
feseni. Odtud a ze zndmych v&t o nejlepsi aproximaci v Hilbertovd prostoru uz
tvrzeni plyne.

Ze vzorce (4.58) vyplyvé, #e kaZdy horni odhad vyrazu mingeg, |ju — ¥||L dé-
vé odhad chyby pf¥iblizného Feseni ziskaného Ritzovou metodou. Chyba Ritzovy
metody tedy zdvisi na tom, jak dobfe jsme schopni aproximovat pfesné feSeni prv-
ky kone€nddimenzionlniho podprostoru @ . Volba prostorti @y a bizovych funkei
@, ..., PN ma tedy zfejmé pii uziti Ritzovy metody zasadni dilezitost. V odst. 4.3
popiseme jednu zejména v posledni dobé popularni strategii pro systematickou kon-
strukei bdzovych funkef. Tato metoda je zndmd pod ndzvem metoda konefnych
prvkid a ma pro efektivni uZiti variaénich metod prvofadou dileZitost.

4.2.2 Galerkinova metoda

Zakladni myslenka této metody je jesté jednodussi, nei je tomu u Ritzovy me-
tody. Vychdzi z toho, #e zobecndné FeSeni okrajové filohy se dd definovat rovnici
(4.32). Opét, jako u Ritzovy metody, se zvoll koneénédimenzionilni podprostor Zn

v g v v

prostoru & a za pfibliZné Tesen{ se poklada takova funkce yy € @, pro niZ plati

(4.59) fyv,un] = (f,on)
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pro kaidou funkei vy € Dy. Tvofi-li funkce ®;,. . @y bazi v prostoru P, je
pfiblizné fedeni yy dano fiplné stejnymi vzorci jako u Ritzovy metody.

V piipads, ¥e okrajovou tlohu lze interpretovat jako minimalizaéni dlohu, jsou
tedy metody Ritzova a Galerkinova totoiné. Proto se fasto v této souvislosti mluv{
o Ritzové-Galerkinové metodg. Galerkinova meteda je viak obecnéjsi nez Ritzova
metoda, nebot je ji moZné uiit i v p¥ipad& zob&cn&né dlohy typu (4.32), kde vyraz
[u,v] je bilinedrni forma, kterd nemusi byt nutné symetrickd. V tomto piipadd
obecnd nelze udat funkcional typu (4.31), jehoZ extrém by bylo moZno interpretovat
jako zobecn&né feseni. Uloha (4.32) viak pfesto mii¥e mit rorumny smysl.

O volbé bazovych funkei Galerkinovy metody plati samozisjmé totéz, co bylo
Fedeno u Ritzovy metody.

4.3 Metoda konecnych prvka

P¥i popisu Ritzovy a Galerkinovy metody v odst. 4.2 jsme neudali Zadny syste-
maticky zpiisob konstrukce koneénédimenzionalnich podprostorid 2y prostoru &.
Této otazky si viimneme teprve v tomto odstavei, a proto objasnime nejprve, jaka
hlediska je pfitom zidhodno respektovat. Pro rozdil pfiblizného feSeni yy ziskaného
Ritzovou-Galerkinovou metodou a ptesného feseni y plati nerovnost

(4.60) llynw = wlle < fu~ylle,

kde u je libovolny prvek z prostoru @y (viz véta 4.4). Podtrhnéme, %e index L
v nerovnosti (4.60) znadi, Ze jde o tzv. energetickou normu, tj. o normu definovanou
pomoci bilinedrni formy [u,v]. Pro konkrétni piiklady bilinedrnich forem uvedené
v odst. 4.1.1 a 4.1.2 je v8ak znamo, Ze pFisluiné energetické normy jsou ekvivalentni
s normami ve vhodnych Sobolevovych prostorech. Misto nerovnosti (4.60) lze tedy
eventudlné uzit nerovnost

(4.61) [lyw —ylle £ Miju— yllx,

kde M je konstanta, ktera nezavisi na volb& podprostorn @y a index k znadi, e
jde o normu v Sobolevové prostoru J#F.

Otézka piesnosti Ritzovy aproximace je tedy v podstaté otdzkou, jak pFesné
lze aproximovat libovolnou funkei z prostoru 2 funkei z konetnédimenzionélnfho
podprostoru Zy. Prvni hledisko, kterym je rozumné Fidit se pfi konstrukei prostoru
D, je proto poiadavek co nejlepsi aproximovatelnosti funkci z prostoru 2 funkcemi
z prostoru @y :

Druhé, neméné diilezité hledisko je efektivnost vzniklého algoritmu. Podstatnou
Zast tohoto algoritmu tvoFi ¥eSeni soustavy obecn# velice mnoha linedrnfch rovnic
(4.53). Je-li matice této soustavy plnd (tj. ma-li vBechny nebo alespofi pfevéinou
vét§inu prvki riznych od nuly), mohou vznikat dosti zédvainé problémy s paméti
potitate a s pofiem provad&nych operaci. Tyto problémy se velmi podstatng zmirni,
je-li zminénd matice Fidka (tj. méa-li pouze O(N) nenulovych prvkit), nebe je-li navic
dokonce pasova.
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Je tedy Zadouci Fidit se pfi konstrukel prostoru 2y a zejména jeho baze i timto
hlediskem. Ridkosti matice soustavy (4.53) se obvykle dosdhne tim zplsobem, Ze
béazové funkce se voli tak, aby ma&ly malé nosiée (tj. mnoZiny bodd, v nichz jsou od
nuly rizné) ve srovnani s intervalem (a, b).

Je také diilefité, aby viechny vypodty potfebné k sestaveni koneinddimenzio-
nalniho problému, tj. vypoéty potiebné k uréeni prvki matice A a sloZek vektoru
¢, byly snadno proveditelné. S touto otdzkou souvisi také to, %e je Zddouci, aby
koeficienty ¢ nebo aspofi nékteré z nich mély v§znam hodnot hledaného Feseni,
1esp. jeho derivaci v nékterych bodech intervalu {a, b}, aby nebylo nutné jesté navic
poéftat soudet (4.49).

Viechny tyto pofadavky do znainé miry spliuje metoda konednifch prokd, kte-
r4 d4va dostatein& obecny a systematicky ndvod pro konstrukei bazovych funkei
pro Ritzovu-Galerkinovu aproximaci Feeni okrajovych uloh. Jeji zdkladni myslenka
vychézi z polynomidln{ interpolace, nikoliv vak jednim polynomem na celém inter-
valu, ale riznymi polynomy na podintervalech, na které dany interval rozdélime.
Pifslusné aproximace jsou pak na jednotlivych podintervalech rovny polynomim
nizkych stupid.

Pri konstrukci podprostoru Zy prostoru 2 budeme tedy postupovat takto: Dany
interval {a, b) rozdélime body (zvanymi nejastéji uzly) na podintervaly, které majf
spoleéné jen tyto uzly. V uzlech budeme zadéavat tzv. uzlové parameiry, tj. hodnoty
polynomu a jeho derivaci. ProtoZe nékteré uzly jsou spoletné pro dva podinter-
valy rozkladu, u?ijf se hodnoty odpovidajicich uzlov§ch parametri pro interpolaci
na obou t&chto sousednich podintervalech. Podinterval rozkladu, na ném defino-
vané uzlové parametry a piislusny interpolalni polynom nazveme keneéngm pro-
kem. Souhrn vSech funkci, které jsou polynomialni na jednotlivych podintervalech
rozkladu, maji na sousednich prvcich spole€né uzlové parametry a jsou dostateéné
hladké, tvoFi pfi viech moZnych hodnotich uzlovych parametrii koneénédimenzio-
nalnf podprostor @, Sobolevova prostoru J€%. O podprostoru 2, budeme hovofit
jako o prostoru koneéngch prukd. Index h, ktery jsme uiili misto difvéjsiho indexu
N, ktery udéval dimenzi piisluiného podprostorn, se rovné délee nejvétitho podin-
tervalu rozkladu a budeme jim méfit kvalitu aproximaduich vliastnosti pfisludného
podprostoru.

V dalgich odstavcich si viimneme nékolika specidlnich pFipadd této konstrukce
podrobnéji.

4.3.1 Aproximace po &istech linedrnimi funkcemi

Rozdélme interval {a, b) na n podintervalé d&licimi body 2;, pro n&z plati

{4.62) a=ry <& <...<ZTp=0

Je-li dano n + 1 Eisel cg, ..., ¢, a sestrojime-li funkei u, kterd je na kazdém podin-
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tervalu (x;_,;, %;) lincérni a pro ni# plati
(4.63) w(z)=¢, =0, ..,mn,

je tato funkce spojita a jeji derivace je v kazdém podintervalu (z;_1, ;) konstantni.
Tato funkee ziejmé patFi do Sobolevova prostorn ! a kromé toho je parametry
co,...,tn jednognaéné uréena. Vezmeme-li tedy krajni body kazdého podintervalu
za uzly a hodnoty funkce za uzlové parametry, tvoii soustava viech funkef tohoto
typu prostor kondenjch prvkd, ktery je podprostorem prostoru J€1. Abychom tuto
skuteénost zdiraznili, oznatime jgj Pn1. Je-li f € 31, existuje pravé jedna funkce
fn € Dy takovd, fe pro mi plati fu(z;) = f(z;) proi=0,...,n.

Aproximainf vlastnosti préavé sestrojeného prostoru jsou popsiny v nésledujici
vEte.

Vita 4.5. Necht je f € " pro r = 1 nebo 2. Pak existuje konstanta M > 0
tak, Ze pro chybu interpolace f € @n1 plati odhady

(4.64) (I = fullp £ ME2||fOo, »=1,2,p=0, ..,r— 1,
kde
(465) h= i:t{?”?:’:—l(mi+l - :B,')

a index 0 znafli, e jde o normu v prostoru %5.

Dikaz. Zvolme pevnd interval (z;,z;11), polofme z;y —z; = h; a bud
nejprve f € 571, Definujeme-h funkci ¢ promé&nné ¢ na intervalu {0, 1) pfedpisem

(4.66) w(8) = f(hi& + z2),
je afejmé @ € H#°1(0, 1). Definujme podobné funkci ¢ pfedpise_m
(4.67) ou(€) = fa(hi + ).

Protoze funkce f, je linedrni na intervalu (z;, ;11), plati totéz pro funkei o5 na
intervalu {0, 1}; je tedy

(4.68) wi(€) = p(0)(1 — &) + p(1)E.

Polozime-li kone¢né

- _ 1-- 6: T < E:
(4.69) K= {-67 r>é,
snadno vypodlteme, e plati
1
(4.70) o) -en©)= [ Klepn)dr
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Odtud pomoc{ Schwarzovy nerovnosti snadno odvodime, Ze je

(.11) (O~ @ [ K3E 7)ar [
1} [}

Ir:it;graci obou stran nerovnosti (4.71) podle £ v mezich od £ =0do& = 1dostidvame
odhad

1 1
(4.72) / [0(€) — pr(@)) d€ < v / [¢'(r dr,

kde

1 1
(4.73) 7=/ / K¢, rydéEdr,
o Jo

a je to tedy absolutnf konstanta.
Dosvngxle konetné do odhadu (4.72) za funkee ¢ a w5, # rovnic (4.66) a (4.67).
ProtoZe je sfejmé @' (1) = by f/(hit + 24), je

(4.74) / [F(het +25) — fa(hi + z)]*dé < h? ] her w0 dr.
0

Provedeme-li v integralech na levé i pravé strané této nerovnosti substituce hi& +
+ &; = z, resp. hyT + 2; = z, dostaneme

@.75) [ - ner s [T e

(kratili jsme Einitelem 1/h;). Seftenim pfes viechny intervaly déleni a pouZitim
odhadu h; £ h vak uz dostaneme odhad (4.64) pro r = 1.

Predpolvdade_].me nyni, e je f € 2. Pak platf toté# i pro funkei ¢ a ve vyjadfeni
(4.70) miiZeme integrovat per partes. Potfebnou primitivni funkei jadra K vzhledem
k proménné 7 oznafime K, a zvolime ji ve tvaru

(4.76) Ki(¢,m) = / K{¢,n)dn.
i
Ziejmé je K;(€,0) = 0. Polozime-li viak ve vzorei (4.70) specislng o(€) = &, zjis-

f.ime, Ze je i K1(¢,1) = 0, nebot v tomto piipads je také Pr(€) = £. Zminénd
integrace per partes tedy dé vzorec

i3
@1 #(€) — on(6) = j Ki(6,1)¢"(r)dr.

Odtud faplné stejnym postupem jako vyie dostaneme, ze plati

(4.78) [ w©-neraesm [ P,
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kde
11
(4.79) T = / / Kie,rydedr,
o Jo

coZ je opét absolutni konstanta. Dosadime-li viak do nerovnosti (4.78) za v a @p
podle vzorch (4.66) a (4.67), a provedeme-li substituei h;§ + x; = «, resp. € +
+ £; = z, dostaneme nerovnost

Tit1

i1
ws) [ U@-p@Piass [ rERe
T T3
Odtud u bezprostfedn& plyne platnost nerovnosti (4.64)s r=2ap=0.
Abychom dokazali zbyvajic pfipad, derivujme identitu (4.77) podle £. Dostaneme

(4.81) (E) — eh(€) = / Kal€,7)¢"(r) dr,

kde Ka{€,7) = 8K, (£, 7)/8€. T vyjadieni (4.81) zopakovinim pFedeslého postupu

dostaneme nerovnost
it it
(482) [ e - peras s [ e,
& Ti
kde 72 je absolutni konstanta (rovna integralu z kvadrétu jadra Kz). Protoie je flf—
— falB = If = fall3 + 1 — f4ll3, plyne tvrzent vély pror =2ap=1z nerovnosti
(4.80) a (4.82). Véta je dokézéna.

Na pravé strané nerovnosti (4.64) jsme stejné dobfe mohli psét normy funkce f
v prostoru S nebo 22, nebot ziejmé plati || flo £ [|f]l 2 [If7[le £ [I£]}2- Nékdy
viak mitse byt nZite¥ns, Ze na pravé strans téchto nerovnosti statf brat pouze normu
nejvyiich derivaci. Poznamenejme v této souvislosti, Ze %> norma k-té derivace
funkce f € H#* se nazfva k-t4 seminorma této funkce a znali se {fl.

Poznamka 4.2.  Pibliné feenf modelové okrajové tilohy (1.12), (4.3) ziskané
Ritzovou metodou v prostoru @,?1 téch funkei z Dh1, které spliuji podminky (4.3),
konverguje p¥i h — 0 k pfesnému FeSen.

Tvrzent pozndmky plyne ihned z nerovnosti (4.61), v niz je k = 1, yn je pEiblizné
fefeni, y presné fefeni a u je libovolny prvek z prostoru 29, . Pravou stranu této
nerovnosti lze totiz majorizovat virazem M(||ye — ylln + |%ea — %elh1), kde y. €
€ 37 a y.; je interpolace funkce y.. Normu prvniho rozdilu lze uéinit libovolné
malou, nebot prostor 52 je husty v prostoru .#°! a norma druhého rozdilu je malé
v disledku véty 4.5. O rychlosti konvergence se neda obecng nie Fici; v piipadé, e
je y € 72, je rychlost konvergence (v normeé prostoru 5 1y ovéem O(h).

Sestrojme jeSt& bazi v prostoru %h;. Tento prostor mé dimenzi revnoun zfejmé
poétu uzlovych parametrd, §j. &stu n 41, Jednu z moknych (a jak hned uvidime
také vhodngch) bazi tvofi soustava funkef ®;, které vzniknoun tak, #e j-ty uzlovy

229



II. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE - OKRAJOVE ULOHY

parametr poloZime rovny jedné a ostatni uzlové parametry rovné nule. Provedeme-li
naznafeny postup, jsou prvky baze diny rovnicemi

(4.83) %(I):{fl__:;, zo Lz L a,
0, 1 Lz Lz,
0, zo L2 L,
wim o | s SeSeisliac
ﬁ, i S % S Tig,
0, ziy1 Sz S zp,

3£ 2L zn,

) Zpn-1 Sz <z,

0,
Pn(z) = { T—=Tg_y
Tpn—Cp—1

Chceme-li sestrojit prostor koneénych prvki, ktery je podprostorem prostoru
9 téch funkei z prostoru !, jeZ spliuji okrajové podminky (4.3), stati vzit
(n—1)-dimenzionalni prostor 27, , kiery je linedrni obal funkef @y, ..., ®,_y, nebot
uzlové parametry pro uzly z; a £, jsou trvale rovny nule. UZijeme-li tuto bazi pro
pfiblizné feSeni okrajové tlohy (1.12), (4.3), je matice A v soustavé linedrnich rov-
nic (4.53) t¥{diagondlni, nebot noside bazovich funkei ®; a @; jsou pro |i — j| = 2
disjunktni, takZe integraly ve vzorci (4.27) jsou pro tato i a j rovny nule. Slozky vek-
toru Fefeni soustavy (4.53) maji pfitom pf{mo v§znam hodnot pfiblizného Fedeni,
nebot kaZda bazova funkee je rovna jedné v pravé jednom uzlu a v ostatnich uzlech
Jje rovna nule. Priblizné fefeni modelové alohy (1.12), (4.3) Ritzovou-Galerkinovou
metodou pfi uziti pravé sestrojeného prostoru kenetnych prvki vede tedy na fe-
geni soustavy linedrnich algebraickjch rovnic s tfidiagonalni maticf podobné jako
v metodé siti. Kdybychom k pfibliznému vypoétu integrali, které je nutno potitat
pHi vypoétu prvki matice soustavy (4.53), zvolili vhodné kvadraturni vzorce, byly
by dokonce ob& tyto metody totoiné. Metodu sit{ lze tedy uvést do velmi fizké
souvislosti s variaénimi metodami.

Stejnym zptsobem jako v¥se lze uzit metodu konetnych prvki uZivajici inedrni
prvky @h: 1k FeSeni jinych okrajovych (loh druhého Fadu. Pfedpoklad, Ze problém
je druhého ¥adu, je zde podstatny, nebot prostor %1 je podprostorem Sobolevova
prostoru 1, v némé je pfirozené hledat fesenf rovnic druhého Fadu. Proto¥e prvni
derivace funkci z 2,1 nejsou obecné spojité, tim méné absolutné spojité, neni tento
prostor podprostorem zadného prostoru #°F pro k > 1; k feseni tilch vy#iiho Fadu
Jjej tedy nelze uiit.

4.3.2 Aproximace Hermitova typu

Jedna 2 moZnosti konstrukece prostord koneénych prvkd, které jsou podprostory So-
bolevova prostoru 3#* pro libovolné k, vychaz! z myslenky Hermitovy interpolace.
Z teorie této interpolace plyne, Ze jsou-li ¢;;,7=0,...,n,7=0,...,k — 1, libovol-
na &sla, existuje pravé jedna funkee u, které je na kazdém podintervalu {(z;_1, z;)
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polynomem stupné nejvyse 2k — 1 a pro ni# plati
(4.84) uWiz)=cy, i=0,...,m, j=0, . k-1

KaZda takovd funkce mé spojité derivace a% do faddu k£ — 1 a k-t4 derivace ma
nespojitosti pouze v uzlech z;; pati{ tedy do prostoru J#*. Vezmeme-li krajni body
podintervalii, na néZ jsme rozdélili interval {a, b}, za uzly a hodnoty funkce spolu
s hodnotami jejich derivaci aZ do fFadu k —1 za uzlové parametry, dostaneme prostor
koneéngch prvki @y C 2°*. Kaidou funkei f € J#* miiteme opdt jako v odst.
4.3.1 aproximovat funkci f, € %z, kterd je jednoznaéné uréena rovnicemi

(4.85) FD@)y= D), i=0,...,m, §=0,... k=1

V dalsim se zeJména pro zjednoduseni zdpisu cmezime na ekvidistantni uzly, tj. na
uzly dané vzorcem

(4.86) zi=a+ih, i=0,.. .,n h=(b—a)/n
Nésledujici véta popisuje aproximacni vlastnosti prostoru Zpy.
Véta 4.6. Necht je f € #" pror € {k,...,2k}. Pak pro chybu aproximace f»
uréené rovnicemi (4.85) plati odhad
(487)  [If = fully £ MATP(f O, r=k,..,2k p=0, ., min(r~1,).

Didkaz provedeme pouze pro piipad k = 2. Budeme vychizet stejng jako
v ditkazu véty 4.5 z integralniho vyjadfeni chyby interpolace. Definujme funkce ¢
a pp opét rovnicemi (4.66) a (4.67). Funkce ¢, je nyni polynom t¥etiho stupné a da
se psat ve tvaru

(4.88) Pa(6) = (0)(1 +26)(1 - €)* + p(1)(3 — 2%6)&7+
+ (0)E(1 - €)? + ¢ (1)(€ — 1)¢°

Dosadime-li do teheto vzorce ze zigjmych identit
3
(4.89) ¢(0) = p(€) — £4'(€) + ]0 re(r)dr,
1
o(1) = (€) + (1 - O (6) + ff (1—)e'(r)dr,
[3
¢ =~ [ ¢
1
F=¢©+ [ o'(ndr
[3
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platnych pro p € 2#°2(0, 1), dostaneme po elementarnich fipravich
3
490)  n(@) = 9l0) [ €01 -8 - (14 2)(1 ~ 'Ly dr-

- jE [(3 - 20)€3(r — 1) + (1 - ©)&6" () d 7,

neboli
(4.91) P(E) = (€)= j K(E,7)¢"(r)d,
kde
-1 - (260, r<t,
(4.92) () "{52[1—s+(ze—3)(1—r)], > e

Dali postup je identicky jako v diikazu véty 4.5, jen pifpadii, které je tfeba
vygetfit, je vice. Z identity (4.91) ihned plyne odhad

B ig1 Bif1
@ [ T@-pEraeswt [ e,

g Ty
kde 7, je absolutni hodnota. Z nerovnosti (4.93) vSak uZ plyne tvrzeni véty pro
r =2 ap= 0. Derivovinim identity (4.91) odvodime nerovnost

Tit1 T4l
@y [TUrE-h@Pa < [T @R,
kterd spolu s tim, co uZ jsme dokézali v§Se, dokazuje nerovnost (4.87) pro r = 2
ap=1
Abychom vysetfili p¥ipad f € #°3, uvaime, %e je ¢ = w3, pokud funkce ¢ je

polynom tfetiho nebo niZ¥tho stupné. Dosadime-li tedy do identity (4.91) za ¢
funkei £2/2, dostaneme, Fe je

(4.95) fl K(£,mydr =0.

Primitivni funkei Ki(£, 7) k funkei K (¢, 7) vzhledem k proménné T lze proto volit
tak, #e pro ni plati K,(£,0) = K(&,1) = 0. Integrace per partes v pravé strané
identity (4.91) pak d4 vyjddfeni

(4.95) o) — pn(6) = fo K€, 1) (r)d .

Odtud a z identit, které se dostanou dvojim derivovinim této identity podle £,
dostivame tvrzeni véty pror =3 aprop=10,1,2.
Koneéné v pfipads, ze je f € 24, mlizeme integrovat per partes ve vzorci (4.96).

232

4 VARIACNI METODY

Vysledné vyjadfeni bude tvaru

(4.97) (€) - onl€) = j HoE, 1) (r) dr,

proto¥e primitivni funkei K3(£,7) k funkei K1(£,7) lze zvolit ze stejnch divodi
jako vyse tak, Ze pro ni plati K5(€,0) = K3(£,1) = 0 (tentokrat je tfeba dosadit do
identity (4.96) @(€) = £3/6). Dvojim derivovanim identity (4.97) podle £ dostaneme
tvrzeni véty pro r =4 a p = 0, 1, 2. Diikaz je hotov.

Poznamenejme, Ze tfeti derivovdni identity (4.97) d4 odhad

Figl

(4.98) f e - Rrede S [ e,

&

Tuto nerovnost vdak ke konstrukei odhadu chyby aproximace v prostoru .52 pousit
nelze, nebot funkce f; obecnd nemusi byt viibec prvkem tohoto prostoru.

Didkaz tvrzeni véty 4.6 pro obecné k vychazi z identity

1
(4.99) P(€) —en(f) = ]ﬂ K(¢,m)e®(r)ydr

platné pro ¢ € #*. Odvozeni toto identity je vak dosti komplikované, a proto
jsme se omezili na uvedeny specidlni piipad.

Prvky prostorit @y se nazyvaji Hermitovy spline-funkce stupné 2k —1. Abychom
mohli t&hto prostorti efektivng vyuZivat k variainimu feSen{ okrajovych dloh, je
tfeba v nich zavést vhodné bize. VEimnéme st proto nyni této otdzky. Zagneme
pFipadem k = 2. V tomto p¥ipadé je dimenze prostoru @y rovna 2(n + 1), nebot
v n+1 nzlech zaddvame vidy dva uzlové parametry, totiZ hodnotu funkee a hodnotu
jeji derivace. Je tedy tieba sestrojit 2(n + 1} bazovych funkci @, ..., Popy1. Jedna
z mo¥nosti, jak je ziskat, je zcela analogickd jako v pfipadé aproximace po ¢astech
linedrnimi funkcemi. Funkei ®@4;, i = 0,..., n, sestrojime tak, Ze uzlovy parametr,
ktery uddva funkéni hodnotu v i-tém uzlu, polofime rovny jedné a viechny ostatni
uzlové parametry poloZime rovny nule; u funkei ®5;41, i =0, ..., n, to provedeme
obracend v tom smyslu, Ze uzlovy parametr, ktery udévéd hodnotu prvn{ derivace
v i-tém uzlu, polozime rovny jedné a viechny ostatni uzlové parametry rovny nule.
Abychom mohli takto vzniklé bazové funkee snadno zapsat, poloZme

0, z<-1,

1 — 3a? — 23, -1252%50,
4.100 = -~
(4.100) #ol2) 1-322+22%, 0Zz<1,

0, 1€z
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a
0, Eg—]-,
(4.101) (2) = T+ 222+ 23, -12220,
’ # r—2024 23, 0Z2Z1,
0, 122

Funkee ¢ je tedy v bodg nula rovna jedné a ma tam nulovou derivaci a ve viech
ostatnich bodech o celo€iselnych soufadnicich je spolu se svou prvni derivaci rov-
na nule. U funkce ; je oproti funkci g role funkénich hodnot a hodnot prvni
derivace obricend. UZijeme-li prdvé zavedené funkce, jsou bizové funkce &®; dany
jednoduchymi vzorei

(4.102) B3:(2) = @0 (’: = x)

@2,+1(z)=¢1(x;”‘), i=0, _.n.

Vypustime-li v soustavé bazovych funkei {4.102) funkce ®q, &;, By, B2441, do-
staneme prostor konetnych prvki 29, ktery je podprostorem prostorn 9 = 32
téch funkel ze Sobolevova prostoru 52, kieré splituji okrajové podminky (4.39).
Uzijeme-li tuto bazi k pfibliznému Fedeni okrajové Glohy &tvrtého fadu (3.206),
(4.39), bude matice pFisluiné soustavy linedrnich rovnic pasové se sedmi nenulovy-
mi diagonélami, nebof z toho, %e kaZd4 bazova funkee ®3;, @341 je riizna od nuly
pouze v intervalu (z;_1,2:11), plyne, %e plati [®;, ®;] = 0 pro |i — j| 2 4.

Prostor konetnych prvki Zyg lze uiit ik FeSeni tiloh druhého ¥adu, nebot podmin-
ka, aby byl podprostorem prostoru J#!, je samoziejmé splnéna. V tomto pFipads
plyne ze vzorci (4.61) a (4.87), &e za pFedpokladu dostateéné hladkosti FeSeni lze
dosédhnout rychlosti konvergence méfené v normé& prostoru S#! a# O(h®). Cena,
ktera se za to zaplati, je v8ak ta, e mabice soustavy (4.53) je nyni sedmidiagondln{
a je zhruba dvojndsobného fddu ne# v pfipadé prostoru %.

Pfi konstrukci baze v prostoru @y pii obecném k lze postupovat obdobné. Za
bazi lze vzit soustavu funkei ®g, ..., ®p(nq1)—1, 2 nichz kazdd vznikne tak, Ze je pro
ni prévé jeden z uzlovych parametr rovny jedné a ostatni jsou rovny nule. Je-li
funkee @; (7 =0,...,k—1) rovna v intervalu {(—1,0) a v intervalu (0, 1) polynomu
(2% — 1)-niho stupné (v kaZdém intervalu jinému) uréenému podminkami ga](-j )(0) =
=1, <p§.')(0) =0pror=0,...,k—1,r#£j agoj(-')(:l:l) =0pror=0,....,k—1
a viude jinde na reilné ose je rovna nule, jsou bdzové funkce @; dany vzorci

T— 2 . .
(4.103) <1>,¢.»+,-(z)=¢,~( - ) §=0,. k=1,i=0,. n
Vypustime-li v soustavé bézovych funkei (4.103) funkee ®g,...,®z_1 a funkce
Dk - - B(ut1)k-1, dostaneme prostor konefnych prvki 2., ktery je podpros-

torem téch funkei ze Sobolevova prosteru #°*, které splituji okrajové podminky
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(4.43) s m = k. Tento prostor je tedy vhodny k p¥ibliznému feSeni diferenciélni
rovmice (4.45) s okrajovymi podminkami (4.43).

Prostor koneénych prvki Zp; lze také uzit k FeSeni okrajovych tloh pro dife-
rencialni rovnice Fadii niz&ich nez 2k. Vhodnou volbou parametru & (tj. stupné
aproximaénich polynomi) lze dosdhnout, Ze rychlost konvergence je Fadu O(h?),
kde p je libovolng vysoké Eislo (samozfejmé za pFedpokladu dostatetné hladkos-
ti Fefenf). Tento vzrist v pfesnosti je vak zaplacen komplikovangjsi strukturou
matice soustavy (8ife jejtho pasu je v&tEf) a vétd pottem rovnic.

4.3.3 N&které praktické otdzky spojené s metodou koneénych prvku

V pfedchozich odstaveich jsme popsali zdkladnf myslenky uziti metody koneénych
prvki k FeSeni okrajovych loh pro obyéejné diferencialni rovnice. Zde si viimneme
nékterych aspektl praktické realizace popsanych algoritmi. Pro urditost budeme
mit v tomto odstavci na mysli diferencidlni rovnici (1.12) s okrajovymi podminkami
(4.3), protoZe i na tomto jednoduchém piikladé budou patrné vSechny jevy, které
jsou dfilezité a podstatné v obecném p¥ipadg.

Pii1 fedeni dané okrajové tilohy metodou kone¥nych prvkii musime vidy provést
¢tyfi kroky: (i) zvolit prostor koneénych prvkd a jeho bazi, (31) sestavit pifsludnon
matici tuhosti (Gramovu matict) a vektor zatiZenf, (iii) fedit vzniklou soustavu
rovaic a (iv) vypoéitat hodnoty pfiblizného FeSeni v bodech, v nich nis zajima.

Zatneme bodem (iv) jako nejsnazéim. Uz dfive jsme konstatovali, Ze béze v pro-
storech kone&nych prvki je Zddoucf volit tak, aby aspoii nékteré nezndmé, které
dostaneme Fedenim soustavy z bodu (iii}, byly uZ pfimo hodnoty hledaného feSeni.
Pokud tento poZadavek splnime — v piipadech prostorii koneénych prvki, které
jsme uvedli, tomu tak vidy bylo — krok (iv) vlastn odpada. Poznamenejme, Ze
v nékterych piipadech nds zajimajf spiSe hodnoty nékterych derivaci hledaného
feSeni ne% hodnoty samotného fefeni. V tomto pfipadé miize byt uZit{ Hermito-
vych prvki vihodné, protoZe pfi ném &ast vypoéitanych nezndmych udavé primo
hodnoty derivaci Feseni.

Probereme nyni body (i) aZ (iii). Pokud se tyka bodu (i), k problematice volby
prostoru koneénych prvki se dé fici obecné jen velmi mélo. Udat néjakd matematic-
ky podlozena exaktn{ kritéria, kter4d by udivala, jaky konkrétni prostor koneingch
prvki v daném p¥ipadé zvolit, je obtiZné. Zkusenost s Fesenim problémi podobného
typu zde miiZe byt velmi uZitetna. Zdiraznéme, Ze pFi volbé bize v uZ zvoleném
prostoru koneénych prvkii je tfeba postupovat tak, aby vznikl4 matice tuhosti mé-
la co mo#né nejmens{ i pasu. Tento pofadavek je pro ekonomil vypo&tu natolik
dilezity, e miFe ovlivnit zpétné i volbu samotného prostoru koneénych prvki.

Viimnéme si dale bodu (ii), tj. problematiky sestaveni matice tuhosii a vekio-
ru zatiZeni. Pro uréitost zvolme za p¥isluing prostor konetnych prvkd prostor @),
z odst. 4.3.1 s béz{ tvoFenou po &astech linedrn{mi funkcemi ®,,..., ®,-1 definova-
nymi rovnicemi (4.83). PiSeme-li v pfipadé modelové Glohy integral udavajici prvky
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matice tuhosti A jako soufet integrall pfes jednotlivé intervaly déleni, dostaneme

(4.104) @ =Y a),

r=1

kde

(4.105) o’ = [ 7 p()8)(2)8 (2) + ¢(2)Bi(2)8; (2)] dz, r=1,...,m.

Matici A() = {ag)} nazveme elemenidrni matici tuhosti pFsludnou k pO(’lintzrvl;ahvl
{Zr—1, 2+). Pro vektor zatiZen{ (tj. pro pravou stranu soustavy (4.53)) plati podobné

n
(4.106) gi=3 4",
r=1
kde
(4.107) g = f ®(z)f(z)dz, r=1, ..,m,
Tp_y
piitemi vektor g™ = (gp, » ‘,gg_)l)T nazveme elementdrnim vekiorem zatiZent

pro podinterval {z,_1,z,). o

Prvky matice tuhosti a slozky vektoru zati¥eni miZeme tedy vypoc1ta,tv_]akovsm‘1~
et piispévki od jednotlivych podintervali rozkladu. Tato okolncfst, pfesfoze je
zeela elementarni, mé pro efektivni uZiti metody koneénych prvki zas.a(.im v_sizna,.m.
Vzhledem k tomu, Ze bdzové funkce se na jednotlivych prvcich rovna_]iv_]e’n nekohlia.
malo velmi jednoduchym funkeim (ve vSech p¥ikladech prostorii -kone(:fly’ch pIVk‘I},
které jsme uvedli, jsou tyto funkce polynomy nizkych stupf)lﬁ),’ je moéné (s:;stro_]lt
matici A a vektor g tak, Ze se v podstatd vypo&ita elementérni matice A\ a ele-
mentérn{ vektor g jen pro typicky prvek a pak se uZiji vzorce (4.104) a (4.106).
V nadem konkrétnim pfipadé je kaidd bazova funkce na podinterv:i.lu (:r:r_l,a:r)’
rovna bud ptimee {(z — z,)/h, nebo pfimece (z, — x)/h, neho je nulovi. K s?stavem
elementamni{ matice tuhosti je tedy tfeba vypoditat integraly pouze ti typi:

(4.108) f,, z: [%p(:ﬂ) + q(:u)(:c—_}?-——l)z] dz=

101 ,
= hfo [ﬁp(z,_l + hs) + g(2r—1 + hs)s ] ds,

— Xr—1 Ty — &

(4.109) fL [-%p(m)—l—q(m)z—’r— 2z =

= p,,/l [ _ _hl_z.p(zr—l + hs) + q(zr—1 + hs)s(l — S)] ds
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CVICENI

a

(4.110) /x [2(2) + a(z) 72 g =

Tr1
= h./o [h_zp(zr — hs) + g(z, — hs)sz} ds.

Podobné k v¥potiu elementarntho zatiZeni Je tfeba poéitat pouze integral

& _ 1
(4.111) f(z)%dpf./ f(@eoy + Rs)sd s
Troy [
a integral
T, z. — 1
(4.112) flz)= A dz = h/ f(zr — hs)sds.
Tral 0

Pravé strany vzorci (4.108) aZ (4.112) ukazujf, ze vypolet prvki elementarni matice
tuhosti a elementirnfho vektoru zatiZeni, se vlastné provadi na refereninim prvku
{0,1}. Upozornéme také, #e integrily uvedenych typt nelze v obecném pfipads
poéitat analyticky. K jejich vypoétu je tedy t¥eba uzit kvadraturn{ vzorce. P¥itom
Je t¥eba si uvédomit, Ze tento postup zavadi do vypoitu dalsf chybu.

Provedeni kroku (iii) nepfedstavuje p#i uziti metody koneinjch prvki k Fedeni
jednodimenzionéalnich problémb principidiné Zddny pili§ zivaing problém. Vzniklé
soustavy rovnic totiZ majf pasové matice, jejichs sife Pasu nezdvisi na poétu rovnic.
UZijeme-li k FeSeni takovych soustav Gaussovu eliminaci bez vybéru hlavniho prvku
(a to je moZné, nebot piislu¥né matice Jsou pozitivné definitni), je pofet potiebnych
operact fimérny poétu rovnic. Z tohoto diivodu nelze ofekavat, ze by néktera iteraéni
metoda mohla byt vyhodnéjii ne# eliminaéni metoda.

CVICENI

1. Odvodte rovnici (2.48) tak, %e napifiete obeend FeSeni rovnice (1.12}, jednu kon-
stantu vylouéite z podminky (2.45} a druhou derivovanim.

2. Dokazte lemma 2.3 (viz str. 136).
3. Dokaite implikaci (2.73).

4. Ukazte, Ze (2.79) je nutnd a postadujici podminka FeSitelnosti okrajové tlohy
(2.77), (2.78).

5. Dokazte podrobné vétu 2.3 (viz str. 139).

8. Ukaite, e okrajové flohy (2.21), (1.5} a (2.96), (2.97) jsou ekvivalentni.

7. DokaZte ekvivalenci okrajovych filoh (2.21), (1.6), (2.100) a (2.101), (2.102).
8. Provedte podrobny ditkaz véty 2.5 ze str. 145.
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9.
10.

11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.
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Dokazte lemma 3.8 (viz str. 168).

Odvodte fady chyb kvadraturnich vzorcd (3.51), (3.52) a (3.53) uzitych v Mar-
&ukové identité a zformulujte potfebné hladkostni pozadavky.

Provedte podrobny dikaz pozndmky 3.1 (viz str. 178).
Dokazte princip maxima pro operator L,EU) definovany rovnief (3.25).

Provéite monotdnnost matice soustavy (3.31). Navod: UZijte vysledku cvident
12.

Dokazte konvergenci metody siti (3.31). Navod: Postupujte obdobné jako pii
ditkazu véty 3.7 na str. 179.

Bud 5 = (np, ..., 7,)T vektor, pro ktery plati 5o = n, = 0. Dokaite, Ze plati
nerovnosti

n—1 n
B2 (Lameme 2 po D (s — e—1)?
k=1 k=1

n

1
lInll2. < 57po S = meon)
k=1

Navod: Postupujte analogicky jako v diikazu lemmat 3.11 a 3.12 na str. 184 aZ
186.

Dokakte, ze metoda sfti (3.131) m4 v p¥ipadé feseni okrajové iilohy (1.12), (1.13)
s a1 = @y = 0 chybu F4du O(h*). Navod: UkaZte, %e operdtor definovany levou
stranou rovnic (3.131) spliluje princip maxima.

Zformulujte metodu siti pro Fefeni diferencidlni rovnice (1.14) s okrajovymi
podminkami y(a) = y1, ¥ (a) = 61, y(b) = 72, ¥’ = ba.

Dokazte konvergenci metody siti z pfedeslého cvident.

Ukaite, ¥e operator L definovany na mno#ing %y C % rovnici (4.40) je symet-
ricky a pozitivngé definitni.

Dokaite symetrii a pozitivni definitnost operdtorn £ daného rovnici (4.45)
na mno#ing @, dostatetnd hladkych funkef, které spliuji ckrajové podminky
(4.43). Ndvod: Vyjidfete y(x) pomoci integralu z m-té derivace.

POZNAMKY K LITERATURE

POZNAMKY K LITERATURE

Cl. 1. Zaklady tecrie okrajovych filoh pro obyéejné diferenciiln{ rovnice lze nalézt
napf. v knize Reidové (1971) a v Fad&€ daliich standardnich pfirucek o obyéejnych
diferencidlnich rovnicich (viz napf. Coddington, Levinson (1955)). Literatura po-
jednévajici o numerickych aspektech této problematiky je skoro stejn& rozsahli
jako literatura o tlohéch s poZateénimi podminkami. Kromé pfisludnych kapitol
v obecnych piiruckach o numerické matematice, viz napf. Collatz (1951), Babuska,
Préger, Vitasek (1964), Berezin, Zidkov (1966), Babuska, Priger, Vitasek (1966),
Stoer, Bulirsch {1973), Vitasek (1987), existuje fada monografif vénovanych této
problematice. V seznamu literatury se tato dfla poznaji vétSinou uz podle ndzvu;
proto uvedeme jmenovité pouze sbornfk redigovany Azizem (1975), protoZe obsa-
huje velmi obsahlon bibliografii. - g

ClL 2. O metodé stielby pojednédvé ui napf.(_F&y;}(l%T) {Igllg;' (1960). Metoda
stielby na vice cild pochézi od Osborna (1969) a spolu s ostatnimi variantami meto-
dy stfelby ji podrobné popisuje Stoer a Bulirsch (1980). ertsova a Shipmanova
(1972) monografie je vénovina vyhradng Tetods stfe{bm pfesum
malizovaného pfesunu okrajové podminky v podob& jak ji uvddime, pochdzi od
Taufera (1973). Tyto metody velice fizce souvisi s metodami invariantniho vnofeni,
kterym je vinovina pomérné rozsahls literatura; viz napf. Meyer (1973) a Scaft
(1977). V ruské literatufe se podobné metody nazyjvaji ,metod progonki® (viz napf.
Babuska, Préger, Vitdsek (1964)).

Cl. 3. Metoda siti patfi k zékladnim metodim pro numerické fefeni okrajovych
filoh a aspoii jeji princip je vyloZen ve vétsiné prirucek zabjvajicich se pribliznym
teenim diferencidlnich rovnic. O monoténnich maticich, jakoZ i o dalsich dileZitych
tFidach matic, které vznika)i pfi metodé sit{, nalezne étendf poudeni napf. v knize
Vargové (1962) a Fiedlerové (1981). MySlenka uZiti integralnich identit k sestaveni
diferencnich schémat pochdzi od Marfuka (1961) a byla déle rozpracovdna Babus-
kou, Prigerem a Vitdskem (1966} a Maréukem (1980). Jiné integralni identity neZ
ty, které jsou zde uvedeny, uzivd Varga (1962). Mnoho materidlu ¢ metods sitf lze
nalézt v obsdhlé monografii Samarského (1971). Velmi pfistupny vyklad o feSeni
nelinedrnich Gloh metodou sit{ podévé Tsaacson a Keller (19686).

Cl. 4. Teoreticky zdklad, na némi¥ spofivaji variaéni metody feseni okrajovych
iloh, je podrobné a hlavné také s ohledem na Etendfe nespecialistu vyloZen v knize
Rektorysové (1974). Nezbytnd funkcionlné-analytickd teorie okrajovych iiloh pro
oby&ejné i parcidlni diferencidlni rovnice je vyloZena také v knize Strangové a Fixové
(1973), kterou lze &tenafi, ktery chce hloubdji proniknout do teorie metody koned-
nych prvkil, co nejvieleji doporutit. Rovnéz tak Michlinovy knihy (1957 a 1966)
mohou byt pro ¢tenafe, ktery se zajimé o problematiku tohoto &lanku, velmi uzi-
tetné. Metoda konetnych prvki prodélala v poslednim dvacetileti bouflivy rozvoj
a v soutasné dobé je ji vénovana uZ znafné rozsdhla literatura. ProtoZe viak jeji
hlavni uplatnéni je zejména pii YeSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic, uvedeme
hlavni prameny pro jeji studium v nésledujici kapitole a zde se zminime jen o né-
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ktergch piiruckach, které obsahuji elementérni tvod do této problematiky. Takovy
pHistupny vyklad se nalezne kromg v u¥ zmin&né knize Strangové a Fixové (1973), Application of Invariant Imbedding. New York, Academic Press 1973.

napf. také v knize Stoerové a Bulirschové (1980), Beckerové, Careyové a Odenové MICHLIN, S.G.: Variacionnyje metody v matematiéeskoj fizike. Moskva, Gostechiz-
(1981), kterd uvadi ¢tendfe také do problémid spojenych s implementaci metody dat 1957.

koneénjch prvkil na poéftati a v knize Axelssonové a Barkerové (1984).
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Kapitola III.
Parcialni diferenciilni rovnice eliptického typu

1 Ovod

Zakladnf (iloha pro parcidln{ diferencialni rovnici eliptického typu je okrajovd 4lo-
ha, t]. iloha pfi niZ je tfeba nalézt funkci, ktera spliiuje uvnitf dané oblasti danou
diferencidlni rovnici a na celé hranici této oblasti jesté dalsf dopliinjic! podmin-
ky, zvané okrajové podminky. Typickym p¥ikladem okrajové Glohy pro eliptickou
linedrni parcidlni diferencidlni rovnici druhého ¥adu je Giloha nalézt funkei u (rn re-
alnych proménnych x = (1, ...,2m)), kterd v dané omezené oblasti @ C E™ (E™
Jje m-dimenzionalni cuklidovsky prostor) spliuje diferencidlni rovnici

m
(1.1) tu=-~3" Eg-(a,-j(x)—(?}i) + g(x)u = f(x)
=1 foF] B:cj '

a pro ni# na hranici I" této oblasti plati

(1) a(x) g + Blx) = 7(x).

Zde a;; = aj;, q a f jsou funkce zadané v oblasti {2, funkce o, # a ¥ na jeji hranici
a symbol du/0n. znadi derivacl ve sméru tzv. konormdly a je definovén rovnici

(1.3) Ou = i cz,-'(x)—éal cos(v, z;)
anc el 2 61',- » I
kde cos(r, ;) je kosinus ahlu, ktery svird vnéjsi normdla k hranici v pfislusném
bodé s osou x;.
Elipti€nost diferencidlni rovnice (1.1) je charakterizovana zpravidla nerovnosti

(1.4) 37 ()&t Zpo Y &,
ii=1 i=1

kde pg je pfedem dand kladnd konstanta a £ = (&1,...,&m)7 je libovolny m-
dimenziondlni vekior. Platnost nerovnosti (1.4} se pfitom poiaduje pro kaidy bod
xeQ.
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1 UVOD

O koeficientech & a 3 v okrajové podmince se vétdinou predpoklada, Ze spliiuji
nerovnosti

(1.5) a(x) 20, ﬁ(x) 20, . alx)+8(x)>0.

V pifpads, e je a(x) = 0 pro & € I, hovofime o Dirichletové okrajové pedmince
v bodé x € T, v pfipadg, Ze je B(x) = 0, o Neumannové podmince; obecna podminka
(1.2) se nazyva Newionova okrajovd podminka.

V prvni a druhé kapitole jsme vidéli, Ze uz pro obyéejné diferenciilni rovnice je
okrajové tloha podstatnd komplikovanéjsi ne¥ filoha s potitetnimi podminkami,
a to nejen po strance teoretické, ale i po strdnce prakticky poéetni. Je tomu tak
zejména proto, Fe zatimco Feleni filoh s poéatefnimi podminkami vede vétSinou
na algoritmy rekurentnfho charakteru, FeSeni okrajovych tloh vede na soustavy
rovnic, které je nutno (n&kdy i velmi pracné) fedit. Je pfirozené, Ze u parcidlnich
diferencidlnich rovnic s riistem po&tu dimenzi tyto obtiZe porostou. Dimenze prosto-
ru, v ném# je definovéana hledan funkce, pfindsi viak jesté daldi problém. Zatimco
u jednodimenzionalnich tiloh jsme méli co délat zejména s dvoubodovymi okrajovy-
mi @lohami, a tedy s pifpady, kdy definién{ obor hledané funkce byl jednorozmérny
interval, u parcidlnich diferencidlnich rovnic pracujeme v prostoru, jehoZ dimenze
je v&t3i ne? jedna, &im¥ je d4na nesrovnatelng vét&i pestrost v mo#nych defiménich
oblastech a okrajovych podminkach. Tim spiSe jsme tedy nuceni omeszit se v té-
to kapitole pFi pepisu uvadénych metod na vySetfovéni jednotlivych konkrétnich
piikladd.

Odlisny bude v této kapitole piistup k teoretickim otdzkam spojenym s feSenymi
problémy. V predchozich dvou kapitoldch jsme nemuseli o FeSitelnosti filoh, jimiz
jsme se zabyvali, nic pfedpoklddat pfedem, nebot zpfisob, kterym jsme vysetfovali
zavedené pfiblizné metody, ndm umoZnil z4roven také odpovéddt i na tyto exis-
tenéni otdzky. Zde by tento postup byl sice také moiny, byl by vSak tak ndroény
a zdlouhavy, Ze by pfesahoval ramec i rozsahové moZnosti této elementarn{ pffruc-
ky. Pokud tedy piijde ¢ otdzku existence Feseni studovanych dloh, odvoldme se na
obecnou teorii eliptickych rovnic, kierd je rozpracovdna do znaénych podrobnosti,
a to jak modernimi funkcionilng analytickymi metodami (viz napf. NeZas (1967),
Lions-Magenes (1968)), tak i klasickfmi metodami (viz napf. Bers, John, Schechter
(1964), Miranda (1935)).

Pojem elipti¢nosti parcidlni diferencidlnf rovnice neni oviem vazén na jednu rov-
nici daného Fadu (ani rovnice (1.1) neni nejobecndjsi linedrni eliptickd parcidini di-
ferencidlni rovnice druhého Fadu; jde pouze o tzv. samoadjungovanou rovnici) a da
se zavést 1 pro rovnice vysiich Fadd nebo pro soustavy rovnic. Typickym pifkladem
eliptické diferencidlni rovnice ¢tvrtého fadu je btharmonickd rovnice

(1.6) (Em: 36—;)21; = f(x),

i=1 i

pro ni# mohou okrajové podminky nabyvat velice riznych forem. Vidy vBak bude
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k jednoznaénémnu feSenf zapot¥ebi dvou okrajovych podminek; za pfiklad mohou
slouZit okrajové podminky u = g1(x) a Gu/dn = gs(x) pro x € T, které jsou v jistém
smyslu obdobou Dirichletovych okrajovych podminek pro rovnici druhého fadu.

Jako piiklad eliptické soustavy diferencidlnich rovnic druhého ¥fadu mohou slouzit
v dvoudimenziondlnim piipadé rovnice

2 2
(1.7) ad (6u1 6'11.2) d Uy Ie; Uy

~ 3 3;-4-'% ~ Fae W’fl(xay);

d (é)ul 6u2) 32u2 8 Uz
“oy\oxr ' By
které se vyskytuji v matematické teorii pruznosti.

7 metod pro pFibliZné FeSeni eliptickych parcidlnich diferencidlnich rovnic si zde
vEimneme dvou zdkladnich skupin. PFedeviim to budou metody zaloZené na aproxi-
maci derivaci diferenénimi podily. Nahradime-li vechny derivace, které se v rovnici
vyskytujl, t&mite podily, dostaneme metodu siti, ponechidme-li derivace podle jedné
z proménnych a pouze derivace podle zbyvajicich proménnjch nahradime diferené-
nimi podily, dostaneme metodu, jgjiz b&zny nazev je metoda pfimek. V této meto-
dé se tedy Feseni dané okrajové tlohy aproximuje okrajovou dlohou pro goustavu
obyéejnych diferencidlnich rovnic. Metodou pFimek se nebudeme v daliim detailné
zabyvat, pokladdme viak za uZitetné, aby se Stenaf sezndmil aspofi s jeji zdkladni
myslenkou.

Dalsf skupina metod, jichz si také struéné viimneme, je tvofena variatnimi meto-
dami zaloZenymi na stejném principu jako metody v &. 4 z kap. 1. Zde je dileZity
zejména specidlni pfipad, totiZz metoda koneénych prvki.

Je uZitedné upozornit, %e metody vSech zminénych skupin spolu tzce souvisi.
Tak napf. metoda pfimek pfechdzi ve variantu metody sit{, fedime-li aproximmjici
soustavu oby&ejnych diferencidlnich rovnic znovu metodou siti. Podobné metoda
koneénych prvkid pfi uréité volbé bazovych funkei pfechdzi v metodu siti.

Pokud jde o konkrétni realizaci zmin&nych metod na pod&itaéi, mé zde podstatny
vyznam rychlost a kapacita paméti stroje. Soutasny stav je takovy, Ze Fada trojdi-
menziondlnich tiloh pFesahuje praktické moinosti. Proto se v této kapitole, v niZ si
postupné viimneme zmin&nych metod, omezime na dvoudimenzionalni a linedrni
problémy. Pfitom budeme také vénovat pozornost problematice FeSeni ndhradniho
problému, ktery aproximuje ptivadni problém. Pokud jde o nelinearni ilohy, nebu-
deme se jimi zabyvat, nebot tyto problémy p¥indseji Casto uZ i teoretické téikosti
pH ditkazu existence a jednoznanosti feSeni a je nutno vétfinou vysetfovat kaz-
dy pifpad jednotlive, Jejich byt jen ¢4steiné pojednani by tedy nefinosné zvétsilo
rozsah piirucky.
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2 Metoda siti

Metoda siti je velmi oblfbend metoda pro numerické feSeni nejen parcialnich di-
ferencidlnich rovnic eliptického typu, ale parcidlnich diferencidlnich rovnic vibec.
Popularita metody koneénych prvki, kterd v soufasnosti stale roste, jeji vyznam
v posledni dob& sice ponékud zmensila, piesto viak fada dilezitych fyzikdlnich
a technickych problémf, které vedou na parcidlni diferencidlni rovnice, se dodnes
pomoci ni feii. Oblibenost metody siti m4 ziejmé své kofeny v tom, Ze jeji z4-
kladnf myslenka je velice prostd. Spo&ivd v tom, jak u? bylo ostatné feteno v &. 3
z kap. II. a v tivodu k této kapitole, Ze v oblasti, ve které hledame Fesenf, zvolime
n&jakou kone¥nou mnoZinu bodd, kterou nazveme siti a pfisluiné body jejimi uz-
ly, a nahradime derivace, které se vyskytuji v dané diferencidlni rovnici a v jejich
okrajov{ich podminkach, diferenénimi podily (tj. linedrnfmi kombinacemi funkénich
hodnot), které je aproximuji. Tim dostaneme misto piivodniho problému soustavu
konetné mnoha rovnic pro hodnoty hledané funkce v uzlech. Zde se hned setkavime
s podstatnou odchylkou od jednodimenzionalniho pfipadu. Zatimeo v jedné dimenzi
bylo mo#no volit uzly v podstaté pouze dvdma zpiisoby, a to ekvidistantn{ a ne-
ekvidistantni, ve dvou- a vicedimenzionilnim piipadé 1 pii zachovani pravidelnosti
v rozmisténi uzlé je zfejm& moZna podstatné vEtsi rozmanitost. Tak napf. v rovi-
né lze vzit za uzly sité vrcholy &tvercd, rovnostrannych trojihelniki, pravidelnych
Sestidhelnikd apod.

Z uvedeného vykladu je vidét, Z¢ metoda siii je v principu pouZitelnd pro libovol-
ny typ diferencidlni rovnice, al uZ linedrni nebo nelinedrni. V dalsim textu se viak
2z diivodi, o nichZ jsme se zminili v dvodu, omezime na né&které piiklady linedrnich
dvoudimenzionalnich problémi.

2.1 Linearni rovnice druhého fédu

2.2.1 Sestaveni diferenénich rovnic

V tomto odstavci popiSeme riizné mo#nosti odvozeni diferenénich rovnic pro lineér-
ni rovnice druhého ¥adu ve dvou prostorovych proménnych. VEétdinou se pfitom
omezime na specialni piipad linedrn{ samoadjungované rovnice, totiz na rovnici

(2.1) fu= —a%(p(m, y)g—:) - %(p(w,y)g—;) + gz, y)u = f(z,9)

v omezené oblasti {2, jeji# hranice T je tvofena koneénym poltem po Eastech hlad-
kych oblouki. O funkcich p, g a f budeme piitom pfedpokladat, Ze jsou dostateéné
hladké v n&jaké oblasti € takové, ze pro ni plati Q2 ¢ & (pruhem znatime uzavér
piisludné mnofZiny), a navic, Ze koeficient p je v této oblasti kladny a koeficient ¢
nezdporny. O jaky konkrétni stupeii hladkosti jde, bude v jednotlivych situacich
bud specifikovdno, nebo to bude patrné ze souvislosti.
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Podrobné probereme zejména piipad pravidelné &tvercové sité K(*). Tato sit
vznikne tak, Ze se sestroji soustava rovnobézek x =z = o+ kh, y = ¥s = Yo +
+ sh, k,s = 0,%1,%2, ..., kde (zq, yo) je libovolny pevné zvoleny bod v roving
(z,y) a A > 0 je parametr zvany integraéni krok nebo oko silé, a za uzly sité se
vezmou viechny priseéiky t&chto rovnobézek, tj. body o soutadnicich (zx,ys) =
= (@6 +kh, yo +sh). Pfi zavidéni metody siti v jednodimenziondlnim pfipadé jsme
postupovali tak, 7e v uzlech, které leZely uvniti daného intervalu, jsme piislusné
linedrni rovnice ziskali z dané diferencidlni rovnice a v krajnich bodech jsme vyuzili
okrajové podminky. Totéi je tieba provést i ve dvou dimenzich. Abychom mohli
prislusny postup snadno popsat, zavedeme nejprve nékolik pojmi a oznadeni.

Usly sit& budeme znagit bud jejich soutadnicemi, tj. (zx, ¥, }, nebo také, zejména
tam, kde na konkrétnich hodnotach soufadnic nezdleZi, pouhymi velkymi pismeny.
Dva uzly sité nazveme sousednimi, je-li jejich vzdalenost ve sméru osy z nebo
ve sméru osy y rovna oku sité h. Kaidy pevnd zvoleny uzel sité K®*) ma tedy
pravé &byt sousedni uzly. Uzel (zy, y,) nazveme vnitinim uzlem sité K yzhledem
k mno#ing €, leii-li viechny ¢tyfi k nému sousedni uzly v mno#ing . Mno#inu viech
vnitfnich uzli (vzhledem k mno#ing Q) oznaéfme Q). Uzel (z3,3,) € Q\ (P10
takovy, #e aspoh jeden jeho soused je vnitfnim uzlem, nazveme hranicnim uzlem.
Mnoiinu viech hranifnich uzli oznatime '™, Kroms toho budeme pro mnoZinu
Q® yTM uifvat oznageni Q). Déle budeme piedpoklddat, Ze integraéni krok h
je zvolen tak maly, %e ke kaZdym dvéma vnitinim uzlim P a @ existuje koneind
posloupnost vnitinich uzli Py, Py, ..., P, takova, e Py = P, P = @ a libovolné
dva uzly P;—; a P; jsou sousedni. To je vzhledem k souvislosti mnoZiny Q moZné.
O této souvislosti budeme mluvit jako o souvislosti mnoZiny Q).

Nyni uz mizeme snadno scstavit diferenéni rovnice, které aproximuji diferen-
cidlni rovnici (2.1). Provedme v rovnici (2.1) naznaené derivovéni a nahradme
derivace 8%u/0x?, 02u/0y?, Bufdzx a Su/dy podily [ulzr — h,y;) — 2u(zx, ys) +
+ (st b Y)W, [0k, 9o — ) — 2u(zr, ) + ulsn, v + W)]/R, [ulze + b, 3) -
—u(zy —h, ys)1/(2h), [ulzr, ys + R} —u(zk, ys — 7)]/(2h), které aproximuji pfislusné
derivace s pfesnosti O(h?). Dostaneme tak operator L,Sl), ktery funkei u definova-
né na mnoiing Q) (tedy vlastng vektoru, ktery ma tolik sloZek, kolik prvki ma
mno#ina Q(")) piifazuje funkei L,El)
predpisem
(22)  R(LDw) = Up(ze, ) + BPa(@r, v )ure—

a
— [p(ee, v5) + %ha—i(ﬂk, Ys)]tkt1,s—

u definovanou na mnozing Q*) a ktery je dén

Ié]
- [P(mk: ys) - %h‘gg(mh ys)]uk—l,s_
1, 0p
~Ip(ee, 1) + Eh%(zk»ys)]“k,wl_

a
- [p(ee, vs) — SR (ze, )l emr,  (20,u) € O
dy
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Vsimméme si, Ze operator L,El) definovany touto rovnici svazuje funkce ¢ v uzln
(zk,ys) a ve viech jeho sousedech. Zavedeni pojmu sousednfho uzlu bylo touto
skutetnosti motivovano.

Z Taylorova vzoree ihned plyne nésledujici véta popisujic! aproximaéni vlastnosti
operdtoru L,El).

Véta 2.1. Necht funkce p md v §) spojité prvni parcidlni derivace podle obou
proménnych a necht funkce g je v  spojitd. Necht dile funkce u mé v Q spojité
parcialnf derivace podle z a y aZ do étvrtého Fadu véetné. Pak plati

(23) (LD, = (Lu)(zx, 02) + O(2), (4, 0) € 2P,
kde uw¥%) je funkce definovand na mnoZiné () pfedpisem ugr) = u(zg,ys) a ope-

rator L je definovany v rovnici {2.1).

Pologime-li p(x, y)(du/dz) = z(z,y), aproximujeme-li derivaci 8(p(x, y)du/dx)/
J0z = 8z(z,y)/8x v uzlu (zp,y,) podilem [z(zr + h/2,y,) — 2(2x — h/2,4:)}/R
a hodnotu funkce z, tj. hodnotu funkee p{du/dz) v bodé (zx + h/2,y,), resp. {2z —
— h/2,ys) podilem p(zx + hf2){u(zz + b, ys) — v(zr, ys )1/, Tesp. podilem p(er —
~h{2, y)[u(zr, ys )—u(zr—h, ys )]/ a provedeme-li analogické operace i pro derivaci
podle proménné y, dostaneme operator L,E2) definovany rovnici

(24) PP ks = [plae +h/2,0) +plar — h/2,9.)+

+p(e, 4o + h/2) + p(ar, us — 2/2) + h2q(ze, v )urs—

— p(25 + h/2, 45 )ury1,s — p(2e — Af2, ys k1,0~

— ple, ys + h/2)up, 41 — p(2e, Ys — A/ 2)ur5-1.
Aproximaéni vlastnosti operdtoru L,Ez) jsou podobné jako aproximaéni viastnosti
operatoru L}EI) a jsou popsany v nasledujici véte.

Véta 2.2. Necht koeficient p md v §} spojité parcidlni derivace a¥ do tfetiho
Fidu vEetné a necht koeficient g je v ( spojity. Pak pro kaZdou funkei u, kterd md
v Q) spojité parcidini derivace aZ do &tvriého Fddu, platf

(2.5) (LU, = (Lu)(zr, w) + OB, (z1,,) € AP,

kde uP?) je funkce definovans na mno¥ing Q) predpisem ug;r) =u(zy,¥) al je
operator z rovnice (2.1).

Dikaz je podobny dikazu véty 3.3 z kap. I a plyne ihned z Taylorova
vZOrce.

Operéator L,Em svazuje op&t hodnoty funkece u v uzlu {wg, ys) a v jeho &tyfech
sousedech a spliiuje stejné jako operator L,El) princip maxima. UZiti operatoru L}Ez)
vBak vede ve spojeni s vhodnym pfedpisem okrajovych podminek (o téchto otéz-
kéch budeme hovotit v dalfim odstavei) k soustavé linedrnich algebraickych rovnic
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se symetrickou matici. Vzhledem k tomu, 7e piivodni diferencidlni rovnice je sa-
moadjungovang, je tfeba dat operdtoru l_h(z) pfednost pfed operatorem L,El), ktery
vede k soustavé, jejiz matice je pouze ,skoro“ symetrickd (srv. také odst. 3.2.1
v kap. II). Proto také pfesn& zformulujeme a doké#eme zminény princip maxima
pouze pro operator I.,Ezj. Di#ive se viak jesté dohodndme, e o integraénim kroku,
jehoi velikost jsme u# omezili pofadavkem souvislosti mno#iny Q%) budeme navic
piedpokladat, e je tak maly, Ze v pFipads, %e funkce g neni v Q identicky rovna nu-
le, existuje uzel (z;, ys) € Q™ takovy, e v ném plati a{zz,ys) > 0. To je vzhledem
k spojitosti funkce g jist& moiné.

Lemma 2.1. Necht funkee p a g jsou spojité v @ a necht' je p kladnd a g
nezdpornd. Necht dile u je libovolnd funkce definovand na mno#iné i), pro niz
plati

(26) (L5 ), S0

pro kaidy uzel (zx,y,) € Q%) Necht koneéné je

(2.7 M= max  u,
(zie,y. JEGM)

a bud M > 0. Pak plati

(2.8) M = ks

max u
{zr,y. )T B)
a existuje-li uzel (zg,,yr,) € Q) takovy, fe je ur,s, = M, je g(z) = 0 v Q
a ugs = M pro ka¥dy uzel (zy,y,) € O™,

Ddikaz. Pfidikazu tohoto tvrzeni budeme postupovat stejné jako pfi di-
kazu lemmatu 3.9 z kap. I1. Predpokladejme tedy, Ze existuje uzel (zg,,vs,) € Q™
takovy, Ze plati ug, s, = M. Pak je
(29) 02 [p(sr, + h/2,8s0) + (ko — B/2,Us0 )+

+ B(Zko, Uso + B/2) + P(2ho, Yso — BI2) + B g(z5y, Yoo )| M —

- p(zkn + h/2’ysu)ukn+l,au - p(zko - h/2: ysn)uku—i,sn_

= P(Thos Yso + B/ 2 tkg 5041 — P(Zko Yso — h{2)ugy50-1 2

2hzq(mkuﬁysu)M g 0

Protoze M je kladné a g(zg,, ys,) nezdporné, plyne z nerovnosti (2.9) pfedevsim, Ze
je ¢{(Zry, Us,) = 0. Kdyby aspoil jedno z €isel Up,—1,50) Ukp+1,505 Uko,30-15 Ukg,sa+1
bylo mensf nez M, platilo by
(210) 0 3 [P(mku + h/2; yso) +p(2’kn + h/?, yso)""

+P(xkux Yso — h/2) + P(mku. Ysa + h/?)]M-—

_p(zka - h’/?fv y&u)uku—l.su - p(wko + h/21 yﬂu)uku-l-l,-\’o B

_p(zkol Yso — h/z)uku,so—l - p(zko,yau + h/2)ukn,9n+1 > 0:
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co¥ neni moiné. Plati tedy uro-1,55 = Uket1,50 = Ukg,s—1 = Ukoso+1 = M a celou
fivahu je moZno zopakovat pro uzly Zi,—1 sqs Thot1,50) Tko,s0—1 & Lkose41- ProtOZE
mno¥ina ) je souvisla, dostaneme tak postupné, ze platf

(2.11) g(ee, ) =0 pro (ar,ys) € D)
a
(2.12) up, =M vpro (z, ys).e Qo)

Neni-li funkce g identicky rovna nule, neni rovnice (2.11) splnéna pro uzel (2y, yz ).
Tento spor dokazuje, %e v pfipadé, e funkce ¢ nenf rovna nule identicky, platf uz, <
< M pro (z,ys) € QM. V tomto p¥ipadé je tedy lemma dokézano. V piipads, Ze
je ¢(z) =0 v Q, vBak plyne tvrzeni lemmatu jhned z (2.12).

Pfi zavedeni operator I_,EI) a L,Ez) jsme postupovali tak, Ze jsme derivace, které
se vyskytuji v aproximovaném operatoru nahradili diferentnimi podily. Odtud také
pochdzejl ndzvy diferenéni metody a diferencni rovnice, kieré astc v souvislosti
s metodou siti uZivime. Vyskytuje-li se v dané diferencidlni rovnici kromé deriva-
cf 8%u/0z? a 8%u/8y? i smibena derivace 8%u/(0z8y), lze ji aproximovat pomoci
rovnice

8%u 1
(2.13) m(zk,y,) = W[u(n +h,ys + B) — u(wr — h,ys + h)+

+u(zr — by, — h) —u(ze + b,y — R)) + O(h?).

Tuto rovnici dostaneme tak, Ze poloiime z = du/dy, derivaci dz/0z v bod& (zx, ys)
aproximujeme podilem [z(zx +h, 35)— 2(xx —h, ¥5)]/(2R) a hodnoty funkce z v bodé
(zg+h,ys) a (zx—h, y,), tJ. hodnoty derivace du/dy v téchto bodech, podily [u(z:+
by, +B) = (e + by g, — W)/(2h) a [u(zy — b, . +K) — u(zy — h, g, — R)]/(2R).
V tomto piipadé pak vznikly operdtor svazuje hodnoty pfibliZzného feSeni nejen
v uzlu (xkrys) a v uzlech (:ck"‘l”y‘)l (I:k—llya)v (zk,ys+1) a (ick,, ys—l)y ale navic
jedté v uzlech (Zpay, Yot1)s (Fh-1, Ys+1), {(Zh41, Yo—1) 8 (Tk—1,¥%:—1). Viechny tyto
uzly je tedy tfeba pokladat za sousedy uzlu (zx,y,). Samozigjmé, Ze se pak zméni
muno¥ina vnitfnich nzlit ) i mnogina hranitnich uzlit I'*), nebot obé tyto mnodiny
jsou definovany gomoci pojmu sousedniho uzlu.

Operdtory L,El a L,Ez) lze také sestrojit nasledujicim postupem, zvanym meioda
neurcilych koeficientd. Tento postup je obecndjsl a je pouZitelny v podstaté pro
libovolnou sit, af pravidelnou & nepravidelnou. Pri tomto postupu stanovime ke
kazdému uzln P skupinu uzl @;, ¢ = 1,...,7p, které nazveme sousednimi k uzlu
P, Déle hleddme operator Ly jako vyraz tvaru

rp
(2.14) (Lwu)p = o(P,Q)u(Q:), (Qu=P),

i=1
piicem? koeficienty o( P, (};) uréime tak, aby Tayloriiv rozvoj vyrazu na pravé strané
rovnice (2.14) vzhledem k bodu P souhlasil aZ na €leny vy$siho fadu s hodnotou
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daného diferenciilniho opertoru v bod& P. Je-li nap¥. diferencidlni operdtor, ktery
chceme aproximovat, dan rovnici

&u 0%y %y du du
011'3;5—2&12%5—1}- S +b16 + by + cu,

(2.15) lu=— 5

maji-li uzly @y soufadnice (zy,y:) a predpoklddéme-li, Ze uzel P mé soufadnice
(0,0) (co% zfejméE neni na {jmu na obecnosti), plati

(216)  w(Q) = ulesw) = u(P) + x.:g—“(P) Fug P

%u o2
1222 P) 4 mn o 55 (P)+ i 55 (P)+

+
takZe po dosazen{ do rovnice (2.14) méme

(217) (Lhu)(P) = &Pu(p) + 67 2L(p) 4 B B )

(P)au(P) za”’)‘“(p) (P)é’u(P)

12 2262

kde

(2.18) P :i:a(P, Q:), = i::via(P, Q)
=0 i=0

b(ZP)zz:yicr(P,Qe), af]) = - %E”?"(P’Qi)’
i=0

i=0

T
P P
D =Y eo(,Q), ) < =4 Y iEe(P.Q)).
i=0 i=0
K tomu, aby operator {; dany rovnici (2.14) aproximoval operdtor [ ze vzorce
{2.15) staci, aby platily rovnice

(2.19) (B =e(p), B =0(P), B =bs(P),
oD = an(P), oY) =aa(P), oSy = an(P).

Soustava (2.18) je soustava Sesti rovnic pro neznamé o{P, ;). K jejich splnéni je
tedy obecné tfeba Sesti hodnot ¢(P, Q;). To tedy znamend, ze k aproximaci operd-
toru L ze vzorce (2.15) je tfeba, aby kaZdy uzel mél nejméné pét sousedit. V piipadé
konstrukce operatorti L,El) a L,Em jsme vystalili pouze se &tyfmi sousedy. Bylo to
proto, e diferencialn{ rovnice (2.1) neobsahuje smi¥enou derivaci 8%u/(0x8y).
Rad aproximace operatoru [, sestrojeného pravé popsanym postupem je tfeba
vypotitat pro konkrétni volbu sousedd uzlu P. Obecné se dé Fici, #e nebude hori
nez O(h), oznaéime-ki zde pismenem A nejdelsl z tseéek PQ;. K jeho zlepfent je
tfeba vzit vice bodfl @; nebo je umistit symetricky. Tim toti# miZeme dosdhnout
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toho, ze n&kolik daldich (nevypsanjch) &lenii v rozvoji {2.17) vymizi. Jako pfiklad
uvedme aproximaci Laplaceova operdtoru

Pu  u

(2.20) Au = W + @

operdtorem A; definovanym rovnicl

1
(2.21) (An)es = =5[4(Bk41s T+ 1,0 + Uks41 + Ups—1)
6h?

+ (k41,541 + Brp1,e-1 + Ub—1,54+1 F ‘uk-z,a-;) 20wy
Pro tento operator totiZ plati (za predpokladu dostatetné hladkosti funkce u}
(2.22)  (BpuP Ny, = (Au)(@r, ys) + Sh (DAY (e, ¥s)+

0*Au
+ ﬁh‘l [(A3u)(ﬂ?k, ys) -+ 2w(wk, ys)] +‘0(h6)_

Réd aproximace je zde O(h%), za sousedy uzlu (zg, y,) je vBak tfeba valt osm uzlé
(Zr1, ¥ ) (@ee1,86)s (@1, st )s (e Ys—1)s (Trat, Yorn)s (-1, Yoga )y (£2-1,¥s-1)
3 (Tr1,Ys—1), ti. vBechny uzly, které majf od uzlu (zy, y,} vzdélenost mensi nebo
rovou &slu 21/2h.

Pfi Fedeni okrajovych tiloh pro oby&ejné diferencidlni rovnice metodou siti jsme
pro sestavovani diferenénich rovnic doporutovali také postup opirajici se o integral-
ni identity platici pro feSeni dané diferencidln{ rovnice. I zde je analogicky postup
mozny, ptisluiné identity jsou vak formalné podstatné komplikovangjsi. Jako pii-
klad uvedme takovou identitu pro diferencialnf rovnici (2.1).

Véta 2.3. Necht funkee u spliiuje v oblasti §) diferencidlni rovnici (2.1) a necht
pro uzavfeny é&tverec Res 0 vrcholech (Zgy1,YUse1); (Te—1,¥s+1)s (Th=1,¥s—1),
(#r+41, ¥s—1) plati Ry, C Q. Pak plati

(2.23) fy"“{Q(zk 1 Yulzk-. 1,y)+Q(:l:k+1,y)u(a:k+1,y)_

Ek 1 Piwyyjdz f::-H Pi;nyj de
1 1
- Q(xk,y)u(xk,y) z T + TEn dy+
[L:—x Ptf.yidl‘ fm:"‘ (Wyid ]}

Tht P(z:ys—d U(ﬂ’?,ys 1) |, P, ys41)ulz, ys11)
+ Tl -

1
1 7, yidy Ys p(z.y) dy

1 1
—P(t,ys)u(ay,)[ gt g ]}dz+
Ys=1 sz)yj v Ys ?(z,y) ¥
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+ [, - ate,9)ute, PG Qv dzay =

Ry,
//‘p(x 0P, y)BQ(:: ') 0u(m v) +Q(z,y)%:”y)émg%)-] dzdy+
B,

Lk 1 Y41 ap z,
e — e
imyi

1 /3" aP(z,y) ]
I u(z,y)dy| dz+
Yo—1 Plz,y dy ¥ ay

Yet1 1 T 1 aQ(QJ y)
+‘/y--1 [fo.l de[’% Bz (E:y)dz—

Tk

1 kB
S nav==rrd M S CULE Y
zur 2E) O 1 z
kde funkce P a Q) jsou definovény vzorci
¢ f:k-u L_qg

i PR Srfapp, Yot SYS Yoy,

a—1

(2.24) P(z,y) =

oy FET €
W' 3k—1§-"¢§-’-‘7k1 y,_léyéysﬂ,

f:s+1 1 dy
Q=z,y) =
-r:.—l.ﬁrly_'lfd"

sy Tpo1 ST E kg1, Y1 SY S U

Dikaz. Vyndsobimeli rovnici (2.1) funkef v definovanou vzorcem
(2.25) v(z,y) = Pz, 1)Q(z.y)
a integrujeme pfes Etverec Ry, dostaneme identitu

) - [[{3 [0 0220+ Lo, 20 Joge gy azay =

Ry

=/ [z, ¥} — oz, vulz, y)]o(z,y)dzdy.

R,
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Abychom dostali identitu (2.23), stadi v rovnici (2.26) dvakrat integrovat per partes
a uvddomit si, Ze funkce definovand vzorcem (2.25) je rovna nule na hranici étverce
R, a e jeji derivace maji skoky na fiseckach z = 2, 51 S Y S Ysg1 2 Y = ¥s,
zp—1 S ¢ £ zrpq1. Vipotty jsou sice zdlouhavé, ale natolik trividlni, Ze je neni tieba
podrobné provadét.

2.1.2 P¥epis okrajovych podminek a konvergence vzniklych metod

V piededlém odstavei jsme ukézali nékolik mo#nosti, jak sestrojit koneénédimen-
ziondlni operatory, které aproximujf linedrn{ diferencidlni operdtory drubého fadu.
Z Gvah tam provedenych se ukazalo rozumné hledat pfiblizné FeSenf modelové di-
ferencidlnf rovnice (2.1) ze soustavy rovnic

(2.27) (P = flzr,p), (21, 95) € 9B,

kde operator L,Ez) je definovdn rovnici (2.4). Téchto rovnic je tolik, kolik je vniti-
nich uzlil, zatimco poget nezndmych je roven poétu vnitfnich a hraniénich uzld
dohromady. K soustavé (2.27) je tedy tfeba pfidat jestd tolik rovnic, kolik prv-
kit ma mmnoZina hraniénich uzld '™ a tyto rovnice je nutno ziskat z okrajovych
podminek. Symbolicky je budeme zapisovat ve tvaru

(2.28) (s = (AnY)ker  (zr,9s) € T

Zde Iy je operator, kiery funkei definované na mnozing () pfifazuje funkei defino-

vanou na mnoziné I'® | v je pravd strana okrajové podminky 1.2 a Aj je operétor,

ktery funkei definované na T piifazuje funkei definovanou na T'#). N&které zphisoby,

jak konkrétn& sestrojit tyto operdtory i a A ukiZeme v tomto odstavel.
Zaéneme Dirichletovou okrajovou podminkou, tj. podminkou tvaru

(2.29) u(e,y) =v(z,y), (z.y)el.

Okrajov4 podminka tohoto typu nepiedstavovala v jednodimenziondlnim pfipa-
dé& #¥4dny problém, nebotf v hraniénich uzlech jsme znali pfiblizné fefeni pFesné.
Zde tomu obecné tak neni, nebot hraniéni uzly nemusi leZet na hranici oblasti £2.
V ka#dém pripadé v8ak le#l blizko hranice v tom smyslu, Ze ke kaZdému hraniéni-
mu uzlu existuje bod na hranici oblasti §2, jehoZ vzdélenost od uvazovaného uzlu
je nanejvys h. Tato skute&nost nabizi elementarni zpiisob pfepisu Dirichletovych
okrajovych podminek, pfi némsz polozime

(2.30) {(hw)is = wks pro (wp,ys) € r®
a
(2.31) (AuY)ks = ©(Zk,4:) pro (zx,y,) € I
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kde ¢ je libovoln4 spojitd a spojité diferencovatelns funkece v ) a takovs, Ze pro ni
plati

(2.32) pl,y) =7(z,y), (zy)el.

UkaZzme pfedng, e soustava (2.27) doplnénd pravé sestrojenymi rovnicerni typn
{2.28) skuteEné jednoznaénd uréuje p¥iblizné Feseni, tj. Ze jeji matice je reguldrni.
Toto tvrzeni je bezprostfednim ddsledkem nésledujiciho lemmatu.

Lemma 2.2. Matice soustavy (2.27), (2.28), kde operdtory L,Ez), I a Ay, jsou
definovany rovnicerni (2.4), (2-30) a (2.31), je monoténni.

Dikaz. Budnfunkee definovand na mnoZing (h) o takova, %e pro ni plati

(2.33) L0 €0, (2r,3) € M,
a
(2.34) (h)es £0,  (2r, 1) € T®.

Méme dokézat, Ze je ni, < 0 pro (zx,y:) € M T viak plyne ihned z principu
maxima (viz lemma 2.1), nebof rovnice (2.34) neznamenaji nic jiného, ne# Ze funkce
7 je na mno#iné I'™) nekladn4. Lemma je dokdzéno.

O konvergenci sestrojené metody siti plati nasledujici véta.
Vita 2.4. Necht feseni diferencidini rovnice (2.1) s okrajovou podminkou (2.29)

existuje a mé v Q spojité parcidini derivace podle z a y a¥ do Etvrtého ¥ddu véetné.
Necht déle existuje funkce z, kterd je v {2 fedenim diferencidlnf rovnice

& Ou 8 duy
(2.35) ~3;(p(z,y)a—w) = @(P(x,y)%) =1
s okrajovou podminkou
{2.36) z(z,y) =1, (z,y) €T,

a kterd ma v & spojité parcidlnf derivace a# do tvrtého Fidu vietné. Necht koneins
ugs je piibliZné Felenf ziskané ze soustavy (2.27) a (2.28), kde operdtory L,Ez), f
a Ay jsou definoviny rovmicemi (2.4}, (2.30) a (2.31). Pak existuji konstanty M
a ho > 0 takové, Ze plati

(2'37) '“ks s “(Ik; yS)] é Mh
pro kaidé h < hq a pro kaidy uzel (zy,y,) € U™,

Ditkaz. Poloffmeli nis = ugs — u(Zg, ¥s ), existuje za uvedenych piedpokla-
di podle véty 2.2 konstanta Ky takova, ze plati

(2.38) UP)s = €0, (2, 35) € OB
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a

{2.39) lexs| € K1h?.

Podle (2.30) je

(2.40) (ks = @l2r, ys) — u(zr, ), (2k, ) €T

V dtisledkn definice hraniénich uzli existuje ke kazdému uzlu (z¢,y,) € I'*) bod
(%,%) € T takovy, Ze jeho vzdélenost od wzlu (mk, y;) je nanejvyd h. Protofe viak
funkce u a ¢ majf spojité derivace, plyne z véty o stfedni hodnotg, Ze plati

(2.41) u(zr, ) = u(F,9) + O(h)

a

(2.42) p(xk, 1) = ¢(Z,§) + O(R).

Protoze viak je ¢(&,§) = ¥(&, §), dostdvime odtud celkem, Ze je
(2.43) (ko = ersy  (2,3) € TP

a

(2.44) eks| S Kih.

Ze stejnych dévodd viak existije konstanta Ky takovd, Ze pro funkei z plati

(2.45) (LI 2PNy = 1+ &, (z2,) € P,
(Ihz(pr))ks =1+ gks: (m;%) S F(h)7

kde 2P je funkce definovani na mnoiing (%) pFedpisem z,(c‘: ) o 2(zk, Ys) @

(2.46) |&xs] S Kah?, (e, u.) € Q)
ng-’l g Kah, (Zk, y.s) € r(h),

Postupem fiplng stejnym jako v ditkazu véty 3.7 z kap. II (viz str. 179} nyni uZ
snadno dokdZeme, Ze existuje konstanta N takova, Ze pro funkei vg, = Nz(zx, y:)h
plati
(247) (L0 2 Kih? 2 (EPml (op) € 00,

(ho)ks 2 Kah 2 [(amsl,  (z4,9) €T,
pro ka#dé dostatetnd malé h. Z t&chio nerovnosti a z lemmatu 2.2 (srv. také

lemma 3.2 z kap. II) v8ak uZ plyne, Ze funkce vy, majorizuje funkei g, Proto-
%e funkce z je za uvedenych pfedpokladi omezend v €2, plyne odtud tvrzeni véty.

Poznamenejme, #e existence funkce z ve v8té pozadovanych vlastnosti neni pod-
statnd pro tvrzeni této vély a vdZe se pouze na zvolenou techniku dikazu. Jinym
e

postupem, podstatné viak komplikovangj§im, by bylo moZno dokazat vétu 2.4 1 bez
funkce z.
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Aproximace feseni dané okrajové alohy ziskané popsanym postupem tedy kon-
verguji pfi h — 0 k pFesnému fefeni, rychlost konvergence je vSak obecné pouze
O(k) a chyba miiZe navic dosti podstainé zdviset na charakteru prodlouzeni funkce
v. Z téchto divodi se tento postup uZiva jen ziidka. KdyZ uZ je pouZit, doporu-
¢uje se volit mnozinu %) ne striktnd tak, jak jsme ji definovali v odst. 2.1.1, ale
piipustit do ni jesté n&které dalsi body lezici v oblasti . PFislusné hraniéni uzly
pak mohoun samozfejmé lefet i vn& mnoziny {, miizeme viak doséhnout toho, Ze
mmozina [") 1&pe vystihuje hranici I’ dané oblasti. Nasledujici piiklad ukazuje, Ze
to mbiZe prinést az pYekvapivy efekt.

P#iklad 2.1. ReSme Dirichletfiv problém pro rovnici Au = 0 na jedrotkovém
kruhn Q = {(z,y); 2z? + y? < 1} pro okrajovou podminku y(cos §,sin ) = sin4#d,
0 < ¢ < 2. Pfesné Tefeni této okrajové tlohy je funkce u(x,y) = day(z® — 3%).
ProtoZe v tomto p¥ipadé je §%u/dz* = 8*u/8y* = 0, jsou velitiny ex, pro (zx,ys) €
€ QM) rovny nule a celkova chyba piiblizného feden je zpfisobena ponze nepfesnym
splnénim okrajovych podminek. Funkei v prodiouzime do bodd blizkych k hranici
predpisem (rcosf,rsinf) = sin4f, 0 < § < 27 a mnofiny QG a 1™ gvolime
podie obr. 2.1a, 2.1b a 2.1c, v nichZ jsou body z I'® oznafeny kiizky. Visledky
v bodech, které jsou v cbrizcich oznafeny &sly 1 aZ 10 jsou uspofddany v tab. 2.1.
Pro porovnani jsou uvedeny také hodnoty pfesného feseni a hodnoty pfiblizného
fefenf s mnoZinou Q) zvolenou podle obr. 2.1a a p¥episem okrajovych podminek
podle Collatze, ktery bude popsan v daldim textu.

Tabulka 2.1

Zavislost Fefeni na volbé hraniénich uzla

UZit4 metoda Piesné Piiblizné Fefeni
Bod a b ¢ feieni s piepisem okrajovych
podminek dile Collatze
1 0,002 0460 0,0014467 0,001801 4 0,0016382 0,0004648
2 0,0204758 0,0144711 0,0180182 0,0163923 0,0152682
3 0,0722098 0,0507785 0,0631967 0,0573731 0,0588973
4 0,0102136 0,0072297 0,0090023 0,0081962 0,0069724
5 0,0715117 0,0506118 0,0630390 0,0573731 0,058 5656
6 0,2161745 0,1522059 0,1901021 0,1721194 0,177 2701
7 0,028 4809 0,0202160 0,0251554 0,0229483 0,0233160
8 0,1643993 0,11687486 0,1455464 0,1327778 0,1365299
9 0,0606202 0,0432254 0,0535307 0,0491770 0,0505218
10 0,3094698 0,2215432 0,2733532 0,252441 8 0,2597308
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Obr. 2.1a
Specialni volba mnoZiny I'™ () pro piikiad 2.1
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Obr. 2.1b
Specidlni volba mnoziny T(*) pro priklad 2.1
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Z ditkazu véty 2.4 je siejmé, Fe plati-li specidlné ['®) C T, je mo#no volit funkei z
tak, Ze pro ni plati z(z, y) = 0 pro (z,y) € . Tato volba pak umoZni brat funkei v
ve tvaru Nz(zx, y,)h? a dokézat tak rychlost konvergence O(h?). Nepiiznivjs vi-
sledek, ktery jsme obdrzeli v obecném pfipadg, je tedy zplisoben ne dosti pfesnym
predpisem okrajovych podminek. Zarove je také vidét, Ze k rychlosti konvergence
O(hz) vede kazdy takovy prepis okrajovych podminek, ktery nenarusi monoténnost
matice vzniklé soustavy a jehoZ lokdIni chyba (jak se veliina cg, zavedend v di-
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Obr. 2.1¢c
Specidlni volba mnoZiny I'®) pro pifklad 2.1
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kazu véty 2.4 nazjva) je nejméns Faddu O(h?). V daldim textu uvedeme dvé takové
moZnosti.

Nejprve popifeme nejbznéjsi a nejéastdji pouzivany pfepis Dirichletovych okra-
Jovych podminek, ktery je zaloZen na linearni interpolaci a bjvé spojovan se jmé-
nem Collatzovijm. Bud tedy A hraniéni uzel. Pak musi existovat aspofi jeden uzel
B, ktery je sousednf k uzlu A a ktery je vnitini a uzel C’, ktery je sousedni{ k uzlu A
a ktery lezi vné oblasti Q. Uvedené uzly milZeine pfitom zfejmé& vybrat tak, Fe lezi
na pfimce, a bez fijmy na obecnosti miizeme pfedpokladat, Ze tato piimka je rovno-
b&Zn s osou z. Bud dile C priisedik isetky C'A s hranici T dané oblasti a polofme
oh = CA, takie je 0 < o < 1 (viz obr. 2.2a). Nechf konetn& u je dostatetnd hladka
funkce v Q. Polofime-li po&stek soufadnic do bodu A a osu = orientujeme kladné
ve sméru od bodu A k bodu B, je funkce u{A)(h — z)/h+u(B)xz/h Lagrangeovym
interpolanim polynomem pro funkci u. Plati tedy

(2.48) u(z,y) = u(A)hh;m + u(B)% +ra

aje

(2.49) Iral £ M2

pro body leZici na GiseCce C'B. Specialng je tedy (pro # = —ch v na$em soufadném
systému)

(2.50) w(C) = (1 + o)u(A) — ou(B) + ra.

258

2 METODA SITT

Obr. 2.2a
Ptepis Dirichletovych okrajovych podminek
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Vyjdeme-li 2 této rovnice, je pfirozené definovat operétory I a Af piedpisem

(2.51) (W u)a = ua l-;—LouB
a
1
Coy, =
(2.52) W54 = 77570

Pfi Collatzové prepisu okrajovych podminek tedy doplnime soustavu (2.27) rovni-
cemi typu

(253) (0u)a = 1-(O)

které zapiSeme pro kaZdy hraniéni uzel.

7 lemmatu 2.2 opét plyne, e matice metody siti dané rovnicemi (2.27), (2.53)
je monoténni, takie tato metoda ma smysl. Jeji rychlost konvergence je piizniv&jsi
nei u metody siti, kdy okrajové podminky pFepisujeme na zakladé pouhé spojitosti,
a je popsdna v nasledujici vété.

Véta 2.5. Necht Feleni u diferencidln{ rovnice (2.1) s okrajovou podminkcu
(2.29) existuje a md Ctyfi spojité parcidlni derivace v ). Necht dile existuje funkce
z vlastnosti popsanych ve vété 2.4, Bud konetné ui, fesenf soustavy (2.27), (2.53).
Pak existujf konstanty M a hy > 0 takové, Ze pro kaZdy uzel (vr,ys) € Q™ a pro
kazdé h £ hy platf

(2.54) luks — ulzs, y:)| S Mh2.
Dikaz jepfesnym opakovani diikazu véty 2.4 s tim jedinym rozdilem, 7e pro
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operator /¢ plat! rovnice (2.43) s lep&im odhadem
(2.55) lexs| S MA2.

Tato skutecnost umozfiuje brit funkei ks spliiujfci nerovnosti (2.47) ve tvaru
Ny, y, )b

Postulovani existence funkce z poZadovanych vlasinosti op&t nenf nutné a di-
myslnéjsf dikazovou technikou se mu lze vyhnout.

Prepis Dirichletovych okrajovych podminek zaloZeny na linedrni interpolaci je
tedy z hlediska Fidové pFesnosti vyhodny a ve srovnani s pfepisem zalofenym na
spojitosti nenf o mnoho komplikovan&jii. Proto se Jej v praxi také velice Easto uiiva.
Piesto m4 viak podle nageho ndzoru uréitd nevyhody. Pfedné pfi sestavovan? rovnic
typu (2.53) nenf v nékterjch piipadech jasné, jak vybrat smér, v ném¥ mame inter-
polovat. Tak napf. nastavé-li situace Jjako na obr. 2.2a, miizeme stejné opravnéné
Jjako rovnici (2.53) uiit rovnici

-
1+7
kterd svazuje uzly A a D). Kroms toho, uf vicekrat jsme zdiiraznili, e p¥i diskretiza-
¢i kteréhokoliv problému Jje Zidoucf zachovat co nejvice jeho piivodnich vlastnosti.
Tak napf. operdtory L,Sl) a J’.h2 isme v p¥edchozim odstavei sestrojili tak, aby byla

1
(2.56) Ua — up = H—T‘Y(E'),

zachovéna platnost principu maxima. Pfednost jsme viak dali operdtorn L,Sz), kte-
1y vedl na symetrickon soustavu linedrnich rovnic, takze 1épe odpovidal tormu, Ze
plivodn{ rovnice je samoadjungovand. P¥ipojime-li viak k rovnicim (2.27) rovnice
typu (2.53), je matice takto vaniklé soustavy nesymetricki. Proto se zd4 pFirozend
vyjit sice z mylenky linedrni interpolace, a tim dosahnout i stejné Fadové rychlosti
konvergence jako v¥ie, modifikovat viak u#ity postup tak, abychom ziskali symetrii
matice soustavy pro uréeni neznémych uy,. Takovy postup nyui popiseme. Rozli-
Sujme pFitom tii pFipady charakteru hraniZniho uzlu tak, jak jsou vyznaZeny na
obr. 2.2a, 2.2b a 2.2¢.

(a) Charakter hrani¢nfho nzlu podle obr. 2.2a: V tomto pifpads uZijemne rovnici

l1+¢ A+ R 1+7 fA+D
[a’p( 2 )+ rp( 2 )]UA-_

A+ B A+D
( 2 ) “B P ( 2
= ;p(A ;L B)SD(C) + %p(A ; D)SO(E),
kterou dostaneme uZitim rovnice (2.53) vynasobensé &initelem (1+0)p((A+B)/2) /o
a rovnice (2.56) vynasobené &fslem (1 + 7)p((A + D)/2) /7. Lokalni chyba této
rovnice je tedy zfejmé opét (O(hZ).

(b) Charakter hranigniho uzlu podle obr. 2.2b: Zde uZijeme rovnici

(2.58) lj”p(A;B)uA—p(A;B)uB = %p(i;ﬁ)sa(c),

(2.57)

oo =
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Obr. 2.2b
Piepis Dirichletovjch okrajovych podminek
£ all
j Q
[ A
ArB
2
ah
"‘hg_g
13
Obr. 2.2¢

Prepis Dirichletovych okrajovych podminek

€ 4 |n
<
+
2 A+8
C:AA =
I +
S
2}
é;" o _h
=

kterd je pouhym nésobkem rovnice (2.53). o -
(¢) Charakter hraniénihe uzlu podle obr. 2.2¢: V tomto piipad® uZijeme rovnici

@s9) [S55(557) +o(552) +o(H5 7)o

~o(55)um (52 )un - p(55 5 Jun = 2o (55 5) w00

Rovnice (2.59) vznikla tak, e jsme k rovnici (2.53) vyn4sobené &initelemn (1 +
+ a)p((A+ B)/2) /o pfiketli rovnici

e (4525 ur (D) (A0

- . , 2
Pro piesné fefeni d4 totiZ operace na levé strand rovnice (2.60) vysledek O(h?), jak
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plyne ihned z Taylorova vzorce, takZe lokdlni chyba rovnice (2.59) je stejné jako
u piedeslych rovnic Fadu O(h2).
Soustava rovnic (2.27), k nfZ pfiddme rovnice typu (2.57) aZ (2.59), m4 zfejms

[Py

symetrickon matici a pro pfibli¥né fefenf vypoltené pomoci nf plati opét véta 2.5.

. Obr. 2.3

Nepravidelnd sit pro aproximaci rovnice druhého fadu

C‘___,:,
T-—{-‘-’—'——- l_-_:__,,&'_’___l*
Jah
z A
o A | 3
I
1
{
|
|
—
B

Jiny ¢asto uZivany pfepis Dirichletovy okrajové podminky je zaloZen na myslen-
ce aproximace dané diferencialni rovnice 1 v hraniénim uzlu, a to tak, Ze se uZije
nepravidelnd sif. PopiSme strucnd i tentc postup. Bud tedy A uzel, v nédm# chee-
me aproximovat diferencidln{ rovnici (2.1} pomoc{ bodd B, C, D a F, které jsou
rozmisté&ny jako na obr. 2.3. Pomoci Taylorova vzorce nebo metodou neur€itych
koeficientii snadno zjistime, Ze rovnice

gy SERA, i),
- ,\12-;3/\2 (A;D) DS AlzLAZ”(A;E)”E"'
P ),
ik ramy sk, e,

+ i(/\l + A2)(As + )t4)h2Q‘(A)] Ua =
:%(Al + Ag)(As + A4)h2f(A)

aproximuje diferencialni rovnici (2.1) s pfesnosti O(h). Rovnici tohoto typu uZijeme
v ka?dém hraniénim uzlu. Za body B, C, D a E z obr. 2.3 vezmeme piitom ty
uzly, které jsou sousedni k uzlu A a jsou vnitini, a ty body, v nichi protinaji
vlakna. sit& prochazejici uzlem A hranici. V téchto poslednich bodech jsou tedy
hodnoty pFiblizného fedeni znamé a dané okrajovou podminkou. Soustava linedrnich
algebraickych rovnic, kterd vznikne pfipojenim rovnic typu (2.61} k rovnicim (2.27)
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mé opét monoténni {a tedy i reguldrni) matici a celkovs diskretizani chyba je opét
fadu O(h?). Upozornéme viak, Ze zminéné matice nen{ obecné symetricka.
Viimnéme si zavérem tohoto odstavce jeSté struéné problematiky pfepisu okra-

jovych podminek obsahujicich derivace. Zatneme Neumannovou @lohou pro rovnici
(2.1), tj. dlohou nalézt funkci u, kterd splituje v § diferencidlnf rovnici (2.1), je
spolu s prvnimi parcidlnimi derivacemi spojitd v § a pro ni# plati na hranici I
oblasti {2

ou

v
kde v je vnéjsi normala ke hranici v daném bodé a v jJe funkce definovana a spojita
na I. Vzhledem k tomu, Ze prepis okrajovych podminek obsahujicich derivace pii-
nasel vi i v jednodimenzionalnim pfipadé uréité obtiZe, Etendfe jist& nepfekvapi,
e se vzristem dimenzi tyto obtife rostou. ProtoZe celd Fada otdzek tykajicich se

(2.62) =1,

i

nejvhodnéjsi formy tohoto pFepisu neni dosud Gplné uspokojivé vyfelena, omezi-
me se na popis jedné velmi jednoduché moZnosti, ktera se opira op&t o myslenku
linedrn{ interpolace. Bud tedy A hranin{ uzel. Oznafme C priseéik normaly ke
kfivce I" vedené timto uzlem s I' a B’ ten priiseik sestrojené normaly s nékterou
pfimkou sité, kiery leZi nejbliZe uzlu A a zaroved leZi uvnitf oblasti Q. Jsou-li tyto
body rozmisténé jako na obr. 2.4, plati pro thel o, ktery svirad normala CA s osou
r z¥ejmé 0 £ o £ 7/4 a pro kaZdou dostatetné hladkou funkei je

u(4) — u(B')
h

(2.63) g—z(C) = %(A) +O(h) = +O(h).

COs o

Obr. 2.4
Ptepis Neumannovych okrajovych podminek

r
«‘é(
2
v
N c
£ A B
7 &
5
ﬁ 5 ]

Aproximujeme-li hodnotu u(B’) v bodg, ktery nepatii do sité, pomoci linedrni in-
terpolace, dostaneme

(2.64) u(B") = {tg )u(D) + (1 - tga)u(B) + O(h?),

263



III. PARCIALNI DIFERENCIALNI ROVNICE ELIPTICKEHO TYPU

takZe celkem plati
cosa

(265)  2h0) = ) — (1 - tga)u(B) - (g a)u(D)) + O,

Zanedbame-li v této rovnici Elen O(h) a dosadime-li podle ni do okrajové podminky
(2.62), dostaneme pro hrani¥nf uzel A rovnici
h

(2.66) g — (1 —tgo)ug — (tga)up =
cos o

1C).

I zde se uziva modifikace popsaného postupu, kterou jsme doporuéilt jiz p¥i pFepisu
Dirichletovych podminek a ktera spoiva v tom, Ze mnozina uzld, ve které hledame
aproximaci daného problému, se roziffi o nékteré uzly, které leif vné oblasti 2. Tak
napf. v obr. 2.4 mizeme za hraniéni uzly poklddat uzly ¥ a F. Uzel A se pak stane
vnitinim a nap¥, v uzlu £ dostaneme zcela analogicky jako v predchozim vykladu
rovnicl

(2.67) uz — (1 - tgBus — (tgBug = %v(ff)-»

Uvedenym postupem se miize podafit opét lépe vystihnout hranici dané oblasti,
nez kdyz postupujeme striktné podle definic z odst. 2.1.1. Af uZ uZijeme podminku
typu (2.66) nebo {2.67), vanikne v pipads, Ze funkee g v rovnici (2.1) nen{ identicky
rovna nule, soustava rovnic s monoténni matici. Je-li funkce g identicky rovna nule,
je FeSitelnost vzniklé soustavy vézana na splnéni jistych podminek pro funkei 7.
Jsou-li tyto podminky splnény, je fefeni uréeno az na konstantu. Jednoznaénym je
mizeme wéinit, zvolime-li pevné hodnotu funkce u v nékierém uzlu. Touto volbou
pak dostaneme ze soustavy (2.27) a {2.66), resp. (2.67) novou soustavu, jejiz matice
je monotdnni. ’
Pokud jde o Newtonovu okrajovou podminku, tj. o podminkua

u
(2.68) F —k(u—v) nal,

kde k a ¥ jsou zadané funkce na I" a k je kladnd, je mo#Zno uzit analogicky postup.
Tak napf. v uzlu A z obr. 2.4 dostaneme rovnici

1+ ACk(C)
(269) uA —T—_;—E'_-Ek—(a(l—tga)uB_
14+ ACK(C) _ ABk(C)
BTN o/ o AR A o T LA

Jejiz lokalni chyba je opé&t O(h).

Postup pro piepis okrajovych podminek obsahujicich derivace, ktery jsme pravé
popsali, vede (samoziejmé za piedpokladu dostateéné hladkosti pfesného fefent
k rychlosti konvergence fadu O(h). Dikaz pFisluinych tvrzeni, jejichz piesnou for-
mulaci si snadno provede Etendf sdm, je @iplné analogicky jako dikaz véty 2.4,
a proto jej nebudeme detailné provadét. Pokud jde o postupy, pomoci nichZ lze
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docilit rychlost: konvergence fadu O(h?), nenf soudasns situace plns uspokojivé. Je
zndma sice fada formuli, pomoci nichZ se této rychlosti konvergence dosahne {je-li
napf. hranice sloZend z dselek sit&, vychézi se obvykle z faktu, %e vyraz [u(z+h) —
— u(z — h)]/(2h) aproximuje prvni derivaci s pfesnosti ((h?)), univerzalni piedpis
viak neni v pfipadé obeené kfivoéaré hranice dosud znam.

2.1.3 Metody zvySené piesnosti, jiné tvary siti

Zatim jsme pfi ndhradé okrajové alohy konefnédimenzionalnim problémem postu-
povali tim nejjednodudsim zpisobem. K aproximaci diferencidlniho operdtoru jsme
totiz pouZivali diferen&ni operdtory svazujici hodnoty pfiblizného feSeni v nejmen-
$im moZném poctu bodh. PouZijeme-li k této aproximaci vice bodl ne? je nezbyt-
né nutné, dosdhneme presnéjii aproximace daného operitoru. Metody, které takto
vzniknoun, se nazyvaji metody zviSené pFesnosti. Za priklad takové metody miize
slouZit nahrada Laplaceova operdtoru operdtorem Ap definovanym rovnici {2.21),
pii ni% se dopoustime chyby fadu O(h®). Aby celkové diskretizatni chyba byla rov-
n&% fadu O(hS), je tfeba i okrajové podminky aproximovat se zvySenoun pfesnosti.
Zde v8ak vznikaji obtiZe, zejména pak v pFipadg, Ze hranice je kiivoard a Ze okra-
jové podminky obsahuj{ derivace. Obt{Ze tohoto druhu jsou pro metody zvysené
pFesnosti typické a protoZe otdzky s nimi souvisejici nejsou dosud uspokojivé Fese-
ny, uZivaji se tyto metody dosti ziidka.

Druha otdzka, které je tfeba se alespoh struéné dotknout, je problematika tvari
siti n#fvanych pro fefeni eliptickych parcidlnich diferencidlnich rovnic. Daleko nej-
b&zn&jsf jsou Etvercové sit&, jimiZ jsme se zabyvall aZ dosud. Kromé nich se nékdy
u#ivaji, zejména v pifpadech specidlnich tvart oblasti , jiné pravidelné sité jako
napf. trojlihelnikové, Zestifihelnikové apod. Tak napf. Poissonovu rovnici

Py u
(2.70) TR f(z,9),
(kterd je zfejmé specidlnim piipadem diferencidlni rovnice (2.1)) lze aproximovat
na trojihelnikové siti zndzornéné na obr. 2.5 diferencni rovnici

Obr. 2.5
Trojihelnikova sit

NNN S

VANV AN
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(2.71) ug — 2(up +uc +up +ug +ur+ug) =
= 1R’ f(A) — HRYAf)(A)

s pFesnost O(h?) a na Sestitthelnikové siti z obr. 2.6 rovnici
(2.72) Ug — %(HB +uc + UD) = —%hzf(A)

s presnosti O(h).
Nepravidelné sité (kosohlé, eventuilng kfivotaré) se pou¥ivaji nesmirné zfidka;
Jejich wZiti miize byt nékdy ospravedinéno zjednoduSenim diferenénich rovnic.

Cbr. 2.6
Sestithelnikova sit

2.2 Linearni rovnice étvrtého Fadu

Problematiku uZit{ metody siti pro feieni okrajovych floh pro diferencidlni rovnice
vyssich F4di budeme ilustrovat na pifklad& biharmonické rovnice

_ 8tu *u u

ve Etverei 2 = {(z,y); 0 < 2 < 1,0 < y < 1} s okrajovymi podminkami
(2.74) u(z,y) = e1(z,y),

Ou

B_V(w’ y) = (102(:':) y)

na hranici I" tohoto Etverce (v je vnéjsi normaéla).

Sestrojme stejné jako v odst. 2.1 v oblasti Q Etvercovou sit a poloZme h = 1/n,
kde n je pfirozené &islo, coZ zaruéi, Ze hranice I' splyne s nékterymi vldkny sité.
Protoze operator I definovany pfedpisem

(2.75) hz(l.;.u)k, = 4uk, —Up4l,s — Uk—l,s — Uk,s+1 — Uk s—1
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aproximuje Laplaceiiv operdtor —A (jde o specialni pfipad opertoru L,Ez) z odst.
2.1), da se otekdvat, Je operdtor Ly Ly = LE, ktery je tedy definovin rovnici
(276) h4(’—}?u)ks = 20”]:5 - 8(uk+1,c + Uk —1,5 + Uk, 241 + uk,s—l)'l‘

+ 2(ups1,541 + UE—1 541 + kgl e—1 + Uk—1,s—1)+

+ (Urt2,s + Up_2,s + Uk s42 + Uk,s-2),
aproximuje biharmonicky operdtor. Z nasledujici véty plyne, Ze tomu tak skuteénd
je.

Véta 2.6, Bud'u funkce, kterd m4 v néjakém okoli U bodu (z, y) 3est spojitych
parcidlnich derivaci podle obou proménnych a bud' h tak malé, Ze body (x + h,y),
(E—h, U): (:B, y+h); z, y_h); (:L'—'—h, y+h): (1"—]1, y+h): ($+h> y_h)l (S!?—h, y_h))
(z+2h,y), (& — 2h,y), (z,y+ 2h) a (z,y — 2h) led( v U. Pak platf
(2.77) 20u(z,y) — 8[ulz+ A, y) +u(z — h,y) + uv(z,y + h) +u(z,y — M)+

+2u(z+ hy+hy+ule—hy+h)+ulz+hy— k) +ule—hy- R+
+ [u(e + 2h,y) + ulz — 2, ) + u(z, y + 20) + u(z,y — )] =
= kY Ad)u(z,y) + O(h®).
Dikaz tohoto tvrzeni plyne ihned z Taylorova vzorce, a nebudeme jej proto
podrobné providét.

Obr. 2.7

Sitové schéma pro biharmonickou rovnici

K
G C F
L 2] 2 J
H 3 /
M

PfibliZné feSeni ug; budeme tedy potitat z rovaic

(2.78) (Lu)es = flza, 1),

kde uzel (z,ys) probiha jake dive mno#inu vnitinich uzli (), doplnénych rovni-
cemi psanymi pro kazdy hrani¢ni uzel (z3,y,) € I'®}, které se ziskaji z okrajovych
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podminek. Mno#iny QM*) a I'™) se pfitom definuji stejné jako v odst. 2.1 pomoci
pojmu sousednich uzlii. Je viak tfeba mit na pamati, Ze za sousedy uzlu A z obr. 2.7
je t¥eba pokladat dvanéct ugld B, ..., M (srv. vzorec (2.76)). V nasem speclalnim
pripade je tedy mnoZina QM) tvokena uzly {2k, ¥s), pro néf je k, s = 2,..,n—2,
a pro mnozinu I'*) platf (%) = Fl(h)ul"z(h), kde .I"l(h) obsahuje uzly le#ci na hranici
I Etverce 2 a I, éh) obsahuje uzly, jejichz vedalenost od I" je pravé h. Vzhledem
k prvni okrajové podmince {2.74) hodnoty pfiblizného feSeni v uzlech 7 I’ 1(") Zné-
me. V uzlech z I 2“‘) zuzitkujeme druhou okrajoveu podminku fplné stejnd, jako
jsme to uéinili u okrajové dlchy pro oby&ejnou diferencilni rovnici ¢tvrt€ho fadu
v piedeslé kapitole. Tak napf. v uzlu (21, y,) piSeme rovnici

(2.79) o1, = 1, + 2hepa(20, Ys)

a hodnotu u-;,, vypoftenou z této rovnice dosadime do rovnice (2.78) psané pro
uzel (#1,y,). Timto postupem dostaneme ziejmé soustavu (n — 1) rovnic o (n —
~ 1)® neznamych up, v uzlech (z1,3,) € OV, kde QP = oM U (M. Kazds
rovnice z této soustavy je pfitom bud p¥imo rovnice (2.78), nebo — v pFipadé, Ze
je(zr,vs) € th) — rovnice (2.78), do ni¥% se za hodnotu resp. hodnoty lezici vné Q
dosadilo z rovnic typu (2.79). Vynésobme jesté viechny rovnice &fslem ht a matici
takto vzniklé soustavy linedrnich rovnic oznatme Bj. Tato matice je zfejmé fadu
(n—1)2. Je-li 5 libovolny (n — 1)2-dimenzionaln{ vektor o stozkéch n,, poloiime-li
Nes = 0 pro (2x,ys) € Fl(h), N_1,s = M, a analogicky pro ostatni uzly z F,Fh), plati
pro kazdou slozku (Bn)is vektoru Byn

(2.80) (Bam)is = hA(Lim)ke,  (2x,u0) €9,

jak se snadno zjisti.
Symbolem «(*) oznagime (n — 1)*-dimenziondlni vektor pfiblizného fegeni. Tento
vektor je tfeba vypolist ze soustavy

(2.81) Biu™ =g,

kde g je dany vektor (jeho# slozky zavisi na pravé strané dané diferencilni rovnice
ana pravych stranach okrajovych podminek). Aby nimi sestrojend metoda siti méla
viibec smysl, je tieba odpovidét na otdzku po Feitelnosti této soustavy. K tomu,
ale 1 k @vaham o konvergenci pouZijeme nasledujici lemma.

Lemma 2.3. Existuje konstanta v > 0 takovd, Ze pro libovolny (n — 1)%-
dimenziondlnf vektor n o sloZkich ng, platf

(2.82) (Bun,m) 2 vh* Imlln, 2. »

kde

2.83 = s max Al
(283) lls s, =max{  max  n I,(mw,)ery) ks iR
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a kulaté zdvorky v (2.82) znaéi skaldrni souéin v (n — 1)?-dimenzionalnim euklidov-
ském prostoru.

Dikaz Podle vzorce (2.80) je

n—ln-=1
(2.8 (Bamm)=h* > (M =k SO (LAn)kamns.
(zx.v.ye0® k=1 s=1

Dvojl:'m uZitim lemmatu 3.10 z kap. II na kaidy z dvojndsobného souitu na pravé
strané (2.84) snadno zjistime (srv. také dikaz lemmatu 3.14 z kap. II), %e plati

(2.85) (Bammy=h* 3 (el +2 > nl+
BT (zxga)el )
+ 20 + 2'73;—1,1 + 27)%;.—1 + 2Uﬁ—1,n—1-

Cisla (Lyn), jsou viak z¥ejmé slozky vektoru Apm, kde Ay, je matice soustavy rovnic

(2.86) B2 (Lamks = gray (22,3) € Q.
Je tedy
(2.87) (Ban,m) = (Awm Aam) +2 3. k4

(n,!lu)EI';E")
+ 207, + 27172.-1,1 + 2Uf,n-1 + 2"73.—1,11—1-
Z rovnice (2.87) viak ihned plyne, Ze plati

(2.88)
Bvmmz2 ). 22 max - [7es]) = 207 max |mk,h7Y]%
(enper®  (rwer? (envjers®
Buc}’ nyni e®9, p g=1,...,n~ 1, vektor, kterf mé (p, g)-tou slozku rovnu jedné
a viechny ostatni slozky rovny nule. Pak zfejms plati
(2.89) Tpg = (1, ¢ D),
Bud dale a9 vekior, ktery je Fesenim soustavy
(2.90) ApalPt) = o(P0),
Abychom mohli feeni této soustavy jednoduse zapsat, uvazujme soustavu vektortt
vy =1, ,n — 1, jejichz slozky jsou dany vzorci
(2.91) ug';-*‘)=2hsin1’:—ksinﬁ7ﬁ, ks=1,...,n—1.
n

Piimym v§po&tem snadno zjistime, Ze velstory v (“#) tvoi{ dplnou ortonormovanou
soustavu vlastnich vektordi matice A, a Ze piisluina vlastni &sla A, jsou dina
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vZOrci
- YT 4 e T
(2.92) /\,,4_4—2(cos - +cos ) =

v v
:4(sin2£+sin2 5;), vyp=1,...,n-1

Odtud mimo jiné plyne, %e existuji konstanty cg’}.’ﬂ takové, Ze plati
(2.93) P9 = Z c,(}:;’)v(""‘).
(v .yu)enf”)
Vynésobfme-Ii rovnici (2.93) zleva matici Ay, dostaneme
(2.94) Ara®?) = e®9) = Z A,,ucg,‘:ﬂ)v("'“).
(z,,y,‘)en}“)

Cisla ).,,ucg,‘;;q), vu=1...,n—1,jsou tedy Fourierovy koeficienty vektoru e @)
vzhledem k ortonormaélni béazi v(*#), a proto plati

(2.95) )w‘cgpﬁq) = (e(P:‘I)} v(v‘u)) _ U_E,';'“)
neboli

1 v
(296) csl"‘iq) = )‘_y#_vx(}qll‘)_

Z rovnice (2.92) a ze zfejmé nerovnosti sin?z > 42?2/« platné pro libovolné
redlné z z intervalu (0,7/2) viak plyne existence konstanty 7 (nezavislé na n)
takové, e plati
L Pl
Aoy T A2 4t

(2.97)
Dosadime-li tento vysledek do (2.96) a pougijeme-li rovnic (2.91), méme
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Pro euklidovskou normu vektoru a(P%) tedy dostévame podle (2.93) a (2.98)
493 ! 72
wm s T sk
(@uyn JEOL

nebot Fada ¥ 1/(¥* + u?)?, kde stitdme pies viechna celd &sla, je konvergentni.
Dosadime-li do rovnice (2.89) za vektor e(P9) podle rovnice (2.90) a pouiijeme-li
toho, #e matice Ap je symetrickd, mame

(2.100) Nipg = (Anm, alPD).
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Podle Schwarzovy nerovnosti je tedy
(2.101) oal? < sl 92 < 22 Asm, Anm)

a tato nerovnost plati pro viechny dvojice (p, ¢) takové, Ze je (zp, 9g) € Q(lh) Odtud
a z rovnice (2.87) viak ihned plyne, Ze plati

h2
2.102 B >4 2
(2.102) (Bamm) 2 =1 max 7]

K dtikazu nerovnosti (2.82) staéf uf jen polofit vy = min(2, 1/v3) a pouift nerovnosti
(2.88) a (2.102). Diikaz lemmatu je hotov.

Z pravé dokazaného lemmatu plyne predné, Ze matice By je pozitivné definitni.
Soustava {2.81) m4 tedy pravé jedno feSeni. Z lemmatu 2.3 vSak plyne snadno
1 konvergence uvaZované metody siti.

Vé&ta 2.7. Necht YeSeni u diferencidini rovnice (2.73) s okrajovymi podminkami
(2.74) md ve &tverci Q) spojité parcidlni derivace a¥ do Sestého Fddu vietné a necht
ug, je pribliZné feSeni vypoétend ze soustavy (2.81). Necht n je vektor o sloZkich
ks — ¥(Tr, Ys ), Tk, Ys) € Qgh). Pak existuje konstanta M takovd, Ze pro kazdé
dostateéné malé h plati

(2.103) lo7lln, 2. < Mh.
Dikaz. Bud u® vektor o slozkich u(z, y;) a poloime
(2.104) &= BulP?) — g,

kde g je pravi strana rovnice (2.81). Vzhledem ke konstrukei matice By a k hlad-
kostnim pFedpokladiim kladenym na funkei u existuje konstanta M takova, Ze je

(2.105) lexs| £ MBS, (zi,u,) € O,
a
(2.106) lersl € MK, (ox,3) € I§P.

Pro vektor 5 plati
(2.107) Bin=c¢
a podle nerovnosti (2.82) mame

1
0109 Il S| X amt 5 ebna|s
(Z2,¥: }EQM) (n.y.)el‘z("’

1
Sohplobhe | X lnlt X bleud].

(#,y5 YEQUM) (o ya)er™
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Protofe mnozina (%) m4 ¥4dové G(1/h?) prvki a mno¥ina I 2(h) pouze O(1/h) prv-
ki, plyne tvrzeni véty uz snadno z nerovnosti (2.108) a z odhadii (2.105) a (2.106).

Pii p¥episu okrajovjch podminek jsme v ndmi vysetfovaném pfipadg vyuiili spe-
cilnfho tvaru hranice dané oblasti. V obecném p¥ipad$ se pii pfepisu okrajovych
podminek vychézi z obdobnych principd, jak bylo uvedeno u okrajovjch podmi-
nek pro rovnici druhého ¥4du. ObtiZe, které tam nastévaly zejména v p¥ipadé, Ze
okrajova podminka obsahovala derivace, se zde vyskytuji v piipad jakékoliv okra-
jové podminky, nebot u rovnice Etvrtého Fadu jsou zaddny okrajové podminky dve,
a aspofi jedna z nich musi vidy obsahovat derivaci.

2.3 Reseni vzniklych soustav linedrnich rovnic

V pFedchozim textu jsme vidéli, e fesit okrajovou tilohu pro lincdrnf parcidlni dife-
rencialni rovnici metodou siti znamend fesit jistou soustavu linedrnich algebraickych
rovnic. Algoritmus pro tefeni dané okrajové alohy je tedy dén teprve tehdy, jeli
udéna konkrétni metoda pro fefenf zmingné soustavy rovnic. ProtoZe tato posledni
Zdst celkového algoritmu metody siti je z praktického hlediska znaén& diileZitd —
feSenf nahradn{ soustavy line4rnich rovnic spotfebuje prakticky viechen potfebny
vjpodetnf Zas — vEimneme si i této problematiky. Z divodu zachovani piijatelné-
ho rozsahu této knizky budeme velice struéni a v podstaté se omezime na vydet
nejlypiétEjsich moinosti, aniz budeme zachézet do néjakého podrobnéjsiho rozboru
uvidéngch metod. Jako modelové iloha ném pro vétdinu vikladu v tomto odstavei

poslouZf Dirichletova Gloha pro Poissonovu rovnici
(2.109) —Au = f(z,y)

na étverel @ = {(z,¥); 0 < z < 1,0 < y < 1}. Laplaceiv operator —A budeme
pfitom aproximovat operdtorem [, definovanym rovnici (2.75). Budeme se tedy
zabjvat soustavou rovnic

(2.110) dug, —up41,s —Uk-1,5— Uk,s+1 — Uk,s—1 = R f(ze,ys), k,s=1,...,n-1,

kde hodnoty s, Uns, Uko, Bin jSOU zndmé a pro integraéni krok h plati A = 1/n,
kde n je piirozené Fisto. Jde tedy o soustavu N = (n— 1)? rovnic 0 N nezndmych.
O#fslujeme-li neznémé jednim indexem, a to tak, Ze postupujeme po Fadcich sité
odleva doprava a odshora dolii, lze soustavn (2.110) zapsat v maticovém tvaru

(2.111) Au =g,

kde A je étvercova matice fadu N (kterd je symetrickd a ireducibilng diagon4lné do-
minantni) a g je dany vektor pravé strany urfeny pravou stranou dané diferencidlni
rovnice a okrajovymi podminkami. Matice A je pfi daném ofislovéni neznamych
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blokové tfidiagonalni, tj. je tvaru

Al B, 1] 0
B :
(2.112) A= g o s
Bn—z
0 ... 0 Bay Aug

kde A; a By jsou £tvercové matice fddu n — 1 dané rovnicemi
(2.113)

4 -1 0 0
= -1 0 0
0 T
Ak: 0 , Bk_ .
Z 0 :
: ' 0
-1
0 T 0 -1
L0 ... ... 0 -1 4 ]

a symbol 0 ve vzorci (2.112) znaé{ nulovou matici ¥4du n — 1. Matice A; jsou tedy
tiidiagonalnf a matice By diagondlnf (plat{ dokonce By = —/, kde / je jednotkov4
matice). Hledany N-dimenzionalni vektor lze pfitom psat blokov ve tvaru

(2.114) T -

1

kde up jsou (n — 1)-dimenzionélni vektory dané rovnicemi

(2.115) g = [0k, Uncinok]T, k=1,...,n—1.

vaivs

V pfipadé obecnéjsich diferencialnich rovnic druhého fédu bude struktura ma-
tice A v podstaté zachovéna, matice Ay a By ve vyjidieni (2.112) viak nebudou
konstantni a v pfipadé obecn&jiich oblasti bude i jejich fad zaviset na indexu k. To
byl také diivod, pro jsme psali ve vzorci (2.112) indexy, i kdy# v naSem specidlnim
piipadg je to zbyteiné, nebol viechny matice A; i B jsou zde stejné. V piipadé
rovnice ¢tvrtého fadu lze vEtdinou matici A uvést na blokové pétidiagonalni tvar.
At uZ jde o rovnici druhého & vyatho fadu, je volba otislovéni nezndmych pod-
statnd a kdybychom ji provedli ndhodng, dostali bychom matici, ktera by byla sice
fidka, tj. obsahovala by mncoho nulovjch prvkii, aviak ty by v ni byly rozmistény
nihodné. V pfipadé nimi zvoleného oéislovani je vEak matice A nejen Fidk4, ale
dokonce pdsova a pfitom #idnym jinym oéislovdnim neznamych nelze dosdhnout
mens{ 5ifi pasu. MoZnost takového o&islovdni nezndmych je pro matice vznikajici
v metodé siti typicka.

V nésledujicich odstavcich struéné popifSeme nékteré konkrétni metody feSeni
soustavy (2.111).
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2.3.1 P¥imé metody

K feSeni soustavy (2.111) Ize v z4sad® uZft viechny béiné varianty Gaussovy elimi-
paéni metody. Vzhledem k tomm, %e matice A je symetrickd a pozitivné definitni,
lze uit eliminaén{ metodu bez vybéru hlavniho prvku a vyuZit tak skuteénost, Ze
matice je pasovi. To vede k podstatné redukei poétu potiebnych operaci i potu
pam&fovych mist. (Poiet nisobenf je nap¥. Fadové roven O(1/k*) oproti O(1/h®)
bez vyuziti pasovosti matice A.)

Specialni strukturu matice A vSak miZeme vyuZit také pf¥fmo: Se soustavou
(2.111), kterou lze psét blokové ve tvaru

Al Bl 1] 0 uy g1
B :
(2.116) 0 T h, : S =
: N Bn—z
[0 ... ... 0 Buy Aeca] Luasa ] Lgaos

budeme manipulovat piesné tak, jako kdyby velitiny A;, B:, resp. u;, g; nebyly
matice, tesp. vektory, ale &isla. Tento postup vede k nasledujicim rekurencim (srv.
vzorce (3.138), (3.152) a (3.153) z kap. II). Nejprve vypocteme matice Di (¥adu
n — 1) z rovnic

(2.117) Dy = A,
Dy = Ay — Bya1D, 4 Brey, k=2,...,n—1,

pak (n — 1)-dimenzionalni vektory ¢; z rovnic

(2.118) € = go,
& =gk — Beo1Dy hok—1, k=2,...,n-1

a konegné neznamé vektory 4y z rovnic

(2.119) 1= D a1,
up = D;l(ck — Biugq1), k=n-2,...,1

Postup popsany rovnicemi (2.117) je co do pogtu operaci ekvivalentni Gaussové
eliminazni metods a lze jej bez obtiZi provést, nebot postupné vznikajici matice Dy,
jsou pozitivng definitni, takZe matice k mim inverzni lze konstruovat trojihelniko-
vym rozkladem bez vybéru hlavniho prvku. Zéroveii je také vidét, Ze tento postup
lze s mirnymi modifikacemi uit i u obecnéjsich tloh druhého fadu. V pFipad¥ rovnic
&vridho Fadu je ptirozend tieba uift rekurence typu (3.207) aZ (3.209) 2 kap. IL.
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UZiti eliminaéni metody k FeSeni velkych soustav typu (2.111) Zasto usnadni,
1ze-li matici A psat blokov& ve tvaru

[P0 . . 0 Q7
0 . .
(2.120} A=
; 0 :
o ... . 0 P._s QF,
| &1 o e @y Py |
kde P; jsou symetrické pozitivné definitni matice. Pro matici A pak plati
(2.121) A= MMT,

kde M je dolni trojihelnikova matice tvaru

r -

R 0

0o - :
(2.122) M=

0 ... ... 0 My 0

LAy . No—z My_y |

a matice My a Ni spliiujf rovnice
(2.123) MMI =P, k=1,...,n-2
(2.124) MMT =Qy, k=1 ,n-2,
a
(2.125) Mo iMT = Pooy = MNT — N, o NT

Matice M; lze tedy pro £ = 1,...,n — 2 sestrojit Choleského metodou nezévisle
jednu na druhé. Z rovnic (2.124) se pak uréi matice Ny pro k = 1,...,n—2 a koneing
z rovnice (2.125) — opét Choleského metodou — matice M,,_;. Redeni piivodni
soustavy se pak zfejmé (viz rovnici (2.121)) dostane feSenim rovnic

(2.126) My =g,
MTy=v.

Popigme jednu z moZnosti, jak offslovat uzly sité tak, aby matice A soustavy
(2.111) byla tvaru (2.120). Tento postup lze it i v piipadé obecného pétibodového
schématu (2.4). Pfedpoklddejme, Ze plati n — 1 = rm, kde r a m jsou cel4 Eisla,
a rozdélme nejprve viechny vnitfni uzly do #2 + 1 skupin takto: Do prvni skupiny
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dame nzly (kh,sh), prongijek=1,...,m—1las=1,...,m—1do druhé skupiny
déme uzly, prong jek =1,...,m—las=m+1,...,2m—1atd. aZ do r-té
skupiny ddme uzly, prondi jek=1,...,m—las=(r—Lm+1,...,rm— 1; do
(r + 1)-nf skupiny déme uzly, prond% jek =m+1,...,2m—las= 1,...,m-1
atd. ai do (2r)-té skupiny dédme uzly, pro n&% je k=m+1,...,2m — las=(r—
—Dm+1,...,rm— 1 atd. a% do r?-té skupiny déme uzly, pro néz jek =(r—
—Dm+1,...,rm—las=(r—1m+1,...,rm—1;do (r? + 1)-ni skupiny dédme
viechny zbyvajici uzly. Uzly z prvni skupiny oéfslujeme prvnimi (m — 1)? indexy,
wzly z druhé skupiny druhymi (m — 1)? indexy atd.

Za predpokladn, 3e plati Ay, = Da By =-Tprok=1,...,n—1, kde Da T
jsou t¥idiagonélni matice, Ze je n = 95+ 3 fe matice D a T komutuji, Ize soustavu
(2.111) feSit velmi efektivng metodou zvanou meieda cyklické redukce. Postup je
nésledujici:

PoloZme proi=0,...,s
(2.127) D; = ﬁ [D— 9 cos (2r2i—+11)7rT]’
r=l
L=T?
a vypottéme pro ¢ = 1,..., s rekurentn& vektory g]-(i)
(2.128) gi(c') - 'ﬁqu(,f:i) + Dl__lgz(;—l) n Ts-1g2(_::;i),
j=1,... 2t

pFi¢emz klademe g-(n) =giproj=1,..., 25+l 1.

Déle fedme soustavu

(2.129) D,u® = g
Koneénd proi =s—1,. .,0 poloZme
(2.130) uf = uf T =1,
uéi) = uz(fll_,- =0

a feSme soustavy
(2.131) D"”z(?l-l = Ti”z(;) + 9'2(_;')1-1 + Ti“z(;?l-z’
i=0,...,227 -1

Vysledné vektory ul(n), e ’-’;21_1 jsou Fefenfm soustavy {2.111).

Provédfme-li soutiny matic a vektori na pravé strané rovnic (2.128) a (2.131)
opakovanym nasobenim t¥idiagonalnimi maticemi D — 2 cos ((2r-1)x/ 2t TaT
a feSime-li soustavy (2.131) tak, Ze opakované Iefime soustavy s tFdiagondlnimi
maticemi D — 2cos ((2r — 1)a/2*t1)T, je potet potfebnych operac Fadové roven
gslu (n — 1)%In{n — 1), tedy a na faktor In(n — 1) potu rovnic. Popsany postup
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redukuje tedy poéet potfebnych operaci ve srovnini napf. s Gaussovou eliminaci
velice vyrazné.

Upozornéme, Ze uvedené vzorce jsou spravné i v pfipadé, %e D a T jsou libovolné,
ne nutné t¥{diagonalni matice fadu {n — 1), jen kdy% komutuji. V tomto p¥ipads uz
véak nebude pocet potiebnych operaci tak vyhodny jako vyse.

Jedna z obtiZf spojenych s uZitim pfimych metod k FeSenf rovnic vznikajicich
v metodé siti spoéiva v potfebé vysokého poétu paméfovych mist i v pfipadé, Ze
piislusnd matice m4 velmi mnoho nulovych prvki. Pfi t&chto metodach se totiZ, at
u# pifmo nebo nepfimo, konstruuje trojihelnikovy rozklad dané matice, a vzniklé
trojithelnikové matice mohou obsahovat nenulové prvky i v téch mistech, kde vycho-
z{ matice nuly méla. Stoneova metoda nedplného rozkladu redukuje podstatné podet
potiebnych pamétovych mist. Vychdzi z toho, Ze se postupuje pfesné podle vzorci
pro trojihelnikovy rozklad obecné matice, prvky pFisludnych trojihelnikovych ma-
tic se viak pofitaji pouze v téch polohach, které odpovidaji polohdm nenulovych
prvki pivodni matice, a jinde se kladou nuly. Soufin takto vzniklych matic se pak
pfirozené nerovnd piivodni matici, pfesto v8ak mohou tyto matice sloufit za vycho-
disko k velmi efektivoim algoritmiim. Do dalsich podrobnosti nebudeme zachazet
a odkazujeme &tenéfe na specializovanou literaturu (viz napf. Stone (1968)).

Nakonec se zminime je5t& o jedné skuping p¥fimych metod, kieré se v posledni
dob& intenzivné vyvijeji a které se snaii zuZitkovat tu skutednost, e jednoduché
rovnice vznikajici v metodé siti umime velmi efektivné feit, je-li 1 dand oblast
jednoduchd (viz napf. metoda cyklické redukce). Zakladni myslenku t&chto metod
popifeme jen ve velmi hrubych rysech. Necht je nap¥. tfeba fekit soustavu (2.110),
&tverce a v uzglech, které pfitom piibudou, doddme dalif rovnice typu (2.110). Pravé
strany pro né& ziskdme FeSenim vhodné soustavy linedrnich rovnic, kierd sice bude
mit plnou matici, ta véak bude nizkého Fadu. ReSeni piivodniho problému se tak
pfevede na feSeni malé soustavy s plnou matici a na Fefeni soustavy, kterd ma
zhruba tolik nezndmych (ve skuteénosti o néco vice) jako plivodni soustava, aviak
kterou je moZné vyfedit velice rychle. Podrobnéjsi pouéen{ o metodéch tohoto typu
nalezne &tendf napf. v Eldnku Proskurowského a Widlunda (1976).

2.3.2 Itera¢ni metody

P¥imé metody jsou pro Feseni diferenénich rovnic vétSinou uspokojivé, jsou-li viibec
proveditelné, tj. zejména tehdy, nezabrani-li jejich uZiti nedostateéna pamétova ka-
pacita politate, ktery mame k dispozici. Proto se v souvislosti s metodou siti (a také
v souvislosti s metodou konetnych prvki, jak uvidime) uzivaji podstatng Castéji nez
v pfipadg jednodimenziondlnich dloh iteraéni metody. Ze skupiny tzv. maticovych

iteraénich metod jsou nejb&%n&jsi Gaussova-Seidelova metoda, superrelazaéni meto-
da (metoda SOR) a riizné varianty metod sti{davych smértt. Z gradientnichk metod,
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tj. metod, které vychazejl z myslenky minimalizace kvadratické formy
(2.132) Q) = LuTAu—uTy,

(jej% minimum je v p¥ipads, Ze matice A je symetrickd a pozitivné definitni, fe-
$enfm soustavy (2.111)), je to pak zejména metoda sdrufengch gradientd, kterd je
v posledni dobé znaénd populdrni. Viimndme si proto zminénych metod ponékud
podrobnéji.

Pfipomeiime, Ze superrelaxani metoda je déna vzorcem

(2.133) u®H) = 5w 4 C g,

s maticemi M, a C, definovanymi rovnicemi

(2.134) H,=(D-wl) Y (1-w)D+wl]
a

(2.135) Co =w(D—-wi)™t,

pfifem? je
(2.136) A=D-L-U,

kde D je diagondlni matice, L dolni trojGhelnikova a U horni trojthelnikové matice,
obé s nulami na hlavni diagonéle a w je &iselny parametr zvany relaxaéni faktor.
Gaussovou-Seidelovu metodu dostaneme pak pro w = 1.

Matice soustavy (2.111) mé v kazdém fadku kroms diagondlntho prvku ui jen
nanejvys Etyii nenulové prvky. K vypodtu jedné iterace je tedy zapotfebi fadové
tolik operaci, kelik slozek m4 hledany vektor. ProtoZe pracujeme stéle s toutéz pii-
vodni matici, poéet potfebnych pamé&tovych mist je ddn poétem jejich nenulovych
prvkii a pfirozend dimenzi hledaného vektoru. To je také hlavni vyhoda nejen su-
perrelaxaéni metody, ale vlastné viech iteraénich metod oproti piimym metoddm.

Pfipomeiime také, Ze je-h 0 < w < 2 a je-li matice A symetrickd a pozitivné
definitni, je superrelaxaéni metoda konvergentni. Déle pfipomeiime, Ze je-li matice
A dvoucyklickd (tj. existuje-li permutani matice P takova, Ze matice PTD-1(L +
+ U)P je tvaru

0 B2
(2.137) [le 0],

kde nuly znamenaji &tvercové nulové matice} a konzistentné usporddand (tj.
nezavisi-li vlastni &sla matice B(a) = aD 'L + o~ D71V, @ # 0 na paramet-
ru a), je moino superrelaxaéni metodu optimalizovat, tj. je moZno nalézt takové
€islo wopt, 0 < wopt < 2, Ze plati

(2.138) o(Ha) = wéf‘of, 2 e(H.),
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pri¢emZ optimalni relaxaéni faktor je dan vzorcem
1
14 [1- 2(D-1(L+ U))]

Konecné pfipomenime, e plati
(2.140) A(D7HL+ U)) = o(Hh),

takze &islo QZ(D_l(L + U )) Jje spektralni i)olomér Gaussovy-Seidelovy iteraini ma-
tice a Ze pro spekiralni polomér optimalizované superrelaxaini metody je

1-[1-(D-(L+ U]
14 [1- (DL + U]

UkaZme, Ze v pi{padé nasi modelové dlohy pfistusna matice (t). matice soustavy
(2.111)) do vy¥3e popsané t¥idy patii. Matice D ~1(L+4 U ) vznikne z matice A zfejma
tak, ze se jeji diagonalni prvky nahradi nulami, u nediagonélnich prvki se zméni
znaménko a vyd&li se EtyFmi. Vynésobit matici D ~1(L+U ) zleva matici PT a zpra-
va matici P, kde P je permutaéni matice, znamend pieéislovat nezndmé v piislugné
soustavé rovnic a zménit odpovidajicim zpisobem pofadi rovnic. Pieéislujme ne-
zndmé ,8achovnicové®, tj. v p¥ipads, Ze n je liché, &islujeme ty nezndmé, kde soudet
k+ 3 je lichy, postupné zleva doprava a shora dolii indexy 1,2, ..., (n—1)2/2 a ty ne-
znamé, kde soudet k+s je sudy, indexy (n—1)2/2+1,...,(rn—1)? v pFipadg, fe n je
sudé, uZijeme pro ty nezndmé, kde souéet k+ s je sudy, indexy 1,...,[(n—1)2+1}/2
a pro ty nezndmé, kde soulet &+ s je lichy, indexy [(n—1)2+1]/2+1,...,(n—1)2.
Pierovname-li odpovidajicim zplisobem i rovnice, dostaneme soustavu, jejiZ matice
je ziejme tvaru (2.137). Matice A je tedy dvoucyklicka.

Abychom dokézali konzistentni uspofddanost matice A, uvazujme libovolné vlast-

P

nf &slo A matice D ~1(L+U). Je-l vy, jemu odpovidajici viastni vektor a polozime-li

(2.139) Wopt =

(2.141) o(Hu ) =

Vos =Uns=0pros=1,....n—lavigg=wvg,=0prok=1,...,n—1, plati
(2.142) V=16 + Vet1,s + Vb s41 + V-1 = 4Avgs

prok,s =1,...,n—1. Vynsobime-H kaZdou z t&chto rovnic ¢islem a* %, dostaneme
(2.143) aa(k_l)_’uk_l,, + aak'(’+1)vk,,+1+

1
+ Eat(k+1)-’l}k+1,, + %ak_("_l)‘uk,,_l = 4)0!"_"1)“.

Cislo A je tedy také vlastnim &fslem matice B(e) = D~ + o~ D -1V (a odpovi-
dajici vlastni vektor je o ~*vg,). Snadno se uf zjisti, fe kaid¢ vlastni &islo matice
B(«) se dostane popsanym zpiisobem. Vlastni &isla matice B{(a) tedy skuteing
nezavisi na o a matice A je konzistentné uspofadana.

Pfi FeSeni soustavy (2.110) superrelaxaéni metodou plati tedy vzorce (2.139)
a (2.141). Specidlni pfipad této soustavy umozinje také ilustrovat, co se skuted-
n& ziskad na rychlosti konvergence ufitim optimalizované superrelaxatni metody.
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Rychlost konvergence budeme pfitom maéfit, jak je zvykem, velikost{ spektrdlniho
poloméru piistusné iteraéni matice. Snadno se zjisti, Ze &sla A, , dand vzorcem

Ay = 1 cos 2 #r = -
(2.144) )\,,,,—z(cosn+cosn), vu=1,...,n—1,

jsou viechna vlastni &fsla matice D~1(L + U). Plyne to toti# z toho, Ze vektory
v{#) jejich? soufadnice jsou dény vzorci (2.91) a které tvofi fiplnou soustavu
vlastnich vektor@ matice A, z odst. 2.2, jsou ziroveh vlastnimi vektory matice

D=L+ U). Je tedy

(2.145) (DML +U)) = cos = = coswh = 1~ O(R?),
a tedy také

(2.146) o(H) = (DL + U)) =1 - O(®*).
Odtud a ze vzorce (2.141) vSak plyne, Ze plati

(2.147) o(Huep) =1 - O(R).

Spektralni polomér optimalizované superrelaxaéni metody je tedy pro mald A sku-
tetn& podstatn& mensf ne# spektralni polomér Gaussovy-Seidelovy metody.

P¥i praktickém uzit{ superrelaxatni metody se postupuje obvykle tak, Ze se vypo-
tet zah4j{ Gaussovou-Seidelovou metodou a po vypoétu nékolika iteraci se odhadne
spektrélni polomér p¥istuiné iteratnf matice H; mocninnou metodou. Tato aproxi-
mace se pak uZije ve vzorci (2.139), do néhoZ se dosadi ze vzorce (2.140).

Resime-li obecnéjsi eliptickou rovnici druhého f4du na Etverci nebo obdélniku,
jeho# strany jsou tvofeny p¥{mkami sit, je piislusnd matice rovnéZ dvoucyklické
a konzistentné uspofadani, takic vzorec (2.141) lze ufit i v tomto piipadé. Tohoto
vzorce se viak v praxi uzivd i v téch ptipadech, kdy nevime, zda skuteiné vede
k minimalni hodnoté spektralniho poloméru. Alternativné se pfi uZiti superrela-
xaénf{ metody postupuje také tak, %e se v situaci, kde se Fesi celd velkd skupina
problémii podobného charakteru, uréi optimélni relaxaéni faktor experimentalné
v jednom pifpadé a v dalsich pi{padech se uZije takto ziskana hodnota.

Gaussovu-Seidelovu i superrelaxaéni metodu (a i mnohé dalsi maticové iteraéni
metody) lze realizovat v tzv. blokové podobé. Strutné feleno to znamend, Ze matice
dané soustavy se rozd&li na bloky tak, aby diagonélni bloky byly reguldrnf Etvercové
matice a iterace se konstruuji podle stejngch vzorcil, jaké byly uvedeny vyse s tim,
%e skalary, které se v nich vyskytuji, je tfeba pokladdat za vektory, resp. matice.
To mimo jiné znamend, Ze kdekoliv se v téchto vzorcich vyskytuje déleni, je tieba
je chipat jako nasobeni pishuinou inverzni maticf. Tyto blokové iteratni metody
mohou bt v nasi specidlni situaci vyhodné, nebot blokova struktura matice A sou-
stavy (2.111) je velice jednoduché. Pfedpokladame-li, e tato soustava je zapsana
ve tvaru (2.116), Gaussova-Seidelova blokové metoda déna vzorcem

(2.148) o = AT g - By = Bra?), k=101
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Podobné biokova superrelaxaéni metoda je ddna vzorcem

(2.149) u = WA (g - ByorufY — Bru™) + (1 w)ul,
k=1,...,n— 1.

Pro vypotet je vfhodn&jsi pfepsat rovnice (2.149) v ekvivalentnim tvaru
(2.150) At = g — Be_yu - B,
o 2 (G ) 4y,

Je-li blokové matice A dvoucyklickd a konzistentnd uspofddana — tyto pojmy
se definujf Giplné stejné jako diive — plaii pro optimdlni relaxaéni faktor vzorec
(2.139). Matice D, L a U v tomto vzorci jsou samozfejm& matice dané vztahy

AL 0 ... ... 0 o ... ... 0
0 . . : Bl ) .
(2151 D= | : . . - : L= ;
: 0 : :
0 .. .0 Apy 4 0 B.,_; 0
0 B 0 0
U= 0
Bn-z
0 ... 0

Vzhledem k tomu, Ze popsané blokové metody lze upravit tak, Ze provedeni jedné
iterace u nich nevyZaduje vice pocetnich operaci ne¥ vypodet jedné iterace u dfivé}-
sich metod (kterym se v této souvislosti fika bodové iteredni metody), a vehledem
k tomu, Ze konverguji vétSinou rychleji ne? metody bodové, jsou dosti vaZnymi
kandidaty na univerzalné pouZitelné metody pro fefeni rovnic, které vznikaji pfi
metodé siti.

Dalsi metoda, ktera se zd4 vhodnd pro feSeni diferenénich rovnic, je Peacemanova-
Rachfordova metoda stfidavych sméri.

Abychom ji popsali v pfipadé modelové soustavy (2.110), pisme matici A této
soustavy ve fvaru '

(2.152) A=H+V,
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kde H a V jsou matice Fadu (n — 1)2 definované vzorci

c o0 ... 0
0
(2.153) H=|:
0
0 0 ¢
2, - 0 0
-1,
(2.154) v=| 0
: 0
-1
Lo ... ... 0 —k 2, |

v nichZ I je jednotkov4 matice fadu n — 1 a C je tfidiagondlni matice fadu n — 1
dana rovnici

(2 -1 0 0]
-1 ’ :
(2.155) c=|9 :
: 0

: -1

o .. ... 0 -1 2|

Peacemanova-Rachfordova metoda je pak ddna dvojici vzorci

(2.156) (wil + H)a®YD = (i — V)u® 4 g,
(wil + VYD = (il — )Gt 4 g i=0,1,...,

kde / je jednotkova matice Fadu (n — 1) a na vektor u(+1/2) je tieba se divat jako
na mezivysledek.

Rozklad (2.152) vznikne tak, Ze piSeme levou stranu rovmice (2.110) ve tvaru
(—Uk—1,5 +2tps — Uk 41,5 ) + (—tk,s—1 + 2Uks — U, 541), matici H vytvoiime z prvntho
sCitance a matici V z drubého séitance.
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Pro matici w;/ + H na levé strané prvni rovnice (2.156) plati

wilb+C 0 ... 0
(2.157) wil+H=| 0 :

: 0

1] e 0 w4+ C

takZe je to blokové diagondlni matice. PoloZime-li tedy

(2.158) pli¥L/2) - [u1(i+1/2)T’ - .,u,E”f’z)T]T,
(wil = V)W +g=v",..., v\,

rozpadne se prvni soustava ve vzorci (2.156) na n -- 1 soustav

(2.159) Wik + O =y k=1,...,n-1,

s tfidiagondlnimi maticemi. Vektory u,SH'l/ 2), z nichi je sestaven vektor uy(#+1/2),
miizeme tedy pohodn& a velmi ekonomicky vypoéitat Gaussovou eliminaci pro
t¥idiagondlni matici. Vypoéet vektoru u(+H? tak vede na Fefenf n — 1 soustav
s tfidiagonalnimi maticemi pro n — 1 nezndmych. Vsimnéme si pfitom, Ze vzhledem
k pouFitému ofislovani sloFek hledaného vektoru u pFedstavuje vektor ulg'-ﬂ/ ? hod-
noty pfiblizného feseni na piimce y = (n — k)h rovnob&iné s osou z. Uvédomime-li
si, #e matice w;/ + V je blokové tFidiagonalni, pfi¢emi jednotlivé bloky jsou dia-
gonalni matice, je zfejmé, Ze ofislujeme-1i nyni na rozdil od ptedchoziho vykladu
neznimé v soustavé (2.110) po sloupcich odshora dolii a odleva doprava, lze matici
wil + V psat ve tvaru

wih¥C 0 ... 0
(2.160) wlqv={ 0 :

: 0

[4] o 0 w4+ C

tj. zcela stejnd jako matici w;/ 4+ H. Druh4 soustava ve vzorci (2.156) se tedy roz-
padne na n — 1 scustav

(2.161) Wil + i =wy, k=1,...,n—1,

s t¥idiagonalnimi maticemi a vypotet vektoru u{*1) vede op&t na feeni n — 1
soustav o n — 1 nezndmych s tf{diagondlnimi maticemi. Zdiraznéme viak jesté
jednou, Ze vektor u(**+1) je rozdglen na bloky jinak ne# vektor u+1/2) a jeho slozka
u,EH'l) znaé{ nyni hodnoty p¥iblizného feSeni na pfimce z = kh rovnob&iné s osou y.
Slozky vektoru pFiblizného FeSen{ tedy potitime v prvnim pilkroku metody (2.156)
postupné po piimkdch rovnob&znjch s osou z a v druhém piilkroku po pfimkach
rovnobé&inych s osou y. Odtud také pochizi ndzev metody.
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Vezmeme-li v Givahu zplisob, kterfm jsme dosli k maticim V a H v rozkladu
(2.152), je snadné zobecnit metodu stfidavich sméri i na podstatné obecn&jsi dife-
rencidlni rovnici (2.1) s okrajovou podminkou (2.68) v obecné oblasti Q. Dokonce
neni ani nutné omezit se na rovnomérnou sit. Matice C a /. v rovnicich (2.153)
a (2.154) nebudou ovsemn konstantni a v p¥fpadd obecné oblasti nebudou dokonce
ani stejnfch Fidd, jejich tFidiagondlni, resp. diagonalnf struktura viak zistane za-
chovéna. Z algoritmického hlediska bude tedy vypoget jednotlivych iteraci probfhat
stejné jako v popsaném pifklads.

Rovnice (2.156) pfedstavuji nestaciondrni iteraini metodu, kde &fsla w; (zvana

iteraén{ parametry) se mohou od iterace k iteraci ménit a je tieba je volit tak,
aby kanvergence byla co mo#néa nejrychlejsi. Obvykle se postupuje tak, #e pro kas-
dych m po sobé jdoucich iteracich se za n& bere koneénd posloupnost &sel w;, i =
=0,...,m~—1. Iteraén{ parametry se tedy periodicky opakuji. Pro ilustraci uvedme
bez zdiivodnéni nékteré volby iteratnich parametrfi, které byly v literatufe navr-
Zeny. PoloZime li m = 1, je w; = w pro ka#dé i a optimalni hodnota iteraénfho
parametru je ddna vzorcem
(2.162) Wopt, = 4sin % cos %
Metoda stiidavych sméri konverguje v tomto p¥ipadé asi tak rychle jako optimali-
zovand superrelaxafni metoda. Protoe v3ak jeji provedeni vyzaduje vice pogetnich
operaci, ne# je tomu u superrelaxaéni metody, nelze tuto jeji variantu p¥{lis dopo-
ruéit. Podstatné zlepSeni rychlosti konvergence Peacemanovy-Rachfordovy metody
sti{davych sméri lze dosdhnout ai teprve tehdy, pfipustime-li m > 1, tj. uzijeme-li
vice iteraénich parametrii neZ jeden. Byla navriena celd Fada postupt, jak tyto
parametry volit, a v soudasné dob& je této problematice vénovana uZ rozsahla li-
teratura. Jedna z moZnosti, jak uréit nejen dobré parametry, které jsou v p¥ipads
vyie uvaZované modelové dlohy blizké optimalnim parametréim, ale i jejich podet,
tj. &slo m, pochdzi od Douglase. Cislo m se pfi tomto postupu uréi jako nejvats
celé &islo, pro né% plati nerovnost

2 1\m Lo n
— in® — < 22
(2.163) (21/2 - 1) sin” 5 < cos® o,
a iteraéni parametry w; se pro i =0,...,m — 1 potitaji ze vzorcl
4 V240N L ow
(2.164) w= g1 (gmoy) 0 5

nebo ze vzorcl

4 (21/2—1)-' g

(2165) Wy = m 51/—2—ﬁ CO8™ —.

2n

Ackoliv z teoretického hlediska jsou ob& tyto moZnosti rovnocenné, praktické zku-
Senosti naznacujf, Ze druha volba vede k v&tSi rychlosti konvergence.
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Jina posloupnost iteraénich parametri pochazi od Wachspresse a je ddna vzorcem

fucl

2n y — _
syl PO mel
2n

4 cos?

{2.166) =
(cotg

kde m je nejmensi celé &islo, pro né% plati nerovnosti

(2.167) m22 (Y- 1)m1< g %

Priznivé vlastnosti viech uvedengch voleb iteratnich parametri jsou dokézény za
pfedpokladu, Ze matice H a V v rozkladu (2.152) komutuji. Je-li tento pfedpoklad
poruden (napf. proto, 7e dand oblast nenf étverec, nebo Ze koeficienty dané rovnice
nejsou konstantnf), bere se Zasto za posloupnost iteraénich parametri posloupnost,
kterd se ziskd pro modelovou filohu na nejmensim & verci obklopujicim danou oblast.
I kdy% teoretické zdiivodnéni zde neni k dispozici, dochdz! p¥i tomto postupu ve
srovnani napf. se superrelaxaéni metedou k podstatnému urychleni konvergence.

Poznamenejme jests, Ze existuje celd fada variant metody stifdavych smérti. Tak
napf. pomémné Castd je tzv. lokdiné jednorozrmérnd metoda, kterd vychdzi opét
z rozkladu (2.152) a v ni# se iterace poéitaji z dvojic vzorcd

(2.168) (wil + H)yuCH2 = (w1 = H)u®) 4 g,
(wil + V)uCFD = () — v)uG+1/2) 4 g

Pfi uzZiti t&chte vzorci se postupuje podobné jako u Peacemanovy-Rachfordovy
metody.

Upozornéme také, Ze metodu st¥idavych sméra lze uzit i pro fefeni diferenénich
rovmic, které vzniknou diskretizaci m-dimenzionélnich tloh, kde m > 2. V tomto
piipadé se rozkladd matice na m s€itanci, z nichZ kazdy odpovida nahradé derivaci
ve sméru jedné soufadnicové osy, a jedna iterace se sklada z m dil¢ich krokd.

Uvedme konéeng jeste dvé iteraéni metody, jejichZ teoreticky vyzkum je v sou-
¢asné dobé velmi intenzivn{ a nen{ ani zdaleka jedts ukongen, pro néz viak existuje
fada indikaci, e by mohlo jit o vibec nejefektivngjsi metody pro feSeni soustav
linearnich rovnic, které vznikajf v metodé siti nebo v metodé konetnych prvki.

Prvnf z nich, metoda sdrufenych gradientd, slou#i k p¥ibliznému feSeni soustavy
Au = g se symetrickou pozitivné definitni maticf. Je to, jak uZ jsme uvedli vyse,
gradientni metoda, v niZ se kvadratickd forma ¢} dan4 rovnici {2.132) minimali-
zuje postupné ve smérech v, které vzniknou A-ortogenalizaci vektori rezidui.
Pfislusné vzorce jsou

(2.169) v = (M= g A,
v (T ()
Q; = —r
v (T Ay (3)

) ) gy 6
P+ 0 a6
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v T A G+1)
b= Toray @
YO+ = (G4 | gy ),

Tato metoda mé pozoruhodnou vlastnost, %e za pfedpokladu, Ze se nedopoustime
zaokrouhlovacich chyb, vede po N krocich (N je f4d matice A) k pFesnému FeSeni.
Nejde tedy v pfesném slova smyslu o iteraéni metodu, pfesto se viak jako tako-
vé4 u¥ivd, nebot ve specidlnich pfipadech, zejména pii uZiti na diferenéni rovnice
vznikajicich v metods siti a v metodé konéenych prvkil, dava asto Feleni s poZado-
vanou piesnosti mnohem dfive nez po N iteracich. Efektivitu metody sdruZenych
gradient? je moZné podstaing zvysit dpravami matice A, které maji zhruba fedeno
za cfl vhodn& modifikovat jeji spektrum. V tomto pfipadé se pak mluvi o ped-
podminéné metodé sdrufengch gradientd. Jde vSak o postupy dosti komplikované,
takZe do podrobnosti nelze v tomto elementarnim textu zachazet.

Dalsf iterani metoda, o niz se zde chceme zminit, je metoda vice sité (multigrid
method). Tuto metodu nelze jednodue zafadit do Zadné z vySe zminénych sku-
pin iteraénich metod a ani jeji teoretické fundovani neni dosud zdaleka ukonéeno
a v mnoha jejich variantich se zatim postupuje intuitiveé. Proto naznatime jeji
zékladnf myslenku jen v téch nejhrub&ich obrysech, aniz bychom se sebeméné sna-
#ili udat n&aky konkrétni navod ke skuteénému pofitani. Divod, pro o ni viibec
mluvime, je ten, ¥e chceme &tenafe upozornit, Ze viibec néjakd takovd metoda exis-
tuje. Metoda vychazi z toho, %o Tedeni soustavy (2.111) predstavuje pFiblizné fedent
dané diferencidlni rovnice na siti K, které pro & — 0 konverguje k pFesnému
feseni. Proto, je-li h malé, jsou Feseni této soustavy pii integraénim kroku h, 24, . ..
v téch uzlech, které jsou spolefné sitim K(*), K(h) . | blizka. Této skutetnosti
metoda vice siti vyuZiva tak, e ke konstrukci zlepSené aproximace na siti K *)
se uZije kombinace n&jaké jednoduché iteratni metody (napf. Gaussovy-Seidelovy
metody nebo metody sdruzenych gradientt) a oprav, které se vypottou interpolact
piiblizného ¥efeni z hrub#i sitd na jemn&jEf sit. P¥iblizné fefeni na hrubsf siti se
ziskd snéze a lze to udinit napf. zase tak, 7e se naznafenym zplisobem uZije jesté
hrub3{ sit. Zakonéeme tuto struénou pozndmku o metodé vice siti, Ze k tomm, aby
byla skutetné efektivni, je tfeba jeji dobra implementace na poéitadi.

2.4 Obecné otazky konvergence a odhadd chyb pfi metodé siti

V tomto odstavei popiSeme struén& princip konvergenénich ditkazli pro metodu
siti. Zatneme tim, %¢ zformulujeme problém fefenf okrajové ilohy metodou sitf
abstraktné.

2.4.1 Zdkladni pojmy teorie diferenénich schémat
Bud déna cblast € s hranici I'. Vy3etfujme diferencidlni rovnici

(2.170) lu=f vQ,
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kde u je hledana funkce, f dand funkce a L linedrni diferencialni operator, s okra-
jovymi podminkami

(2.171) hu=¢;nal;, i=1,..s.

s v

Zde I} jsou n&jaké &4sti hranice I', p; funkce zadané na I a k linedrni operatory
piifazujici dané funkci w funkci definovanou na mnoZiné I;. Poznamenejme, Ze
mno#iny I'; nemusi byt pro rizna ¢ disjunktni. Stejné tak neni nutné, aby sjednoceni
munozin I vyZerpalo celou hranici I' oblasti Q. Tak nap¥. v pfipadé okrajovych
podminek (2.74) pro biharmonickou rovnici (2.73}je s =2, I =Ty =TI, hu=u
a lu = Oufdv.

Bud dile k libovolnému A > 0 dana v uzaviené oblasti (! n&aké koneénd mno-
#ina bodf, kterou nazveme sité a oznaéime Q*), a bud I} linedrn{ operdtor, ktery
funkei u® definované na siti Q) piitazuje funkei Lu(® definovanou na n&jaké
podmno#ing Q) mnoziny Q) Mno¥inu QM) nazveme mmoinoun wvnitfnich uzhi
sitg Q). Bud konetné Ii(h), i=1,...,s, operator, ktery funkci u*) definované na
Q1B pFifazuje funkei Ii(h)u(h) definovanou na mnoziné Fi(h) c Q) F';(i') Na® =g,
a Agh) operator, ktery funkei ¢; uvaZované na mno#ing I' U(,?‘ ), co% je konecnd pod-
mnozina mno#iny Iy, pfifazuje funkei A,(:h)(pg definovanon na mnozingé F,-(h). Uezly
7z TONOZiny U:zl I"‘.(h) nazverne hranidnimi uzly. V dalifm budeme pfedpokladat, Ze

plati Ji_, I ua® = M,
Uvazujme nyni diferendni rovnici

(2.172) L™ = f,

jejiz pravé strana je definovéna na mnoZiné Q™) ynitfnich uzlt a je tam rovna
hodnotim pravé strany diferencidln{ rovnice (2.170), s okrajovymi podminkami

(2.173) 1Mu® = AMg, i=1,..,8

Ka#d4 rovnice (2.173) pfedstavuje konéend mnoho rovnic pro uzly z mnoZiny 1",-(")
a rovnice (2.172) kone&n& mnoho rovnic pro usly z mmoZiny )| takie sousta-
va (2.172) s okrajovymi podminkami (2.173) tvofi soustavu linedrnich rovnic pro
uréenf hodnot neznamé funkee u(®} v uzlech sité Q(*). Diferenéni rovnice {2.172)
s okrajovymi podminkami (2.173) je tedy koneénédimenzionalnfm analogem dife-
rencidlnf rovnice (2.170) s okrajovymi podminkami (2.171). Operatory A,(-h)
cich (2.173) vlastn# pfedstavuji zplisob, jakym se pfevad&ji dané okrajové podminky
do uzld sité ™). Tak nap¥. pro piepis Dirichletovych okrajovich podminek pro
rovnici (2.1} pomoc{ linedrni interpolace je s = 1, mnoZina I 1(h je mmozina uzld

v rovni-

typu A z obr. 2.2a, mnoZina 1"0({') je mno¥ina bodf typu C z téhoZ obrazku a je

(2.174) (Mu)(4) = u®(4) - 1_7_ ~u™)(B),
(AP)(A) = ().
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Poznamenejme, Ze podobng obecné jako v pFipadé ckrajovych podminek bychom
mohli pfevddét do sité i pravou stranu dané diferencidin{ rovnice. Na v¥se uvedeny
specidlni pfipad, kdy pravé strané dané diferencidlni rovnice pfitfazujeme funkei
definovanou na siti jejffmi funkénimi hodnotami v uzlech sité, jsme se omezili proto,
e je v praxi daleko nejéastZjsi a nejuFivandjsi.

2.4.2 Obecné vty o konvergenci metody siti

Mame-li dokazat konvergenci metody siti nebo sestrojit odhad jeji chyby, je tieba
poscudit velikost rozdilu (™ —u. K tomn cili je tFeba n&jakym zpfsobem normovat
funkee, které vystupuj{ v nafich Gvahach. Bud tedy U normovany prostor funkei
definovanych v Q a takovych, Ze pro kazdou funkci w € U/ majf smysl vyrazy Lu
a l;u. Budte déle F, resp. ®;,7=1,..., s, normované prostory funkci definovanych
na 2, resp. na I a takovych, Ze pro u € U plati Lu € F a lu € ®;. Analogicky U
je normovany prostor funkef definovanych na G*) a F{)| resp. <I>$h) Jjsou normované
prostory funkef definovanych na Q) resp. Q(h), pfigems pro u® ¢ ) a w; €
€ &®; plati Lyu® e F®), l,;(h)u(") € 'I:'Sh) a AI(-h)(p,' € @Eh). Piedpokladejmme, ze
kazda funkce u € U, resp. f € F je jako funkce definovand pouze ns mno¥ing Q)
resp. *) prvkem prostoru U™ resp. #(*). Pak maji smysl vyrazy [pu a Ii(h)w
Piedpoklidejme déile, Ze normy zavedené v prostorech, které jsme pravé definovali,
jsou takové, Ze pro kaidou funkciu € U, f € F a o; € @; plati

(2.175) flllgey = fralles 1 Alper — HfllF,
1A illgm — liedd

D
pro i — 0. Nasledujici definice shrnuji poZzadavky, kieré je nutno klast na danou

metodu siti, aby bylo moZné odvodit zakladni informace o jeji konvergenci.

Definice 2.1. Rekneme, Ze diferenéni rovnice (2.172) s okrajovymi podmin-
kami (2.173) eprozimuje diferencidlni rovnici (2.170) s okrajovymi podmfnkami
(2.171), plati-li pro ka#dou funkei u € U

(2.176) ltu — Laullros — O,

1A ) = 4wl gy — 0
pro h — 0. Vyrazy na levé stran€ rovnic (2.176) se nazyvaji lokdlni chyby dané
metody.

Definice 2.2,  Rekneme, %e aproximace diferencialni rovnice (2.170) s okra-
jovymi podminkami (2.171) diferenéni rovnic{ (2.172) s okrajovymi podminkami
(2.173) je #édu p, existuji-li pro ka#dou funkci 4 € U konstanty M a M; tak, e
plati

(2.177) ||L'u - Lhu“F(;.) g Mhp,
AP () — Pl g € Mik?
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pro kazdé dostateéné malé h.

Definice 2.3. Rekneme, Ze diferenéni rovnice (2.172) s okrajovymi podmin-
kami (2.173) je korektni (nebo stabiln vzhledem k vstupnim datim), ma-li p¥i libo-
volnych pravych stranach f a @; pravé jedno feSeni a existuji-li konstanty N a N;
takové, %e pro libovolnou funkei u(® € /(") a libovolné dostateins malé h plati

$
(2.178) [Py £ NPl + 3 Vel 6@ g .
i=1
Korektnost diferen¢n{ rovnice (2.172) s okrajovymi podminkami (2.173) tedy
vlastng znaéi spojitou zavislost jejiho feSenf na pravé stran& rovnice a okrajovych
podminek. Poznamenejme, e uvaiujeme-li diferendni rovnici (2.173) s homogenni-
mi okrajovymi podminkami

(2.179) R = o

a plati-li nerovnost

(2.180) [y £ N[ Laul || pe,

muvime o stabilité vzhledem k pravé strané; podobng, uvafujeme-li homogenni rov-
nicl

(2.181) Lyu =0

s nehomogennimi okrajovymi podminkami (2.173) a plati-li nerovnost

(2.182) [y 37 Nl uM g,
i=1

mluvime o stabilité vzhledem k okrajovim podminkdm. Analogicky lze také zavést
pojem stability pouze vzhledem k nékteré okrajové podmince. Diferenéni rovnice je
tedy korektni, je-1i stabiini vzhledem ke vSem okrajovym podminkdm a vzhledem
k pravé strané.

Zavedené pojmy dévaji moZnost zformulovat konvergenéni vétu pro abstraktni
metodu sfti.

Véta 2.8. Nechf u € U je Feleni diferencidlni rovnice (2.170) s okrajovymi
podminkami (2.171). Necht diferenéni rovnice (2.172) s okrajovymi podminkami
(2.173) aproximuje diferencidlni rovnici (2.170) s okrajovymi podminkami (2.171).
Koneéné necht diferenéni rovnice (2.172) s okrajovymi podminkami (2.173) je ko-
rektni. Pak plati

(2.183) lim 1™ = u|gy ) = 0.
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Je-li navic Fdd aproximace roven &islu p, plati pro chybu piiblizného Fedenf odhad

3
(2.184) ||u(h) - u||U(;.) g AP (MN + Z M,‘N,‘) .
i=1
Dikaz. Zrovnic (2.170) aZ (2.173) plyne, Ze je
(2.185) L;,(u(") —u) = Lau™ — fput lu— b= Lu— Lyu
a

(2186) 5P (@ — ) = [Pu® 1Py AP () — AP (f) = AP () — P,

Odtud vzhledem ke korektnosti dané diferenéni rovnice s danymi okrajovymi pod-
minkami dostdvime

(2187) u® — ullye £ Nu(® — w)lleos + 3 Nl @® - w)gm =

i=1

= Nt~ Luullpes + 32 MllAP o) — 1Pl g0
i=1
Tvrzenf véty nyni uZ snadno dostaneme uzitim rovnice (2.187) a rovnic (2.176),
resp. {2.177) z definic 2.1, resp. 2.2. Véta je dokdzina.

Pfedpoklady této véty lze ve specidlnich situacich zeslabit. Je-li nap¥. néktera
podminka piepsina do diferen&niho tvaru pfesng, tj. je-li I;(h) C Iy, K B = I
a Agh)gp,- = ¢; pro néktery index ¢, neni tfeba v pFedpokladu o korektnosti poZadovat
spojitou zavislost na této podmince. Upozornéme také, 7e bez podstatnych obtiZi lze
zformulovat obdobnou v&tu pro obecny piipad nelineérni soustavy diferencialnich
rovnic s nelinedrnimi okrajovymi podminkami.

Teoretické schéma, které jsme pravé uvedli, se v podstaté af uz v té ¢i oné podobé
vidy pounZiva pii dikazu konvergence libovolné diferenéni metody a pii odhadu jeji
chyby. Vidy je tedy t¥eba provéfit platnost pozadavki (2.177) a (2.178), tj. vidy
je tfeba udinit si pfedstavu o velikosti lokalni chyby metody — to vétSinou neni
piili§ obtiZné a fasto na to stadi pouhy Taylorfiv vzorec — a vySetfit korektnost
plislusného diferenéntho pfepisu, tj. vydetfit spojiton zévislost tohoto pfepisu na
okrajovjch podminkach a na pravé strand. Tento posledni problém je uZ vétSinou
menuty princip maxima. U rovnic étvritého fidu, kde v&ta o maximu neplati, si
vypomahame pozitivni definitnosti diferenéniho problému, nerovnostmi, které, fy-
zikalné fe€eno, bilancuji energii soustavy popsané danou diferencialni rovnici apod.
Podafi-li se viechny tyto obtiZe pfeklenout, dostdvidme ve vzorel (2.184) odhad
chyby u¥ité metody. Tento odhad je viak prakticky mélo cenny, nebot bjva znain&
obti#né uréit konkrétn{ velikost v ném vystupujicich konstant (nékteré z nich zdvisi
na vysiich derivacich hledané funkce), kromé toho byvé vidy znaéng pesimisticky.
V praxi se proto k posouzeni chyby uiiva velice Easto metoda peoloviéniho kroku,
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o niz jsme hovofili v souvislosti s obyejnymi diferencidlnimi rovnicemi v kap. 1.
Teoreticky podklad k jejimu uZiti dava nédsledujici véta,

Véta 2.9. Necht jsou spinény pfedpoklady véty 2.8 a necht existuji funkce
a1 nezdvislé na h tak, Ze pro dané Feleni diferencidlni rovnice (2.170) s okrajovymi
podminkami (2.171) plati

(2.188) }in’é th=2(tu = Lyu) — ¢||pey =0,
tim [1A# (AP () = 4] = AP gy = 0.

Necht dile v néjaké t¥idé V, na které diferenéni rovnice (2.172) s okrajovymi pod-
minkami (2.173) aproximuje diferencidln{ rovnici (2.170) s okrajovymi podminkami
(2.171), existuje feSeni okrajové ilohy

(2.189) lw=1v, hkw=+v; i=1,.s.
Pak plati
(2.190) lim [1A=P () = ) — wljgya = 0.

Diukaz. Zauvedenych pfedpokladi plati pro h — 0

(2.190) [|La [P (ut®) — ) — w)||py = 1B Lh (0™ — w) — Lyw + Lw — Lw||pey S
SR Ly (™ - u) — ¢l po +[[lw — Lawllpe) =
=R P(Lyu™® — Lyu+ Lu— [u) — P gy + |[Lw — Law|)pey =
= |7 (Lu — Lyu) = ¥l poy + 1w — Ly poy — 0

a
(2.102) (KPP — ) — ulf 0 =
= [|h"PI,.(")(u(’=) —u) - ll-(")w-i-AE")(I,-w) = AS")(’.'W)IIq,gn <
< PP @ — u) = APl g+
+ A8 (iw) — (P ]l gen =
= ”h—}’[,i(}l)u(h) _ f,-(h)u+A£h)(l,:u) _ AE")(I;H)] - Ag")lbiﬂq,sh)-i—
+ 148 (hw) — (Pl o0 =
= [|A A () — (4] — Al +
+ 148 () ~ 1wl g0 - 0

7Z téchto rovnic a 2 korektnosti vySetfovaného diferentniho schématu vsak uz tvrzeni
véty ihned plyne.
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"Pfedpoklady této vty jsou obvykle splnény, je-li feseni daného diferencidlniho
problému dostateéng hladks.

Vyjdeme-li z rovnice {2.190) a jsou-li u®) 3 ylh2) Qv Fefeni diferentni rovnice
(2.172) s okrajovymi podminkami (2.173) ziskana u#itim siti Q) c Q=) kde
hy = chz a ¢ > 1, plati (jsou-li spinény pfedpoklady véty 2.9)

(2.193) ulm) -y = wh? 4 o(h?)
a
(2.194) u*2) — = P whf + o(P).

Vylouéime-li z t&chto rovnic presné fefeni u tak, %e odefteme rovmici (2.194) od
roviice (2.193), dostaneme

P _
(2.195) ulb) — yha) = e lwh'; + o(15).
Plati tedy
P
(2.196) ulh) gy = T [ (B2 4 o(h?).

P —1
Zanedbdme-li ve vzorci (2.196) Elen o(h?), ktery je vysstho Fadu, ne? je fad chyby,
dostidvame odhad chyby metodou poloviéniho kroku. K jeho ziskani je tedy t¥eba
feSit dany problém dvakrdt se dvéma riznymi hodnotami parametru h.

Alternativné lze vzorce (2.196) uZit také tak, Ze za pFiblizné FeSen{ se bere funkee
4(®) dand vzorcem

e) _ f ho 1 hy

(2.197) u® = ?_—lu( ) ﬁu( 2,
Vzorec (2.197) dostaneme tak, Ze z rovnice (2.196) vypoiteme pFesné Fefeni u a za-
nedbame &len o(hY). Tato funkce dé patrné piesndj¥f aproximaci ne¥ kterdkoliv
z funkei u(®1) a ut?2) | zbavime se viak moZnosti odhadu chyby.

Poznamenejme jesté, Ze postup, ktery vedl k rovnici {2.197), piedstavuje prvni
krok tzv. Richardsonovy extrapolace, ji% se nékdy uZivi v piipadg, Ze pro pfiblizné
Fedenf lze odvodit asymptoticky vzorec typu

(2.198) u® = w4 wi P+ wah® 4

3 Variac¢ni metody

Variatni metody, které struéné popiSeme v tomto &lanku, jsou zaloZeny na fiplné
stejnych principech jako metody v &l 4 z kap. II. Stejn& jako tam se vychdazi ze
skuteénosti, ze fefen{ mnohych ckrajovyjch tiloh pro parcidln{ diferencidlni rovnice
eliptického typu je ekvivalentni filoze nalezeni extrému integrilu, jeho# Eulerovou
rovnici je dand diferencilni rovnice. Proto si nejprve struéng viimneme souvislosti
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nékterych zakiadnich aloh pro eliptické parcidlni diferencialni rovnice s variagnimi
iilohami. Omezime se pfitom pfevaing na dvoudimenzionalni probiémy.

3.1 Variaéni formulace okrajovych aloh

3.1.1 Diferencidlni rovnice druhého ¥adu

Necht je déna diferencidlni rovnice (2.1) s Dirichletovou okrajovou podminkou
{2.29). Pfedpoklddejme p¥itom, Ze koeficient p je kladny, koeficient ¢ nezaporny
a Ee hranice oblasti a funkee p, ¢, f a 7y jsou tak hladké, e existuje klasické Yedenf
filohy (2.1), {2.29). P¥i bleddni funkciondlu, jeho? extrémem je Fedeni této okrajo-
vé Glohy se opét jako v odst. 4.1.1 z kap. IT omezime na homogenni Dirichletovu
okrajovou podminku, tj. na poditiinku

(3.1) u(z,y) =0, (z,y)eTl.

Okrajova filoha s obecnou Dirichletovou okrajovou podminkou se pievede na tilohu
typu (2.1), (3.1) stejné jako v pfipad& okrajové alohy pro obyéejnou diferencialni
rovnici, a to tak, Ze se nalezne dostateéns hladké funkce w, ktera splfiuje podminku
(2.29), a misto funkce « hledame funkei u — w. Tato funkce pak spliiuje diferen-
cidlni zovnici (2.1) s jinou pravou stranou a s homogenni okrajovou podminkou.
Funkce w se vétiinou nazjvé pfipusind funkce. Upozornéme, e zatimeo v p¥padé
obyéejné diferencialni rovnice bylo uréeni p¥ipustné funkee trivialni, v pi{pads vice
proménnych to uZ miZe byt podstatng slozit&jsi problém. Dostateznou hladkosti
plipustné funkce zde rozumime takovou hladkost, kteréd dovoluje dosadit ji do dané
diferencilnf rovnice. Z dalsich fivah vyplyne, e se lze spokojit s hladkosti mensi
a Ze stali, aby pfipustné funkce byla prvkem prostoru, v némé je pfirozené hiedat
zobecnéné Feseni dané okrajové alohy.
Zavedime diferencidlni operator I pfedpisem

(3.2) lv= —%(P(w,y) g—:) - %(p(z,y)g—:) +q(z,y)v

a bud @; mnoZina funkei spojitych v Q, které maji v Q spojité parcislni derivace
aZ do druhého Fidu vietné a které spliiuji podminku (3.1). Operator L pak zfej-
me zobrazuje tuto mnoZinu do mmoZiny funkei spojitych v . P¥i zaveden{ tohoto
oznateni je fefeni okrajové alohy (2.1), (3.1) toté%, jako feSeni rovnice

(3.3) lu=f
v mnoziné 2y . Definujme déle na mnofiné ; funkcional I predpisem

3.4) Fu) = -/n(Lu)(z,y)u(z,y)dmdy-—2/ﬁf(a:,y)u(a:,y)dxdy
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nebo alternativné pfedpisem
_ Ouy?  (Ouy? 2 _
65 rw= [ {en](g) +(g) ] + e} asdy
_2] f(l‘,y)’udiﬂdy,
y!

pfiem? vyjadien{ funkciondlu # ve tvaru (3.5) vzniklo z vyjddfeni (3.4) uZitim
Greenova vzorce. Nyn{ uz mizeme zformulovat nasledujici vétu.

Vita 3.1. Bud'u € 9, feSenf rovnice (3.3). Pak plati
(3.6) F(v) > F(u)

pro kaZdou funkci v € 9y, v # u. Naopak, necht existuje funkce u € Z; takovd,
Ze pro ni nabyva funkciona! F minima v mnoZiné 2. Pak je tato funkce feSenfm
rovnice (3.3).

Tate véta je obdobou k v&té 4.1 z kap. Il a jeji tvrzeni plyne stejné snadno
ze symetrie a pozitivni definitnosti operatorn L, jako tomu bylo u zminéné véty.
Symetrie operatoru L se bez obtizi dokaZe uzitim Greenova vzorce. Jeho pozitivni
definitnest plyne z nerovnosti

(3.7) [ stz nasayz s,

kde ¥ je kladnd konstanta a symbol ||u||% znaéi normu funkce u € @ v prostorn
Z5{Q) funkef integrovatelnych s kvadrétem v oblasti 2. Diikaz této nerovnosti viak
u% neni zdaleka tak elementdrni, jako tomu bylo u analogické nerovnosti v jedno-
dimenziondlnim piipadé. Nebudeme jej proto provadét a odkazujeme Etendfe na
specializovanou literaturu (viz napf. Netas (1967)).

Véta 3.1 ukazuje ekvivalenci mezi Fedenim okrajové dlohy (2.1), {3.1) a hled4-
nim extrému funkciondlu F definovaného rovnici (3.4) nebo (3.5). Situace je zde
tedy stejnd jako v odst. 4.1 v kap. II. Tato paralela jde viak i dile a variatni for-
mulace okrajové filohy tvoil stejné jako v jednodimenzionalnim pfipadé podklad
k zobecnéni pojmu okrajové filohy. Myilenkovy postup je v podstaté stejny jako
ve zminéném jednodimenzionalnim pfipadé a uvedeme jej bez dikazi s odvolanim
nap¥. na uZ zmin&nou knihu Nefasovu {1967). MnoZina 2, , kterd ziejme tvofi vek-
torovy prostor, se poklad4 za podprostor Hilbertova prostoru #(f2) a operdtor L
definovany rovnici (3.2) predstavuje tak v .%5(Q) linedrni symetricky operator s de-
finiénfm oborem ;. Protoie plati pro kazdé u € 2, také nerovnost (3.7), kterou
lze struéné psat jako

(3.8) (Lu,u) 2 ¥(u,u)

{(kulaté zavorky zde i v dalsim zna#i skaldrni sougin v prostoru #(£2)), je moiné
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ve vektorovém prostoru Z; zavést novy skaldrni sontin rovnici
(3.9) [, = (L),

nebo, vzhledem ke Greenov@ vzorci, alternativné rovnici

Oudv Oudu
1 = putudht i T aidid
(3.10) 22, v] /(; [P(a:.y)(a:E 5z T 9y 3y) + q(‘.':,y)uv] dzdy.
Zavedeme-11 jedté ve vektorovém prostoru 2y normu obvyklym zpliscbem, tj. rovnici
(3.11) llulle = [u, w2,

stane se vektorovy prostor %; linédrnim normovanym prostorem. Poznamenejme,
Ze privé zavedend norma se nazyva emergetickd norma a piislusny skalarni sou-
&n energelicky skaldrni soucin. Zaplnénfm prostoru Z; v této normé dostaneme
Hilbertdv prostor 2, v ndmZ je zfejmé podprostor %; husty. V jednodimenzio-
nélnim p¥ipadé byl prostor & tvofen pravé t&mi funkcemi ze Sobolevova prostoru
S, které spliiovaly dané homogennf okrajové podminky. Ve vicedimenzionalnim
pifpadé je situace sloZit&j3f a platnost obdobného tvrzeni zavisi na topologickych
vlastnostech hranice I" dané oblasti. DiileZita tfida oblasti, pro nf# zminéné tvrzeni
plati, tj. pro niz je prostor £ tvofen pravé t&mi funkcemi ze Sobolevova prostoru
HYQ), které spliiuji okrajovou podminku (3.1) ve smyslu stop (tento podprostor
prostoru 1(Q) se zna&l S (Q)), je tvofena oblastmi s tzv. lipschitzovskou hra-
nici. Pfitom fekneme, Ze hranice I dané oblasti je lipschitzovskd, jestlize existuje
m kartézskych soustav soufadnic, &sla o > 0 a # > 0 a m funke! a, definovanych
a lipschitzovskych v intervalech (—o, a} tak, Ze plat{ (a) kaZdy bod hranice I" lze
psat aspohi v jedné z uvedenjch soustav soufadnic ve tvaru (z,,a,(z,)); (b) body
(z;,y), pro né plati nerovnosti —a < z, < a, a.(2,) < yr < ar(z,) + 3, lefi v Q
a body (z,,y,), pro né plati nerovnosti —a < zr < @, a-{z,} — f < yr < ar(z,),
lezi vné mnoziny  (viz obr. 3.1). V dal$im budeme piedpoklddat, Ze uvaZovana
oblast do této t¥idy pat¥i.

Samotny pojem Sobolevava prostoru S2%(Q) neni také mozno definovat tak jed-
noduse jako v pfipadé jedné dimenze, kdy k jeho zavedeni stafil pojem absolut-
ni spojitosti a b&Zny pojem derivace. Ve vicedimenziondlnim pfipadé se prostor
H5(Q) nejobvykleji definuje (definici vyslovime pro obecny pipad funkei m pro-
ménnych) jako mnoZina méfitelnych funkei definovanych v oblasti & C E™ {pfesngji
feteno jako mnoZina tfid funkei, které se navzdjem lidi na mno#ing miry nula), kte-
ré maji zobecnéné derivace a# do k-tého ¥adu vietng, pficemi tyto derivace jsou
integrovatelné s kvadritem, a v niZ je skalarn{ souéin definovin rovnici

1+ tom a1 +dm
(3.12) (w )o@ = (aa ru 0 i )

. Oxs ... Bz Bz .. Baam
o1+ tam Sk 1 0 m 1 g ™

@20

Pritom fekneme, %e funkce g definovana a lokdlné integrovatelnd na mnoZiné £2
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Obr. 3.1
Oblast s lipschitsovskou hranici

¥

Xr

je zobecnénou derivaci §ort--+om [F22 | Frdm lokilnd integrovatelné funkee f,
plati-ii

6‘1‘1+--~+0m

(3.13)  do= (-1)*1+~-+am/g<pdm
1]

o OzT'.. Oz3r
pro kaidou funkel ¢, kterd je definovand v Q, ma derivace viech Fidil a jeji% nosi¢
K (tj. uzdvér nejvétsi podmnoZiny mnoZiny ©, na ni% je funkce ¢ riizna od nuly) je
kompaktni mnoZina, pro ni% je K C (1. Chapeme-li derivace ve smyslu Schwarzo-
vych distribuci (srv. nap¥. Schwarz (1957)), ma kazda lokdlné integrovateln funkee
derivace vSech Fadil. V této souvislosti pak ma funkce zobecn&nou derivaci, je-li
p¥isluéna distributivnf derivace ekvivalentn{ lokdlng integrovatelné funkci. Proto se
zobecnéné derivace také nazyvaji derivacemi v distributivaim smyslu.

Vyrok, Ze prostor @ je tvofen t¥mi funkcemi ze Sobolevova prostorn #1(Q),
které spliiuji okrajovou podminku ve smyslu stop, ktery jsme uzili vyse, je ve dvou
(i vice} proménnych rovnd% nutny. Na rozdil od jednodimenzionalniho pfipadu, kdy
kaZd4 funkce z prostoru 5#1(a,b) je spojitd na intervalu {a, b}, zde tomu tak neni.
D4 se pouze Fici, e je integrovatelnd s libovolné vysokou mocninou, a nemusi byt
dokonce ani omezend. Hraniéni hodnotu v normélnim smyslu lze tedy pfifadit jen
takovym funkefm z prostoru #1($), které jsou spojité v . D4 se viak ukazat,
e operator, oznafme jej S, kiery jsme vlastné pravé zavedli a ktery spojité funkel
z 1 (Q) piifazuje jeji hodnoty na hranici, lze roziifit na cely prostor #1(Q) jako
spojity linedrni operdtor do prostoru #(I'). Kaidé funkci u € S#1(Q) je tedy
piifazena funkce Su € %(I"), kterd se nazyva jeji stopa a kterd se v hladkém
pripadé rovna jeji hraniéni hodnoté. Stopa funkce je proto pFirozenym roziifenim
pojmu hraniénf hodnoty pro ty funkce z prostoru J#1(Q), které ji v normélnim
smyslu nemaji.
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Vratme se k Hilbertov8 prostoru @. Rovnice (3.10) defimuje skalarni souéin [u,v]
nejen pro prvky z mnoziny % ale i pro libovolné dva prvky z prostoru &, nebot
plati 2 C 3#'(Q). Rozéifime-1i definici funkcionilu F pomect vzorce

(3.14) Flu) = [u,u] — 2(f,u)

na cely prostor 2, zlstivd véta 3.1 v platnosti, budeme-li v ni brat funkce » misto
z mnoZiny 2; z celého prostoru @. Opét stejnd jako v jednodimenziondlnim p¥ipads
miiZzeme pfipustit v diferencidlni rovniei (2.1) podstatné obecngjii funkee ne# dosud.
Stadi na né kldst jen takové pozadavky, kieré zarudf, Ze vyrazy na pravé strans
rovnice (3.14) majf smysl. V tomto pfipads se miZe stat, #e funkcional F' nenabjva
minima v mno#iné %;, ale v mnozing 9. Funkci € 2 udilic{ tomuto funkcionalu
extrém, nazveme opé&t zobecnéngm Fedenim.

Za zobecnéné feSeni dané okrajové tilohy miZeme také pokladat, opét analogicky
jako v jednodimenziondlnim pfipadg, funkel u, pro ni# plati

(3.19) [u,] = (f,v)

pro kazdou funkei v € 2. V této souvislosti mluvime také o slabém fedeni. Opét je
slabé TeSen] totoZné se zobecnénym a pokud jde o jejich existenci, plati tipIné beze
zmény véta 4.2 z kap. II. Poznamenejme také, Ze pojem slabého Fefeni, ne viak
zobecnéného FeSen, lze pFevést i na p¥ipad, fe okrajové tloha je charakterizovana
bilinedrni formeu, ktera neni symetricka.

V podstaté Gplné stejné jako vyse lze formulovat okrajové filohy pro eliptické
parcialnf diferencidlni rovnice druhého ¥adu s libovolnym poétem nezavisle pro-
meénnych.

3.1.2 Diferencidlni rovnice &tvrtého fadu

Uvazujme jako typicky pFiklad biharmonickou rovnici (2.73) s homogennimi okra-
jovymi podminkami
Ou

(3.16) u=10, a—n-—-()na.l‘.

Od nehomogennich okrajovych podminek pfejdeme k homogennim opét pomoci
pfipustné funkce. Jeji sestrojeni je zde viak obecnd obtiZn&jsf nei v pFipadé rovnic
druhého Fadu, nebof je t¥eba splnit dvé okrajové podminky.

Schéma dalsiho postupu bude v podstatd stejné jako u rovnic druhého Fadu
a uvedeme je opét bez ditkazu.

Necht 2; zna&l nyni mnoZinu funkci Ztyfikrat spojité diferencovatelnych v Q
a splitujicich okrajové podminky (3.16). Definujeme-li na mno#iné 9;, kterd tvofi
ziejmé vektorovy prostor, operator L rovnici

&tu &y 8'u
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lze okrajovou filohu (2.73), (3.16) struéné zapsat jako rovnici

(3.18) lu=f
v mno¥iné 9; . Zavedeme-li v mno¥#iné 9 skaldrni souéin rovnici
v 8% %u v i
B = _— ————— ———Jdzd
(3-19) [,] /n (622 8x2 + 261‘631 dxdy ki Ay ayz) S

a funkcional F rovnici
(3.20) Fu) = [u,u] — 2(f, u),
je Gloha (3.18) ekvivalentni tiloze nalezenf minima funkciondlu F v prostoru 2, kte-
1§ vznikne ztplnénim vektorového prostoru Z; v normé dané skaldrnim soudinem
(3.19). Je-li hranice oblasti lipschitzovska, je prostor & roven podprostoru HZ(R)
takovych funkei ze Sobolevava prostoru #2(Q), které spliuji okrajové podminky
(3.16) ve smyslu stop. Extrém funkcionlu je tedy tfeba hledat v prostoru J€%(%2).
Resenf dané okrajové tilohy lze 1 v tomto pFipadé charakterizovat jako funkei u,
pro niZ plati rovnice
(3.21) [u, 2] = (£, )
pro kaidou funkei v € 2.
Uvédomime-li si, Ze bilinedrni forma (3.19) vznikla za skalarniho soutinu (Lu,v)

u¥itim Greenova vzoree, je snadné formulovat variaéné i Glohy s obecnésim operd-
torem ¢&tvrtého Fadu.

3.1.3 Jiné typy okrajovych podminek, nehomogenni okrajové podminky

A% dosud jsme se v piikladech variaéni formulace omezili na nejjednodussi typy
okrajovych podminek. Popsany postup lze viak snadno pfenést i na podstatné
obecndj#l okrajové filohy. Tak napt. FeSeni diferencidlni rovnice (2.1) s homogenni
Newtonovou okrajovou podminkeun

(3.22) g—: = —kunal
je ekvivalentni s filohou nalézt minimum funkciondlu F () = [u, u] — 2(f, ), kde

udv Oudv
(3.23) [u,v]:/n [p(m,y)(a—maa-;+@%) +q(z,y)uv] d:tdy-{—fpk(s)m; dz,

na celém prostoru S#1(§2). Proto¥e integraly na pravé strang identity (3.23) vznikly
fpravou vzorce (Lu,v) pomoci Greenova vzorce pii vyuZiti okrajovych podminek
(3.22), je naznadeno, jak postupovat i v pfpadg jinych okrajovych podminek.
Ulohy s nehomogennimi okrajovymi podminkami jsme pfevedli na homogennt
piipad pomoci pFipustné funkee. Lze viak také postupovat piimo. Tak napf. FeSeni
diferencidlni rovnice (2.1) s nehomogenni Dirichletovou okrajovou podminku lze
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nalézt minimalizaci funkciondlu (3.5) ve t¥idé funkei, které patii do Sobolevova
prostoru 21(Q) a které splituji tuto nehomogenni podminku.

K tomu, abychom dostali feSeni rovnice (2.1) s nehomogenni Newtonovou pod-
minkou (2.68), je tieba minimalizovat funkcion4l

(3.24) (u) :/n {p(w, y)[(%)z + (g—:) 2] + ¢{=, y)uz} dzdy+
+/Pk(s)[u2—- 2u7(s)]ds—2/nfudmdy

na celém prostoru S#1(Q).

Z ptedchozich p¥ikladd je vidét, Ze Dirichletovy okrajové podminky a Newtonovy
okrajové podminky se chovaji podstatné odlisn&. Dirichletovy podminky je tieba
pil minimalizaci pfisluiného funkciondlu pfedem splnit. Naproti tomu Newtono-
vy podminky vedou sice k nutnosti modifikace funkcionalu, ktery minimalizujeme,
&lenem obsahujicim integraci po hranici dané oblasti, pfi volb& mmoZiny funkei, na
niZz hleddme minimum, k nim v8ak nemusime pFihliZet a nalezené minirmum u je
splni automaticky. Toto odlidné chovéni souvisi s tim, jaky Hilbertiiv prostor vznik-
ne pfi ziplnéni mnoZiny %; v energetické normé&. Zatimeo v p¥ipadé (homogenni)
Dirichletovy podminky prvky vysledného prostoru tuto podminku spliiuji, v pFipa-
dé Newtonovy podminky tomu tak neni. Proto se také, a to 1 v pfipadg obecngjsich
eliptickych diferencidlnich operitorti, podminky, které se chovaji jako Dirichletovy
okrajové podminky v nasem piikladg, nazyvaji stabilni okrajové podminky, a ty je
tedy tfeba pfi hleddn{ minima splnit. Okrajové podminky, které se chovaji jako
Newtonovy podminky, se nazyvaji nestabilni nebo pfirozené okrajové podminky.
Ty maji vliv na tvar pifsludného funkciondlu, pfi hleddn{ minima vak k nim neni
tfeba pfihlizet. Do dalSich podrobnosti nebudeme zachdzet a odkazujeme Gtendfe
opét na pifsluinou specidlni literaturu.

3.2 Zakladni pfibliZné metody

V tomto odstavel popiSeme velmi struéné Ritzovu a Galerkinovu metodu FeSeni
eliptickych okrajovych iloh, nebot jde o takika doslovné opakovani tohe, co bylo
o téchto metoddich feceno v odst. 4.2. kap. 11.

3.2.1 Ritzova metoda

V odst. 3.1 jsme ukdzali, Ze cel4 Fada okrajovych dloh pro parcidlni diferencidlni
rovnice eliptického typu je ekvivalentni dloze na hleddni minima funkcionélu F typu
F(u) = [u, u]—2(f, ©) ve vhodném prostoru @ (napt. v Scbolevové prostoru 3£ (()
nebo jeho podprostoru SF(RQ)). Vyraz [, .] pfitom znamen skalarni soudin, ktery
je ekvivalentni se skaldrnim souéinem ve zminéném Sobolevové prostoru a ktery
souvisi s danym diferencidlnim operatorem a eventualng i s okrajovymi podminkarni
zplisobem, ktery byl naznafen v pfedchozim textu.
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Zskladni myslenka Ritzovy metody spoiiva v tom (srv. odst. 4.1.1 z kap. II), Ze
se zvoli koneénédimenzionalni podprostor @y prostoru 2 a za aproximaci FeSeni
dané okrajové tlohy se poklad4 funkce up, pro kterou nabyva funkciondl F svého
minima v tomto koneinddimenziondinim prostoru. Zvolime-li za bazi v prostoru

Dy funkce @4,..., Py, je hledani aproximace uy ddna vzorcem
N
(3.25) Uy = E cx®y,
k=1
piiéemz vektor koeficientit ¢ = (e, . .,cN)T je FeSenim soustavy linedrnich rovnic
(3.26) Ac =y,

kde A je tvercova matice Fadu N, jejiZ prvky aj; se urci ve vzorci

(3.27) aij = [®y, @51,

a9="(01,.-., gN)T je N-dimenziondlni vektor o slozkich danych rovnicemi
(3.28) 9 = (f, ®:).

Matice A se stejné jako v jednodimenziondlnim pfipadé nazyvd Gramova matice
nebe matice tuhosti piislusnd k bazi ®4,..., P, a je v ndmi uvedenych pifkladech
symetrickd a pozitivné definitni. Vektor g se nazyvé veklor zatiZent.

3.2.2 Galerkinova metoda

Zékladni myslenka Galerkinovy metody vychdzi z toho, jak uZ bylo ostatné feceno
v odst. 4.2.2 v kap. 11, %e feSeni dané okrajové filoby vyhovuje rovnici [u, v] = (f, v)
pro kakdou funkeci v € 2. Je-li 9w koneénéddimenzionslni podprostor prostoru 2
je galerkinovské p¥iblizné feseni takovd funkce uy € @n, pro niz plati

(3.29) [un, o] = (£, vw)

pro kaZzdou funkei vy € Zy. Tvofi-li funkce @y, ..., P bazi v prostoru Dy, je toto
piiblizné fefeni ddno stejnymi vzorei jako u Ritzovy metody.

Galerkinova metoda je tedy totoZnd s Ritzovou metodou, Jsou-li obé realizovatel-
né, a stejné jako v jednodimenzionalnim pfipadé je Galerkinova metoda obecnéjsi,
nebot se d4 u#it i v t&ch piipadech, kdy danou okrajovou tlohu nelze formmulovat
jako minimalizaéni Glohu.

Kvalita aproximace ziskané jak Galerkinovou, tak Ritzovou metodou je ddna vol-
bou koneénédimenzionalniho prestoru 2, tj. volbou bazovych funkef &4,..., 8N
Zejména v predpotitaéové éfe numerického po&itdni byla navrZena fada postupd,
jak tyto bazové funkce volit hlavné s ohledem na to, aby v souttu (3.25) statilo k pfi-
jatelné piedstavé o chovani feSeni vzit jen nékolik malo séitanch. Tato snaha byla
diktovéna zejména tim, e na mechanickych stolnich kalkuldtorech nebylo moiné
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a Gnosné provadét pfilis velky polet pofetnich operaci. Tak napi. se doporufova-
lo vzit za bazové funkce vlasini funkce ,podobného” problému, pfi¢em% podobny
problém znamenal problém, v ném# se napf. misto proménnych koeficientd vzaly
konstantni koeficienty, dané oblast se vnofila do néjaké kanonické oblasti apod. Je
zfe)mé, Ze univerzalnost téchto postupi byla znatné cmezend a Zze problémy, které

bylo moZno takto uspokojivé fesit, byly jen velice specidlni.

V soufasné dobé& se Ritzova a Galerkinova metoda uZiva takika vyhradng v sou-
vislosti s metodou koneénych prvki. V této metodé byl nalezen znatné univerzalni
zpuscb konstrukce konefnédimenziondlnich podprostord prostoru, v ném? hleddme
feSeni. Metoda koneinych prvki tak umoZfiuje Fedit s velkou pFesnosti i znagné
obecné problémy. Pro jeji diileZitost ji budeme vénovat samostatny Elanek i pfesto,

Ze spadé pod obecné schéma varia¢nich metod.

4 Metoda koneénych prvki

Pii popisu Ritzovy a Galerkinovy metody v odst. 3.2 jsme uvedli, Ze tyto me-
tody maji v souasné dob& nejvétsi vyznam ve spojitosti s metodou konednych
prvkil jako systematického zpiisobu konstrukce koneénédimenzionélnich prostord,
v nichZ hleddme pfislugné aproximace. V tomto élanku popiseme duleZité zakladni
typy prostorti koneénych prvki vhodnjch k fesenf dvoudimenziondlnich problémii
a ukaZeme teoretické problémy, které je tfeba p¥i jejich ufiti Fedit. VEimneme si
také, velice struéné, nékterych aspekti poéetni realizace metody koneénych prvkd.

Zatneme rekapitulaci zékladnich hledisek, kterd je zdhodno respektovat pfi kon-
strukei koneén&dimenzionalnich prostor nutnych k uZiti Ritzovy-Galerkinovy me-
tody. Tato hlediska jsou do znaéné miry podobna t&m, kierd jsme uvedli u v jed-
nodimenziondlnim p¥ipadg, a proto je pFipomeneme jen velice krdtce. Pro uréitost
a jednoduchost budeme mit zde na mysli ilohy druhého Ffadu. Pro rozdil pfibliZné-
ho feSenf up ziskaného Ritzovou-Galerkinovou metodou a pfesného fefeni u dané
tlohy plati i zde nerovnost typu

(4.1) [l — unlle S M inf flu — | ega)

Jde-li o Ritzovu metodu, t]. je-li dand okrajové Gloha definovani jako minimali-
zacni tloha a je-li pfisluénd energetick4 norma ekvivalentni s normou v Sobolevova
prostoru 21, plyne tato nerovnost z faktu, 7e i ve dvoudimenzionalnim piipads je
pfiblizné fefeni ortogonalni projekei (v energetickém skaldrnim souginu) pfesného
feSeni do pfislusného podprostoru. Nerovnost (4.1} viak plati pro podstatné sirsi
mnoZinu problémi &itaje v to 1 okrajové tilohy, které nelze formulovat jako tlohy na
hled4ni minima funkcionalu £ a u nichZ lze hovofit pouze o slabém Fedeni. V této
souvislosti se nerovnost (4.1) spojuje se jménem Céovgm (viz napf. Ciarlet (1978)).
Otazka pfesnosti Ritzovy-Galerkinovy aproximace je tedy opét jako v jedné dimen-
zi otdzkou, jak pFesné lze aproximovat funkei z prostoru & (co# je vét&inou prostor
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JE1() nebo jeho podprostor) funke! z prostoru @ . Prvni pozadavek, ktery je tedy
pii konstrukei podprostoru 2p zddouci respektovat, je, aby mél dobré aproximagni
vlastnosti.

Druké, stejng dillezité hledisko pfi konstrukei prostoru @y je pofadavek maxi-
méln{ efektivnosti vzniklého algoritmu. Z rovnic (3.25) ai (3.28) je vidét, Ze pii
realizaci Ritzovy-Galerkinovy metody je tfeba vypoéitat prvky matice A a slozky
vektoru g, Fefit soustavu linedrnich rovnic (3.26) a konefné provést soudet (3.25).
Zvoleny prostor @y musi tedy umoZfiovat takovou volbu béze, aby se prvky matice
A a slofky vektoru g poéitaly co nejsndze a aby matice soustavy (3.26) byla po-
kud mozno Fidkd nebo jesté 1épe pasova. Posledntho poZadavku se dosihne tehdy,
maji-li bizové funkce malé nosi&e ve srovnani s oblasti ). Skaldrni souéin ve vzorci
(3.27) je totiZ d4n pomoci integralii pfes oblast  a zmin&na vlastnost ma pak za
nasledek, ze vétSina prvkl matice A je rovna nule. Je tedy Zidouci volit bazové
funkce tak, aby mély i tuto vlastnost. KoneZn& zmensen{ poftn potfebnych operaci
se dosahne také tehdy, maji-li nékteré (nebo viechny) koeficienty ¢ p¥imo vyznam
hodnot pfiblizného FeSeni v nékterjch bodeeh dané oblasti, nebot pak odpadne
nutnost poéitat hodnoty souétu (3.25).

Metoda koneénych prvki tyto poZadavky do znafné miry spliuje. Jeji zédklad-
ni myslenka je zaloZena na interpolaci a pfedstavuje p¥imé, nikoliv vsak trivial-
ni rozéifeni myslenek, z nich% jsme vychézeli v jednodimenziondlnim p¥ipadg. PFi
konstrukei prostoru @y je tedy tieba rozdélit danou oblast £} na koneény podet
geometricky jednoduchych podoblasti a interpolaci provést pomoci funkei, které
Jsou po &astech rovny polynomiim v t&chio jednotlivych podoblastech. KaZdy poly-
nom definovany na uréité podoblasti budeme charakterizovat funkénimi hodnotami,
eventudlné hodnotami nékterych derivaci v n&jakych pevng zvolenych bodech této
podoblasti tak, aby byl témito podminkami jednoznaéné uréen. Tyto body nazveme
stejné jako v jednodimenzionalnim piipad& uzly a p¥isluiné velidiny, které v nich
zadivame, uzlovgmi parametry. Prvni problém, kterym se tedy musirne zabyvat, je
volba rozkladu oblasti Q. Tento rozklad by mél byt na jedné strané tak obecny, aby
dovoloval modelovat nepravidelné oblasti, na druhé stran& tak jednoduchy, aby pfi-
118 nenaridstala vypoletni slozitost. Praktické zkusenosti ukazuji, ze témto do jisté
miry protichiidnym poZadavkim velmi uspokojivé vyhovuji jednoduché trojtihel-
niky nebo &tyfiheiniky. PFi konstrukei koneén&dimenzionalnich prostorii metodou
koneénych prvkii budeme tedy v daldfm vykladu pfedpoklidat, Ze dana oblast je
gjednocenim konetné mncha trojihelnikd nebo &tyFahelnika, piicemz kombinace
obou fGitvarl soutasng nebudeme pfipoustét. Déile pak budeme piedpoklidat, Ze
pro libovolné dva fitvary rozkladu nastiva pravé jeden z tdchto pfipadi: (a) Gtva-
ry jsou disjunktni; (b) Gtvary maji spolenou celou jednu stranu; (c) atvary maji
spoleény jeden vrchol (viz obr. 4.1 a 4.2},

" O ttvarech, pro n&% nastava pripad (b) nebo (c) budeme mluvit jako o sousednich
atvarech. Za uzly, v nichi zadivime uzlové parametry, tj. funkéni hodnoty a hod-
noty derivaef, pfipousiime kromé vrcholt jesté 1 nékteré dalsi body lezici v daném
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Obr. 4.1
Rozklad oblasti na trojihelniky

Obr. 4.2
Rozklad oblasti na EtyFihelniky

ré uzly jsou spoleéné pro vice dtvard rozkladu, uZiji se hodnoty odpovidajicich
uzlovych parametrii pro interpolaci na viech téchto sousednich Gtvarech. Utvar
rozkladu, na ném definované uzlové parametry a piishuiny interpolaéni polynom
nazveme koneéngm prukem. Casto také, zejména tam, kde nebude hrozit nedo-
rozumeni, budeme termin prvek uZivat pro samotny Gtvar rozkladu. Souhrn viech
funkei, které jsou polynomislni na jednotlivych prveich rozkladu, maji v sousednich
prvcich stejné uzlové parametry a jsou dostatetng hladké, tvo¥i pfi viech mo#njch
hodnotach uzlovych parametri kone¢nédimenziondini podprostor @f’f Sobolevova
prostoru J#*(Q). Prostor Z¥ budeme nazyvat prostorem konecngch prokd a jeho
dimenze je zfejmé rovna poftu viech uzlovych parametri. Index A, kterjym jsme
opatiili jeho oznadeni, uddvé zivislost tohoto prostoru na velikosti jednotlivych
prvki rozkladu pouzitych k jeho konstrukei a miizeme jej pokladat za rovny délce
nejvEtEi strany uzitych prvki.
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Pfi numerické realizaci Ritzovy-Galerkinovy metody je tieba sestrojit v prostoru
P¥ vhodnou bézi. Ve viech konkrétnich p¥ipadech prostorti konetnych prvki, které
v tomto ¢lanku zavedeme, je moZno za bizi vzit mnoZinu funkei ®;, které sestrojime
tak, %e j-ty uzlovy parametr poloZ{me rovny jedné a vSechny ostatni rovny nule.
Takto sestrojena bazova funkce bude nenulova jen na t&ch prveich rozkladu, které
obsahuj{ j-ty uzlovy parametr. Bude mit tedy maly nosig, takZe jeden ze zformu-
lovanych poZadavkil na prostor, v ném# hledame FeSeni, je splnén. ProtoZe nékteré
nebo vBechny uzlové parametry budou mit, jak uvidime pozd&ji, vyznam hodnot
aproximované funkce, bude pfi popsané konstrukei bize splnén i dalsi poZadavek,
totiZ, e FeSenim soustavy linedrnich rovnic {3.26) uZ dostaneme pf{mo veliiny,
které nas zajimaji.

Tim, %e jsme se omezili na trojihelnikové a étyrihelnfkové prvky, dopoustime se
pFi obecné kfivodaré hranici vidy jakési chyby, nebot sjednoceni viech prvkil rozkla-
du tvoii polygon, ktery se nemiize pfesnd rovnat nepolygondlni oblasti. Zjemnénim
rozkladu lze vSak danou oblast aproximovat s libovolnou pfesnosti. Kromé toho se
k lepsimu vystiZeni hranice oblasti uzivaji také k¥ivocaré prvky (napf. trojihelniky,
jejichz nékteré strany jsou parabolické oblouky apod.). P¥{sluiné prostory konet-
nych prvki se pfitomn konstruuji na zcela stejnych principech, jak bylo naznaceno.

pripadi konstrukee prostord koneénych prvki.

4.1 Trojihelnikové prvky

V tomto odstavci popiSeme konstrukei takovych prostori konenych prvki, kdy
zékladnim prvkem rozkladu je trojihelnik.

4.1.1 Linedrni Lagrangeuv prvek

Tento kone&ny prvek je zaloZen na myslence Lagrangeovy interpolace a jeho kon-
strukce se opird o nasledujici vétu:

Vata 4.1. Bud K trojihelnik o vrcholech P; = (z;,y5), j = 1,2,3, a budte
u;, j = 1,2,3 libovolni redind &isla. Pak existuje pravé jeden polynom I (z,y)
prvoiho stupné, pro ktery plati

(4.2) I(=j,9) =4, §=12,3.

Dikaz. Geometricky je tvrzeni véty ziejmé, nebot kaidé tii body, které
nele#i v pfimee, urénji v trojrozmémém euklidovském prostorn pravé jednu rovinu.
Provedme nicménd pifslusny diikaz podrobné, abychom ukazali, jak postupovat

pozd&ji v komplikované&jsich pfipadech.
Hledany polynom je tvaru

(4.3) iz, y) = o+ Bz + vy,

304

4 METODA KONECNYCH PRVKU

kde a, § a 7 jsou konstanty, které je tfeba zvolit tak, aby platilo
(4.4) a+ PBr; + vy =u;, §=1,2,3.

Tato soustava ti{ rovnic o tfech nezndmych ma pfi libovolné pravé strané pravé
jedno FeSeni tehdy a jen tehdy, méa-li pifslusnd homogenni soustava rovnic pouze
trividln{ Fedeni, neboli, jinymi slovy, je-li kaZdy polynom prvnfho stupng, kiery se
anuluje ve vrcholech trojihelniku K, identicky roven nule. Uvaiovany polynom je
polynomem prvniho stupné na kazdé fsefce lezici v trojihelniku K. Odtud pie-
devifm plyne, Ze se anuluje na ka?dé strang tohoto trojiihelniku, nebot je podle
pfedpokladu roven nule v jejich koncovych bodech. Odtud viak u# bezprostfedné
plyne, %e se anuluje i v ka#dém dalsim bodé v K. Abychom to dokézali, sta&f vést
takovym bodem libovolnou pfimku a uvaZovat zkoumany polynom na ni. Véta je
dokazéna.

Casto je vihodné psat polynom [Ty ve tvaru

3
(4.5) Mi(z,y) = Y up;(,y),
J=1
kde p;, 5 = 1,2,3 jsou polynomy, pro né% plati
L, i=4 .
(4.6) pilzj,y;) = {0. P4 i,j=1,23.
Z Cramerova pravidla ihned dostdvame, Ze je
1
(£.7) pi{z,y) = m[(ﬂzya — 3ys) — (ya — ya)x + (s — z2)y],
1
pa(z, y) = m[(fayl ~ z1ys) — (91 — v3)z + (=1 — z3)yl,
1
(2, 9) = @ - za1) — (v2 — 31)5 + (22 — =),
kde T je matice soustavy (4.4), tj.
1 =z m
(4.8) T=11 29 w
1 z3 ys

Poznamka 4.1. Rovnice
(4.9) pi(2,y) =0
je rovnice pifmky, v niZ le#f strana trojibelnfku K prot&jsi k vrcholu {z;, ;).

Tato poznamka je sice Gplné elementérni, bude viak diileZitd pro vyZetfovéani
prostorii koneZngch prvki zalofenych na polynomech vySSich stupiid nez jedna.

Véta 4.1 dovoluje zavést Lagrangeiiv trojuhelnikovy prvek jako polynom prvni-
ho stupné na p¥islusném trojthelnfku, ktery interpoluje funkéni hodnoty v jeho
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vrcholech. Uzlové parametry jsou tedy v tomto piipadé funkéni hodnoty a nzly
vrcholy trojithelniki rozkladu. Prostor koneéngch prvkii sestrojeny pomoci popsa-
ného prvku oznaéime symbolem Z'. Kazd4 funkee z tohoto prostoru je na kafdém
trojthelniku rozkladu linedrni a protoe v spoleénych uzlech jsou uzlové paramet-
ry stejné, je také spojitd. Jeji parcidlni.-derivace jsou tedy po Edstech konstantni,
z Ceho plyne, Ze prostor F;! je podprostorem Sobolevova prostoru J#L. Je proto
vhodny k feSeni problémi druhého Fadu. Bazi v prostoru Z! vytvoiime postupem
zminénym vise, tj. za j-tou bazovou funkci bereme funkei ®;, kterd je v j-tém
uzlu rovna jedné, ve viech ostatnich uzlech rovna nule a na kaZdém trojihelniku
e linedrni. KaZd4d bazovd funkce je tedy v kaidém trojithelniku rozkladu tvaru r-
bokého jehlanu, kde &slo r udavé podet trojahelniki, které obsahuji tento uzel (viz
obr. 4.3).

Obr. 4.3

Baézové funkce v prostoru .7,;1

Biézova funkee pifsludna k uzlu, ktery le#i na hranici oblasti, je pfirozen& tvofena
pouze £dsti tohoto jehlanu. Cheeme-li sesirojit prostor konefngch prvki, ktery je
podprostorem prostoru J&! (a ktery je tedy vhodny k FeSeni problémé druhého #4du
s homogenn{ Dirichletovou okrajovou pedminkou), vypustime z popsané soustavy
bézovych funkei ty funkce, které jsou rovny jedné v uzlu leficim na hranici.

Z nerovnosti (4.1) plyne, #e rychlost konvergence Ritzovy-Galerkinovy metody je
déna pfesnostf, s kterou je moZno aproximovat piesné feenf prvkem uzitého koneé-
nédimenziondlniho prostoru. Abychom byli schopni uéinit si pfedstavu o rychlosti
konvergence, musime mit dispozici néjaké poznatky o aproximaénich vlastnostech
prostoru koneénych prvki ! . V jednodimenzionalnim piipadé jsme mohli kazdou
funkei z prostoru S#1(a,d) jednoduSe aproximovat po Estech linedrni funkef po-
mocf interpolace. Zde je situace sloZit&jsl, nebof obecna funkee z prostoru Q)
nemusi byt nejen spojitd, ale dokonce ani omezend (pfesnéji feeno, nenf mozné
dosdhnout této vlastnosti zm&nou jeji definice na mnoZiné miry nula, nebot prvek
prostoru A1{Q) neni jedna funkce, ale tfida funkef lisfeich se na mnosind miry
nula), takie o jeji hodnoté nem4 obecn& smys! mluvit. Aproximaci dané funkee
f e Q) funkel 7, € F;! nelze tedy sestrojit pifmo pomoci interpolace. Je viak
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moZné postupovat napk. tak, #e se nejprve sestroji funkce f € 52 2(Q), kterd funkei
f aproximuje ve smyslu normy prostoru . To je mo¥né, nebot mno¥ina 5#2()
je husté v prostoru 52!, K funkei f se pak sestroji funkee fr jako jeji interpolace,
coz ma smysl, nebof funkce f Jje uZ spojita (tato skute€nost plyne z tzv. Sobolevo-
vich vt o vnofenf, viz napf. Nedas (1967)). Pokud o aproximované funkci nemame
Zddné dalsf informace neZ jen ty, Ze lefi v prostoru J#(Q), nelze o ¥adu chyby takto
1 jakkoliv jinak sestrojené aproximace nic ¥ci. Aby bylo mo#né rozdil f — f n&
Jakym pouZitelnym zpisobem odhadnont, je tFeba zpfisnit poZadavky na hladkost
aproximované funkce. Jako pFiklad tvrzeni tohoto typu uvedme nasledujici vétu.

Véta4.2. Necht K je uzavieny trojithelnik o vrcholech P; = (z;,y;),j = 1,2,3.
Necht u € €%(K) a necht Hu je polynom prvniho stupné urdeny podminkami
({Tu){(P;) = w{P;), j = 1,2,3. Pak plati

oeitaay
(4.10) lw = Mol se ) € 2% max | ”W o
a
(4.11) e i Cho [0 “ | bl
arfare1 Oz dy>z z,,(K) = QK ey Bz 8y |l 2, (k)
kde
{4.12) (lull s qrey = (frg?é(KIU(z,y)l

a hy je nejdelSi strana a px primér kruZnice vepsané trojihelniku K.
Dikaz Ziejms je
3
(4.13) (u)(z,y) = 3 ulz;,4)pi(z, ),
=
kde p; jsou polynomy (4.7). Podle Taylorova vzorce platf
bu u

(“14)  u(n) = ul=,y) + (=, y)(E - 2) + 51-;(@ v —y) + R(z,1:€,7),
kde

1 Pu o 2
(4.15)  Rlzy:é,m) = 355 ME -0+

i TR L 0%u s 9

+ m(&ﬂ)(ﬁ —z)(n—y) + 5@(& ) —y)
abod (E, i) leZi na Gse€ce spojujici body (¢, 1) a (2, y). Poloime-li speciaina (¢, n) =
= (j,y;), mame pro j = 1,2,3
(4.16) u(zj, 4;) = u(z, y) -+ ¢;(2,9) + Bi(e, ),
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kde Polozime-li specidlné v = du/dz a 6§ = Ju/dy, dostdvime odtud platnost (4.22).
wm e ?ﬂ(z oymat) + a;"(z. s ) PouZijeme-li v (4.20) vztahy (4.21) a (4.22), je
. FRCT] i oz Y 3 ay > YNYj ) 3
a (4'26) (Hu)(x)y) L u(""‘: y)+ ZRj(t,y)pj(m,y)
iz
{4.18) Rj(z,y) = Rlz, 425, 4)- .
. neboli
Pratoze je |z; — 2| £ hx a |y; — y| £ hx, dostévame pro funkei B; odhad
gntozy (4.27) u(z,y) — (Hu)(e,y) ZR (e, Vp; (2, ¥).
4.19 < !
(1.19) 185(2,9)| £ 20k | grmgan o =
Dosadime-li do (4.13) ze (4.16), dostaneme ProtoZe pro (z,y) € K plati 0 £ pj(z,y) S 1, je
s -
3
(4.20) (Mu)(=,y) = w(z,9) }_pi(=,4)+ (4.28) |u(z,y) ~ (Tu)(z,9)| £ D IRi(2, 9)lp; (2,9) £
j=1 =t
3 3
+Y gz, vpi(zv) + Y Ri(z, v)pi(z, ). < max |R; (z, )| Ep_,(x, y) = max |B;(z, y)!.
f=1 j=1 4
i=1

DokaZme nyni, Ze je . . Lo
Odtud a z nerovnosti (4.19) u# bezprostfedné plyne nerovnost (4.10).

3 - . . ..
Abychom dokéazali nerovnost (4.11), derivujme rovnici (4.13)} podle z; dostaneme
(4.21) D opilzy) =1 (a1 (1)
Blu
a (429) L L. TS
j=1

(4.22) Z%’(za ypi(z,y) = 0. Dosadime-li do této rovnice z rovnice (4.16), mame
Dilkaz obou té&chto rovnosti je zaloZen na skuteZnosti plynouci ihned z véty 4.1, ol _ PJ
totiz, Ze je (430) 8z u(a, );,2_; e Zq, ,y) Oz (a: u+
(4.23) . u=Tu

3
i : . : . : + 30 By B ().
pro kazdou funkei u, kterd je na K linearni. Dosadime-li do (4.20) funkci u(z,y) = = &3
= 1, pro ni% zfejmé plati (4.23), dostdvime ihned (4.21), nebot v tomto specidlnim

piipad® je gj(z,y) = Rj(z,y) = 0. Abychom dokézali (4.22), poloZme ve (4.20) ProtoZe viak je
u(z,y) = vz + 8y, kde 7 a § jsou libovolns redlnd &sla. Protoze i v tomto piipadé 3 Op; 3
plati (4.23) a protoZe je R;{z,y) = 0, méme (4.31) E —-:":— z,y) = 32 Epj(z, y)=0,
3 i=1 i=1
(4.24) u(z,y) = u(z,y) + Y _[(z; — z)+8(y; — v)lpi(e,9). jak plyne z (4.21) a
=1
Pro libovolnd redlnd 4 a § tedy plati (4.32) E 6ile y (2,9} = u(w %)
) z 1 2
a F
(4.25) 3 vz — =)+ 8(y; — wlpi(z,y) = 0.

=1 jak plyne z rovnice (4.30), poloime-li v ni u(z,y) = vz + 6y, plyne z (4.30}, Ze
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platf
0Tu u 3 9pj
(4'33) a—z(xv y) - 6—1(2, y) +;Ri(x5y)al(£fy)
neboli
3 Op;
(434) 3 o o5) — U (2,) = jX:;Rj(m,y)a—;(z, )-

Protoze plati

(4.35) (2, )| <

jak se snadno zjisti, plyne z (4.34) a (4.19) odhad

du 3Uu

(4.36) % g )l_ o ,,,ff:i‘:zl

(:n,y)EK | dz

aa1+aqu
Jz o1y

Za(K)

Uplné stejné odhadneme rozdil du/dy — 8(ITu)/dy. Plati tedy (4.11) a ditkaz véty
4.2 je zakonden.

Ve vét€ 4.2 jsme tedy nalezli tvrzeni, které ndm déva pFedstavu o velikosti ¢chyby
interpolace v prostoru Z;!. Proto¥e v8ak v nerovnostech (4.10) a (4.11) vystupu-
je Z-norma, nejsou tyto odhady idedlni ke konstrukei odhadu chyby Ritzovy-
Galerkinovy metody na zékladé nerovnosti (4.1), nebot v ni se u#{v4 norma typu
Zy-normy. Zformulujme proto vBtu, kterd je paralelnf k véts 4.2, v niz viak jsou
piisludné velifiny méfeny integralnimi normami.

Véta 4.3. Necht jsou splnény pFedpoklady v&ty 4.2. Pak existuje absolutnf

konstanta C takovi, 7e plati

(437 lu — Tullsgezy < Chklv|seixy
hk
(4.38) [ — Mulomxy C e M)
kde
6a1+a2u 1/2
(4.39) e = 3 ( / [ s | d dy) .
a1+a; »

a je to tedy r-t4 seminorma funkce u.

Ddkaz této véty, ktery uf neni tak elementarni, jako tomu bylo u véty 4.2,
nalezne Etendf v Eladnku Dupontové a Scottové {1980).
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Jak uZ jsme fekli, ke konstrukei odhadii chyby interpolace a tedy také chyby
Ritzovy-Galerkinovy aproximace fefeni okrajové filohy se Zast&ji uziva vty 4.3 nez
véty 4.2. Abychom se v8ak vyhnuli znagnym technickym komplikacim, uvedli jsme
zde pouze ditkaz véty 4.2, nebof se domnivame, 7e je dostateind charakteristicky
k ilustraci postupt v obdobnych situacich.

Uzijme jesté vétu 4.3 k odhadu chyby interpolace na celé oblasti §2. Pfedpo-
klidejme, Ze je déva posloupnost rozkladd {Z,} dané oblasti charakterizovanych
parametrem

(4.40) h= max hg

a pfedpoklddejme déle, Ze pro ka#dy trojithelnik K rozkladu plati
(4.41) 9% > B,
h K

kde # je kladna konstanta nezvisld na k. Takovou posloupnost rozkladf obvykle
nazyvéme requldrni posloupnosti rozkladi. Pofadavek znaff, e v rozkladu Z; nejsou
pfipustné trojGhelniky, které majf ngktery dhel p¥lis maly.

Bud nyni f € #%(Q) a bud f, jeji interpolace. Sestenf nerovnost (4.37) pro
viechny trojihelniky rozkiadu d4va

(442) N7 = falligoy = D I = falllsqaey S

KeZy
< Y Chilfleg S CPh* D 1y =
KEZn KeZy
= C*hYfl3a@) -
Analogicky plyne z nerovnosti (4.38), pouzijeme-li zéroven (4.41), Ze je
o I}
{4.43) If = falbay £ 3 €* Klflm(x) p
KeZy
C*hi C?h?
<X —gr e < g e

Kezy
Spojenim nerovnosti (4.42) a (4.43) dostdvame, Ze pro h < hg plati
(4.44) 1 = fallo gy S MAIflosy,

kde M je konstanta dand vzorcem

O\ 1/2
(4.45) (c A3 52) ,
takie nezdvisi na k. Pro %%-normu rozdilu f — f; samoziejmé plati lepsf odhad
(4.46) If = fullseny € CR¥Homeny

Jak plyne ihned ze vzorce (4.42).
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Rychlost konvergence Ritzovy-Galerkinovy metody je zde tedy O(h*) mfeno
normou prostoru %% a O(h) méfeno normou prostoru .

Poznamenejme konetné, Ze provedeme-li triangulaci dané oblasti pravidelné
(je-li napf. Q &tverec, sesirojime v ném nejprve pravidelnou étvercovon sit a vzniklé
¢tverce rozdslime navzdjem rovnob&#nymi fihloptigkami na trojthelniky) a k pii-
bliznému vypoétu integrald, které je tieba potitat pfi sestavovani Gramovy matice
a vektoru pravé strany, uzijeme vhodné kvadraturni vzorce, dostaneme metodu siti.

4.1.2 Kvadraticky Lagrangeuv prvek
Sestrojme nyni prostor koneénych prvki zalofeny na interpolaci polynomy druhého

stupnd. DokaZeme proto nejprve nasledujici vétu.

Véta 4.4. Bud K trojihelnik o vrcholech P; = (wj,y;), 7 = 1,2,3, oznalme
Py = (z4,94), Ps = (25,ys5) a Pg = (26, ys) stfedy jeho stran (viz obr. 4.4) a bud-

te u;, j = 1,...,6, libovolnd redlnd lisla. Pak existuje pravé jeden polynom IIy
druhého stupné, pro ktery plati

(447) HZ(styJ):uj) i=1,...,6.

Obr. 4.4

Linearni, kvadraticky a kubicky Lagrangeiiv prvek

Dikaz . Ziejms stadi dokézat, Ze jeding polynom druhého stupné, ktery se
anuluje v bodech P, je mulovy polynom. Bud tedy u polynom druhého stupné, pro
ktery plati

(448) U(-’EJ,yJ)=O= j = 17' 16:
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a dokaZme, ¥e tento polynom je nulovy. UvaZujme k tomu cili stranu Py P3 daného
trojihelnika. Podél této strany je funkce u zfejmé polynom druhého stupné v jedné
proménné, ktery je roven nule ve tfech navzijem rizngch bodech; odtud ihned
plyne, #¢ polynom u je na lseéce PyPj identicky roven nule. Podle poznamky 4.1
je viéak rovnice p1(2,y) = 0, kde funkce p; je definovana prvnf rovnici (4.7), rovnici
pfimky P, Ps;. Musi tedy platit

(4.49) u(z,y) = pu(z, ) (s, y),

kde 1 je polynom stupné nejvyse jedna. Stejnym zplsobem dokdZeme, Ze funkce
u se anuluje na dscéce P Pa. Pro ka#dy bod (z,y) € K tedy plati

(450) 'u(:v, y) = pl(a‘l! y)pz(m, y)U{],

kde ug je nyn{ polynom stupn& nula, tj. konstanta. Dosadime-li v8ak do rovnice
(4.50) za (z,y) bod Py lefici mezi body Py a P, dostaneme

(4.51) 0= 1lup,

cot dokazuje, Ze je ug = 0. Nulovost polynomn u pak ui plyne z (4.50). Tim je
zakonden dikaz véty.

Na zdkladd véty 4.4 lze zvolit vrcholy trojfhelnika a stfedy jeho stran za uzly
a funkéni hodnoty za uzlové parametry a sestrojit tak jejich interpolaci kvadraticky
Lagrangelv prvek.

Polynom IT; splitujici podminky (4.47) lze psét ve tvaru

B
(4.52) Hy(z,9) = Y uipi (2, ),
i=1

kde elementarni polynomy pgz) jsou podobn¥ jako v pfipads linedrnich prvkil defi-
novény rovnicemi.

L,  J=k,

2 .

(4.53) Pf— Naw, y) = jk=1,...,8.

0, i#k

Abychom odvodili konkrétni tvar t&chto polynomt, uiijeme pojmu tzv. referenc-

ného trojihelniku. Zavedeni tohoto trojihelniku vychézi z pozndmky 4.1. ProtoZe
pro funkce pi, p2 a pa vystupujici v této poznamce plati rovnice (4.21), pevadi
transformace

(454) = pl(zry)v
p2 = pa(z, )

trojihelnik P PyPs roviny (z,%) na trojithelnik Q1Q2@Qs roviny (p1, p2), piitemZ
je Q] = (1,0), Qz = (0,1) a Q3 = (0, 0) (ViZ obr. 45) Trojl’lhelnik Q1Q2Q3

se nazjva jednotkovy referenéni trojfihelnik nebo struéné referenéni trojtihelnik.
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Obr. 4.5
Referenéni trojihelnik
A
4
Qg &y
L)
9 g Q

ProtoZe transformace (4.54) je linedrni, je snadné vypoéitat inverani transformaci
z roviny {p1,p2) na rovinu (z,y). Tato transformace je samozfejmé op&t linedrni
a je tvaru

(4.55) z = a(p1,p2),
y= y(Pl;PZ);
kde
(4.56) z(p1,p2) = 3+ (x1 — z3)p1 + (w2 — 3)p2,

Y(p1,p2) = ys + (y1 — va)p1 + (v2 — va)pa.

Transformace (4.54) a {4.55) umo#iiuj{ podle potieby pfechizet snadno od referené-
niho trojahelnika k obecnémn a naopak.

Protoke transformace (4.55) je linedrni, je ka#dy polynom druhého stupné v pro-
ménnjch z, y polynomem druhého stupné v promé&nngch p;, ps. Elementarni poly-
nom p; "’ nabyvi v uzlu P; hodnotu jedna a v ostatnich uzlech hodnotu 0. Protoze
piimka p; = 0 prochézi uzly P, P; a P, a piimka py = 1/2 uzly P4 a FPg, nesmi
polynom pgz) zaviset na proménné p; a musi byt roven nule pro py = 0 a p; =
= 1/2 (a samozfejmé jedné pro p; = 1). Jediny polynom druhého stupné, ktery
spliluje tyto podminky, je polynom p;(2p; — 1). Polynom pgz) je tedy roven vyrazu
p2(2p1 — 1), kde za p; je t¥eba dosadit ze vzorci (4.7) (nebo (4.54)). Polynomy
p(zz) a p:(f) sestrojime na zéklad& aplng stejngch fivah. Elementarni polynom p;™,
ktery je roven jedné v uzlu P4 a v ostatnich uzlech je roven nule, sestrojime pomoci
pfimek p; = 0 a p; = 0, které prochdzeji body P, P3 a Ps a body P1, P3 a Fs.
Polynom p42) musi byt tedy tvaru apips, pfi€em# konstanta o se uréi z podminky
pgz)(m, ya) = 1, kterd je splnéna pro o = 4. Elementarni polynomy pgz) jsou tedy
dany vzorci

(4.57) pgz) =p; (2;01 - 1)1
257 = pa(2p2 — 1),
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.‘sz) = pa(2pz — 1),

2
pi) = 4p1p2,
pfe,z) = 4pops,
2
pg ) = 4pips,

pfitemz p;, ps a p3 jsou linedrni polynomy definované rovnicemi (4.7).

Postup, pomoci ného# jsme odvodili tvar polynomil majicich vlastnosti (4.53), de-
monstruje, ze uZiti referenénfho trojihelniku mi%e podstatng zjednodusit prislusné
avahy. MoZnost prace s referenénim trojihelnikem, eventuilné s jinym referené-
nim obrazcem, jsou-li u#ity jiné zdkladn{ obrazce ne? trojhihelniky, patii rovngz
k charakteristickym rystm metody konetnych prvki.

Prostor koneénych prvkil sestrojeny pomoci pravé popsaného kvadratického prv-
ku ozna&ime symbolem Z2. Vytvofime-li v tomto prostoru bazi jako v pFedchozim
odstavci, tj. za j-ton bazovou funkei vezmeme funkei, kterd je po &4stech kvadratic-
ké, kterd je v 7-tém uzlu rovna jedné a v ostatnich uzlech rovna nule, je tato bézova
funkce rfizné od nuly pouze v trojihelnicich obsahujicich zminény uzel, a mé te-
dy maly nosi¢. Na ka?dém trojihelniku, kde je nenulova, je pfitom rovna né&které
clementarni funkci (4.57). Funkce z prostoru 2 jsou z¥ejmé spojité, majf tedy
po &astech spojité prvni parcidlni derivace a vytvareji tak podprostor Sobolevova
prostoru J#1. Jsou tedy stejné jako linearni prvky vhodné k Fefenf aloh druhého
fadu. O konstrukei aproximace funkce z ! funkei z %2 plati toté#, co bylo feéeno
v odst. 4.1.1 o aproximaci funkcemi z Z!. Uvedme jeité pro tplnost bez dikazu,
#e je-li posloupnost triangulaci regularn, je-li f € #7(2) pro r = 2 nebo 3 a je-li
fn nterpolace funkce f, platf pro rozdil f -~ f; odhad

(4.58) If = fullseweay S MA Piflpia), p=0,1,

kde #°%(Q) = £5(Q). Pfitom pfedpoklad, Ze je f € 27 (£2) s v vit3m nei 3, ui
nevede k zlepSeni uvedeného odhadu.
Uziti kvadratickych Lagrangeovych prvkii vede tedy p¥i fefeni rovnice druhého

fadu k chyb& Fadu O(h?) méFfeno normou Sobolevova prostoru 3#21(R2), je-li hledané
fefeni dostatetné hladké.

4.1.3 Kubicky Lagrangenv prvek

Abychom sestrojili tento prvek, vezmeme za uzly vrcholy trojithelnika, body, které

ni hodnoty v t&chto uzlech a interpolujeme je polynomem tfetiho stupné. Oznatme
u¥ité uzly Py = (z1,11), ..., Pro = (%10, y10). Nésledujic{ véta ospravedliiuje popsa-
ny postup.

Vé&ta 4.5. Bud' K trojitheinik Py Py Ps a budte u;, § = 1,...,10, libovolnd redlnd
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&isla. Pak existuje pravé jeden polynom I3 t¥etiho stupng, pro ktery plati
(4.59) Os(zj,y)=w;, j=1,...,10.
Dakaz. ProtoZe podminek (4.59) je pravé tolik, kolik mé koeficientl poly-

nom tretfho stupné, stafi opét jako ve v&t& 4.1 a 4.4 dok4zat, Ze polynom u t¥ettho
stupné, pro ktery plati

(4.60) w(z;,y;) =0, j=1,...,10,

je nutnd nulovy polynom. Polynom u je identicky roven nule podél kazdé strany
trojithelniku K, nebof je na téchto stranich polynomem tfetiho stupné v jedné
proménné, ktery se anuluje ve Etyfech navzdjem riiznych bodech. Polynom u lze
tedy psat ve tvaru

(4.61) u(z,y) = vpi(z, w2, ¥)pa(z. ¥),

kde polynomy p1, pz a pa jsou opét definovany rovnicemi (4.7) a v je konstanta.
Dosadime-1i nyni do (4.61) za (z,y) t&%i5té trojtihelnika, dostavame z (4.60), Ze je

(4.62) 0=~iis
Je tedy v = 0 a u je podle (4.61) nulovy polynom, coZ dokazuje vétu.

Polynom IT3 lze podobné jako v pfipadé Lagrangeova kvadratického prvku psét
ve tvaru

10
(4.63) y(z,y) = 3 4,8z, v),
j=1
kde polynomy pga) jsou definovany rovnicemi
L,  i=k
(4.64) e, ) = k=1, ..10.
0, i#k

Elementéarni polynomy p;_a) se pFitom dajf vyjadfit pomoci elementarnich polynomi
linearni interpolace.

Prostor koneénych prvkil vytvoFeny pomoci polynomi 73 oznagfme 3. Je opét
podprostorem Sobolevova prostoru J¢ 1. Vytvofime-li v ném bézi standardnim po-
stupem popsanym v¥se, je slozena z funkci, které jsou na jednotlivych trojahelnicich
rovny n&které elementérnf funkci pgs) a které maji mal§ nosié. Oznaéime-li opét fr
interpolaci funkee § € 7, kde za &slo r piipouStime nynf hodnoty 2, 3 a 4, plati
pro chybu nerovnost (4.58), Tento odhad uZ nelze déle zlepsit zvétSovanim Esla r,
tj. daldim zvySovanfm hladkosti interpolované funkce. Méfime-li tedy velikost chyby
normou Sobolevova prostoru S#1{2), vede Ritzova-Galerkinova metoda pfi pouZiti
prostoru Z;2 k rychlosti konvergence fadu O(k3), samozfejmé stejné jako dffve za
piedpokladu dostateéné hladkosti hledaného FeSenf.
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4.1.4 Obecny Lagrangetiv prvek

V tomto odstavei popiseme struéné bez jakychkoliv ditkazi, jak lze sestrojit obecny
Lagrangetv prvek zaloZeny na interpclaci obecnym polynomem stupné m. Pelynom
I, stupné m ma s, = (m+1){m+2}/2 koeficienti, a lze jej tedy uZit k interpolaci
V $m uzlech umisténych v uvazovaném trojihelniku. Uspofdddme-li jednotlivé sci-
tance v obecném polynomu stupné m do schématu zndzornéného v tab. 4.1, méme
v ném navod, jak potiebné uzly rozmisti symetricky: KaZdou stranu trojihelniku
Py P; P3 rozdélime na m stejngch dilh a takto veniklé d&lici body spojime pfimkami
rovnob&zngmi se stranami trojihelniku. Timto postupem rozdélime dany trojihel-
nfk na m? podobnych trojGhelnikd, jejich# vrcholy, kterych je pravé s, vezmeme
za uzly. Popsanym ndvodem jsme se ostatné u# ¥idili ve specidlnich p¥ipadech uve-
denych v odst. 4.1.1 az 4.1.3.

Tabulka 4.1

Schéma obecného polynomu ve dvou proménnych

1
@ y
$2 Ty yZ
e oty w12 @
4 =y 2242 o o
Oznadime-i uj,j = 1,..., s, hodnoty interpolované funkce v pravé sestrojenych

uzlech, lze polynom II,, psat ve tvaru

(4.65) Mz, y) = Eujpg-'")(z, v

i=1

kde kazdi funkce pg-m) je polynom stupné m, ktery nabyva v pravé jednom uzlu
hodnoty jedna a v ostatnich uzlech hodnot nula. KaZdy z t&chto elementarnich
polynomi p_S»'") lze opét slofit z linedrnich polynomi p1, p2 a pa.

Pro piislusny prostor koneénych prvkd Z™ plati Z™ C 5! a jeho aproximatni
vlastnosti jsou popsdny opét nerovnosti (4.58), v niz pfedpoklddime f € #" a za
r pfipoudtime hodnoty 2,..., m+ 1. Bazové funkce v prostoru 7™ maji opét malé
nosife a na jednotlivych trejihelnicich rozkladu jsou rovny elementérnim polyno-
mim pgm). Prostor Z;™ je moZno uzit opét pouze k feSeni problémi druhého Fidu,
nebot nenf podprostorem zidného Sobolevova prostoru J#F s k > 1. Maximélni
dosa¥itelna rychlost konvergence je O(h™).
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4.1.5 Hermituv prvek

Jako alternativu k interpolaci funkénich hodnot v mnoha uzlech je mozné uvaZovat
interpolaci hodnot dané funkce a hodnot nékterych jejich derivaci, tj. interpolaci
Hermitova typu, v mensim poétu uzli. Jedna z moZnosti tohoto postupu v pFipadé
polynomt t¥etiho stupné je zaloZena na nasledujici vété.

V&ta 4.6. Polynom tfetiho stupné je jednoznaéng uréen svymi funkénimi hodno-
tami a hodnotami prvnich parcidlnich derivaci podle ¢ ay ve vrcholech trojithelniku
PP, Ps a funkéni hodnotou v jeho t&Zisti.

Dtkaz. Protoieiv tomto piipads je pofet podminek roven poftu koefici-
ent uva¥ovaného polynomu, staé dokazat, %e polynom u, pro ktery plati
u du .
(4.66) ulej, 3) = 55 (@ w) = 5 (24) =0 i=123
u(z4,ys) = 0,
kde (z,¥), § = 1,2,3, jsou soufadnice vrchold trojihelniku PPy Pya Py = (T4, va)

je jeho t&7i5t&, je nulovy polynom. Z rovnic (4.66) plyne, Ze je

Bu du du
(4.67) 5, @i ¥) = g (e u)s + @(%‘,w)sz =0,
kde 8/0s je derivace ve sméru s = (51,52). Specidlng je tedy
7} lej
(4.68) 5;(1:2,1/2) = 6—3(%; ys) =0,

kde s je smér od bodu Py do bodu Ps. ProtoZe je také u(xs,y2) = w(zs, Ys) =
= 0 a protoze funkee u je podél Gsetky PoPs polynomem t¥etiho stupné, je funkee
u rovna na této Gisefce identicky nule. Podobng se dokéZe, %e u se amuluje i na
zbyvajicich dvou stranich trojiihelnfka. Dilkaz véty se nyni ui zakon & za uZiti
podminky u(z4, ya) = 0 stejné jako dikaz véty 4.5.

Kubicky Hermititv prvek dostaneme tak, Ze za uzly vezmeme vrcholy P1, P; a
P, daného trojthelnika a jeho t&%i§té Py a za uzlové parametry funkéni hodnoty v
uzlech Py a# P a hodnoty prvnich parcidlnich derivaci podle @ a y v uzlech Py aZ
Ps.

Prostor konenéngch prvkil vytvofeny pravé popsanym kubickym prvkem oznali-
me yf . VytvoFime-li jeho bazi naidfm standardnim postupem, &j. polozime-li vidy
pravé jeden uzlovy parametr rovnj jedné a ostatni parametry rovny nule, ma-
ji bazové funkce opd&t malé nosice. Prostor .5’,? je stejné jako prostor T2 pouze
podprostorem Sobolevova prostoru 5%, takZe je vhodny peuze k FeSeni problémb
druhého F4du. Jeho aproximaéni vlastnosti jsou popsény nerovnosti (4.58)sr=3
a 4, a jsou tedy stejné jako aproximaéni vlastnosti prostoru Z3. Za &slo r v nerov-
nosti (4.58) zde viak nepfipouitime hodnotu 2, jako tornu bylo v piipadé prostoru
Z3. Divod je ten, %e ke konstrukei interpolace v prostoru 43 nestati uiit pouze
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hodnoty interpolované funkce, ale jsou zapotiebi hodnoty jejich derivaci, a ty pro
funkei z prostoru 2 nemusf mit smysl.

Podobné jako jsme vytvofili kubicky Hermitiv prvek a prostor konenénych prvki
&3, daji se vytvofit prostory S pro libovolnd v = 1,2, ... Staéi k tormu vzit za
uzlové parametry hodnoty interpolované funkce a jejich vSech parcidlnich derivaci
a¥ do Fadn v vietn& ve vrcholech trojihelniku a -hodnoty interpolované funkce
stdle vhodny pouze k feSeni rovnic drubhého Fadu, nebof je podprostorem pouze
prostorn ! a neni podprostorem zidného Sobolevova prostoru A% pro k >
> 1. Lze viak pomoci n&j, stejné jako pomoci obecného Lagrangeova prvku, docilit
rychlosti konvergence Ritzovy-Galerkinovy metody libovolng vysckého fadu, nebot
jeho aproximacn{ vlastnosti jsou dany nerovnosti (4.58)s r=v+2,...,2v 4+ 2.

4.1.6 Prostory koneéngch prvki pro Feeni
diferencidlnich rovnic &tvrtého Ffadu

Prostory koneénych prvki, které jsme aZ dosud sesirojili, obsahuji funkee, jejich#
prvni parcidlni derivace mohou byt podél stran trojihelniki rozkladu nespojité.
Takové funkee proto patif pouze do Sebolevova prostoru #1{{1). Abychom sestro-
jili prostory, které jsou podprostory Sobolevova prostoru J#2(£2) a které jsou tak
vhodné k FeSeni problémi &tvrtého Fadu, je tieba, aby byly spojité nejen pfislusné
funkce samotné, ale i jejich prvni parcidlni derivace. Nejjednodussi prvek, pomoci
n&ho# to 1ze dosdhnout, je zaloZen na interpolaci polynomy patého stupneé. PFi vol-
b& uzlit a uzlovych parametril, kterych je zapotfebi 21, je v8ak tfeba postupovat
jinak, neZ jsme postupovali pil konstrukei prostoru Yf zalozeného také na polyno-
mech patého stupné. Pozadované spajitosti prvnich parcidlnich derivaci se dosdhne,
jak hned uvidime, tak, Ze za uzly se zvol{ vrcholy P;, P; a P3 daného trojihelniku
a stfedy jeho stran Py, Ps a Ps a za uzlové parametry se berou funkéni hednoty prv-
nich a druhych parcidlnich derivac{ ve vrcholech a hodnoty derivace podle normaly
ve stfedu stran. Nejprve vSak ukaZeme, Ze polynom péatého stupné je zvolenymi
uzlovymi parametry skuteéné jednoznatné uréen.

Véta 4.7. Polynom IT5 pétého stupné je jednozna¢né uréen svymi hodnotami
a hodnotami parcidlnich derivaci aZ do Fidu dvé ve vrcholech trojihelnika a hod-
notami derivaci podle normily ve stfedech jeho stran.

Dikaz. Zfejmd staéi podobné jako pfi dikazu napf. véty 4.6 dokézat, Ze
polynom u patého stupné, pro ktery plati

gartozy .
Feroger G W) =0 o1+ on S a20,a20,j=123,

Ju .
a_n(xysyj) = 01 J = 4:5161

(4.69)
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je nutné nulovy polynom (je samogfejmé P; = (z;,9;}, § = 1,...,6, a body P; jsou
rozmistény jako na obr. 4.4). Abychom to nahlédli, véimneme si pfedeviim, Ze pro
7 =2,3 plaii

& 82
(4.70) u(zj, y;) = a_:(zjl ¥) = 3—;(1‘1: %) =0,

kde s znadi smér asecky P, Ps. Protoie funkce u je na Giseéce Py P3 polynom stupné
nejvyse pét, plyne z podminek (4.70), Ze je na ni identicky roven nule. Protoze
funkce du/8n je na této Gseéce polynom stupné nejvyie Etyfi a protoZe pro j = 2,3
plati

Gu 8 réu
(4.71) 5@ ) = 5 (5) @) =0
a samoziejmé také
a
(472) 3o (25,38) =0,

je funkce du/dn identicky rovna nule na Gsetce P;Ps. ProtoZe tedy obg funkee u
a du/On se anuluji na Py P;, d4 se polynom u psit ve tvaru

(4.73) u(z,y) = [pi(=, y)]?‘us(w, v),

kde u3 je polynom nejvyse tfetiho stupné. Posledni tvrzeni plati oviem 1 pro dalsi
dvé strany trojiheiniku P Py Ps; plati tedy

(4.74) u(#,y) = Ylpi (e, VI [p2(2, y) [ps(z, ¥)]*-

ProtoZe vSak u je polynom stupné nejviyse pét, je nutng v = 0. Je tedy v = 0 a véta
je dokdzéna.

Budte nyni K; a K> dva trojahelniky se spoleénou stranou S, budte u; a us
polynomy patého stupné definované na K, resp. Kz a pfedpokléddejme, Ze plati

aul+azul 6Ull+ﬂ’2u2

(4.75) BemiByar = Buoibyea’ v koncovych bodech S,
% = % ve stFedu tselky S,

kde n je smér normaly k isefce S. Pro rozdil w = uy — uy tedy plati (4.70), (4.71)
a {4.72), a je tedy

dw
(4.76) W= g = OnaS.
Je-li viak w = 0 na S, je také
ow
(477) a" =0na S
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(s je smdr tisetky S). Relace (4.76) a (4.77) viak ukazuji, %e funkce u, kierd je
definovand na Ki U K, tak, Ze je rovna funkei u; na K a funkei up na Ks, je
spojita spolu se svymi prvafmi derivacemi podél {isetky S.

Prostor koneénych prvkid vytvofeny pomoci pravé sestrojeného prvku, oznacme
jej 23, je tedy skuteéng podprostorem Sobolevova prostoru #7%(f2). Je-li f5 inter-
polace funkee f € S##7(Q), plati pro rozdil f — fi op&t nerovnost (4.58), kde za p
pEipoustime nyni hodnoty 0, 1 a 2.

Na podobném principu lze sestrojit prostor koneénych prvki ﬂ,‘f"'*'l, ktery je
podprostorem Sobolevova prostora 7 T1((2), je tvofen po &stech polynomy stup-
né 4v + 1 a je vhodny k feseni dloh Ffadu 2v + 2. Za uzlové parametry je tfeba
vzit hodnoty interpolované funkce a jejich derivaci a% do ¥ddu 2w ve vrcholech troj-
prvai derivace podle normaély ve stfedu kazdé strany, hodnoty druhé derivace podle
normély v bodech dé&licich kaZdou stranu na tfi stejné dily atd., a7 hodnoty v-té
derivace podle normély v bodech délicich kaZdou strann na v + 1 stejnych dild.
Za pFedpokiadu, %e pro aproximovanou funket plati f € J#"7(Q) pro r = 2v +
+2,...,4v 4+ 2, je chyba aproximace popsdna nerovnost{ (4.58)sp=0,...,v+ L.
Prostor ﬂz"“ 1ze samozfejmé uZit i k fedeni rovnic niziich Fadi.

4.2. Cty¥thelnikové prvky

V souéasné dobé jsou étyfhahelnikové prvky méné populdrni nez trojihelnikové prv-
ky. Vsimneme si jich proto pouze velice struéné.

4.2.1. Obdélnikové Lagrangeovy prvky

Tyto prvky podobné jako obdélnikové Hermitovy prvky, které popiSeme v odst.
4.2.2, jsou vhodné k FeSeni (tloh na oblastech, jejichZ hranice je tvofena rovnobéz-
kami se soufadnicovymi ocsami. Jsou zaloZeny na myslence Lagrangeovy interpolace
a vzniknou tak, Ze za lokalni aproximaci na kaZdém obdélniku vezmeme funkci, kte-
ra vznikne formalnim vynésobenim polynomd stupn& m v proménné z a y. Obecny
tvar polynomu tohoto typu je

(4.78) Ulz,y) =3 Y aia'y,

=0 j=0

takze k jednoznainému uréeni jeho koeficientii je tfeba (m + 1)2 uzlovych para-
metri. Obvykle se za n& berou funkéni hodnoty ve vrcholech navzijem podobnych
obdélnikii, které vzniknou tak, Ze kaZdou stranu obdélniku rozdélime na m stej-
nych dili a délici body spojime rovnobé&kami se stranami. Tak napf. v pfipadé
m = 1 jsou uzlovymi parametry hodnoty ve vrcholech obdélnfku a mluvime o bili-
neérni aproximaci, v pipadé m = 2 jsou uzlovymi parametry funkéni hodnoty ve
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aproximaci apod.

Vzniklé prostory kongenych prvkii jsou tvofeny podobné jako v ptipadé trojithel-
nikovych Lagrangeovych prvkd funkcemi, které maj{ po éastech spojité derivace,
a jsou proto podprostory Sobolevova prostoru #1(2). Jsou tedy vhodné k FeSeni
ilch druhého fadu. Ve spojeni s Ritzovou-Galerkinovou metodou vedou k rychlos-
ti konvergence, kterd je stejného fadu jako pfi uZiti piislusnych trojihelnikovych
Lagrangeovych prvki. Bazové funkce se v té€chto prostorech konstruuji opét zcela
stejné jako v pfipad& trojiihelnikovych prvki. Za bizovou funkci se bere funkce,
kterd ma pravé jeden uzlovy parametr rovny jedné a ostatni rovny nule. Je zfejmé,
fe takto vzniklé funkce budou mit malé nosiée. Oznagime-li u;, j = 1,..., (m+1)?,
hodnoty interpolované funkce v uzlech, lze psit na daném obdéiniku interpolaéni
polynom U ve tvaru

{m41)*
(4.79) Uz, y) = Z u5¢§m)(1, y),
i1
kde pro elementérni funkee 1/1]("1) plati
1, i=4,
0, i#j.

KaZd4 bazova funkce je tedy na tom obdélniku, kde je nenulovd, rovna nékteré

(4:80) ) = {

elementarni funkci 1/)]('").

Protoze obdélnikové prvky se uiivaji hlavng v t&ch pfipadech, kdy hranice dané
oblasti je tvofena fisetkami rovnob&ingmi se soufadnjmi osami, omezime se v dal-
$im na obdélnik, jehoZ strany jsou rovnobé&Zné se soufadnicovymi osami. Kazdy
takovy obdélnik lze pfevést jednoduchou transformaci typu

(4.81) n= hil(w—ﬁ),
pa= hiz(y—n)

na jednotkovy referenéni étverec v roving (py, pa). Kaidou elementdrni funkci ¢J(m)
tedy stalf zadat pouze v referenéni roviné a pak uZit transformaci inverznf{ k trans-
formaci (4.81).

Tak napf. pro m = 1 jsou funkce 1/)1(1) dény vzorci
(4.82) & = pipe,
¥ = (1 —p)pa,
# = (1= p)(1 = pa),
¥ =p(1 - p2),
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kde indexy 1 aZ 4 se vztahuji k vrcholim referenéniho Etverce (1,1), (0,1), (0,0)
a (1,0). Podobné lze také vyjadiit funkce o)

4.2.2 Obdélnikové Hermitovy prvky

Tyto prvky jsou zaloZeny na Hermitové interpolaci a formalné je sestrojime ja-
ko souéin jednorozmérnych Hermitovych spline-funkei (viz odst. 4.3.2 z kap. II).
Vznikly prostor koneéngch prvkil oznadime .”2:” ~1, Tento prostor je tvofen funk-
cemi, kieré se na kazdém obdélniku rovnaji funkci U, kterd je souinem polynomui
v z a y stupfia 2 — 1, a je tedy tvaru

v—12w—1

(4.83) Ulz,y) = Z Z oty |

i=0 j=0

Polynom (4.83) m4 4v? koeficientfi, a je tedy urfen 42 uzlovymi parametry. Za ty
se voli hodnoty derivaci §*1+*2 /(§z*18y™2) pro ay, a2 =0,...,v — 1 ve vrecholech
obdélniku. Pro prostor Qi"_l plati 2271 < s#¥(Q), take je vhodny k feSent
problémi Ffddu 2v. Bize v n&m se sestroji opét standardnim postupem, pFidems
clementarni polynomy, pomoci nich? jsou definovany bdzové funkce na jednotlivych
obdélnicich, se sestroji obdobné jako v p¥ipadé Lagrangeovych prvki.

4.3 Algoritmické otdzky spojené s metodou koneénych prvka

V predchozich odstavcich jsme popsali zékladni myslenky, na nich% je zaloZena me-
toda koneénych prvki, takie je vice méné jasné, jak pri feSeni konkrétni okrajové
tlohy postupovat. Je tfeba (i) zvolit prostor kone&nych prvki a jeho bazi; (ii) sesta-
vit matici tuhosti a vektor zatiZeni; (iii) FeSit vzniklou soustavu linedrnich rovnic;
{iv) vypoditat hodnoty ptiblizného Feseni. Body, které jsme uvedli, jsou samoziejms
stejné jako v jednodimenzionslnim p¥ipadg, nebof princip Ritzovy-Galerkinovy me-
tody nezivisi na poétu dimenzi. Dt vSak odpovéd na problémy, které jsou v t&chto
bodech obsaZeny tak, aby vznikly algeritmus byl co nejefektivngjsi, je zde vsak pod-
statné komplikovangj$i. Tak napf. pfi konstrukei prostoru koneéngch prvki a jeho
béze jsme se v jednodimenziondlnimn pfipadé sna#ili dosahnout predevsim toho, aby
piisludnd matice tuhosti byla pdsova o co mo¥né nejmend! 3ifi pasu. To zde plati
v podstaté také, ale jen potud, pokud poéet neznamych dovoli fesit uvazovanou
soustavu eliminaci. Je-li tfeba uZit nékterou iteraéni metodu (zejména z diivodu
potfeby paméti), je pouhd fidkost ptislusné matice vétéinou stejng uZiteénd jako
jejl pasovost. Volbou prostoru konéenych prvkil lze vdak velmi podstatné ovliv-
nit daldi vlastnosti této matice, které umoziiuji u#it zvolenou iteraéni metodu co
nejefektivnéji (srv. odst. 2.3.2). Proto pii vytvafeni programii uZivajicich k ¥eSeni
okrajovych dloh metodu koneénych prvki se setkdme s netrividlnimi problémy uz
hned pfi ndvrhu konkréiniho prostorn koneénych prvki.
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Piistup k problémiim tykajicich se bodu (ii) je v podstaté stejny jako jsme uvedli
v odst. 4.3.3 z kap. II. Opét jednotlivé prvky matice tuhosti skldiddme z prispév-
ki na jednotlivych atvarech rozkladu a integraly, které je tieba pfitom vypocitat,
transformujeme na integrily na referen&nich titvarech. Technické komplikace pri
provadéni tohoto postupu jsou vEak znaéné. UZ jen problém, jak ekonomicky po-
psat rozklad dané oblasti na elementdrni Gtvary, neni zdaleka trividlni. K tomuto
problému pfistupuji problémy spojené s pribliznym vypoétem dvourozmeérnych in-
tegrald, kdy pfisludné kvadraturn{ vzorce jsou rovné% komplikovan&jsi nez v jedné
dimenzi, nutnost eventudlnitho vypoctu kiivkovych integrali apod. Pokus podat
jen hruby navod,jak se vypofddat s uvedenymi problémy, by vlastné znamenal vy-
pracovat projekt implementace metody koneénych prvki pro feseni uréité skupiny
problémi, coZ pfesahuje rdmec této elementirni uéebnice. Proto jsme se omezili na
téchto nékolik pozndmek.

CVICENI

1. Sestavte metodu pifmek pro fFeseni Dirichletova problémt pro Laplaceovu rov-

nici Au = 0 na jednotkovém ¢tverci tak, Ze nahradite diferenénim podilem
[w(z,y — h) — 2u(z, y) + u(z, y + k)] /R? derivaci O%u/8y°.

. Dokaite princip maxima pro operdtor I_S) definovany rovnicf (2.2).

. Odvodte chybu aproximace derivace §%u/(8zdy) dané vzorcem (2.13).
. Dokazte platnost vzorce (2.22).

. Provedte podrobné vypolty potfebné k dilkazu véty 2.3 na str. 251.

. Dokajte, Ze pro operator Ay definovany rovnicf (2.21) plati princip maxima.

= S ot o W N

. Dokaite, ¥¢ metoda sfti (Apu)p; = 0 pro fedeni Dirichletova problému pro
Laplaceovu rovnici v takové oblasti Q, Ze vSechny hranicéni uzly lezi na jeji
hranici, vede k rychlosti konvergence G(h%). Navod: PouZijte pomocnou funkei
jako v dikazu vEty 2.4 na str. 254 a vysledek cvi€. 6.)

8. Dokaite, ze metoda sitf (2.27), (2.61) m4 chybu Fadu O(R?).
9. DokaZte konvergenci metody siti (2.27), (2.66) pro fefeni Neumannovy flohy.

10. Dokaite, 7e vektory v{*:#), jejichi sloiky jsou dany vzorei (2.91), tvofi ortonor-
movanou soustavu vlastnich vektori matice Ay metody (2.86).

11. ProvéFte, e &islovani uzli tak, jak je pepsdno na str. 275, skuteéné vede k matici
tvaru (2.120).

12. Provéite platnost vzorcdl (2.121) aZ (2.125).

13. Dokazte spravnost algoritmu cyklické redukee.
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14. Rozmyslete si, proé oblast @ = {(z,3); (> + y* < 1) A (z € (0,1))} nemd
lipschitzovskou hranici.

15. Provéite, ze funkce [—1In(z? + y?)]}/* pati{ do J#71(R2), kde @ = {(=,¥); 2* +
+ 4% < 1}, a pfitom neni spojita.

16. Dokaite, #e pro Glohu (2.1), (3.1) plati nerovnost (4.1).
17. DokaZte nerovnost (4.33).

18. Nalezndte uZitim referentniho trojiihelniku vyjadfeni elementarnich polynomi
p§-3) kubické Lagrangeovy interpolace.

19. Odvodte tvar elementdrnich funkef 1/)1(-2) bikvadratického obdélnikového prvku.

POZNAMKY K LITERATURE

Cl. 1. Teorie okrajovych filoh pro parcialni diferencidlni rovnice eliptického typu je
rozpracovéna do znaénych podrobnostf a je ji vEnovana rozsihla literatura. Podrob-
ny vyklad zalofeny na funkcionéln{ analjze nalezne &tenaf napf. u Nefase (1967),
Lionse a Magenese (1968) a v knize Rektorysové (1976). Okrajové tilohy pro rovnice
vznikajfel v matematické teorii pruZnosti jsou velmi detailng rozebrany v knize Ne-
¢asové a Hlavackove (1983). Klasického pojeti se piidrzuji napf. knihy Petrovského
(1950), Mirandy (1955) a Berse, Johna a Schechtera (1964). O numerické proble-
matice uvazované v této kapitole nalezne &tenadf mnoho cenného materidlu napf.
v knihdch Collatze (1951), Forsytha a Wasowa (1960), Babusky, Pragera a Vitdska
(1964), Berezina a Zidkova (1966), Babusky, Pragera a Vitdska {1966), Mitchella
(1969), Maréuka (1980) a Meise a Mareowitze (1981). Posledni ze zminénjch knih
obsahuje kromé toho nékteré ufiteiné programy a kniha Martukova rozsdhlou bib-
liografii. Vybér latky zpracované v této kapitole se do znatné miry kryje s obsahem
piislusné kapitoly jiné autorovy knihy (Vitdsek (1987)), kterd vSak jako p¥ehled
zakladnich numerickych metod neobsahuje zidné dikazy.

CL 2. O metods siti bylo napsano velmi mnoho. Obsdhlou bibliografii nalez-
ne &ten4f napf. v uZ zminéné knize Maréukové (1980} a ve sbornfku redigovaném
Jacobsem (1977). Zakladni principy této metody jsou vyloZeny napf. ve véech kni-
héch, o nich jsme se zminili, kniha Samarského a Andrejeva (1967) je monografii,
ktera je cel4 vénovana metods sitf pro feSeni eliptickych problémb. O uiiti integral-
nich identit k sestaveni diferenénich rovnic viz Babugka, Priger a Vitdsck (1966).
Souvislost konvergence se stabilitou diferenénich schémat studuje napf. Rjabedikij
a Filippov (1966) a Samarskij a Gulin (1973)}. RovnéZ existuje velmi rozsahla li-
teratura zabyvajici se FeSenim soustav linedrnich rovnic, které vznikaji v metodé
siti. Radu informaci i v tomto sméru nalezne étendf v obecnych pramenech, které
jsme uvedli. Sbornik Jacobsiiv (1977) podévé velmi zasvéceny piehled o nejnovéj-
Sich modifikacich algoritmii zaloZenych hlavné na p¥imych metodéch a obsdhiou
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bibliografii. Varga (1962), Wachspress (1966), Young (1971) a Samarskij, Nikolajev
(1978) pfedstavuji jedny z nejtiplngjiich prament ke studiu iteratnich metod. Upo-
zornéme také na rozsihly soubor programi pro Feenf eliptickych okrajovych tloh,
v némj se kromé metody siti us{va i metoda koneinych prvkii a kiery je podrabng
popsén v knize Riceové a Boisvertové (1985).

CL. 3. Teoreticky zéklad, na n&mi spoiivaji variatni metody Fefenf eliptickfch
iiloh, je v podstat® stejny jako v piipadé obyéejnych diferencidlnich rovnic. Pro-
to 1 zde odkazujeme na Rektoryse (1974) a na knihy Michlinovy (1966 a 1970).
Kromsé toho vétSina knih zabyvajicich se metodou kone&ngch prvkd, napi. Strang,
Fix (1973), Mitchell a Wait (1977), Ciarlet (1978), Johnson (1988), Kiizek a Ne-
ittaanmaki (1990), obsahuje aspoii prehled zékladnich teoretickych vysledki.

Cl. 4. Metoda koneénych prvki patii v soutasné dobé k jedné z nejusivan&jsich
metod pro feseni eliptickych okrajovjch Gloh. Pfestoze jeji bouflivy rozvoj zadina
teprve na sklonku Sedesdtych let, je ji uz vénovana obrovska literatura. Nap¥. ug v r.
1976 vysla kniha Norrieova a de Vriesova, kterd je cele vénovana pouze bibliografii
této metody. Velmi obsahlou bibliografii nalezne &tenaf také v dalii knize Norrieovs
a de Vriesové {1978), kterd pfedstavuje velmi uZiteny pramen pro véechny aspekty
spojené s metodou konefnych prvkid. Kniha Ciarletova (1978), kterd ma rovngs
obsahlou komentovanou bibliografii, je sice pro studium dosti naroéna, jako jeden
z nejliplnéjsich prament je vSak tfeba ji maximélng doporugit. Velmi piistupng
je napséna kniha Mitchellova a Waitova (1977), kniha Axelssonova a Barkerova
(1984) a zejména kniha Johnsonova {1988). I v nich nalezne étendf mnoho cenngch
informaci. Rada dalsich prameni ke studiu metody kongenjch prvki je uvedena
v seznamu literatury, aniZ bychom o nich zde konkrétn& hovofili, upozornéme jen
jest& na zeela elementérni knihu Beckerovu, Careyovu a Odenovu (1981). Otazky
spojené s problematikou FeSeni vzniklych soustav linedrnich rovnic a s technikou
programovani jsou rovnéZ v posledni dobé intenzivn& studovany. Relevantnim pra-
menem je napf. Bathe a Wilson (1976) a pfisluiné kapitoly z knihy Norrieovy a de
Vriesovy (1978). Softwarové realizaci je vyhradné vénovan napf. sbornik redigovany
Kardestuncerem a Norriem (1987).
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Kapitola IV.

Parciélni diferencialni rovnice parabolického typu

1 Uvod

Dostateén& obecnym pFikladem parcidlni diferencislni rovnice parabolického typu
v m+ 1 proménnych je rovnice

(1.1} Lu = f(x,t), (x,t)ER,
kde R = x (0,T), @ C E™, je omezena oblast, T' je kladnd konstanta a

a o 0 a
(12) Lu= Cau - 21 6—57:1_'(11,:_7'-‘9?“].) + qu.

i,j=

Koeficienty c(x,t), a;;(x,t), g(x,t) a prava strana f(x,t) jsou dané funkce m + 1
proménnych, o nichz se obvykle piedpoklédd, Ze pro né plati

(1.8) e(x,t) 2 co, agi(x,t) = aji{x,t),
D asi(x 066 2 po &7,
£,j=1 =1

pro kaidé (x,t) € R a § € E!, kde ¢ a po jsoﬁ kladné konstanty. Parabolicky
diferencidlni operator [ lze tedy psit také ve tvaru Lu = cOu/8t + Lou, kde L. je
elipticky diferencidlni operator.

Typicka 0loha pro rovnici (1.1) je iloha nalézt funkel u, ktera spliiuje v R rovnici
(1.1) a pro niZ platf

(1.4 u(x,0) = g(x), x€Q,
a

Su
(1.5) aaT—kﬁu:y, xeTl, te (0,1,

kde funkee @, B a v jsou definovany na I' x (0,T), a(x, &)+ B(x,t) > 0 a fu/On. je
derivace ve sméru konormaély.
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Podminka (1.4) je potate&ni podminka a podminka (1.5) okrajova podminka. Pro
okrajovou podminku (1.5) se také uZiva pfi & = 0 (podobné jako v pripadé okrajové
talohy pro eliptickou parcialni diferencidlni rovnici) ndzev Dirichletova podminka,
pii § = 0 Neumannova podminka a v obecném p¥ipadé Newtonova podminka.

Otézkami fefitelnosti pravé zformulované filohy se nebudeme zabyvat a odkade-
me Etenafe na obséhlou specializovanou literaturu (viz napf. Petrovskij (1952} nebo
Friedman (1964) pokud jde o klasickou teorii, nebo Lions (1961) pokud jde o mo-
derni funkcionalné analytickou teorii.) Divody pro to jsou podobné, jake tomu bylo
v kap. 111, a nebudeme je proto znovu opakovat. Vimneme si v8ak jiné okolnosti
patrné ostatn& na prvni podhled. Z rovnice (1.1} a z dopliiujicich podminek (1.4)
a (1.5) je vid8t, Ze promeénnd ¢, jejiz fyzikaln{ vyznam je obvykle ¢as, mé mezi vemi
nezdvislymi proménnymi vyjimeéné postavenf a Ze vzhledem k této proménné mi
dana tloha charakter alohy s poéateénimi podminkami, zatimco vzhledem k ostat-
nim proménnym, nazvéme je prostorovymi proménnyini, jde o okrajovou filohu. Da
se proto ofekdvat, Ze algoritmy pro feseni dané Glohy budou mit vzhledem k pro-
ménné ¢ rekurentni charakter, a Ze tedy metody pro numerické fesenf parabolickych
problémi budou vykazovat soncasné rysy metod pro feSeni tloh s po&dtenimi pod-
minkami i okrajovych loh. Tato skuteénost bude v dalgim vykladu zretelng patrnd
a piinese také nékteré specifické zvlastnosti, '

Z metod pro pFibliZné FeSeni parabolickych parcidlnich diferencidlnich rovnic po-
piSeme podrobné zejména metodu siti &taje v to dilefity specidln{ pfipad metody
st¥idavych sméri. Dale pak si viimneme tzv. semidiskrétnich metod. Tyto metody
jsou obdobou metody pfimek, o niz jsme se zminili v kap. III, a spoéivaji v tom,
ze diskretizace se provede pouze vzhledem k prostorovym proménnym z1,...,Tm
a proménna ¢ (Zas) se ponechd spojitd. U téchto metod se tedy Fefeni pivodni dlohy’
aproximuje FeSenim soustavy oby¢ejnych diferencialnich rovnic. Pokud se pii zmi-
néné diskretizaci vychazi z myslenky metody siti, vanikne klasickd metoda pfimek,
vzijeme-ii metodu konefnych prvki, dostaneme semidiskrétni metodu Galerkinova
typu. Podobné semidiskrétnim metodam jsou metody Rotheovy, kdy se diskretizace
provadi pouze vzhledem k promé&nné t. Ndhradni tiloha je pak okrajova iloha pro
eliptickou soustavu diferencidlnich rovnic. I o téchto metodach se struéné zminime.

2 Metoda siti

Metoda siti vychdzi i zde z Gplné stejnych principi, jak jsme o nich hovofili v kap. I1
a III, a je to jedna z nejpopuldrngjiich metod pro feseni parabolickych diferencidl-
nich rovnic. UZiti metody siti k feSeni okrajovych tloh pro obyéené diferencilni
roviice a pro eliptické parcidlni diferencialni rovnice vede, jak vime, na soustavy
linedrnich algebraickych rovnic. Zde je tomu v principu také tak, v disledku z2vI4st-
niho postaveni proménné ¢ viak budou tyto soustavy specidlniho charakieru, co?

piinese nékteré dalsi jevy, zejména problém stability, s nimi% jsme se aZ dosud ne-
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setkali. Abychom tyto problémy co nejjednoduseji objasnili, vySetiime metodu siti
nejprve v jednoduchém specidlnim p¥ipadé.

2.1 Rovnice pro vedeni tepla v jedné prostorové proménné

V tomto odstavel se budeme zabyvat rovnici

du
. == T
(2.1) Lu 3 a2 0, 2z€(0,1),t€(0,T)
s pocateéni podminkou
(2.2) u(z,0) =g(=), z€(0,1)

a okrajovymi podminkami
(2.3) u(0,t) =u(1,t) =0, t€(0,T),

kterd je zfejmé specidlnim pfipadem rovnice {1.1) a kterd se vzhledem ke své nej-
b&in&jsi fyzikdlni interpretaci nagyva rovnici pro vedent tepla. Zatneme dvéma nej-
jednodudsimi variantami metody siti pro feSeni této rovnice. Pfedtim vEak je&té
poznamenejme, Ze existence a jednoznatnost feSeni dlohy (2.1) aZ (2.3) je zaruéena
napf. spojitost! a omezenosti funkee g.

2.1.1 Explicitni a implicitni metoda
V piipadd tlohy (2.1) a% (2.3) je mnofina R obdélnik (0,1) x (0,T). Sestrojme
v ném sit slo¥enou z pfimek £ = z at =&, kde 2 = kh, k= 0,...,n, A = 1/n,
tj=Ir,1=0,...,r, 7 =T/r an ar jsou pfirozend &isla. Skutetnost, Ze proménné

a t nemajf v rovnici (2.1) stejnou roli tedy respektujeme tim, Ze uvaZujeme sif
obdélnikovou nikoliv étvercovou. Znakem R;..,. ozna&me mnoZinu viech uzli (zg, 1)
leficich v R, znakem Ry ; oznaime ty uzly (ox, ), prond jek=1,.. ,n—lal=
=1,...,r, a Ty, uzly, které leZi na tsetkdch t =0, 0S¢ <1, 2=0,0<t T
az=10<{=ST. Jeli nyni L,S?T) operator, ktery funkei u = ug) definované na
“mnoZingé uzli Rh,r piifazuje funkci L,So) u definovanou na mno%iné Ry, a ktery je
dén vzorcem '

1 -
24 PP = w7

1 - - -
-l = 2™+ ul(D) (o) € Ras,
plati pro kazdou dostateén& hladkou funkei u
(2.5) (LuPND = (Lu)(zi, ) + O(7 + 4?), (2, 41) € Rarr,

kde u(P?) je funkee definovand na mno¥ing Ry , predpisem (u(pr))g) = u(zg, t1), jak
se snadno zjisti pomoci Taylorova vzorce.
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Vzhledem k této rovnici je pfirozené hledat pfibliZné feSen{ ug) ze soustavy rovnic

(2.6) WP =0, k=1,..,n~1,1=1,.,r

ProtoZe téchto rovnici je zfe)mé méné nei nezndmych, je k nim tfeba jedts pfipojit
rovoice

(2.7) " = g(zs), k=0, ..,n,

a

(2.8) WP =@ =0, 1=1, .7

ziskané z poéiteini podminky a z okrajovych podminek.

Vsimnéme si, Ze jsme se zde pFiklonili k moZnosti predepsat hodnoty p¥iblizného
feseni v rohovych uzlech (0,0) a (1, 0) z poéiteini podminky. Stejné opravnéné jsme
mohli také it okrajové podminky. Zadame-li totiZ, aby ¥efen{ filohy (2.1) a¥ (2.3)
bylo alespoii spojité v R, je nutné, aby pro funkei ¢ platily podminky g(0)=g(1) =
= 0. Tyto podminky se nazyvaji podminkam: souhlasu, a nejsou-li splnény, je nutns
feSeni dané okrajové filohy v bodech (0,0) a (1,0) nespojité. V tomto pFipadé je
pak jedno, kterou z uvedenych moZnosti zvolime.

Soustava (2.6) a% (2.8) pfedstavuje soustavu {n+1)(r -+ 1) rovnic pro (rn+ 1)(r +
+ 1) hodnot hledaného FeSeni v uzlech sité ledicich v Rh,T. Tato scustava je viak
velice specidlni. KaZda z rovnic (2.6) obsahuje pouze jednu hodnotu pfiblizného
fefeni v ¢ase ¢ = t; a rovnice (2.7) a (2.8) pak pfimo udévaji hodnoty nékterych
nezndmych. Vyndsobime-li rovnice (2.6) &islem 7, dostaneme po elementarni fipravé

(2.9) ul) = gul") + (1- 280l + pullTD.

k=1...,n—-1,1=1,...,r
kde

-

(2.10) A= 7
Protoze pfiblizné Feseni ug)) pro k= 0,...,n zndme, mifeme pouZitim rovnic (2.9)
sl =1 vypotitat hodnoty ug) prok=1,...,n—1; hodﬁoty ugcg), ugl) opét zname
(v naSem piipadé jsou to nuly), miZeme tedy vypo&itat uSGZ) prok=1,...,n—
— 1 atd. Priblizné feSenf po&itime tedy rekurentnZ postupng pro pfibyvajici fasové
fadky sité. Zadny problém s Fefenim odvozené soustavy vlastng nevzniké a rovnice
(2.9), (2.7) a(2.8) popisujici diferenéni schéma udévaji pfimo algoritmus p¥iblizného
FeSeni uvaZované ilohy. Z tohoto divodu se pravé popsand varianta metody siti
nazyva egpliciini metode nebo ezplicitni schéma.

Lokélni chyba, tj. chyba, kterd vznikne ndhradou derivaci v piivodn{ diferencialni
rovnici diferenénimi podily, je u explicitni metody za pFedpokladu dostatetné hlad-
kosti pfesného feseni velikosti O(r + A?) (srv. 1ovnici (2.5)). Je tedy pfi dostatedns
jemné siti libovolng mald. V eliptickém piipads méla tato skuteinost vétdinou za
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nasledek konvergenci, nebot diferenéni rovnice vzniklé na zdkladé zminéného jed-
noduchého principu nahrady derivaci diferen¢nimi podily byly uZ v podstaté vidy
korektni, tj. jejich FeSeni spojit& ziviselo na vstupnich datech tilohy. Abychom po-
soudili platnost tohoto zavéru v pfipadé parabolické rovnice, zaéneme jednoduchym
ptikladem.

P#iklad 2.1. Reme rovnici (2.1) s okrajovymi podminkami (2.3) a s pocéteéni
podminkou g{z) = sinzz. V tomto jednoduchém piikladé je piesné feSeni dano
vzorcem
(2.11) u(z,t) = e ™ tsina,
takZe lze snadno posoudit chybu vypoéteného pfiblizného FeSeni. Protoze lokalni
chyba je F4du O(7 + k?), zvolili jsme Zasovy integraéni krok 7 Fadové rovny druhé
mocning prostorového integratniho kroku h. Priblizné Fefen{ a jeho chyba v bodg

z = 1/2 je pro dvé alternativy sité uvedeno v tab. 2.1 (symbol co v ni znaéi, Ze
doslo k pfeplnénf).

Tabulka 2.1

Regeni rovnice (2.1) explicitni metodou

T 7=10"% h =102 T=10"% h=2.10"2
.10000 piibl, fed. chyba pribl. fes. chyba
1 0,9990132 0,0000004 | 0,9990129 | 0,0000006
2 0,998 027 1 0,0000009 | 0,9980273 { 0,0000007
3 0,997042 5 00000010 | 0,9970424 { 0,0000011
4 0,996 057 8 0,0000021 | 09960582 | 0,0000017
5 0,895076 7 0,0000007 | 0,9950750 | 0,0000024
6 0,994089 9 0,0000058 | 0,9940832 | 0,0000026
7 0,9931213 | —0,0000062 { 09931121 | 0,0000029
8 0,9921079 0,0000275 | 0,9921319 | 0,0000035
9 0,9912201 | —0,0000634 | 09911530 | 0,0000037
10 0,989 986 4 0,0001926 | 0,9901748 | 0,0000044
96 | —2,83.10%7 2,83.10%7 0,9085623 | 0,0000396
97 8,52.10%7 -8,52.10%7 0,9086647 | 0,0000400
98 —2,56.10%8 2,56.10%8 0,9077682 | 0,0000401
99 7,72.10%8 —7,72.10%8 0,9068723 | 0,6000405
100 —2,32.10%8 2,32.10%8 0,9059775 0,0000406
16000 o0 o 0,0000515 | 0,0000002
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Z této tabulky vidime, #e v piipadd sit& 7 = 10~%, h = 10~? dostdvame Gpiné
nesmyslné vysledky, zatimco v druhém piipadé, 1 kdy% uZitd sit je hrubsi, jsou
vysledky prijatelné.

Pokusme se vysvétlit, pro¢ tentc na prvni pohled jisté pfekvapivy jev nastal.
Polozime-1i u) = (u(l”, cees u,(.:)_l)T, milZeme rovnici {2.9) s pFisluinymi okrajovymi
podminkami (2.8) psit ve tvaru

(2.12) o = Agu-V 1=1,..,r
kde
1-28 8 0 .. 0
B 3
(2.13) Ae=| o . .
- g
0 ... 0 B 1-28

je matice ¥adu n—1 a u(® je znamy vektor uréeny poéatetnimi podminkami. Matice
Ag charakterizuje operaci pfechodu od (I — 1)-nfho Zasového fddku sité k I-tému
fadku, a nazyva se proto matice prechodu.

Z rovnice (2.12) ihned plyne, Ze plati

(2-14) e = ALu®, I=0,...,r

Chovéni slozek vektoru u{” v zdvislosti na { je tedy uréeno chovanim prvki matice
Al. Vlastni &sla A, matice A a pfislusné viastni vektory v (*) = (v§" ey UE:’_)I)T
jsou vBak dany jednoduchymi vzorci

(2.15) Av:1—4ﬁsin2;—3, v=1,...,n—1,
a

v . k
(2.16) vg):sm-'%—, k=1,...,n=1,

Jjak se snadno zjisti pfimym vypoétem. Ze vzorce (2.15) plyne, Ze vlastni ¢islo Ap_1
je pro velka n pfiblizng rovno &slu 1—48. N&které prvky matice A} se tedy chovaj
jako (1 — 48)'. Je-li viak 8 > 1/2, je 1 — 48 < —1, a tedy alespofi jeden prvek
matice Aé musi pfi rostoucim ! exponencidlné riist. Tato situace pravé nastala pro
prvni sit uZitou v piikladé 2.1, nebot pro ni je # = 1.

Plati-li vak, zZe je

1

plyne ihned ze vzorce (2.15), e viechna vlastni &isla matice Ag jsou v absolutn{
hodnoté mensi ne# jedna. Prvky matice A jsou tedy omezené konstantou nezdvis-
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lou na = a n. Tento pFipad nastal pro druhou sif v uvedeném p¥ikladé, nebot pro
nije #=1/4.

Na zékladé uvedeného rozboru je ziejmé, fe podminka (2.17) je v pfipadé uvaZo-
vané diferencidlni rovnice nutnou podminkou konvergence. Nasledujici vita uka.zu_]e
Ze jde i o podminku postadujici. Z

£

7 N L

Véta 2.1. Necht fedeni problému (2.1) a# (2.3) existuje a ma{v R dv& spojité
derivace podlet a ¢tyfi spojité derivace podle x. Necht déle plati (2.17). Pak existu Ui
konstanty M a hg > 0 takové, Ze pro h £ hg a pro kaZdy uzel (zx,t;) € Rp,,., plati

(2.18) u” — w(ex, t)] S M(r+ B2,
Dikaz. Propfesné Felenf plati za uvedenych pfedpokladi
(2.19) (LD = —e0 (21,4) € Bar,
kde funkce u(P?) je definovéna stejné jako ve vzorci (2.5) a kde
(2.20) 1) € K(r + k).
Pro chybu n(l) = 'u(l) — u(zg, #1) tedy plati
(2.21) AOD =D k=1, n=1,1=1,...,r
7 =0, k=0,
' =aP =0, I=1,..,n
neboli
(2.22) (7) - ,BnU 1 (1 2‘3)1’(7 1) +ﬁ77k'+11) L. TE(‘)

k.—.1,.,,,n—1, i=1,...r

s pFisluSnymi pofétetnimi a okrajovymi podminkami. Z rovnic (2.22) a z nerovnost{
(2.20) v8ak snadno indukei dokazeme, #e plati -

(2.23). 10V < Ir K (r + h?)

pro { = 1,...,r, nebof koeficienty v linedrni kombinaci na pravé strand rovmice
(2.22) jsou v diisledku splnéni nerovnosti (2.17) nezdporné. Je tedy

(2.24) |17m] SrrK(r+h?) = TK(r + A?),
coZ dokazuje vétu.

UZiti operatoru L,Eo,r) vede tedy ke konvergentni metodg, pfi Hmitnim pfechodu
jsou v8ak parametry sit& vazany nerovnosti (2.17). Z pravé dokongeného dikazu
véty 2.1 vBak plyne, ze podminka (2.17) zaruéuje nejen konvergenci uvaZované me-

tody pfi h — 0,  — 0, ale i jejf uspokojivé chov4n{ vzhledem k zaokrouhlovacim
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chybam. P¥i splnéni této podmisky je tedy explicitni metoda v tomto smyslu sta-
bilnf. Naopak rozumné chovani metody, u ni% je podminka {2.17) porusena, se nedi
olekdvat ani ve specilnim p¥ipads. Tak nap¥. pfi uiiti prvnf sité v pifklads 2.1
jsou pfesné hodnoty pfiblizného FeSeni uk) dany vzorcem

(2.25) Us) = ( — 4sin® 200)13111 k(;;)

Z tohoto vzorce je videt, #e v pfipadé specidlni podatetni podminky u(z,0) = sin 7z
pfesné hodnoty piiblizného feSeni nejen Ze nejsou nesmyslné, ale dokonce uspokojiveé
aproximuj{ pfesné feSeni. JelikoZ vBak mocniny matice pfechodu uzitého schématu
nejsou omezené, rekurentni vypodet priblizného fedeni se v diisledku zackrouhlovani
zhrouti, a to, jak je vid&t z tab. 2.1, velmi rychle.

Explicitni schéma, které jsme pravé popsali, je tedy stabilni ve vy$e zminéném
smyslu, je-li spnéna podminka (2.17); v opatném pfipadé je nestebilni. Protoie
jeho stabilita zdvisi na splnénf podminky, kterd podfizuje Zasové d&leni sité prosto-
rovému déleni, mluvime o relativné stabilnim schématu. Podminku stability (2.17)
musime samoziejmé respekiovat i pfi zjemhovéani sité. V tomto pfipads se tato
podminka miZe ukizat znalné restriktivni, nebot rozpilime-li nap¥. prostorovy
integraéni krok, je tfeba za &asovy krok brat Etvrtinu pévodniho; polet potieh-
nych &asovych Fadki tak mfife neinosné rist. Proto vzniké piirozend otizka, zda
neexistuje diferenéni schéma pro feseni dlohy (2.1) a% (2.3), které by ke své stabili-
t& nevyZadovalo splnéni Zidné podminky typu (2.17). Pokusme se takové schéma,
které nazveme absoluiné stabilni, nalézt.

K explicitnimu schématu jsme doshi tak, Ze jsme derivaci du/8t v uzlu (2g, 1)
aproximovali podilem [u(z, 1) —u{zg, §;-1)]/7. Tento podil viak aproximuje stejné
dobfe uvedenou derivaci i v uzlu (zj, ;). Stejné opravnéné mizeme tedy dojit misto
k operatoru L( ) x operatoru L}E + danému rovnici

(2.26) (Lff})u)g')z;[ug”_ug’-”] L0, 2@ 1)),

nebot opét pro kaZdou dostateéné hladkou funkm u plati
(2.27) (L5 7u D = (tu)(ze, ) + O(r + 4?)

(jak ihned plyne z Taylorova vzorce). Funkee u{P?) je pfitom definovana stejné jako
ve vzorci (2.5).

P¥iblizné feseni ug) se tedy miZeme pokusit hledat z rovnic
(2.28) (LM =0, k=1,...,n—-1,1=1,...,r

s potateéni podminkou (2.7) a okrajovymi podminkami (2.8). Pfepfieme-li rovnice
(2.28) podobné jako v piipadé explicitni metody, dostaneme

(2.29) —ud + (14 28y’ - pul), = ufY,
k=1,...,n—=1,1=1,... 7
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s piisluinymi poéate€nimi a okrajovymi podminkami. PouZijeme-li znovu d¥ive za-

vedeného vektorového oznateni u(? = (ugl), . ..,ug)_l)T, lze rovnici (2.29) spolu
s okrajovymi podminkami (2.8) pfepsat maticové do tvaru
(2.30) A = =0 11
kde
1428 -6 0 ... 0
Y - :
(2.31) A = 0 - 0
: . B
0 o 0 =g 1428

je opét tfidiagonalni matice F4du n — 1 a ¢ je znimy vektor urfeny potétetni
podminkou. Re$enf probih4 opét rekurentn& od jednoho Zasového f4dku k druhému,
k ziskan{ pfiblizného Fefen{ v I-tém Zasovém Fadku za pfedpokladu, e v (I—1)-nfm
tasovém Ffadku je uz zndme, je viak t¥eba Fesit soustavu n—1 linearnich rovnic o n—1
neznamych s tFidiagonalni maticf (2.31). Z tohoto divodu se metoda (2.28) nazyva
implicitni metoda nebo tmplicitni schéma. Vypoiet je proveditelny pfi libovolné
hodnoté 3, nebot matice A je ziejmé reguldrni. DA se to zjistit napf. pomoci
lemmatu 3.5 z kap. II (viz str. 166), nebot matice Aj je ireducibilné diagonalné
dominantni pfi libovolném kladuém B, ma kladné diagonaini prvky a nekladné
nediagonalni prvky.

Roli matice pfechodu implicitn{ metody hraje matice Ay 1, Vlastn{ &sla p, této
matice jsou déna vzorcem

1

(2.32) By = ————5 >
L4 48sin” £

V:l, . ,n—l,

takZe jsou pfi libovolném B > 0 v absolutn{ hodnotd men&i neZ 1. Pfechod od
{I—1)-nfho Easového Fadkn k I-tému Easovému Fadku je tedy stabilni pFi libovolném
pomeéru prostorového a ¢asového déleni sité a v implicitni metodé tak mame piiklad
absolutné stabilni metody.
Obratme se nyni ke studiu jeji konvergence. Stejné jako v piipadé explicitni
metody, plati pro chybu 'q,(:) = ug) — u(zg, t1) této metody rovnice
(2.33) WP =€, k=1,..,n-1,1=1,...,r,
0
n,(c)z , k=0,...,n,
i
’7(()) Ug)=0, I=1,...,7n

a existuje konstanta K takové, Ze je

(2.34) 167] € K(r + A2).
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Rovnice pro chybu implicitni metody jsou tedy také implicitni, takie uZ nejsme
schopni tak snadno jako v pfipadg explicitni metody odhadnout na jejich zaklads
velikost chyby. DokdZeme proto nejprve nékolik pomocnych tvrzent.

(O]

Lemma 2.1. Necht pro funkci 0 definovanou na mnoZiné Rh,f plati
(2.35) P €0, (ar,t1) € R s
Pak pro kaidy uzel (wx,4)) € }_l;,yf plati
2.36 < max g
( ) T == (zk,t1)ETR, - e

Bikaz. BudM = max ns) a necht existuje uzel (2x,,%1,) € Ry -, pro

(zx,u1)€R:, -
ktery je 17,(:;) = M.V tomto uzlu plati nerovnost (2.35), kteron miZeme psét ve
tvaru
Iy lq [(ad

(2.37) (t+28)m) — B, — Bnied, —nie™ <0,

Pfedpokldddme-li nyni, Ze aspoi v jednom z uzld (Tho, tig—1), (Tro—1,E15)
a {zr,41,%1,) Je 7 < M, plyne z nerovnosti (2.37) (8 > 0), ¥e je
(2.38) 0=(14+28)M —8M — M - M <
1 To I 1o—

< (142882 ~ Bnle), — pne), ~ mie ™V <0,
a to je spor. Je tedy 'qg:ll = n,(::_i)_l = ns:_l) = M. Pokraujeme-li timto zplisobem
déle, dosp&jeme nutné k uzlu z I'y -, ve kterém funkce  nabyva hodnoty M. Lemma
je dokézano.
1)

Pravé dokazané lemma ukazuje, %e operdtor L,E,T spliiuje princip maxima.

Lemma 2.2. Necht pro funkci ng) definovanou v Ry, . plati roveice (2.33) a bud’

2.39 = )
(2.39) € (u_gl)gh’rlskl

Pak existuje konstanta M (nezdvisld na h a 1) takovd, Ze plati

(2.40) InP| < Me, k=0,...n,1=0,...,m

Dukaz. PoloZzme rg) =1-e*1lprok=0,...,nal=0,...,r Podle
Taylorova vzorce je

fl

(2.41) (1R0)%

%(eﬂk—l—l _ 26”"—1 +ea-;,+1—1) -

-1
B
el + Lh%efr) 2 et

(k=1 — 2e"* 4 oK+ =
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Polozme dale

(2.42) &0 = —eer® £4", k=0,... . 1=0, ,r
takie je
(2.43) (L2260 = —ec(t 2P 6.

Protoze podle (2.41) je e(L,E’l,r)r)g) 2 1, plyne z rovnice {2.39), Ze plati

(2.44) —ee(L{ 1) £ ) L ee(L{n){,
neboli

(2.45) —ee(LINV £ 0.
Plati tedy

(2.46) el <o

a z lemmatu 2.1 dostavame

(2.47) g0 max .

Funkce E,(:) Je v8ak na mnoziné T'y, ; sfejmé nekladnd, a je tedy nekladnd v celé mno-
)

Ziné Ry ;. ProtoZe funkce r,” je v Rh.., omezend, plyne tvrzeni lemmatu z rovnice

(2.42).

Diikaz nésledujici konvergenéni véty pro implicitni metodu uZ nyn{ nepfedstavuje
zadny problém.

Véta 2.2. Necht FeSeni problému (2.1) a# (2.3) md v R dvé spojité derivace
podle t a &tyfi spojité derivace podle z a necht ug) je pribliZné refen{ vypodtend
implicitni metodou (2.29). Pak existuje konstanta M takovi, e pro dostateéné

malé h a T plati
(2.48) i — ules, )| € M(7+ h2).
Dikaz. Tvrzeni véty plyne ihned z rovnice {2.27) a z lemmatu 2.2.

Konvergenci implicitni metody se ndm ted podafilo dokdzat bez jakychkoliv do-
pliinjicich pfedpokladii o pomsru /A%, PH implicitni metodé proto mii#eme volit
Casovy integraini krok 7 bez jakéhokoliv ohledu na zvolenj prostorovy integracni
krok, aniZ bychom narudili konvergenci. Tuto skutefnost viak nemfZeme obecné
phé vyuZit. Nechceme-li totiZ, aby pfevladla chyba, kterd vznikne v disledku dis-
kretizace proménné i, je tieba brat asové oko sitd r Fadové tak velké, jako je
kvadrat prostorového oka sité h (viz odhad (2.48)). Splnéni této podminky mé
viak za nasledek, e pfi zjemfiovan{ sitd musime stejné jako u explicitni metody
pil rozpuleni prostorového integraéniho kroku rozdélit casovy integraini krok na
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&tyfi dily. Vznikd proto pfirozend otdzka, neni-li mo¥né sestrojit takové diferenénf
schéma pro feSeni alohy (2.1) aZ (2.3), které by vedlo k chyb& fidu O(r%+h?) a pfi
kterém by stejné jako pfi implicitni metodé nebylo tfeba brat #adny ohled na h pfi
volbé 7. Konstrukci takového schématu provedeme v nasledujicim odstavei.

2.1.2 Crankovo-Nicolsonovo schéma

Uvédomime-li si, Ze Gloha (2.1} aZ (2.3) m4 vzhledem k promé&nné ¢ charakter Wilohy
s potdteéni podminkou (na tuto skutefnost jsme ui ostatnd upozorailt v ivodu)
a Ze pii feSeni obyfejné diferencidlni rovnice ¥’ = f(i,y) metodami typu w41 =
=y + tlafiq + (1 — @) fil, kde @ je selny parametr, je chyba obecn& fadu O(7),
avSak pfi @ = 1/2 fadu O(1?), pfirozené se objevi otizka, zda mezi aproximacemi
daného parabolického operdtoru tvaru

oy v _ 1o g -1 &% Q !
(249) (LW = ) - o7 - S - 2l o )-
1- _ _ _
s =0T D] 0gesy

nemé hodnota 1/2 parametru « op& vyluéné postaveni. Nésledujici véta ukazuje,

-Ze tomu tak skuteéns je.

Véta 2.3. Necht funkce u mi v R tfi spojité derivace podle t a &yki spo-
Jité derivace podle = a necht u(P?) je funkce definovand na siti Ry, predpisem
(PN = u(ey, ;). Pak pro kazdy uzel (zx, i) € Ry, plati

(250) (LN = altu)(ee,t) + (1 - 0)(Lu)(er, i) + O(7 + A2)
PpFi cbecném « a
(2.51) (La72u®D)D = LLu)(ar, ) + H(Lu)(zr, tiog) + O(7* + 42,
Dikaz. Pomoci Taylorova vzorce snadno vypo&teme, Ze plati
o (T
(252)  (LDuH) =
du &y O?u
=a [E(zk;tl) = W(“’t’) . %Tw(rk,tr) + 0+ hz)}-l-
du o2 9%
+(1—-a) [Et—(x"’t"l) a—ﬁ(zk,tz_l) - %Tat_?(mk,tr—l)‘}'
+0(r* +1%)] =
= ao(lu}zy, 1) + (1 — o}(Lu)(zk, t1—1)~
- lr[agz_“;(zk )~ (1 - ) L (ot )] + 002 + 8
2 atg 3 atz ks tl-1 .
Z rovnice (2.52) v8ak u¥ tvrzeni vty plyne snadno.
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Z diikazu véty 2.3 je zfejmé, Ze v piipadé @ # 1/2 nen{ tieba pfedpoklidat
spojitost tfeti derivace podle ¢, ale sta&l pouse spojitost druhé derivace, stejn& jako
tomu bylo u explicitni a implicitni metody.

PfibliZné feieni ug budeme nyni hledat z rovnice

(2.53) P =0, k=1,...n-1,1=1,...,n,

s pocateéni podminkou (2.7) a okrajovymi podminkami (2.8). Pou¥ijeme-li u# vi-
cekrdt uzitou vektorovou symboliku, miZeme rovnice (2.53) spolu s pfislunymi
okrajovymi podminkami zapsat ve tvaru

(2.54) Apu® = ALul=D 1=1,..

kde u(® je danj vektor a matice Ay a Ar, jsou tFidiagondlni matice dané vzorci

14 2af —af 0O ... 0
—af :
(2.55) Av=| . E W 0
. up
0 o 0 —aB 14208
a
1-2(1-a)8 (1—-a)8 0 o 0
(1- ) B :
(2.56) Ap= 0 . . 0
(1-a)8
0 0 (I-e)pf 1-2(1-a)8

Matice Ay Je zfejmé reguldrni, nebot je podle Collatzova lemmatu (viz lemma 3.5
z kap. II} monotéuni, takZe rovnice {2.53) s pfislusnymi pofétetnimi a okrajovymi
podminkami definuji skutetn& metodu. Pii o £ 0 je tato metoda implicitni v tom
smyshu, Ze k tomu, abychom vypogetli pfiblizné fefeni na néjakém fasovém Fidku,
je tieba Fefit soustavu linedrnich algebraickych rovnic.

Jak je to s konvergenci zavedené tfidy metod? V piipadé a = 0 byla situace
velice jednoduché a konvergence této metody byla takfka ziejma (oviem za splnéni
podminky (2.17)}. V pfipadé @ = 1 jsme rovné% bez podstatnych obt{# dokizali
konvergenci uzitim lemmatu 2.2, tj. pomoci principu maxima. Tento princip ostatné
platil i v pfipadé @ = 0. V obecném pripad¥ lze sice také dosahnout platnosti
principu maxima, je vSak k tomu tfeba kidst na pomér # = 7/h% nepfirozené
poZadavky. Proto budeme postupovat ponékud jinak, abychom se vyhnuli nutnosti
uZiti principu maxima.
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Pro chybu ng) viech uvaZovanych metod plati zfejmé

(2.57) WP =€, k=1,...,n-1,1=1,...,r

s pocateéni podminkou

(2.58) =0, k=0,...,n,

a okrajovymi podminkami

(2.59) qg” =gl =0, I=1, ..,r

Piepiieme-li tyto rovnice maticové, dostaneme

(2-60) Avi® = AV 4 re®, 1=1,  r
7% =0

kde

(2.61) 7=, )T

a

(2.62) e = (s(ll), . ,E,(,:)_I)T

amatice Ay a Ay, jsou definované rovnicemi (2.55) a (2.56). Z v8ty 2.3 vime, %e pravé
strany rovnic (2.57) jsou (za pfedpokladu dostatetné hladkosti presného fedent)
malé. Radi bychom usoudili, Ze tento fakt m4 za nasledek i malost pfisluiného
feSeni. Je tedy tieba dokdzat, ¥e FeSeni uva¥ovanych diferenénich rovnic spojité
zavisi na pravych strandch, neboli, u#ijeme-li terminologie z odst. 2.4 kap. 111, e
uvaZované diferencni rovnice jsou stabilni vzhledem k pravym stranidm. Pro pohodlf
Etenafe vyslovime zde nezbytné definice specializované na nis pifpad jeté jednou.

Definice 2.1.  Rekneme, %e difereninf schéma dané operatorem .’_,E’ar)

vzhledem k pravé sirané, existuje-li konstanta M (nezdvisld na h a 7) takové, Ze pro
kazdé fefieni () rovnice (2.60), pro které je |le®|| L e pro I = 1,...,r, plati

(2.63) [ ®l £ Me.

je stabilni

Zde se rozumi, #e symbol ||.|| znaéi n&akon vhodnou pevné zvolenou normu
v (n — 1)-dimenziondInim vektorovém prostoru. Nap¥. pii vySetfovan! implicitni
metody jsme vlastné konstruovali odhad typu (2.63) na zékladé principu maxima
a za vektorovou normu jsme pfitom brali . normu (t. ||x|| = ml_axlz,-]).

7 definice 2.1 je vidét, e je-li dané schéma stahilni vzhledem k pravé strans
a jsme-li schopni odhadnout lokalni chyby — to neni vét§inou velky problém — je
metoda konvergentni. Stabilita vzhledem k pravé strang se viak neovéfuje vidy po-
hodInég, a proto zavedeme jeité jeden pojem a zformulujeme dalsi pomocné tvrzeni,
které jeji studium podstatng usnadni.
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Definice 2.2. Rekneme, e diferenéni schéma dané operdtorem L( )y . je stejno-
mérné stabiini vzhledem k pocdtecnim podminkdm, existuje-li konstanta. M (neza-
vislé na h a 1) takovd, Je pro kaZdé celé s z intervalu {0, 7} a pro kazdon soustavn
vektorii 9"t I = 5,5 + 1,...,r, kterd je feSenfm rovnic

{2.64) AunfD = Apnpt-1)
prol=s+1, .., r plati
(2.85) [P £ M, I=s,.. .,

Lemma 2.3. Necht pro diferenénf schéma dané operdtorem l_( @) platf

(i) existuje konstanta M (nezdvisld na h a 1) takovi, Ze je [|AU1|| <M;

(i) schéma je stejnom&rné stabilni vzhledem k poédteénim podminkim.

Pak schéma je stabilni vzhiedem k pravé strané.

Dikaz. Bud 9 fefenim rovnic (2 60) a bud ||e?|| e pro ! = 1,.
Pfifadme kazdému celému &slu m, 0 £ m £ r, soustavu vektord ¢)(m), I =
=0,...,r, takto: €O (m)= 0 pro ! = 0 ,maprol=m+1, .. rjsou vektory
&0 (m) fefenim rovnic

(2.66) AtV (m) = ALET (m) + e

Zvolme nyni pevné m, 1 £ m £ r a poloime

(2.67) v = £0(m — 1) — €D (m).

Predns je v(D = 0pro 1 =0,...,m—1a v = ¢™(m — 1). Dile je

(2.68) Ay = Apy(-D

prol = m+1,...,r. V disledku stejnomérné stability vzhledem k pogatecnim
podminkam existuje konstanta M, takova, Ze plat

(2.69) (Iv 1) < v

pro I = m...,r. Protoie viak pro [ < m je v{? = 0, plati vztah (2.69) pro [ =
=0,...,r. Platl tedy

(2.70) 11€0(m — 1) — €0(m)|| < My||€"™ (m — 1))

pro ! = 0,...,r. Odhadn&me nyni normu vektoru £(m)(m ~ 1). Tento vektor je
podle své definice FeSenim rovnice

(2.71) Aut™ (m — 1) = ALe™ D (m— 1) + 7™,
ProtoZe vEak vektor E('"'l)(m — 1) je nulovy, je podle predpokladu (i)

(2.72) 167 (m — 1)|| S TMe.
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Odtud a z nerovnosti (2.70) tedy dostavame, Ze plati

(2.73) €@ (m — 1)~ €D (m)|| £ rMMye
pro ! =0,...,r. Pisme nerovnost (2.73) postupné pro m = 1, . .., r; dostaneme
(2.74) 1€9(0) — V)| £ M Mie,

l€0(1) - V@)l € TM Me,

160~ 1) ~ €0 £ TMMie.
Spojenim téchto nerovnosti mame
(2.75) 1ED(0) — D) & rrMMye = TM M2

prol=0,...,r. Vektor £V (r)jeviak prol = 0,..., rnulovy vektor a E( )(0) spliuje
tytéi rovnice jako vektor n{?). Je tedy E(')(O) =7 proi = 0 ,T a nerovrosti
(2.75) dokazujf lemma.

Upozornéme, Ze v definicich 2.1 a 2.2 a v pravé dokdzaném lemmatu nenf nikterak
podstatné, Ze se konkrétné jednalo o opertor L,E?r) dany rovnicemi (2.49). Pfisludné
pojmy lze zfejmé zavést pro libovolny diferenéni operator, jen vede-li na soustavu
rovnic, kterou je mozné psat ve tvaru (2.54).

Chceme-li dokdzat konvergenci studované metody, stadi v diésledkn lemmatu 2.3
provéfit jeho pfedpoklady. ProtoZe jsme se rozhodli, e se chceme vyhnout prin-
cipu maxima, uZijeme tzv. metodu separace proménngch, zvanou také Fourierova
metoda. Zatneme zavedenim vhodné normy (n — 1)-dimenziondlnich vektord, které
v nasich avahéch vystupuji. Vzhledem k postupu, ktery chceme uiit, je pfirozené
pozadovat, jak uvidime, aby uvazovany (n — 1)-dimenzionalni vektorovy prostor
byl Hitbertiiv prostor. Normu budeme proto definovat pomocf skaldrnfho souéinu.
Obyéejny cuklidovsky skaldrn{ souéin zde neni vhodny, nebot slofky vektord, s ni-
mi# pracujeme, aproximuji hodnoty funkci definovanych ve viech bodech intervalu
(0,1}, a je tedy #adouci, aby nami zavedeny skalarni souéin konvergoval pro h — 0
k #5(0, 1)-skalarnimu soudinu (srv. poZadavky (2.175) z kap. IIL.). Tuto vlastnost
m4 jednoducha modifikace euklidovského skaldrniho souginu, kdy za skaldrni soudin
vektordl v, w bereme &islo (v, w), dané vzorcem

n-1

(2.76) (v,w)h =h E Vg Wk .
k=1
Norma. vektoru v je tedy ddna vyrazem
n—1 1/2
(2.77) [Ivils = (hzvﬁ) :
k=1

Oznatme jesté vektorovy prostor opatfeny normou (2.77) symbolem Eg”"i)
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Stabilita diferencnich schémat L,Ec? v pravé zavedené normé je popsana v pasle-
dujici vété.

Véta 2.4. Bud dan diferenéni operator L]EO:,) 50 £ @ £1 anecht v pfipadé, Ze

Jje 0L o < 1/2 plati

T 1
(2.78) A= ﬁé m—-)-.

Pak diferenéni schéma dané timto operatorem je stejnomé&rné stabilni vzhledem
k podéteénim podminkam. '

Dikaz. Pifme matice Ay a Ar, dané vzorei {2.55) a (2.56) ve tvaru

(2.79) Ay =1+ aBPy
B} i
(280) AL =/~ (1 - a)ﬁPa,

kde / je jednotkova matice a t¥{diagonilni matice Py ¥4du n — 1 je dana vzorcem

2 -1 0 .. 0
-1 T e
(2.81) Po=| g b L0
: -1
H .0 -1 2
Snadno zjistime, e vekiory v(*), v = 1,...,n — 1, jejich¥ slozky jsou dény rov-

nicemi (2.16), tvof{ ortogonln{ soustavu vlastnich vektord matice (2.81), a to jak
v obyZejném euklidovském, prostoru, tak v prostoru Eﬁ"_l), a Ze pfisluSna vlasini
&isla jsou

(2.82) . ,\,,=4sin2;—7r, v=1,...n—1.
n

Vzhledem k rovnicim (2.79) a (2.80) jsou vektory v (*} také viastnimi vektory matice
Au, resp. Ar, s odpovidajicimi vlastnimi &isly

(2.83) M =148, v=1,...,n-1,
Tesp.
(2.84) M =1-(1-0)8r, v=1,...,n-1

Abychom dokézali tvrzenf véty, je tfeba odhadnout feSeni soustavy (2.64) pomoci
pocateéni podminky. Vzhledem k praveé zjisténé skutecnosti, Ze matice Ay a AL, maji
tyté2 vlastni vektory, se pokusime splnit rovnici (2.64) soustavou vektori z () tvaru

(2.85) 2 = (v W)
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kde ¢(l) je skalarni veli¢ina zdvisejici pouze na indexu . Funkci "’is): kterd Fesi
rovnici (2.64), se tedy snaZ{me nalézt ve tvaru souginu dvou funkei, z nich# jedna
je funkei pouze proménné I a druha funkei pouze proménné k. Odtud také pochazi
nazev metoda separace proménnych. M3 tedy platit rovnice

(2.86) e(DAuv @) = el — DALY ).
Qdtud plyne, Ze funkce ¢(I} musi spliiovat rovnici

ag
(2.87) o} = .\,,U) c(l—1).
Kazdéa soustava vektort z tvaru
(2.88) FAOE c[;g;;]iﬂv("),

kde ¢ je libovolnd konstanta a & libovolné celé &islo, tedy Feif rovnici (2.64).

Vzhledem k tomu, Ze vektory v(*} tvoii ortogondln{ bazi v prostoru E%"'l),

existuji k libovolnému vektoru np = n(*) € E%n_l) Cisla ¢y, . .., cp—1 takovi, Ze plati

n—1
(2.89) 7 = Z e,y @),
v=1
7 ortogonality vektord v () pfitom plyne, Ze je
n—1
(2.90) % =D e lv Ui
=1

Z rovnic (2.89) a (2.88) tedy dostivame, Ze feSeni soustavy (2.64) uréené pocitetni
podminkou 77**) lze psit ve tvaru

n—1 A(L) I—s
(291) EED I I
v=1 Au
Pritom plati
n-1 (L) op_
B 21-2s
(2.92) RED AR I A
rv=1 v

jak plyne opét z ortogonality vektori v ). Podle rovnic (2.83) a (2.84) je
AW 11— —a)s),

(2.3) AT T T 1 ¥ B,
Plati-li
1-(1-a)sr
< — 7L
(2.94) 1SS, S
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je

(2.95) [l < (19 Ja,

jak plyne ihned ze vzorcd (2.92) a (2.90). SpInéni nerovnost{ (2.94) tedy stati ke
stabilité. Pravé z t&chto nerovnosti je splnéna vidy, nebof je 0 £ ¢ £1, 8 >
>0al, >0 Jek a Z 1/2, je splnéna i levd z téchto nerovnost! bez dalsich

dopliwjicich podminek, nebot v tomto piipads je (1-2a)8A, £ 0, a tedy tim spise
plati nerovnost

(2.96) (1—2a)8), <2
neboli
(2.97) ~l—afl, <1-{1-0a)B),.

Je-li viak 1 £ & < 1/2 a plati-li navic nerovnost (2.78), plati opét (2.96), a tedy
také (2.97), nebot je A, < 4, jak plyne ihned z rovnic (2.82). Tim je diikaz vity
zakongen.

Diferenénf schémata L',Sf:,) Jjsou tedy pfi 1/2 £ o £ 1 absolutné stabiln{. Vzhledem
k tomu, Ze pro velkd n je jedno z vlastnich &isel matice prechodu Ay 1Ay, velice blizké
¢islu [1—4(1—«)B]/(1+4ap) a vzhledem k tomu, %e toto &islo je v pfipadd 0 £ o <
< 1/2 a pfi porudeni podminky (2.78) mensi ne# —1, je tato pedminka i nutnou
podminkon stability. UvaZovani diferenéni schémata jsou proto p¥i 0 £ « < 1/2
pouze relativné stabilnf a nerovnost (2.78) je jejich podminkou stability.

Véta 2.4 spolu s lemmatern 2.3 dovolujf u¥ snadno dokazat zikladni konvergen&ni
vétu pro uvaiovanou t¥du schémast.

Véta 2.6. Necht FeSenf okrajové ilohy (2.1) - (2.3) md v R dvé spojité derivace
podle  a &tyfi spojite derivace podle . Necht v pFipadé o = 1/2 m4 Fefeni navic
spojitou tfeti derivaci podle t. Necht koneéng pFi 0 S o < 1/2 je spinéna nerov-
nost (2.78). Pak existuje konstanta M takové %e pro chybu ’7;(,[) = ug) — u(zy, tr)

pFiblizného FeSeni spoditaného schématem L,E:? plati
(2.98) 50 £ M(r + %)
v obecném pfipadé a

(2.99) [72(1n £ M(r® + h?)

pfia=1/2.

Dikaz. Zauvedenych piredpokladii spliiuje chyba ng) rovnice (2.60) a pfi-
tom je

(2.100) 1] € M(r + %)
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piia#1/2a
(2.101) 1] € M(r* + h2)

pfi @ = 1/2, jak plyne ihned z vity 2.3. Matice Ay je symetrickéd a jeji vlastni
&isla jsou déna vzorcem (2.83). Vzhledem k tomu, Ze ||AC,1”;l je zfejmé obyejma
spektriln{ norma, plati

) =
min

- 1
(2.102) NAGH s = Rl <L

Protoze schéma L ,SC:,) Jje podle véty 2.4 zaroveii stejnomérné stabilnf vzhledem k po-
tateénim podminkdm, je podle lemmatu 2.3 stabilni vzhledem k pravé strang, a zby-
v4 tedy u% jen odhadnout velikost normy vektori e(”. Z nerovnosti (2.100) a (2.101)
vak ihned plyne, 3e je

n—1
2.103) [|€P)Z =S 2 <
k =

k=1

{ MAr+ BRI 1 S M2 (e +12)2,  a#1/2,
MA(r? + R22RY P 1S MY (2 + 22, a=1/2.

A

Diikaz je hotov.

Vysledek, ktery jsme dostali, je tedy pon8kud slabg{, neZ tomu bylo v pifpadé
explicitnf a &ist& implicitn{ metody, a to v tom smyslu, #e jsme uZili horsi normu
nez normu uZitou v odst. 2.1.1. Toto zhorden{ neni piili§ podstatné a navic je lze
diimyslnéj#fm postupem, jak uvidime, odstranit. Hlavniho vysledku, tj. sestrojeni
absolutng stabilniho diferenénich schématu s celkovou chybou fadu O(r? 4- A?)
jsme véak dosdhli. Takové schéma je ddno operatorem L,EIT/ D, pFisludni metoda se
nazyva Crankove-Nicolsonova metoda. Tato metoda je velmi populdrni a v praxi
nap¥. u explicitni metody. Ctendfe mo#nd toto tvrzeni na prvn{ pohled pon&kud
piekvapi, nebof pfi uZiti Crankova-Nicolsonova schématu je t¥eba navic ve srovnan{
s explicitni metodou Fesit v kaZdém kroku soustavu linedrnich algebraickjch rovnic.
Tato soustava mé vSak tfidiagonailni matici, takZe potet potfebnych operaci je
Tadové roven poftu nezndmych, tj. veliéing€ O(1/h). Protofe cetkové diskretizagni
chyba je O(r2 4 h?), je rozumné volit 7 = O(h). Poéet potfebnjch tasovych fadku
je tedy O(1/h) a celkovy poéet operaci je fadové roven O(1/h?), co# je pro mald k
podstatn® méné ne? u explicitni metody, kde je toto #slo rovno O(1/A3).

Zakonéeme tento odstavec jeSt& jednim postiehem. Z toho, co jsme aZ dosud
uvedli, by mohl vzniknout dojem, Ze viechna schémata pro feSeni rovnice pro vede-
ni tepla, ktera jsou sestavena, , pfirozenym“ zptisobem, jsou bud absclutns stabilni,
nebo v nejhorsim p¥ipads relativng stabilni. Tak tomu viak neni. Abychom to uk4-
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zali, uvaZujme schéma
i -1 h 1 !
NN SR P
2r h? ’
k=1,...,n—-1,1=1,...,r—1,

(2.104)

které venikne tak, Ze derivaci 8u/8¢ v uzlu (xy, t;) nahradime podilem [u{ex, tiy1)—
— u(zg, 1))/ (27), kter§ ji aproximuje s pfesnosti O(r?). Schéma (2.104) je tedy
odvozeno zcela v duchu metody siti a jeho lokdlni chyba je jako u Crankova-
Nicolsonova schématu Fidu O(72? 4+ h?). § Crankovym-Nicolsonovym schématem
dokonce souvisi jeité t&sn&ji, nebot nahradime-li v ném veli¢iny ug) prameéry
[usﬂ) + ug—l)]ﬂ a uZijeme-li je jen v sudych Easovych Fédcich, dostaneme pfi-
mo Crankove-Nicolsonovo schéma. V podobg, jak je schéma (2.104) zapséno, je to
vBak schéma ti{vrstvové, takZe je nutné k nému pFipojit kromeé okrajovych podmi-
nek (2.8) a poédteini podminky (2.7) jet& daldi poéitetni podminku v Ease t = T,
kterou je t¥eba vypoéitat jingm vhodnym zplsobem. Rovnice (2.104) s pfislugnymi
okrajovymi podminkami lze zapsat maticové ve tvaru

(2.105) g+ = (-1 _9gp,,, (1),

kde P; je matice dand vzorcem (2.81). Zavedeme-li (2n — 2)-dimenzionélni vektory
v rovnici

(2.106) vO = [u‘(’ffl)]

Ize t¥ivrstvové schéma (2.105) psit jako dvouvrstvové schéma
(2.107) v =R D =101,
kde matice R je fadu 2n — 2 a je dand vzorcem

(2.108) R= [? _2;,,0]

Py

Pimym v§pottem se snadno gjisti, Ze viechna vlastni &isla matice R se uréi FeSenim
n — | kvadratick§ch rovnic £2 + 28,6 —1=0,v =1,...,n — 1, kde &isla ), jsou
vlastn{ &sla matice Py, a jsou tedy déna vzorci (2.82). Z uvedenych rovnic je vak
vidat, ze at zvolime sit jakkoliv, vidy existuji vlastnf &isla matice R, kterd jsou
v absolutni hodnoté vét3i nes 1. Schéma (2.104) je tedy absolutné nestabilni.

2.2 Obecna parabolickd rovnice v jedné prostorové proménné
V tomto odstavei se budeme zabyvat metodou sit{ pro feSeni diferencidlni rovnice
(2.109) tu = f(z,t) v R,
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kde R je opét mnoina {(z,%); 0 <z <1, 0<t<T}a

(2.110) Lu= c(m,t)g—‘t‘ - a%(p(z,t)g—:) +q(z, ),

s pocateéni podminkou

(2.111) u(z,0)=g(z), O0<a<l,

a okrajovymi podminkami

(2.112) u(0,8) = YO@), wu(l,t)=11(t), 0<t<T,
(Dirichletova nebo prvni okrajova tloha) nebo

(2.113) (1Ou)@) = yO), (Mu)t)=+P(), 0<t<T
kde

(2.114) (1Ou)(t) = —p(U,t)g—:(O,t) + B8O (8)u(0,1),

(UDu)(t) = p(1, ) F2(1, 8+ AOE(1, 1)

Funkee a, p, g, f, O, 80, 49, 4(1) a g jsou diny a pfedpokladime, Ze jsou
spojité a Je funkee p ma navic spojitou derivaci v R. Kroms& toho pfedpokldddme,
%e existuji konstanty po, p1, o, €1, 41, Bo, 1 takové, Ze plati

(2.115) 0<poSp(z,)<p1, 0<coSe(z,i)Sc1, 0Z¢glz,t)S o

a #e je bud B¢ (z) = 0 pro i = 1,2 {v tom pif{padé mluvime o Neumannové nebo
druhé okrajové illoze) nebo

(2.116) 0<po 2890 S B

(v tomto pFipadé hovofime o Newtonové nebo t¥eti okrajové loze). Uvedené pied-
poklady jsou piikladem podminek, které zarufuji jednoznaénou Feditelnost vyse
zminénych 1loh.

Nisledujici odstavec vémijeme sestaveni piisluinych diferenénich operatori.

2.2.1 Odvozeni metody

Na zaklads vysledki, k nim# jsme dospéli pii studiu metody siti pro okrajové ilohy
pro obyéejné diferencidlni rovnice v druhé kapitole a na zaklad& myslenky studovat
ne jednu izolovanou metodu, ale celon t¥idu metod zdvislych na parametru o €
€ {0,1), je pFirozené aproximovat diferencidlnf operdtory L a 1) operdtory L,E;)

a Ih(f;,a), které funkei u definované na mnoZing R, (jejiZ vyznam je stejny jako
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v adst. 2.1.1) p¥ifazuji funkei definovancu na Ry, ,, resp. na mno#iné {I; | = 1,..., 7}
a které jsou ddny vzorci

. o _ ,u-1)
@17) (L 0)® =[ae(ze, t1) + (1 - a)c(xk,t,_l)]i—r"j———

- %{P(ﬂk - h/2, t:)ui'll — [p(ex — B/2,t1)+
+p(ze + h/2,0)|u + p(er + h/2, )l }—

L taes — b2, oD = (o — B2, 1)t
+p(e +h/2, DIl ™ + plz + B/2, 01l D)+
+aqzr, t)ul’ + (1 - a(ze, ti-)ul™Y, (26, t) € R

a
0 (-1}

— Ug

(2.128) (L) =Fhlac(ao, t) + (1 - a)elamo, )] L2 —

M _ .M
= oo+ b2, B0 g0 u0] -
(-1 _ (-1)
-(1-a) [p(::u+h/2,ti_1)u1 . L
_ ﬂ(o)(t1_1)u(ul_1)]+

+ Shag(zo, t)ug + $h(1 = oazo,ti)ufl ™,

@ _ . (-1)
(l;.(,l;ﬂ)u)(f) =Lhloc(zn, ti) + (1 — a)c(zﬂ,t,_l)]“"—""_

NORNO!
e [p(an — h/2,6) 222 4 1))+

(1-1) {(i—-1)

+ (L= o) [plan = h/2, ) = 4 g0 uf-D] 4

+ Lhag(zn, ti)uld + LA(L — )g(@a, 1 )ul~1).

K témto rovnicim se dojde nejsnaze tak, %e v diferencidlni rovnici (1.12) z kap. I
piseme misto pravé strany f funkei —cOu/0t + f, vyraz —cOu/dt v mistd (zz, ),
resp. (@g,ti-1) aproximujeme vjrazem c(zg,t)[u{zy, ;) ~ u(@p, ti—1)]/7, resp.
e(zr, tr-1)[w{zs, &) — u(zs,#1_1)]/7, napieme rovaice typu (3.40) a (3.58) z kap. II
pro bod (g, 1) a (zx,t1-1) a zkombinnjeme je s vahami o a (1-a).

Opét nas bude zajimat, jako dfive pfi vySetfovini metody siti, jakj bude vy-
sledek aplikace pravé zavedenych operitort na funkce definované na R;,,.,, které
vzniknou 7 hodnot {dostateiné hladké) funkee u v uzlovych bodech. To popifeme
v nésledujicich dvou vétach, v nichz klademe jako d¥ive (u(Pr))g) = u(zp, ).
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Vé&ta 2.6. Necht koeficienty diferencilnich operdtord (2.110) a (2.114) jsou
dostateéné hladké a necht u je dostateéné hladkd funkce definovani v R. Pak existuji
funkce vy a v definované a spojité diferencovatelné v intervalu {0, T) a takové, Ze
plati
(2.119) (L{DuPND = a(lu)(er, i) + (1 - o)(Lu)(ze, 1) + O(r + h2),

k=1,...,n=-1,1=1,...,r
a
(2.120) (15 Pu®)O = Laf(Lu)(i, ) + (1 — a)(Lu)(G, i)+
+ a(lOu)(t) + (1 - @)1 Ou)(tr-1)-
— lewi(t) + (1 — a)vi(ti=1)]A® + O(rh) + O(h®),
I=1,...,r, i=0,1.

Véta 2.7. Necht koeficienty diferencidlnich operatori (2.110) a (2.114) jsou
dostateiné hladké a nechf u je dostateén& hladkd funkce definovand v R. Pak existuji
funkce vy a v definované a spojité diferencovatelné v intervalu {0,T) a takové, Ze
plati

@121) (LD = Lt (ze, ) + S(Lu)er, tior) + O(2 + B2),
k=1,...,n=1,1=1,...,r,
a
(2122) (ISP = Lald(Lu)(i, ) + F(Lu)( ti-a )]+
+ 3UOu)w) + J0Ow)(-1)-
~ §lui(t) + vi(ti-)}R® + O(72h) + O(A?),
I=1,...,ri=0,1.
Diikazy obou t&chto v&t se provedou pifmodafe pomoci Tayolorova vzorce. VyZa-
duji vSak dosti zdlouhavé psani a protoZe jsme uZ fadu podobnych diikazi podrobné
provadéli, pfenechime je ctenafi.

V privé uvedenych vétach jsme nespecifikovali pfesné hladkostni pfedpoklady,
které je tieba kidst na koeficienty danych diferencidlnich operitord a na funkeci u.
Zformulovat tyto pozadavky neni samozfejmé Z4dny problém; Ze jsme tak neuéinili,
je motivovano zejména tim, Ze jsme nechtéli témito pro dalsi dvahy nepodstatnymi
podrobnostmi sniZovat pfehlednost citovanjech vét.

Na zékladé v&t 2.6 a 2.7 se zd4 rozumné nahradit danou okrajovou tilohu rovni-
cemi

(2.123) (L2W)P = af(or, ) + (1 - @) f(zr, o),
E=1,....n—-1,1=1,...,r,
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s potétenimi podminkami
(2124) u§p0) =g(37k), .k=01"')ﬂ)
a okrajovymi podminkami
(2.125) u = /O, WO =40, 1=1,..,r
v pifpadé Dirichletovy okrajové filohy a podminkami
2128) (00D = Thaf(zo,tr) + h(L — @) f(zo, ti_1)+
+ a7(°)(t1) +(1— a)'y(o)(tl_l), =1,

(B8O = Lhaf(zn, t)) + b1 — a) f(za, 1)+
+ a'y(l)(t;) +{1- a)-y(l)(tr_l), I=1,. ,r

v pfipadé druhé a tfeti okrajové Glohy, nebof se pFitom dopustime lokalnd malé
chyby. Pfedeviim je tieba se presvédiit o tom, e rovnice (2.123) spolu s pfislugnymi
potéteinimi a okrajovymi podminkami definuji skuteing algoritmus, neboli jinymi
slovy jednozna&né uréujf veliinu ui) Provedeme to analogicky jako difve. Bud opé&t

v vektor, jehos slozky jsou hodnoty pfiblizného fefeni v I-tém Zasovém Fadku.
Vyndsobime-li rovnice (2.123) integraZnim krokem t a rovnice (2.126) &slem 7/h,
dostaneme

2127)  APu® = ALYy Tlaf® L1 _a)f 0, =1,
U L h2
kde
(2.128) AY =aC® 4 (1 - a)CO- 1)+cv PO,
IE[) =aC® 4 ia- C!)C(l D (1- a)h_zp(l—l)’ I=1,...,m

v v

C® je diagonalni matice, P je symetrick ti{diagonalni matice, ob& fadu n — 1
nebo n+1 podle druhu okrajovych podminek a £ () je (n — 1)-dimenzionalni, resp.
(n + 1)-dimenzion4lni vektor,

(2129) CO={n), ) =clon,tt), k=1,...,n—1,
resp.

8'3_ (o, 1), i—c(zk,tz) k=1,...,n—1, c(ng:%c(xn,ti),

(2.130) PO = (0 3,
Pkk = p{zr — h/2, t1) + p(zi + h/2, 4) + hzq(a;k,t;), k=1, ..,n~1,
P = Py = —plax + A/2,8), k=1,...,n—2,
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resp.
ng = plzo + h/2,01) + RO () + ThPq(zo, 1),
pMﬂ plor — h/2,4) + plax + h/2,8) + K2q(zr, 1), k=1,...,n—1,
(‘) =p(zn — B/2,8) + hﬂ(l)(t;) + %hzq(zn,tx),
ps)k-i-l - ps-)i-l ' —p(-’l:k + h/2,'h), k= 1...,n=12,

(2.131) FO = {5,
A = B f(z1, 1) + pleo + h/2, 0y a),
= B2 t), k=2,...0n-2
P = B2 flzno1, 1) + plen — /2,00 (1),
Tesp.
) = L2 f(zo, 1) + O (1),
f’g):hzf(xk’t')’ k:'ll"')n—]-a
£ = 30 f(an, 1) + By Oaa).

Matice Ay je podle lemmatu 3.5 z kap. 2 monoténni. Je proto reguldrni a rovnice
(2.123) s piislusnymi po¢éteénimi a okrajovymi podminkami tvoif tedy skutetné
metodu. Je-li ug) pfiblizné feSeni dané idlohy vypo¥tené z rovnic (2.123) s poda-
te¢ni podminkou (2.124) a okrajovymi podminkami (2.125), resp. (2.126) a jsou-li

koeﬁc:lenty a pfesné FeSeni dané ilohy dostatein& hladké, plati pro chybu nkl) =
( ) u{zy, t;) podle v&t 2.6 a 2.7 rovnice

(2.132) WP =€, k=1,..,n-1,1=1,..,r,

s pocatetni podminkou:

(2.133) =0, k=0,...n
a okrajovymi podminkarmi
(2.134) =gl =0, 1=1,..,r

Tesdp.
(2.135) (0n)® = 6 4 ab® 4 (1 - 2y,
KEm0 = e® 4 as® + (1 - a)el™, 1=1,..,r,
kde
(2.136) D =0(r+h?), k=1, n-1,0=1,..r
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a
(2.137) el = O(rh) + O@®),
60 = u(t)h?, i=0,1,1=1,..,n,

v obecném piipads a

(2.138) &) =0 +hY), k=1, . n-11=1,..n
a
(2.139) el = O(%h) + O(h?),

8 = w(t)h?, i=o0,1, 1= L,...,n

v piipadé, Ze je o = 1/2.

Pravé strany rovnic pro chybu jsou tedy malé a abychom dokazak konvergenci, je
tfeba dokdzat, %e z toho plyne i malost piislugngch Feseni. Tyto otizky vysetfime
v nasledujicich dvou odstavcich.

2.2.2 Konvergence, specidln{ p¥ipady

Vzpomeiime si, jak jsme postupovali pFi vysetfovén konvergence u rovnice pro
vedeni tepla. V pFipads explicitni metody (@ = 0) byl postup pfimotarj vzhle-
dem k jejimu rekurentnimu charakteru. V piipads fisté implicitni metody (o = 1)
Jsme uZili principu maxima. Koneéné v p¥padé obecného o Jjsme uzili metody se-
parace proménnych. Je pfirozené polo#it si otdzku, zda. lze tyto postupy pFenést
na zde vySetfovany obecnj p¥ipad. Pro explicitn{ a implicitn{ metodu to zfejms
moiné je, Ndm viak jde zejména o obecnou metodu, protoZe pfi o = 1/2 je jeji
lokélnf chyba minim4lni. Pokusfme se tedy u#t metodu separace promennych. Pfi
Jjejim uZiti bude patrné vadit proménnost koeficient® a hlavng pak jejich zdvislost
na ¢. Predpoklidejme iedy, e koeficienty dané diferencialni rovnice a okrajovych
podminek jsou nezévislé na €ase a uvaiujme pro jednoduchost Dirichletovu filohu,
Jiné okrajové podminky by totii pischily rovn& uréité obtize vzhledem k tofnu,
%e rovnice (2.135) nejsou homogenni. Pro chybu 17,(: priblizného feeni tedy plati
rovnice (2.132} s podminkami (2.133) a (2.134). P¥epfSeme-li tyto rovnice pomoci
vektorové symboliky, dostaneme

(2.140) AP = ADRU-1 e,
kde matice AS) a AI(‘i) nezdvisi na indexu {. Horni index budeme tedy v dalsim

vypoustét. Vzhledem k piedpokladu {2.115) o koeficientu ¢ mizeme bez 1jmy na
obecnosti pfedpokladat, %e je e(z) = 1, a #c matice Ay a A, lze tedy psat takto:

(2.141) Ay = i+ afP,
A =1—(1-a)BP,
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kde P je tiidiagonéln{ matice s prvky

(2142)  per =plze — h/2) + p(zi + 2/2) + R2q(zz), k=1,...,n—1,
Prek+1l = Prt1k = —plae +R/2), k=1,...,n-2,

a kde jsme opét poloZili /h* =. 8. Dostali jsme se tedy do tplu& stejné situa-
ce, jako kdy% jsme vySetfovali konvergenci obecné metody pro rovnici pro vedeni
tepla. Budeme proto postupovat stejné jako v odst. 2.1.2. Konvergenci dokéZeme,
dokéZeme-li, Ze dané schéma je stabilni vzhledem k pravé strang. Tuto posledni
skutetnost pak dokdZeme pouZitim lemmatu 2.3. Ov&fime proto jeho piedpoklady.

Odhadnéme nejprve velikost normy matice Ag 1y prostoru E,E"_I). Protoze je to
obyéejnd spektrilni norma, jak uz vime, a protofe matice Ag ! je zfejm3 symetric-
k4, stali k tomu nalézt jeji vlastni Zisla. Matice P je samoziejmé také symetrick4.
Oznaime jejf navzajem ortogonalni vlastni vektory w), v = 1,...,n~ 1, a jim
odpovidajici vlastni &isla A,. Kromé toho, %e matice P je symetrické, je navic dia-
gondlné dominantni. Odtud a z GerSgorinovy véty o lokalizaci vlastnich &isel plyne,
Ze jejf vlastni &fsla jsou nezdpornd. Z Collatzova lemmatu véak plyne, e matice P
je monoténni, a tedy regulérni. To vie dohromady dévé, %e matice P je pozitivné
definitni. Z prvni rovnice (2.141) plyne, Ze vektory w ) jsou také vlastnimi vektory

Py

9 N7 U) - < :
matice Ay a Ze pFisluna vlastni &sla A}’ jsou dana vzorci

(2.143) M =1408r, v=1,...,n—1
Odtud méme, Ze je PYS) Z2lprov=1,...,n—1, co¥ dévéa
AGYh = —— <1
(2.144) 1IAG lx = RO
min

Prvni podminka lemmatu 2.3 je tedy splnéna.

Zkoumejme déle stejnomérnou stabilitu daného schématu vzhledem k potates-
nim podminkém. To znamend odhadnout normu vektori 5", které jsou FeSenim
soustavy

(2.145) Aug = A0, I=s+1,...,7

normou vektoru *). Abychom toho dosdhli, stagi op&t opakoval tivahy, které jsme
uZ provadsli v odst. 2.1.2. Vektor w (*) je toti# nejen vlastnim vektorem matice Ay
s odpovidajicim vlastnim &islem danym rovnici (2.143), ale je samoziejmé i vlastnim
vektorem matice Ar, s vlastnim &slem A danym vzorcem

(2-146) AV =101 -)p,.
Reseni rovnice (2.145) je tedy mo¥né opét psat ve tvaru
n-1 AgL’) i—s

(2147) = Lelim]
v

v=1l

357



V. PARCIALN] DIFERENCIALNI ROVNICE PARABOLICKEHO TYPU

kde
n—1

(2.148) =3 c,w®.
r=1 )

Odtud u# stejnom&rn4 stabilita vzhledem k podateénim podminkdm snadno plyne,
plati-li, Ze je
A

(2.149) o)

<L, v=1,...,n—-1

Tato podminka je viak stejné jako v odst. 2.1.2 splnéna v pifpads, #e je 1/25a=
£ 1, bez jakychkoliv doplitujicich podminek, nebot matice P Jje pozitivné definitni,
V piipads, Ze je 0 £ a < 1/2, k jejimu splnsni je nutné a staéi, aby platila nerovnost

. T2
(2.150) =3 S T

4 %

kde Amax je nejvétsi vlastnf &slo matice P. Dokizak jsme tedy nésledujici vétu.

V&ta 2.8. Necht FeSeni Dirichletovy iilohy pro rovnici (2.109), jejiz koeficienty
nezdvisi na t, je dostatecné hladké a necht pfi 0 < a < 1/2 plati navic nerovnost
(2.150). Pak existuje konstanta M takovd, Je pro chybu n{’ piblisného feSeni

vypoéteného pomoci operatoru L,E";) plati

M(r+ k%) pro a £ 1/2,

2.151 Ol £ {
( ) [In (I € M(TZ + hﬂ) proa=1/2.

Metoda dani operitorem L,f.lr/ D se opét nazyvad Crankova-Nicolsonova metoda
a vede mezi viemi metodami danymi operatory 1 ,Eo,',) k nejekonomiétgjEfimu algorit-
mu. ’

Pokusme se jedtd zkonkretizovat nerovnost (2.150), tj. odhadnout maximalni
vlastni &fslo matice P. PouZijeme k tomu, e pro symetrickou pozitivné definit-
ni matici plati

(Pv,v)s

2.152 Amax = sup ~——2=,

( ) max u#pﬂ (”) v)h

Bud tedy v = (v1,...,9n.-1)7 a vypoétéme velicinu (Pv, v)s. Poloiime-]i jedté vy =

= v, = 0, je zfejmé

n=1

(2153)  (Pv,v)n = h 3 {~p(zk — h/2)e—1 + [plax — h/2) + ples + h/2)+
k=1

+h2g(zi)vr — p(zi + h/2)vi g1 }u.
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Qdtud vSak sumaci per partes (srv. lemma 3.10 z kap. II} snadno dostaneme, Ze je

n-1

(2.154) (Pv,v)n = hz":p(:r:k — hf2)(vg —vp_1)® + A Z Rlg(zy)vi.
k=1 k=1

Poujijeme-li nyni nerovnosti (2.115), dostdvime odtud, Ze plati

(2.155) (Pv,v)n £ (P )1,
kde
(2.156) P =piPo +hqil

a matice Py je ddna vzorcem (2.81). Je tedy AR, < 2B = pl,\E.f:,B + h%g1. V odst.
2.1.2 jsme vSak zjistili, Ze je AS:;J,? < 4. K splnéni nerovnosti {2.150) tedy staéi, aby
platila nerovnost

1
(2.157) S A Tayem + RPafd)

2.2.3 Konvergence, obecny pfipad

Zatneme obecnou rovnici (2.109) a explicitni metodou a omezime se jako na nejslo-

Piipady ostatnich okrajovych tloh by se studovaly analogicky; navic by vétsinou
dozlo jesté k daldfmu zjednoduseni.
. . 0,0 1,0) .
V tomto pfipadé tedy pro chybu r;g) plati (operétory L,S?) , Ih(,. ) a I,S,T ) jsou
dény vzorci (2.117) a (2.118))
1 i —
(2.158) O =), k=1,...,n—1,1=1,...m
("h(?rp)n)(l) = EE)I) + 6((:_1)1 = 17 ey Ty
0 = el +6070, 1=1,r,
a za piedpokladu dostateéné hladkosti je
(2.159) D =0o(r+h?), k=1,..,n=1,1=1,...,r,
el = O(rh) + O(K°),
71 = wi(t)h?, §i=0,1,1=1,..,7,

kde funkee v; maji spojitou derivaci v intervalu {0, T'}.
Abychom dokézali konvergenci, je tfeba odhadnout feSeni soustavy (2.168). Pe-
pisme je proto tak, %e prvni rovnici vynasobime &slem r/e(2g,ti—1) a druhé dvé
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&isly 2T/[hc(a:g,t1 1)l & 27/[hc(zn, ti-1)]. Dostaneme

plex —h/2,41) a-1
2.160 A T LA
( ) ’? = (e, ti-1) M1t
[1 ﬂP(iﬂk R/2,61) + p(ze + h/2,81_1) + h2q(zs, - 1)] (-1
e(zk, ti1)

({Dk + h/2 t[_l) (i-1) (,)
—— 7 +—--——€ k=1,...,n—1,
c(zz,t1-1) T2 c(.tk,tx_l) n

+62

2p(zo + h/2,t1-1) + 200N (t1_1) + B2 q{zo, 41 _
ﬂ(1)=ll—ﬂ p(zo + h/2,t11) B (t-1) + WP g{zo Tl)]ngl n,

C(l?u,tl 1)
plzo+R/2,8_1) (1—1) (1) (i-1)
_— — ] 6
P i) S T I

a analogickou rovnici pro druhg kraj. (Polotili jsme opét 8 = 7/h%) Na zékladd
tohoto vyjadieni snaduno dokdzeme nasledujici vétu.

Véta 2.9. Necht koeficienty dané diferencidlnf rovnice a okrajovych podminek
spliiuji nerovnosti (2.115) a (2.116). Necht ddle plati nerovnost

2.161 L. S—
(z160 he 2(p1 + B1h) + 1h?

Pak existuje konstanta M takovd, Ze pro Feseni rovnic (2.158) s 6[(,') = 69) = 0 plati

(2.162) max_ I < M max, max(h“ls(o")f,h}p_{i}’c__l €&, a1+
+ rna.x In(o)] I=1,...,r

Dikaz tohoto tvrzeni p]yne snadno Gplnou indukei, nebot vzhledem k pod-
mince (2.161) jsou koeficienty v hranatjch zdvorkich na pravé strans rovnice (2.160)
neziporné,

Z této véty a z odhadii (2.159) ihned plyne, % explicitni schéma konverguje ja-
ko O( + k). Rychlost konvergence O(7 + h?), kterou na zaklads analogie s vye
vysSetfovan (yml pfipady ofekdvime, bychom dostali jen v tom p¥ipad¥, kdyby ného-
dou bylo 6 = 0. Tak tomu samozfejmé obecn& nent, a k vyspraveni odhadu chyby
tedy potfebujeme jemnéji odhadnout fefeni rovnic (2.158), ve kterych je E(” =0.
K takovému odhadu pouZijeme dvé skoro ziejm4 pomocn4 tvrzeni.

Lemma 2.4. Necht plati nerovnosti (2.115), (2.116) a (2.161) a necht x(’) )
Jsou dvé funkce definované na siti Ry, ,, pro né# plati

2.163) OO 20P, k=1,...,a-1,1=1,...,r
h,7
[ )(')| < (r(' °Jx)(') i=0,1,1=1,...r
<X, k=0,...,n
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Pak plati
(2.164) W x® k=0,..n,1=0,..,r

Dikaz tohoto tvrzeni plyne ihned z analogického rozpisu jako v rovnmici
(2.160). Poznamenejme také, Ze tvrzeni lemmatu 2.4 je v podstaté ekvivalentni

e ; stor 10
principu maxima pro operdtor L, 1.

Lemma 2.5. Necht pro koeficienty dané diferenciinf rovnice a c()rl)ﬂajovﬁcb
podminek plati nerovnosti (2.115) a (2.116) a necht pfi pevaém I je ¢’ Felenim
soustavy

T
(2.165)  plex — h/2,t)pl | — [p(ex — /2, 1) + plzs + B/2, 0))pl +
-1—p(xk+h/2,t1)(pgll—0 k=1,...,n—-1,

W _ 0
- plzo + R/2, t”% + 8Ot = 5,

(1) O]
n T ¥u- T
e = b/2,8) S+ p0 ) = o).

Pak existuje konstanta M (nezdvisld na k a ) takovd, Ze platf

(2.166)  max o] < M max(|s{"), 161°1),
o) — M) 10
cmax P22 FEoL) <t ma( 67, 16°1)
M _ -1 ~
klnoa'x P ‘pk |<Mma.x (I‘S(I)E |6U)| |6(’ 1)‘ |5(1 1)|

681) . 6((,1 1) 6?) . 69 1))
T ! T
Dtikaz. Tvrzeni lemmatu plyne snadno ze skutefnosti, Ze feSenf soustavy

(2.165) se d4 psat vzorcem

A
(2.167) o = t,){ﬁ(') [Hﬁ(l)(t‘) Z th/?,?)]Jr

v=k+1

+800 [1 + ﬁ(")(tl) Z m] }

kde
(2.168) v = O ) + 8 + B I(n) E < oz, _hh/z )’

jak se snadno ov&¥ dosazenim do rovnic (2.165).

Pomoci téchto dvou lemmat uZ snadno dokdZeme nasledujici vétu.

361



IV. PARCIALNI DIFERENCIALNI ROVNICE PARABOLICKEHO TYPU

Véta 2,10, Necht koeficienty dané diferencidlni rovnice a okrajovych podminek
spliiuji nerovnosti (2.115) a (2.116) a necht’ plati nerovnost (2.161). Necht déle je
( ) feSenfm soustavy (2 158) s nulovou po&iteéni podminkou a s 61(:) =0prok =
=0,...,nal=1,. .. ,r Pak existuje konstanta M takovd, e pro !l = 1,.
p]ati'

! v v
(2169) Jmmax 1< M max (16", 161").
Dikaz. Zvolmepevnél, 151 r, poloZme
921 M _ (v) (D — (v)
(2.170) 9 y;{{?ﬁ_l &g, 6} ug??_-ﬁ_l 161

a bud xg") feSenim soustavy
(2.171) O =0, k=1,..,n-1,v=1,..
0w =P, i=0,1, v=1,...,
W =0, £=0,...,n

3

Protoze v disledku lemmatu 2.4 je |n£")! < X%") prov =0,...,1, stati odhadnout
feSent soustavy (2.171). Odhadujme xs;') ve tvaru souttu

(2.172) = el + 0,
kde (p( ) fexi pfi pevném », 0 £ v £ I, rovnice
(2.173)  plze — h/2,8,)00), — [p(zk — B/2,6,) + p(zr + B2, 1,0+
+ p(zk +h/2,t.,)<pk+1 =0, k=1,...,n—-1,
s okrajovymi podminkami
) _ )
(2.174) —p(zo + h/2, 1) —F0— + 5O, ) = 00,

(V) (P(U)l .
p(en + R/2, t,,)T"' + ﬁ(”(tu)sa&") = Bg ).

Funkei <ps:) umime odhadnout pomoci lemmatu 2.5 a funkce W,ﬁ") Fedi rovnice

(v} (v—1)
(2.175) (’-(0)5‘7)(")_ —c(zk, ty— 1)% ka _Q(Ik;tu—l)‘pg_l)'
k=1,....n—1, v=1,...,1
(v) (v 1)

(,h(’e;o),[,)(v) = — Lhe(win, by I)ML_
s —hq(m“ﬂ) ll--l)tp(v_l)l i= 01 17 v= 11 - ‘:Ii
!FISOJ= _‘P(O) k=0,...,n.
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Reieni posledné napsané soustavy umime odhadnout pomoci pravych stran uzitim
véty 2.9, pfilem# pravé strany rovnic (2.175) umime odhadnout wZitim lemmatu
2.5. Protoze viak pravé strany rovnic (2.174) nezdvis{ na b&Zném indexu », redukuje
se pravd strana posledni nerovnosti v (2.166) na vyraz M ma,x(|0(i)| |9(r)|) Odtud
viak u% tvrzeni véty plyne.

7 vt 2.9 a 2.10 dostavame ui ihned nejen konvergenci explicitni metody v pfipadé
obecné parabolické rovnice, ale i odhad chyby O(r + A?).

Obrafme se nyn{ ke studiu schématu .’.( ) s pFislugnymi okrajovymi podminka-
mi v piipads, Fe je 1/2 L a £ 1. Pﬁpad 0 < a < 1/2 vyzaduje, jak jsme vidéh
v piislusném odstavci ve specidlnim piipad¥, omezeni na pomér v/h?, a proto jej
jako mén3 zajimavy vySetiovat nebudeme, i kdyZ by to bylo nédsledujici metodikou
dobie moiné. Pokusime se postupovat paralelné k explicitnimu piipadu, tj. zkusi-
me odhadnout feSeni rovnice (2.132) s okrajovymi podminkami (2.135) zvlast pro
pripad 60 =0ac’ = 0.

K tomu cili pouzijeme postup, ktery, pokud je ndm zndmo, uZil k odhadu feSeni
parabolické rovnice v zdvislosti na jeji pravé strané jako prvni Lees (1960). Z&kladni
myslenku tohoto postupu ukaZeme na piikladé diferencidlni rovnice

du  8%u
(2176) 5 W — E(Z,t)
s okrajovymi podminkami
(2.177) u(0,t) = u(l,) =0

Budeme pFitom pFedpoklédat, ¢ viechny operace, které budou nésledovat, jsou
opravnéné, ani? bychom podrobné zkoumali potiebné pfedpoklady, nebot nam ne-
jde v dany okamZik o ziskini pfesného tvrzeni, ale pouze o vysvétleni zédkladni
my3lenky. Vynésobme rovnici (2.176) vyrazem §u/8t a integrujme podle z od 0
do 1. Dostaneme

1 2 152
(2.178) ]0 (g—‘t‘) dz- [ ‘;T‘;’Z)t—“dx:/ (a, t)—dz:
Je viak
L g2 uau Bu Buy? ! 9y H2u
@119) - | w4 = "G alet ), Geoea 07T

di_/ (—g—z)zdw,

miu

=%L %{(3—:)‘1u

nebot plati (2.177). Plati tedy

1 du Juy? 1 Bu
(2.180) /u (E) d:c+2dt/ (-a—z) d:l:__v/(; E(z,t)adz.

363



IV. PARCTALNI DIFERENCIALNS ROVNICE PARABOLICKEHO TYPU

Vzhledem k zfejmé nerovnosti |ab] < %az + %52, platné pro libovolna realné a, b,

kterou jsme uz vicekrat uZili, plati

(2.181) |s(z,t)g—:‘| < Le¥(z,1) + %(g—?)z.
a tedy
(2.182) 01 (-a%)zdw%%/ol (g—:)zdmg

Odtud véak plyne

1 1
(2.183) %/ﬂ (g%)zdxgjo‘ ez, t)dz,

a tedy, poloZime-li

(2.184) D(t):/ol (2, )] a,

(2.185) DY) < D(0)+[ [jolsZ(z,r)dz] dr.
Je viak

(2.186) wet)= [ Senas

odtud pomoci Schwarzovy nerovnosti dostdvime
e 2
(2.187) w0 5s [ [goe0)] a5 D).
1] Bz-

Z (2.185) tedy méme

(2.188) lu(z, 8)| {D(O) +/01 [/0152(37, T)dx} dr}m.

Odhad tohoto typu bychom radi ziskali pro FeSen{ soustavy (2.132), (2.135). Jak
u# jsme Fekli, budeme postupovat op&t dvoufizovg, tj. odhadneme zv1a8¢ pifpad
6.0) = (0 a pfipad s,: = (. Diive neZ zformulujeme tvrzeni, kterd budou paralelni
k vétam 2.9 a 2.10, dokdZeme jeEt& tfi pomocnd tvrzeni, se dvéma z nich? jsme se
uZ v podstaté setkali v kap. II.

Lemma 2.6. Bud p libovolnd funkce definovand v intervalu {0,1) a budte y;
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a z;, libovolné funkce definované pro k =0, ..., n. Pak plat{

(2189) Y h—t{p(n — B/2)ys1—
k=1
— ol — 1/2) + plzi + B/ 2)]ys + p(2E + A/ Dyr41}er =

n
= —th(zk - h/2)yk hyk‘l Zk hzk—1 :
k=1

+ plxn ~ h/z)yi_h-";"zn - plao+ h/2)wzo.

Dikaz tohoto lemmatu je analogicky jako ditkaz lemmatu 3.11 z kap. II (viz
str. 184), a pfenechame jej proto &tenafi.

Lemma 2.7. Necht koeficienty p a BY) dané diferencidlni rovnice a okrajovych

podminek spliiuji nerovnosti {2.115) a (2.116). Pak existuje konstanta M takovi,

Ze pro libovolnou funkci xs) definovanou na siti Rp,,jr plati nerovnost

(2.100) (1 < MDGG),
kde
n M _ .
My = Xi ~Xpta)?
(2.101) D"y = hgp(xk — h/2, )| AR

+ 8O + BV ).

Dikaz. Tvrzenitohoto lemmatu je v podstaté identické s tvrzenim lemmatn
3.12 z kap. II (viz str. 185).

Lemma 2.8. . Bud g funkce definovana a spojité diferencovatelnd v intervalu
(0,T) a necht pro ni v tomto intervalu plati g(t) 2 go > 0, |¢'(t)] £ g1. Pak pro

libovolnou funkei v definovanou prol=20,...,r apro libovolné o, 1/2 L a £ 1,
plati
(2.192) lorg(t:) — (1 = @)g(ti—1 }oDol-1| £

< 32— 1k o) (gL + gt ).
Diukaz. Z udinénych pfedpokladii plyne pfedeviim, Ze plati
i) — g(f1-
(2.193) |y( 1 — gt 1)| <a.
T
Protoie je g(ti) 2 go 2 g(t1-1) 2 go, je
(2-194) [} ?[g(t1-)"2 2 go,
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a tedy

(2.195) 9(tr) —Tg(tz—l)‘ < i:—[g(t:)]llz[y(ti—ﬂ]lﬂ
Plati-li g(t;) < g{ti—1), je také

(2.196) (]2 < [gtio)]/? < (1 +T—)[y(tz DI
Je-1i vBak g(t;) 2 g(ti-1), plyne 2 nerovnosti (2.195), Ze plati
(2.197) g(t) S glti1) + r [y(h)]”’[g(t: M2,
Plati tedy

(2.198) gz g 28=0_ o [g(t:_ N2

= fg@?

Za vySe uvedeného piedpokladu je viak [_q(tz_l)/g(t;)]l/2 £ 1, a tedy

g(t—1)/[g)]/? < [g(t;-;)]llz. Dosadime-li z této nerovnosti do nerovnosti (2.198),

dostaneme, Ze plati
(2.199) Lo £ (1479l
0

Nerovnost (2.199) tedy plati bez ohledu na relaci mezi Eisly g(¢:) a g(ti—1). Z ne-
rovnosti (2.195) a (2.199) plyne, Ze je

(2:200) [fag(t) = (1 = ag(tr-a o= =
= 1(20 = Dg(t2) + (1 - a)lg(tr) ~ gt} oo D) £
< {@a =l (L4 72 Io(-0)] 2+
+ (1= a)r S g )] a0 o) =

= [(20—1)(1+‘ry1)+(1 a)f ][g(t,)]lﬂ[ (- 1)]1/2|v(')v(‘ n.

Odhadneme-li pravou #4st posledni nerovnosti podle zndmého vzorce |ab| S 2a? +
+ %bﬂ, dostaneme poZadovanou nerovnost. Lemma je dokdzano.

Nynf u# miiZeme zformulovat a dokdzat v&tu, kterd je analogicka k vété 2.9.

Vita 2.11. Necht koeficienty dané diferencidlni rovnice a okrajovych podmmek
Jsou dostaten& hladké a necht spliiuji nerovnosti (2.115) a (2.116}. Necht dile n( )

Je feSeni soustavy (2.132) s okrajovymi podminkami (2.135) s 65’) = 0 a necht je
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1/2 £ o £ 1. Pak existuji konstanty M a 1o > 0 takové, Ze pro 7 £ my plati
) <
(2.201)  max |n’|

i n-1 1/2
2 2
<u{ D)+ Sor 20+ 1 + 2P|
k=1

v=1

D _

Dikaz. Vynisobme kaZdou z rovnic (2.132) pfi pevném ! vyrazem hfn;

— ng_l)] a vzniklé rovnice seétéme od £ =1 do k = n — 1. Dostaneme

_ 7D _ =)
(2.202) Th Z[ac(wk,t;) + {1 — a)e(zk, ti-1)) [-k—k—]
k=1

n—1

—ahz s lp(a = b2, )72, [p(en — h/2,1) + plen + b2, )]0+
+p(zs + h/2,0)70) Mol — n ) -

-(1- a)hnzl G iplze = /2, i)l = [p(zs — b2, ti1)+
+plex +h/2, tz-l)]n" Yt plze + b/2 i 0nls Dl — ol V1

+ath(n,t:)ﬂ"’[nm ¢V
k=1

+(1- a)hz (o tr-)my D = nf 7] =

=h Z eg) [ns) - ns_l)].
k=1

Upravime-li tuto rovnost pomoci lemmatu 2.6, mame

n—1 _q(l) q(z 1),
(2203) By [ac(es,t) + (1 — a)e(zs, tia)] [*—k—] o
k=1
@

+ ahz p(zh — B)2,11) [M]2

10— a0, 0 — D
—ahz;p(a:k—h/? t;) 5 n ——

k=1

(') n(f)l
— ap(zs — 1/2, t')T"—[ 0 = pU-D]4
O — o M _ pa-1)
+ ap(zo + h/2, t,)w[ -
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(-1 _ (-1) , ,h(cf 1)_,7)(51 11) 2
E (l—a)th(zk — /2,4 1)["’*__’&1_] + l—a)th("”h_ hf2,t1 1)[———] -
M _ @ g=1) _ -1 =
+(1-a}h ZP(ZJ; —h/2,t_ 1)1"c _hnk =Ll A e - hg[ap(x" - h/2{t’) (1= a)p(ze — h/2,t-1)].
k=1 S
1;5.' 1) q(x 1) '75:) n(fll,’(l—l) ('_—11)’
~ (1~ a)p(zn — h/2,tr_ 1)___11 =L [ — o]+ h h '
-1 (i-1 A . ng)_ g 1) .4
+ (1= o)p(zo + /2,6 l)'Lh_ﬂo,[ 0 _ p8-14 + Yrhlac(zn, ti) + (1 — a)e(@a, b 1)][__] +
S -y _a +aﬁ“)(ta)[n(‘)]2+(I—a)ﬁ“)(t: Drdnl=1—
+7h Y ag(zr, t)nd + (1 - a)a(ze, ti)gl ™ = 0. — aBO()nD =D — (1 - a)pD (1 1){,,(1—1)]
k=1 ®
. 0 + grhleg(za 1)l + (1 - a)q(za, i)
R M _ -1
(;) — TgU)"-".L.'_
V disledku okrajovych podminek (2.135) je (5;° =0 1) T
(1-1) .9
O _ 0 -1 ('_1) + Lrhfac(zo, ) + (1 — a)c(zo, ¢ u-— +
(2.204) ap(aa + b/2,0) BT 4 (1 — a)p(mo + h/2, 1 ) =0 = [ac(zo I’) (1= a)ezo, iy ][l - I
(-1 BT+ (1~ ) -
= ghlac(zo, tr) + (1 _“)C(In,tl—l)]—n"' aBO () 7l = (1 — )80 ) S P+
(0) () - (0) (- 1) U] (1—1)
+afO () +(1 @)F O (tr_1)n +(1 Yo -«rh[aq(zo,n)n(" + (1 - a)g(zo, i)~
+'%h°“1(10:31)7’i + 3h(1 —a)g(zo,tim1)ny ) — 5 NG
(l)'f +
a
() '1(]) 1 +‘th[aq(zk t:)n(r) +(1 - a)g(zs, s )fq('_l)
(2.205) - [ap(z,, - h/2, t,)—“—+ > 1) yh-1)my
-1y (-1) () (’—1)
+ (1= a)p(zn — h/2 ) BTl e T g,
T
ﬂg) _ f’("—1)
shlec(zn, tr) + (1 = a)e(zn, ti- 1)]—r—"—+ Posledni rovnost pisme ve tvaru
W0t + (1 - Wt Dy
+rlxﬂ (&)l 1:1)( la)ﬁ (tr-1)m, o (2.207) 5O + D) = (1 - ;)D(r{ ) + QO + RO,
+ sheag(en, )0l + $h(1 — a)g(zn, -1 )pi 1 — el
1y p s
Dosadime-li do identity (2.203) ze vztahl (2.204) a (2.205), dostaneme kde D ('75; ) je definovéno rovnici (2.191),
n-1 W _ -1, M _ _g-1),
(2206) rh Z[ac(wk,ta)ﬂl—a)c(n,tz 1] [3*—""—] + (2.208) SO = r{lh[cxc(a:u,tz)+(1—a)c(:cg,t; il [”0—_] n
k=
O_» n-1 O _ a1,
+ah Zp(x;, — h/2,t) [u—l] + hZ[ac (2x,11) + (1 — a)e(zx, ti-1)] [E"_*] +
k=1 h k=1 T
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Yl )+ (1 - etz )2,

0 _ -1

(2209 Q0 = = r{ hfag(an, 1)) + (1— alateo, a1 BT
sy -1) ’1(') —’7(1 Y

+h Z ag(z, t;)nk + (1 - a)glzr, ti—1)my ]%—}-

k=1

& — Y
+ Lhfag(en, t)n® + (1 - a)a(zn, ts)rl- 1)]m}+

(N7 +h E (ON/ +5$1') n
k

N r[ () _ (’ by m _ (’ 1 ,q(') _ 1],(:_1)]
1

a

(2.210)  R® =1 [ap(zs — h/2,t)—
k=1
M _p@ -1 _ 0-1)
= (1 — a)p(.’l?k - h/?,tg_l)] . h’]k 10k T il +
+ [ ) — (1 - @) (ti-a)]nd 0l ™+

+ [N () — (1 - )P (tr-1)InPn{~ Y.
Odhadnéme nynf{ shora pravou stranu vyrazu (2.207). Zatnéme s R®. Vzhledem

k pfedpokladu o dostatetné hladkosti koeficientdi a vzhledem k nerovnostem (2.115}
a (2.116) splituji funkee p a B0} piedpoklady lemmatu 2.8. Plati tedy

(2.211) {ap(zr — R/2,t:)~
(’) "Ig) L ,,7(' 1y _ (‘_—11) |
h h
e — "Tg) 1]?
< %(20 —-14 aMl'r){p(xk —h/2,t) [—] +

. "’is Y- ”ik 1
p(zk—h/2,tr-1)[ ] }

- (1 - a)p(z'k h/2 tl 1)]

A

(2.212) l[afﬁ("(h) —(1 - ) ) <
320 — 1+ b} (B W)LY + 8O (o)l T

pro i = 0,1, kde M) je kladn4 konstanta. Z nerovnosti {2.211) a (2.212) v8ak uZ
plyne, Ze plati

2.213 RM| < L(3a ~ 1+ aMyr)[DW 4+ DU-1,
2
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Zde jsme polo#ili pro struénost, DO = D(ng)).

Obratme se déle k odhadu veliginy Q. Abychom to provedli, uvédomime se
p¥edeviim, Ze nerovnost

1
(2.214) |ab] £ ;az + 4

plati pro libovolna redlnd a a b a pro libovolné 7 > 0. Skutetné, tato nerovnost
plyne ihned ze z¥ejmé nerovnosti

(2.215) ( Tats 1/%) 2 0.

Uzitim nerovnosti (2.214) snadno zjistime, Ze plati

() _ -1 o g0 gl 2
(2 116) Iq(xk’tf r’g)nk ’71: | g i[ (1)] C(mk tI) [———] i
k=0,...,n,
OIS
(2217) (o, sl ‘)"—T—| <
2 M _ (-1
gc_l[ n8 DR 4 Le(en, tie 1)[u_] , k=0,...,n,
0
M _
(2.218) ")———"" L |< =[P+
. (I)_ {1- 1)
+ %[ac(zk,tx) + (1~ o)e(zr, t1-1)] [nk_"'"ﬂk—_] '
k:l,...,n—l,
M _ -1 9
(2.219) R I %;[6%"]"4
0 —ng P12
+ yhlec(zo, 1) + (1 — a)e(zo, ti-a}] ["ﬂ——]
a
n_ 0-1) 19
I =0 | < 2 22
(2.220) e =— Sl T+
B _ =12

1h[nrc:(;»:,.,t;) + (1 - a)e{zak, t1-1)] [’71-

371
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Pouzitim nerovnosti (2.216) a# (2.220) dost4vime

(2221) 1091 £ hE T a0+ (1 - )l
“o k=1

= M _ -1
+ ‘th[ac(a:k,tr)+(1—a)c(zk,t,_l)][L,k_] n
k=
a4 (1 - )P+

+ grhiloc(zo, tr) + (1 = a)e(zo, t1-1)] ['70 T ] *

+1 rhql{a[n<”}2+(1 )i+

gl
-+ 'rhl[ac(:cﬂ,tg) + (1 - a)e(@n, ti—1)] [——] +

[6(1)12 Z[ M2 4 T 2[ (24
k=1
(1) (i—1)
+ %'rh[ac(zo,tz) + (1 — a)e{mo, ti—1)] [M] +

5= M _, (-1,
+ = Thz[ac("“'k’t‘)+(1—0f)c(:!:k,t1 1][”;5_L] i
k=1

ot

+ drhfac(an, t) + (1 - a)e(zn, tr-n)] =

Tuto nerovnost viak miizeme prepsat do tvaru

. 2 n~1
(2222)1091 £ 50+ Lo {30 + 0 SUOP + 307}
k=1

+ ‘r—(l —a){% i (- 1)]2+h2[ﬂ(1 1) 1h[ﬂ(l 1)} }+
k=1
+ —E®,
Co
kde jsme polozili
2 = 2
(2:223) EO = S0+ Y67 + 20
k=1

Podle lemmatu 2.7 je

(2.224) Lh[)? +hz[n‘” + $h[P1 £ MDD
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Dosadime-li z této nerovnosti do nerovnosti (2.222), méme
2
(2.225) |QU)| < %S(f) + TOL’Z—IMD(I)-F
0
o T
+7(l—a)t D01 4 T g,
Co . cp

PouZijeme-li nyni v rovnici (2.207) nerovnosti (2.213) a (2.225) a vezmeme-li
v tivahu, ze je S*) 2 0 pro kaidé I, dostaneme

(2.226) Hr- [mzw1 e aM] }o® <

< 31+ [oty + % (1 @)M]r} 000 4 T,

neboli, protoze je o« 2 1/2,

(2.227) (1 = raMa)DM £ (1 + raMy)DE-D 3= E(')
kde
(2.228) My=M + 4 2q1

Pro 7 < 7 < 1/(arM3) plyne z nerovnosti (2.227) nerovnost

(2.229) D < %D" D4 rMaED,
kde
(2.230) Ms = 2

eo(1 — aMam)’

Z nerovnosti (2.229) pak uZ dostavame, ze je

1
14 raM, 14+ TaMyni-»
! )
(2.231) pn < (.I_T_ﬂ_z) DO 4 70, ;_1: (1—_1'_2) EW),

Jak se snadno pfesvédéime dplnou indukei. Pro 7 £ 1 je viak (1 + raMy)/(1
— TaM3) > 1, a tedy plati

1+ 1My 1+ raMy\r

s < ("
(2.232) (1 — -ronz) (1 - T(!Mg)
pro s = 0,...,r. Koneéné pro dostatetnd mala  plati

14+ 7aMynr 1+ raMa\T/T
— < 2aM,T

(2.233) (1 - ‘raMg) (1 — 'raMz) S Mse
nebot je

) 1+ 7aM; T/r _ 2aM,T
(2.234) i (o rarg) =
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Dosadime-li konetns odhad (2.232) a {2.233) do nerovnosti (2.231) a pouZijeme-li
lemmatu 2.7, dostaneme nerovnost (2.201). Véta je dokézéna.

Déle je tfeba dok4zat jest& vétu, kterd je paralelni k v&té 2.10.

Vata 2.12. Necht koeficienty dané diferencidlni rovnice a okrajovych podminek
Jjsou dostateén& hladké a necht jsou splnény nerovnosti (2.115) a(2.116). Necht déle
"1;;) Jje FeSenim soustavy (2.132) s nulovou pocitedni podminkou a s okrajovymi
podminkami (2.135) s eg) = (. Pak existuje konstanta M (nezdvisli na h a 1)
takovd, ¥e pro kaFdé dostateing malé T plati
235)  mox. 101 < M { max |1, 0P, om0 7P+

1
7 3 max (|67, 160701, 188 P, 1617

v=1
() _ g=1) 2 1/2
21 1—1 I )]} '

|6gy) _ 6{(,”—}) |2
T L

Dikaz jepodobny dikazu véty 2.10. Veliéinu 11( ) kterou méme odhadnout,
pifme ve tvaru

(2.236) =+,
kde zpf) je Tesenim soustavy (2.165) 7 lemmatu 2.5. Podle tohoto lemmatu plati

(2.237) _max |‘P§:)| < M{max[|6g')|2,I6£')|2]}1/2.

Funkce 'gbg) spliiuje soustavu
(2.238) (L) =€,
11)5:0) = _‘P(ku)l
1800 =,
(290 =<0,

kde je
-3 o i
@29) =T -l =
‘Pg) - ‘Pg Y
= —[ee(zp, t) + (1 — a)c(::k,tx_l)]——‘r———
— agles, g — (1 - adaler,ti-2)el ™V,
k=1,...,n—1,
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(2240) e = (10D - (1%V) O =

e
—%h[ac(:u,h) + (1 — a)e{=o, t;_l)]u——-—u-

- %haq(zo,tz)sa( $h(1 — a)g(zo, t1- 1)90(I b

a analogicka rovnice plati pro e Pologime li tedy

! { I— 1=
(2.241) BO = max[Is{2, 16017, 5§~V 2, 15 VP2,
l‘s[()r) _ 681——1) 9 |6§i) _ 69-—1) ’2]

T ’ T ’
je znovu podle lemmatu 2.5
(2.242) 9] € MIEOM?2, k=1, n—-1,1=1, .~
a
(2.243) 5] € RMIEDNY2, (e < AMEO,

PouZijeme-li k odhadu funkece ¢§:) vétu 2.11, mame
@244)  max [y <

2

1/
<m [D(so‘°’)+r2( 2E(")+hEE(")+:h2E("))] <

1/2
<M [D(so?f’) + TZ EM]

»=1
Na. druhé strané podle definice &isla D(zpk )) a podle lemmatu 2.5 je
(2:245) D(pl”) £ Mmax{is" |, 57
Nerovnosti (2.237), (2.244) a (2.245) v8ak ui dokazuji vétu,
Zivérem tohoto odstavee zformulujme jesté konvergenéni vétu pro cbecnou pa-

rabolickou rovnici apro 1/2 £ & £ 1.

Vita 2.13. Nechf piesné FeSenf u okrajové tlohy (2.109), (2.111), (2.114) je
dostatecné hladké, necht jsou splnény nerovnosti (2.115), (2.116) a necht’ us) je
pfiblizné feseni vypodtené pomoci operdtori L,E?, I(O @) I(1 g 1/2Za £ 1. Pak
existuje konstanta M takovd, Ze plati

(2.246) ol — w(ze, )| S M(7+ A7)
v obecném pfipadé a

(2.247) [l — u(er, t1)] € M(r? + h2)
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v pfipads, Ze jeax = 1/2.

Didkaz plyne bezprostiednd z vét 2.11 a 2.12. Stadl si pouze uvédomit, Ze
chyba ugc = u(rz, ;) splinje rovnici (2.132) s okrajovymi podminkami (2.135),
pro jejichZ pravé strany plati odhady (2.136) a (2.137), resp. (2.138) a {2.139) a Ze
v ddisledku spojité diferencovatelnosti funkci v; jsou vyrazy [6,-' -6 I"1)] /7 tadu
O(RY).

Crankova-Nicolsonova metoda vede tedy i v obecném p¥ipads k nejefektivngjsimu
algoritmu, nebot jeji celkové diskretizagni chyba je fadu O(72 + h?), tak¥e lze opét
volit 7 = O(h). Upozornéme také na to, ze véta 2.13 je obecn&jsi ne? véta 2.8 nejen
proto, Ze se v ni vySetfuje obecnd parabolicka rovnice, ale také proto, Ze chyba se
v nfm méfi %, -normou.

2.3 Dvou- a vicedimenzionalni parabolické rovnice

V piedchozich odstaveich jsme vid&li, Ze problematika metody sit{ pfi FeSeni para-
bolickych parcidlnich diferencidlnich rovnic v jedné prostorové proménné je dosti
lizce svazdna s problematikou FeSeni okrajovych filoh pro obyéejné diferencilni
rovnice. Tak napf. otdzky spojené s pfepisem okrajovych podminek se Tedily zcela
stejné jako v piipadé obyéejnych diferencidlnich rovnic. Nové byly pouze problé-
my vyvolané piitomnosti viznainé proménné, &asu. D4 se olekavat, Ze analogickd
situace nastane i v pfipad& TeSeni parabolickjch diferencidlnich rovnic ve dvou
(a vice) prostorovych proménnych. Komplikace proti prostorové jednodimenzional-
nimu pfipadu budou souviset tedy zejména s pfepisem okrajovych podminek, co? je
problematika, jiZ jsme se zabyvali ve t¥eti kapitole, zatimco parabolicky charakter
ilohy (tj. pfitomnost proménné t) pfinese patrng jiZ jen takové problémy, se kte-
rymi jsme se setkali v pfedchozich odstavcich. Proto budeme postupovat struéné
a omezime se vlastné jen na jednoduché ilustrativni pfiklady.

2.3.1 Zékladni metody

Zplsob, jakym lze Fesit metodu siti parabolickou parcidlnf rovnici ve dvou a vice
prostorovych proménnych, si ukifeme na Dirichletové tloze pro dvoudimenzionilni
rovnici pro vedeni tepla. Budeme tedy feSit rovnici

2 2
(2.248) lu= ‘;;” - % - gy‘; =
v Q x (0,T), kde  je omegend oblast v EZ, s potétetni podminkou
(2.249) u(z,y,0)=g(z,9), (z,9)€Q,
a 8 okrajovymi podminkarmi
(2.250) u(z,y,t) =v(z,p,t), (e,y) €T, t€(0,T).
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Vzhledem k tivahdm, které jsme provadéli v kap. I1I a vzhledem k postupu v pied-
chozich odstavcich budeme pfiblizné feSeni v bodech (24, ys, &), kde (21, y,) € Q)
aty=1Ir,1=0,...,r, 7= T/r, hledat ze soustavy

(2.251) PP =0, (emyea®, 1=1,..,r,

s pocateénimi podminkami

(2.252) w) = g(ze,m), (25, 3) € 0O,

s okrajovymi podminkami

(2.253) (hew)) = Anr(320, 0 t1), (2rp) €T I=1,. 7

Mnoziny Q) Q®) [(4) zde maji samozfejmé stejny vyznam jako v odst. 2.1
kap. Il a l_( . je operator, ktery funkei 1”5::.!) definované pro (zg,y,) € ) 3 pro
1=0,...,r pfifazuje funkei (L (a)u)(r) definovanou pro (zx,y,) € @™, 1=1,...,r
a danou predpisem

U] (1 1)
o i Up, — ]
(2.250) (L) = =& - Yks
hz ["5:14)-1 s g) s+ "g)s+1 + ug)n—l o 4’“‘52]_

L2 + o T+ o7 - )

Symbol fp,; v okrajové podmince (2.253) je pak linedrni operstor tvaru
(2.255) (hr u)&,) = u(') xlugl),l xZui?,2

- xm‘gca)xs - x“‘gu)u’ (Zk,y,) € F(h):
kde uzly (zi,,s,) jsou sousedni k uzlu (zz,%,) a plati-li (zz,,1,,) & O, je pii-
sluSné y; rovno nule (vzhledem k definici mnoZiny I'(®) existuje aspo: jedno takové
i) a ostatn{ koeficienty jsou (stejnd) nezdporns &sla, pfiemi plati

4
(2:256) Sxsa<l,

i=1
kde xq je konstanta nezavisla na h a 7. Kone¢né operatory Ay - jsou diny vzorcem

(2.257)  Anr(vize, s 1) = E07(2hy, Yoy 1) + E27(ry iy, 01}
+ &av(zry, Yas ot} + Sav(@ay, Uoyo ),
(zr,ys) € F("), I=1,...,r

z vs

kde ¢; jsou jista &isla, body (g, ys:) jsou priseéiky piimek sité prochdzejici uzlem
(zk,¥s} 8 hranici T, jejichZ vadalenost od bodu (zx,ys) je mendi nez h a & = 0,
jestliZe takovy priiseéfk neexistuje. Upozornéme, Ze to jsou pravé ta i, pro néZ je
koeficient y; v (2.255) od nuly rizny (srv. odst. 2.1.2 z kap. IIL).
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Pro o = 0 dostaneme explicitni meiodu, ve které se hodnoty pfiblizného Feseni v I-
tém &asovém Fadku vypoéitavaji pfimo jako linedrni kombinace hodnot pfiblizného
feZeni v (I—1)-nfm Easovém Fadku. To je sice z numerického hlediska pffjemné, hned
viak uvidime, Ze za to musime zaplatit dosti vdZnym omezenim na velikost Easového
integracniho kroku. Implicitni metoda, kierd vznikne p¥i o = 1, touto nevyhodou
netrpi, abychom vSak p¥i jeji uziti dostali pFiblizné feSen{ v I-tém Easovém Fadku,
je tfeba Tefit soustavu O(1/A%) rovnic o O(1/h?) nezndmych. Podobné je tomnu
i u ostatnich schémat s o # 0.

Vysetieme nyni konvergenci uvedenych metod. Za&neme explicitni a implicitni
metodou, které pojedname najednou.

U#itim Taylorova vzorce se snadno zjisti, Ze pro kaZdou dostate&ng hladkou funkei
u plati

(2258)  (LiPu®) = a(Lu)(en, ys,t0) + (1 = @)(Lu)(or, 3o, 11o1)+
+O(r+h?), (zny)eQ™ I=1,. ..,r
a
(2.259) (LN = Mgy (5w, 3o, 1) + O(H?),
(z2,0,) €™, 1=1,...,r
Zde jsme polozili jako uz vicekrat v této 1 pfedchozich kapitoldch (u(‘”))gz =
=u(mk’yntl) pro (mk:ys)eﬁ(h) al=0,...,r )
Je-li tedy piesné Teseni okrajové tlohy (2.248) a% (2.250) dostateinsd hladké, plati

pro celkovou diskretizaéni chybu ng,) = ui,‘? - u(Z, Yy, 41) Tovhice
(2260)  (Lae)f) =O(r+4%), (ew)e @™, 1=1,..r,

7 =0, (zs,3) € Q™

(h-m® = 0(h?), (za,3) €T, 1=1,...,r

Ukazme déle, Ze operator l.( ) spliuje pfl @ = 0 a & = 1 princip maxima.

Lemma 2.9. Bud dina libovolnd funkce 1;5‘) definovani pro (zy,y,) € O®)

aprol=0,...,r. Bud dile « = 0 nebo @ = 1 a necht plat{

(2.261) LMD <0, (zrw) €™, 1=1,...,r
Necht konecné v pripadé, Ze je a = 0 plati

(2.262) B= hi <L

Pak plati

(2:263) oS max nf),

T (zw,y. 0)ETY
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kde [‘l(,h) Jje mno#ina bodt (z, ys,4) takovych, Je je (zy,y,) € T al=0,...,r
nebo (zg,u:) € 2™ al=0.

Diikaz je zcela analogickj? dtkazu lemmatu 2.1, a proto jej pfenechdme &tenafi.

Lemma 2.10. Necht pfi o« =0 nebo o =1 platf
R T U A CR SR
| S, (e we) €90,
U, S (hr ), (ryw) €T, 11,0,
a necht v pfipadé, %e je @ =0, plati navic nerovnost (2.262). Pak platf
(2.265) D <60, (@ew) €0®, 1=0,.,r
Dikaz. Lemma je bezprostfednim diisledkem lemmmatu 2.9.

Na ziakladé pravé zformulovanych pomocnych tvrzeni je ui snadné dokazat kon-
vergenén{ vétu pro piipad e =0 a = 1.

Véta 2.14. Necht Feseni u(z, y, 1) diferencidlni rovnice (2.248) s po&ite&ni pod-
minkou (2.249) a okrajovymi podminkami (2.250) je dostate¢né hladké. Déle necht
existuje dostateéné hladké feSeni w(z,y,t) diferencidlni rovnice

(2.266) (Lw)(z,3,8) =1, (z,9)€Q, t€(0,T),
s okrajovou podminkou

(2.267) - w(z,y,t)=1, (z,y)el, te(0,T),

a s mezdpornou po&iteéni podminkou. Bud’ koneéné u() fedenf soustavy (2.251)

s pofateni podminkou (2.252) a okrajovymi podmmka.ml (2.253) pfi @ = 0 nebo
o = 1 a necht' plati (2.262), je-Ii & = 0. Pak existuje konstanta M takovi, Ze je

(2.268) |u$) — u(ze, 4, )| S M(7+ h?)
pro (zx,y,) EQM al=0,...,r.

Dikaz. Polo¥me r)m = ug_z (g, Ys, ;). Na zdkladé vah Gplné analo-
gickych jako v dikazu vty 3.7 z kap. II nebo véty 2.4 z kap. III (viz str. 179
nebo 254) snadno zjistime, Ze lze nalézt konstantu M tak, aby pro funkei ,(:3 =
= Muw(zy, ys, t1)(r + A?) platily nerovnosti (2.264). Tvrzeni véty pak plyne ihned
z lemmatu 2.10 a omezenosti funkce w.

Analogicks tvrzeni se dok4Zi i pro ostatni ckrajové podminky, pokud jsou formu-
lovéany tak, aby platilo lemnma 2.10.

Obrafme se koneéné k vysetfeni konvergence metod danych operdtorem L,E:JT) pii
obecném a. Zde je situace komplikovan&jsi ne% u explicitni nebo Zist& implicitni
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metody, nebot p¥i 1/2 £ & < 1 je princip maxima splnén jen za dodateinjch
omezeni na pomér &asového a prostorového integratnich kroku, cof je v jistém
smyslu nepfirczené. Ani postup u¥it§ v odst. 2.2.3 sem nelze bezprostiedné pFenést,
nebot ve dvou (a vice) dimenzich neplatf nerovnost (2.190).

Pokud s¢ spokejime p¥i vySetfovini operitorii .L( *) § normou analogickou normé
dané vzorcem (2.77) a omezime se na pFipad, e okra_]ove podminky jsou splné-
ny pfesné, lze se opfit o lemma 2.3 a postupovat analogicky jako v odst. 2.1.2.
K dikazu konvergence v tomto ptipadé bude tedy stafit zjisténi, Je u¥ité schéma
Je stejnomérné stabilni vzhledem k potdtetnimi podminkam.

Zformulujeme a dokaZme pfislugné tvrzeni pre pipad okrajové dlohy (2.248) a¥
(2.250), kde oblast  je &verec (0,1) x (0,1). Polofime-li v tomto pipads h =
= 1/n, kde n je piirozené &islo, tvoif funkce definované na mno#ing Q(4) (n—1)%
dimenzionalni vektorovy prostor. Zavedme v tomto prostoru normu analogickou
normé (2.77), tj. za normu vektoru v o slozkédch vy, (zx, ys) € QM) berme Eislo

(2.269) ||v[|,,,=[h2 3y vzs]llz

("’h!h)en(")
a tak vznikly vektorovy prostor oznatme E("'l)2
Véta 2.15. Bud Q = (0,1) x (0,1), bud h = 1/n a pecht v pfipadé, Ze je
0 £ a < 1/2, plati nerovnost

< 1

-
(2.270) P=17 S Iy

Pak diferenéni schéma dané operdtorem I.( “j - Je v normé prostoru E(" e stefno-
mérné stabilni vzhledem k poéateénim podmmkam

Dikaz. Ve shodé s definici 2.2 mame dokédzat, Ze existuje konstanta M
takovd, Ze pro kazdé Fefeni soustavy

(2.271) WD =0, (zr,3) €0, I=m+1,...,m,
s okrajovymi podminkami

(2.272) =0, (@eu)er™, i=m,. .
plati

(2.273) I9Pllsz £ Mlin“™ilss,

prokaidé m=0,...,r—laprol =m,...,r, kde ) je vektor o slozkich 1;()
(zr,3:) € QB Abychom toho dosihli, uZijeme stejné jako v odst. 2.1.2 metodu
separace proménnych, kterd nam dovoli psat Tedeni soustavy (2.271), (2.272) v uza-
vieném tvaru.

Bud tedy m libovolné pevné zvolené celé &islo, pro néZ je 0 £ m < r, a bud
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7(™) libovolny vektor z prostorn E( . Proto¥e soustava vektorit v®), v, u =
=1,...,n - 1, osloikich v,(“’“) danych vzorci

k . ums
(2.274) o) =sin-”::—sm in— ks=1,...,n—1,

tvoF{ ziejmé ortogonalni bazi v prostoru E( o (srv. také vzorec (2.91) z odst. 2.2
kap. III), d4 se vektor 7{™) psit ve tvaru

(2.275) ™= 3 alpe @,
(0 9a)ERR)

kde a%) jsou vhodné konstanty, a pfitom plati
(2.276) ™z = 3 [Py P,
(@4,yp YEQRY
Hledejme Fefeni soustavy (2.271), (2.272) ve tvaru
(2.977) = 3 el
(20,9 )EQ®)

Dosazenim do rovnic (2.271), (2.272) snadno zjistime, Ze k jejich splnéni je tfeba,
aby pro funkci ¢(l) platilo

(2.278) c(m) =1,
(1+afr)el) = (1- 1= a)Bru)e(l - 1),
l=m+1,...,r,
kde
(2.279) App = 4(51n2;1;+sm2 g_ﬁ) viu=1,...,n—-1
Je tedy
1—(1—a)BAuuy-m
(2.280) ofl) = [WM_F]

a z rovnic (2.277) plyne, Ze plaii

1-(1-a)BX,
Z | 1+ afh, -

T G|

(2.281) i =
(T v, )EQR)
Vysetfované schéma bude tedy stejnomérné stabiln{ vzhledem k po&iteénim pod-
minkim pravé tehdy, budou-li platit nerovnosti
1< M <1.
= 14+ aBA,,
Pravé z téchto nerovnost je splnéna vidy, nebot podle vzorce (2.279) je Ayy 2
20.Jeli 1/2 £ a £ 1, plat{ i levé nerovnost (2.282) bez jakjchkoliv doplitujicich

(2.282)
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podminek, nebot v tomto pfipadé je (1 — 2a)BA,x £ 0, a tedy tim spiSe plati
nerovnost

(2.283) {1-2a)BApu < 2,
neboli
(2.284) ~1=afr, <1—(1—a)fA,.

Jeli naopak 0 £ o < 1/2 a plati-li navic nerovnost {2.270), plati op&t (2.283),
nebot je A, < 8. Tim je véta dokézana.

Schéma dané operdtorem L( o) pit obecném o vede tedy v normé {2.269) k rych-
losti konvergence O(r + h?). Protoze ve vzorci (2.258) lze zfejmd& pi o = 1/2
zaménit séitanec O( + h?) stitancem O(r? + h%), ma metoda dané operdtorem
L( ) , svana 1 zde Crankova-Nicolsonova metoda, celkovou diskretizatni chybu fadu
O(T + h?). V prostorové jednodimenzionélni p¥ipadé vedle Crankovo-Nicolsonovo
schéma k algoritmu s minimalnim poétem operaci mezi vSemi metodami vyché-
zejicimi z operdtord 'L,Eaf). Zde tomu uZ tak neni. PFi uZiti Crankova-Nicolsonova
schématu musime totii,stejné jako u &ist& implicitni metody Tesit v kazdém Caso-
vém F4dku soustavu O(1/h?) rovnic o O(1/h?%) nezndmych. Matice této soustavy
je sice pasova (srv. odst. 2.1 z kap. III), 8ffe pdsu je viak O(1/h), takie k TeSeni
zminéné soustavy napf. Gaussovou eliminaéni metodon je tfeba Fadové O(1/h*)
operacl. Polozime-li 7 = O(h), je celkovy potet operaci O(1/A%) a toto &slo je do-
konce v&t& ne? u explicitni metody. To je také dlivod, proé se zavadgj! tav. metody
stfidavych sméri a lokilng jednorozmérné metody. Tyto metody jsou co do velikos-
ti celkové chyby v podstaté ekvivalentni Crankové-Nicolsonové metodg, vedon viak

k podstatn& ekonomitt&jaim algoritmim. Nékteré z nich si nyni struéné popifeme.

2.3.2 Metody stfidavych sméra

Hlavnim divodem zavedeni téchto metod je, jak uf jsme uvedli, snaha po dosake-
nf maximéln{ v§podetni ekonomie. Zakladn{ myslenka, kterd se sledovala pii jejich
vzniku, byla spojit v¥hody implicitnich metod spoéivajici v nezdvislosti jejich sta-
bility na poméru Zasového a prostorového integraéniho kroku, s tou skuteénosti, ze
soustavy linedrnich algebraickych rovnic s t¥{diagonalni matici lze veimi ekonomic-
ky fedit Gaussovou eliminaéni metodou (nebof v této situaci je pocet potiebnych
operaci tmémy§ pottu rovaic). Princip t&chto metod ukdZeme na pifkladé okrajové
ilohy (2.248) a2 (2.250), kde  je étverec (0, 1) x (0,1). Kromé pfiblizného ¥edeni

SH) v fase t = 41 se v téchto metodach poiita jesté pomocna hodnota ug:'l/z)
v mezivistvd I = biy1/ =t + 7/2, a to tak, %e k v¥poéiu hodnot u““lz) se za

s

piedpokladn, ze hodnoty uy; jsou uz zndmé, pouZiji jiné vzorce neZ k vipodtu hod-
not u(i+ ) Jedna z historicky prvnich metod tohoto typu pochézi od Peacemana
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a Rachforda a je déna dvojici vzorci

(2.285) uﬁ‘;*l/zr)_uig) _ 2;2 [u(z+1/2) %u (1+1/z)+ SII,’,Z’H
RPN IO
u{+ _Tui‘fllz) th[ WD _ gy 041D +u§1111£2)]+
+ W (l+1) u;ﬂ!:—l) ol ug::’—i)l},

k,s= 1,...,n—l, i=0,...,r—1
Prvni z rovnic (2.285) tedy vznikla tak, Ze v intervalu (t:, tip1 /2) jsme aproximovali
derivaci 8%u/0z? piislusnym diferen¥nim podilem v horni (tj. pogitané) Zasové
vrstvé a derivaci 8%u/8y? v dolni (tj. zndmé) vrstvé. V druhém vzorei (2.285) jsme

tento postup prohodili.
Prepiseme-li rovnice (2.285) ve tvaru

(2.286) - %ﬁuﬁ'_*}f,z) + (148 (z+1/2) %5“5::11,/.‘2) -
%ﬂusc’ll $ + (1 - ﬁ)u(l) %ﬂuscl-)i-l,u

Lol (14 8yl — Lpu}Y) =
,3 (1+1/2)_+_(1 ﬁ)u(f+1/2)+ 2'3 5:111,{72):
k,s=1,...,n=1,1=0,...,7r—-1

(polofili jsme opét jako obvykle 8 = 7/h%), je ihned vidét, Ze hodnoty pfibliZného

feSeni u(11+1/2) (IH/Z) LU 1(11+%/2) v ase t = t41/2 dostaneme pfi pevném s Fese-
nim soustavy (n -1) lmearnlch rovnic (n — 1) nezndmych s tfidiagondlni regularni
matici a hodnoty pfibliZného Fefeni ugf D g;' 1), LU (H )1 v ¢ase t = 1141 pFipev-

ném k rovnéZ fefenim (n — 1) linedrnich rovnic o {n - 1) nezna.mych s t¥idiagondln{
matici (v nasem specidlnim p¥ipad8 budou dokonce vSechny zminéné tfidiagonalni
matice stejné). Prislugny algoritmus tedy probihd tak, Ze hodnoty pfiblizného Fe-
Seni v mezivrstvd ¢ = #1415 potitdme postupné na pifmkéch y =y, rovnobéznych
s osou z a hodnoty pfiblizného FeSeni ve vrstvé ¢ = #;;; postupné na pfimkach
£ = z;, rovnobdingch s osou y. Z tohoto charakteru algoritmu také pochizi nizev
metoda st¥idavych smérd. K tomu, abychom vypo&itali priblizného feseni (I + 1)-nf
tasové vrstvé za pfedpokladu, Ze pTibliZné feseni v I-1é Easové vrstvé je ui vypocte-
no, je tedy tfeba Tesit dvakrat (n— 1) soustav linedrnich rovnic o (n—1) nezndmych
s t¥idiagonalnimi maticemi. Celkovy po&et operaci potiebnych k ziskani pfiblizného
feseni v jedné asové vrstvi je tedy Fadové roven &slu O(1/h%).

Pfi dalsim vySetfovani Peacemanovy-Rachfordovy metody budeme ui velice
struén{. Jej{ lokélni chyba (tj. chyba, se kterou se vypotte piibliné feSeni v (I +
+ 1)-ni &asové vrstvé za predpokladu, Ze TeSeni v l-té vrstvd je piesné) je fadu
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O(7? + A?), jak se snadno zjisti standardnim uzitim Taylorova vzorce. Ze i cel-
’ - = ~__ 2 L) P > > - - B

kova diskretizaénf chyba je téhoz Fadu (v normé prostoru Esf; R ) plyne pak ui

v podstaté z lemmatu 2.3 a z nasledujici vity.

Véta 2.16. Peacemanova-Rachfordova metoda st¥idavych smérii je v normé

(2.269) stejnomérné stabilni vzhledem k po&dtednim podminkim.

Dikaz. Podobnéjakovdiikazu véty 2.15 mame dokazat, e pro kazdé feseni
soustavy (2.285) s nulovymi okrajovymi podrinkami plati odhad

(2.287) Nu@llaz € M])ut™)[42
prom=0,...,r—laprol{=m, ..,r. Funkci ui) hledejme opét ve tvaru
(2.288) ul) = Z el

(5v1ﬂn)en(h)
kde funkce v (*#) jsou dany vzorcem (2.274) a Gisla ol
pocateéniho vektoru, tj. plati
i v,
(2:289) wl= 3 el
(zv,3,)€00)

jsou Fourierovy koeficienty

Dosadime-li {2.288) do (2.285), snadno zjistime, Ze musi platit
c(l+1/2)—c(l)

1
(2.290) - —gzevell +1/2) - th sz 2ucll),
cl+)—ci+1/2) 1
p = —meuc(l +1)— m@uc(l +1/2),
kde
(2.201) 0o = 4sin? % v=1,. . ,n—1

PoloZime-li znovu 8 = 7/h? a vyloutime-li (! + 1/2) z rovnic (2.290), dostaneme

(1 — 38e,)(1 — 3Peu)
(1 + 380,)(1 + 3Bep)
Zopakujeme-li nyni doslova tivahy z dikazu véty 2.15, dostaneme, Ze podminka
| (1—38eu) (1~ 3B0u) | . ‘

(1+18a)( 1+ 1Beu) | =

je nutnd a postaéujici podminka pozadované stability. Tato podminka je vSak vzhle-
dem k (2.291) spIn&na pro libovolné 3 > 0. Véta je dokdzana.

(2.292) c(l+1)=

e(l)-

(2.293)

Peacemanova-Rachfordova metoda je tedy absolutné stabilni a je pfi ni rozumné
kldst 7 = O(h). V¥polet pak vyiaduje O(1/h3) operaci, cof je vysledek podstatné
pFiznivE)si nez u kierékoliv z metod popsanych v odst. 2.3.1.
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Metod stFidavych sméri byla navriena celd fada. Uvedme z nich jeité velmi
znadmou metodu D’jakonovovu, kterd je ddna dvojici vzorci

(2.294) (1 = 386 = (14 5862) (1 + 3867,
(- %ﬂézy)u(l“) = {112

Zde jsme pouZili struiny zapis diferenénich schémat pomoci identického operato-
ru [ a operatoru cenirdini diference. Centraln{ diferenci pfitom definujeme, jak je
obvyklé, jako operator, ktery funkei f pfifazuje funkei §f pFedpisem (8f)(z) =
= flz + h/2) — f(z — h/2). Mocninou operdtoru & pak rozumfme operator §*
definovany rekurentné vztahem (8% f)(z) = (651 f)(z + b/2) — (81 f)(z — R/2).
Pokud uZijeme tuto operaci na funkei vice proménnych, pak pfipojeny index ozna-
tuje proménnou, které se operace tyka. I pro I’Jakonovovu metodu plati véta 2.16,
jak se snadno gjisti, a jej{ lokaln{ chyba je op& O(r? + h?).

Poznamenejme, e zapiseme-li Peacemancvu-Rachfordovu metodu analogickym
zptisobem jako metodu D’jakonovovu, dostaneme dvojici vzorcia

(2.295) (1 — 1862y ul™1/2) = (1 4+ 1 882)u®,
(1= 3885y = (1 + 3 882)ul /2.

V souvislosti s metodami stiidavych sméri je jestE tFeba upozornit na jednu velmi
zdvainou skuteénost. Udajiim o velikosti chyb, které jsme uvedli, je nutno rozumét
tak, 7e se tykajl priblizného feSeni ul? pro celd I a Ze tato pribliZna Yedeni jsou
déna jak v pfipad® Peacemanovy-Rachfordovy metody, tak v piipadé D’jakonovovy
metody vzorcem

(2.296) (1 — 3882)(1 — 3867)ul*D) = (1 + 1882)(1 + 3585 )u?)

s potdteénimi podminkami u( ) - 9(zk,ys) a okrajovymi podminkami u() =
= ek, ¥, 1), (25, ¥s) € I‘(") 7= 0,...,r. Velitiny u(*+1/?) g lomenymi mdexy
pFitom poklddame za pomocné. Tyto pomocné veliiny nemusi aproximovat feSent
v 74dné Easové vrstveé a zavadEji se jen proto, abychom FeSeni soustav rovnic, které
je nutno p¥i uFit! schématu (2.296) fedit, ziskali ekonomicky. Velitiny ulH1/2) jsou
tedy vlastné definoviny vzorci

(2.297) w2 = 11— 38673 4 3(1 + 5885)u
{Peacemanova-Rachfordova metoda) a
(2.298) (+1/2) - (- %—Béyz)u(""l)

(D’jakonoveva metoda). Odtud vSak plyne, Ze i okrajové podminky, které pro ty-
to velitiny potiebujeme pfi poétani podle vzored (2.294), (2.295), je tfeba volit
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v souladu s rovnicemni (2.297) a (2.298), t]. je t¥eba je poéitat ze vzorch

(2.299) ulTY® = 11— 1862)(zk, ¥, by )+
+ 300+ 38801(z6, 9, 1), (z2,1s) €T

{Peacemanova-Rachfordova metoda) a

(2.300) g = (1 - 3882 Y(=k, ys, try1)

(i41/2)

(Ijakonovova metoda). Kdybychom kladli zdinlivé pFirozend wg ]

= ¥(xk, ¥», ti4173), narudili bychom odhady chyb, které jsme uvedli.

Zavérem tohoto odstavee upozornéme jedté na jednu zajimavou a dilezitou sou-
vislost. V odst. 2.3.2 z kap. III jsme zavedli Peacemanovu-Rachfordova metodu
st¥idavych sméril jako itera¢ni metodu pro FeSeni soustav linedrnich rovuic, které
vznikaji pfi feSeni okrajovych fileh pro eliptické parcidlni diferencidlni rovnice me-
todou siti. Tato metoda vznikla ve skutetnosti tak, Ze FeSeni eliptické rovnice se
poklada za ustélené TeSeni parabolické rovnice a tato parabolickd rovnice se pak
fesl metodou (2.285).

2.3.3 LokiInd jednorozmé&rné metody

Tyto metody jsou velmi podcbné metodam st¥{idavych smérd. I zde se pfibliZné
fefieni wU+Y) v Zase t = 14 za pledpokladu, 7e pfibliiné fefeni u() v Zase t = ¢ je
uz vypoéteno, poéita tak, Ze se nejprve vypocte pomocna hodnota w+1/2) pomoci
Jjednocho vzorce a pak teprve koneéna hodnota pomoci jiného vzorce. Nejbé&zn€jst
metoda tohoto typu pochézi od Janenka a je ddna dvojici vzorei

(2.301) (1 = 3862 uH2 = (1 4 4852 )u,
(1 — 3862yt = (1 + 1862 )ul+1/D),

PR

Priblizné fefeni se tedy potéitd tak, jako kdyby v ¢asovém Gseku mezi Casy £ = ¥
a1 =119 vedl materidl teplo jen ve sméru osy z a v Casovém fseku <t1+1/2, t1+1>
pouze ve sméru osy y. Odtud také pochazi ndzev metody. Je zFejmé, Ze jeden dvou-
krok uvedené metody se realizuje stejné jako w metod stiidavych sméril feSenim
soustav s t¥idiagonalnimi maticerni a e je fddové stejné pracny. RovnéZ je ziejmé,
jak Ize tuto metodu pFenést na p¥ipad vice prostorovych proménnygch. Je k tomu
pouze tieba rozdélit Casovy tsek {t7,t141) na m mezivrstev, kde m je pofei prosto-
rovych proménnych, a v kaZdé mezivrstvé aproximovat pouze derivaci podle jedné
prostorové proménné.

Metoda (2.301) je v norms (2.269) opét stejnomérné stabilni vzhledem k poda-
teénim podminkdm bez jakéhokoliv dalsiho omezeni na parametry 7 a h a v piipadé
homogennich okrajovich podminek vede k rychlosti konvergence O(r2 4 h?). V pii-
pad& nehomogennich Dirichletavych okrajovych podminek se obvykle doporuduje
brat za okrajové hodnoty pomocné velidiny ué/2 hodnoty okrajové funkee, tj.
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klast ug:'l/ 2= ¥(zk, s, tiy1/2)- Tato volba viak vede podobné jako u metod st¥i-
davych sméril ke ztraté pfesnosti. Na rozdil od tamni situace je viak zde obtiZné
udat korekéni vaorce typu (2.299) a (2.300), které by tuto obtiZ odstrafiovaly. Te
je také diivod, pro¢ jsou lokdlng jednorozmérné metody podstatngé méné populédrni
nez metody stfidavych smérii.

3 Semidiskrétni metody

Ji# vicekrat jsme v této kapitole upozornili na to, Ze zédkladn{ dloha pro parcial-
ni diferencislni rovnice parabolického typu mé vzhledem k proménné ¢ charakter
{Glohy s potateénimi podminkami pro obyéejnou diferencidlni rovnici a vzhledem
k prostorovym prom&nnym charakter okrajové tlohy pro obyéejnou diferencial-
nf rovnici, resp. pro parcislni diferencidni rovnici eliptického typu. Metody, které
v tomto Elanku popiSeme, si kladou za cil této skuteénosti vyuzit, a to tak, Ze diskre-
tizace se provadi pouze vzhledem k prostorovym proménnym nebo pouze vzhledem
k proménné {.

Nejdilezit&jsimi reprezentanty metod prvni skupiny jsou metoda pfimek a sermi-
diskrétnf metody Galerkinova typu. V metod® pFimek se diskretizace prostorovych
proménngch providi na zéklads metody siti, u semidiskrétnich metod Galerkinova
typu se vychdzi z Ritzovy-Galerkinovy metody pro feseni eliptickych tloh a postup
se vétdinou spojuje s metodou konéenych prvkii.

Metody druhé skupiny, kdy se diskretizace provadi pouze vzhledern k proménné
t, se nazyvaj{ Rotheovy metody.

Je t¥eba upozornit, Ze metody obou zminénych skupin jsou odlisného charakte-
ru nei metoda sitf, jeji# riizné varianty jsme popsali v piedeslém Elanku. Zatimco
vysledkem algoritmii zalozengch na metods siti jsou pfiblizné hodroty hledaného
fedeni v n¥jaké koneéné mnoiiné bodi zadané oblasti, tedy veliéiny, které nas ui
bezprostiednd zajimaji, za aproximaci pfesného fedeni v piipads semidiskrétnich
metod slou#i stile jesté nekonetnddimenzionalni problémy, i kdyZ jednodussf nez
piivodni. Konkrétné jde v pfipadé metod prvni skupiny o soustavy obytejnych dife-
rencidlnich rovnic s po&4tetnimi podminkami, v p¥ipadé Rotheovy metody o okrajo-
vé (lohy pro oby&ejné nebo parcidlni eliptické diferencidlni rovnice. K feSeni téchto
tiloh se pak daji u#it metody, které byly popsany v kap. I, IT a TIL

Abychom se mohli v daldim vykladu soustfedit na zékladni myslenku vySetfova-
nych metod a nezastieli ji mno#stvim technickych podrobnosti, omezime se v tom-
to élanku prakticky vfhradné na prostorové jednodimenziondlni rovnici pro vedeni
tepla (2.1) s poEatetni podminkou (2.2) a s homogennimi Dirichletovymi okrajovy-
mi podminkami (2.3) a moZnosti rozdifeni na obecngjs{ alohy jen strugné okomen-
tujeme.
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3.1 Metoda piimek

Tato metoda vychézi, jak u# jsme uvedli, z myslenky metody siti. Na rozdil od nf
se vBak sit sestrojf jen v oblasti prostorovych proménnych a diferenénimi podily se
nahradi pouze derivace podle téchto proménnych. Pesné feSeni daného problému je
pak aproximovano feSenim soustavy obygejnych diferencidlnich rovnic s poéitetnimi
podminkami. V odst. 3.1.1 popiSeme klasickon variantu této metody a v odst.
3.1.2 sl struéng véimneme N umerovovy metody, v nfZ se uvedend zakladnf myslenka
realizuje dosti diimysIng, a kters ma proto Jistou popularitu.

3.1.1 Klasickd metoda piimek

Bud u fefenim problému (2.1) a7 (2.3), bud n pfirozené Hslo a rozdslme interval
(0,1) na n dilkd délky h = 1/n délicimi body zx = kh, k = 0,...,n. Nahradime-
li druhou derivaci 8%u/8z2 v bods (zx,t) podilem [u(zp—1,t) — 2u(zx,t) +
+ u(®r41,1)]/h? a chybu, které se pFitom dopustime, zanedbame, dostaneme pro
pfibliZné fedeni u;(t) na piimce z = &y, 0 £t < T, soustavu obytejnych diferen-
cidinich rovnic

(1) ()= hl—z[ﬂk—l(t) —2ug(t) + w1 ()], k=1, ..,n—1, te(0,T),
kde

(32) ‘ug(t) = un(t) =0,
(3.3) ug(0) = g(zz), k=1, . ,n—1,

a teéku uZivime jako struéné oznateni derivace podle proménné .

Je ziejmé, e stejné jednoduse se d4 postupovat i v piipadé sloZité&jsich parabo-
lickych rovmic.

Chceme-li provést tiplnou diskretizaci daného problému, je t¥eba fesit soustavu
(3.1) vhodnou numerickou metodou. UZijeme-li napf. nejprostsi Eulerovt metodu,
dostaneme explicitni metodu sitf. Podobné fedeni téio soustavy lichobé&inikovym
pravidlem vede ke Crankové-Nicolsonovs schématu. Souvislost meszi klasickou me-
todou piimek a metodou sitf je tedy skuteéné velice tzks.

V této souvislosti je také t¥eba upozornit na jednu dileZitou a pro metodu pri-
mek a pro semidiskrétni metody, v nich? se ponechdvd Eas spojity, vitbec typickou
okolnost. Matice soustavy diferencialnich rovnic (3.1) je matice —(1/A%}Py, kde Py
Je matice (2.81). Jeji vlastnf &sla p, jsou tedy déna vzorcem
(3.4) ,u,,:—}%sinz%, v=1,...,n—1
(stv. vzorec (2.82)). Z tohoto vzorce viak plyne, 7e absolutni hodnota vlastuiho
tisla 41 konverguje pro b — 0 k —#?, zatimco absolutnf hodnota viastuiho &sla
Mn_1 toste pii A — 0 nade vSechny meze. Soustava (3.1) tvofii tedy soustavu dife-
rencidlnich rovnic se silnym tlumenim (srv. odst. 6.3 z kap. I) a tento jeji charakter
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je tim vyrazngjsi, &m je integrafni krok h mensi. Prakticky to mé z?. né.slec’iek, ie.
fegeni této soustavy obecnou metodou pro FeSeni tloh s poEé.teEnim'l p’odrr{mkarfu
pro obyéejné diferencislni rovnice vede obecné pouze k relativné stal?llmm dlfe‘IGI’IC-
nfm schémat@m a #e absolutni stabilitu lze ofekdvat pouze pfi uZiti A-stabilnich
nebo aspoti A(0)-stabilnich metod. ’ o

Konvergenéni vlastnosti klasické metody pfimek jsou uvedeny v nasledujici vaté.

Vita 3.1. Necht FeSenf problému (2.1) aZ (2.3) existuje — oznacme je u—
a necht md v mno#iné R = {(z,1); 02 ¢ £ 1, 0t £ T'} spojiton Etvrfou derivaci
podle z. Nech€ déle vy je piiblifné feeni vypoétené z rovnic (3.1} aZ (3.3’). Pak
existujf konstanty M a hy > 0 takové, fe pro kazdé h < ho at € {0,T) plati

(3.5) e ™ (t) = u(®)ln S MA2,
kde

(3.6) B () = [ (@), . -yt (O
(3.7) u(t) = [ules,t), ..., u(zn—_1,1)]".

Diakaz. Pfipomefime pfedeviim, #e norma ufitd ve vzorci (3.5) je norllx}:
v prostoru E,E"_l), tj. je to oby&ejna euklidovska norma vynésobend ('nmtelz.am h..
(viz vzorec (2.77)). Uzijeme-li oznateni (3.6), d4 se soustava (3.1) psat maticové ve

tvaru

(38) B M) =~ Pou(e),
kde Py je uz vi¥e zminéna matice {2.81). Poloime daile
(39) oft) = ¥ (0) = u(t)

’ T
(3.10) f© = (22,0, Shenr0)]
takie je

(3.11) (1) = —5 Pou (1) — ),

7 ptedpokladé véty plyne, Ze plati
2 1

(3.12} %%(xk,t) = g—:(mk,t) = F[u(rk_]_,t) — 2u(zg, t) + w(zrsr, O] + ex(t),
z

pfi¢emi je pro h < ho, t € (0,TYak=1,...,n-1

(3.13) lex(t)] < MA?
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a M a hg > 0 jsou vhodné konstanty. Polozime-1i

(3.14) et) = [e1(t), .., en-1()]T,
plyne ze vzorch (3.10) a (3.12), Ze pro vektor r plati rovnice
1
(3.15) r(t) = —h—zPou +e(t).
Celkem tedy dostavame, Ze vekior e(t) spliiuje soustavu diferencislnich rovnic
. 1
(3.16) e(t) = —ﬁPge(t) —e(t)
s poéatetni podminkou
(3.17) e(0) = 0.
Je tedy
t

(3.18) e(t) = - / e Rt Pog(r)d 7.

0

Odtud vsak plyne, Ze je

(3.19) el < fﬂ lle=Z =P (7 d -

Matice exp [ — (1/R%)(t — 1) Pg] je symetricka, a viechna jeji vlastni éisla jsou déna
VZOLCel exp [— 1/t — 1A, v =1,...,n~ 1, kde A, jsou vlastni &isla éisla
matice Py (viz vzorec (2.82)). Viechna vlastni &isla matice exp [ — (1/h2)(t — 7) Py

jsou tedy pre 7 € (0,t) mensi neZ jedna. ProtoZe maticovd norma indukovani

vektorovou normeou ||. ||n je zfejmé obytejnd spektralni norma, plyne odtud, Ze
plati
(3.20) e =DM <1, e (0,8).

Z nerovnosti (3.13) plyne, Ze pro ¢ € (0,T) plati
n—1 1/2

62 el =[s X InF] < (maerat = pant
i=1

Z nerovnost{ (3.19), (3.20) a {3.21) v8ak uZ snadno dostivame, Ze je
(3.22) le(t)ls S MTH?,

coz dokazuje vétu.
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3.1.2 Numerovova metoda
Tato metoda vychazi z pozorovéni, %e pro kazdou dostatetné hladkou funkei y plati

(3.23) y(z — k) = 2y() + y(z + h) =
= SR (z — h) + 104" (2) + /' (= + h)] + O(h®).

Méame-li na mysli opét filohu (2.1) a% (2.3} a piSeme-li v této rovnici du(z,t}/t
misto y(z), dostaneme po zanedbani chybového tlenu pro pfiblizné fefeni u(f)
soustavu rovnic

(3.24)  Flie_1(t) + 10ux(t) + g2 (t)] = ;}5[“%1('5) = 2ui (1) +ursa ()]
k=1,...,n=1, (@) = u,(t) =0

s potatenimi podminkami (3.3).

Pravé popsanéd metoda se nazyvd Numerovove metoda. O jeji kenvergenci plati
nasledujici véta.

Véta 3.2. Necht fedeni problému (2.1} a% (2.3) existuje a md v R Jest spojitych
derivaci podle 2. Necht u(®)(t) je vektor piiblizného fedeni vypoétengho Numero-
vovou metodou a necht u(t) je vektor pFesného reseni. Pak platf

(3.25) [u®™ @) - u(@®)lls = OH?).

Dikaz jeskoro totoiny s ditkazem véty 3.1, a proto budeme postupovat vel-
mi rychle. Oznaéime-li matici na levé strané soustavy (3.24) symbolem B, zjistime
snadno, e pro vektor chyby e definovany opét rovnici (3.9) plati

(3.26) Bift) = —%Poe(t) —e(t),

piitem? sloiky vektoru e jsou Fadu O(h%). Pro matici B zfejmé plati B =
= (1/12)(121 — Py). Z tohoto vyjadfeni a ze znalosti vlastnich Cisel matice Po
(viz znovu vzorec {2.82)) véak ihned plyne, Ze matice B je pozitivné definitni a Ze
pro ni plati [|B||s = O(1) a [|B~1|}» = O(1). Vynésobime-li tedy rovnici (3.16) zle-
va matici B!, dostaneme soustavu rovnic, jeji# fefeni odhadneme plné stejnfm
zpiisobem jako FeSenf soustavy (3.16) v ditkazu véty 3.1. Diikaz je hotov,

Numerovova metoda tedy konverguje s rychlosti Fadu O(h*). ProtoZe matice B
je t¥idiagonalni, vede numerické Fedeni soustavy (3.24) k Feden{ soustavy linearnich
rovnic s t¥idiagonalni matici pro kazdy ¢asovy Faddek. Numerovova metoda nend tedy
o nic pracn&jii neZ implicitni metoda siti, kterd ma oviem fadove vEtsi diskretizaéni
chybu. To jej jisté pozoruhodné a praméni odtud i uréitad popularita Numerovovy
metody.
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3.2 Semidiskrétni metody Galerkinova typu

Zakladni myslenka tohoto postupu je obdobna jako u Galerkinovy metody pro
FeSeni okrajovych tloh pro obydejné diferencialni rovnice, resp. pro parcialni rovnice
eliptického typu.

Protoze Galerkinova metoda v eliptickém pfipadé vychdzi z pojmu slabého ¥eSenf,
musi na8 prvn{ krok spoéivat v zavedeni podobného pojmu pro parabolicky piipad.
Postup je zcela analogicky jako v eliptickém p¥ipad8, a popiseme jej proto jen velmi
struéng, a to na pikladé modelové tlohy (2.1) a# (2.3).

Bud %! podprostor t&ch funkei v ze Sobolevova prostoru S, které spliji
okrajovou podminku u(0) = u(1) = 0. Rekneme, e funkce u: {0,7) — I je
slabym Fesenim Glohy (2.1) aZ (2.3), plati-li pro kaZdé t € (0,7) a pro kaidé v €
€ 7 identita

(3.27) (i‘(t):'") + [u(t),v] = 0
aprot =0 a pro kaidé v € ! identita
(3.28) (u(0},v) = (g,v)

(potatetni podminka). Zde kulaté zdvorky znafi skaldrni soudin v prostoru % (0, 1),
[1, ¥] je bilinedrni forma definované vzorcem

(3.29) [w,v] = A u'(z)'(z)dz

(a je to tedy skaldrnf souéin v prostoru ') a tetka oznaluje stejn& jako vyde
derivaci funkce u podle ¢.

Bud dile 2, konetnédimenzionilni podprostor prostoru J#!. Semidiskrétni
Galerkinovu aprovimaci FeSeni tulohy (3.27), (3.28) pak definujeme jako funkci
up: {0,T) — @, pro ni? plat{

(3.30) (i'lh(t), ‘U) + [un(t),v]) =0, t€(0,T)
(3.31) (un(0), %) = (9,)

pro kazdé v € .

Je zfejmé, Ze pro zavedeni uvedenych pojmi neni viibec podstatné, e bilinedrni
forma [u, v] je definovan4 pravé vzorcem (3.29) a e na pravé strané rovnic (3.27),
resp. (3.30) je nula. Uplné& stejné by se postupovalo i v p¥fpadg rovnice du/8t+Lu =
= f, kde L je linedrni elipticky diferencialni operdtor druhého fadu v libovolném
poétu prostorovych proménnych.

Tvof-li funkce @4, ..., Py bdzi v prostoru 2}, je hledand aproximace uy tvaru

N
(3.32) un(t, @) = 3 mi(0)®i(3),

i=1
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kde 7; jsou redlné funkce proménné t. Dosadime-li do rovnice (3.30) za uj podle
(3.32) a za v postupné funkce ®;, j =1,..., N, dostaneme

N N
(3.33) Eﬁ;(t)(‘lhr, ®;) + Zm(t)[@,;,@,-] =0, t€(0, T},
N
> m(0)(®:, 8;) = (9, %))
i=1

Hledané koeficienty n = [91(t), . .., a—1(t)]7 tedy spliji soustavu diferencidlnich
rovnic

(3.34) Bilt) + An(t)= 0, te (0,T),
s pocateéni podminkou
(3.35) Bn(0) = 79,

kde A a B jsou symetrické matice Fadu N dané vzorci
1
(3.36 A= e ={ [ s@e@aal,
0
p1
B={@,2)) = { [ 80,00z}

a 7(® je N-dimenziondlni vektor o slozkach (¢,9®;). Matice A a B jsou zfejmé
symetrické a pozitivng definitn{, soustavu diferencidlnich rovnic (3.34) lze tedy psét

ve tvaru

(3.37) at) + An(t) = 0,
kde

(3.38) A=B"1A

Za prostor 2, se vétdinou voli prostor kone&njch prvki, nebot pak je zarude-
no, #e matice A i B jsou pasové, co¥ podstatné usnadiluje Fefeni soustavy (3.34).
Poznamenejme v této souvislosti, Ze v disledku pfitomnosti matice B v soustavé
(3.34) nem4 smysl fesit tuto soustavu explicitni metodou, nebof tak jak tak musi-
me v kazdém kroku fesit soustavu linedrnich rovnic. V tomto smyslu je zde tedy
situace podobna jako u Numerovovy metody vysetfované v odst. 3.1.2.

V dalsim textu se omezime na p¥ipad, Ze za prostor &) bereme prostor 9,(_2) po
Eastech linedrnich funkei, které spliuji nulové Dirichletovy okrajové podminky a Ze
piisluiné déleni intervalu {0,1) je ekvidistantni s podintervaly délky h. Na tomto
specidlnim piipadé pak ukdZeme jeden z mo#nych zphsobil vySetfovani konvergence
studované metody. Uvidime, %e u¥ i v této jednoduché situaci nebude ani zdaleka
vie tak elementarni, jako tomu bylo u metody siti nebo u klasické metody pfimek.
Nez zformulujermne a dokdZeme p¥islusné tvrzeni, uvedeme né&kolik lemmat, ktera pfi
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jeho ditkazu pougijeme. Abychom vSak nemuseli psat pfilis mnoho indexd, umluvi-
me se jesté pfedtim, Ze pod symbolem absolutni hodnoty budeme v dalim rozumé&t
cuklidovskou normn vektoru nebo ji indukovancu normu matice a e obyZejny sym-
bol normy bez jakéhokoliv indexu bude znaéit normu v prostoru #5(0, 1).

Lemma 3.1. Bud 2, C 3! prostor po &stech linedrnich funkci s ekvidistant-
nim délenim o délce dilku h = 1/(N + 1) a bud ®,,...,®x jeho standardn{ bize.
Pak pro matice A a B definované vzorci (3.36) plat{

(3.39) A= %Pg, B = Lh(6] — Py),
kde Py je matice (2.81) a
1 1
4 —o(l - “y_ofL
(3.40) l=o(3), IBlI=ow), 187=0()-

Dikaz. Vzorce (3.39) odvodime pfimym vypoétem za pou#iti konkrétniho
tvaru bazovych funkei (viz vzorec (4.83) z kap. II). Z t&chto vzorcd a ze znalosti
vlastnich Eisel matice Py (viz vzorec (2.82)) vBak plyne, e vlastni Eisla /\gAJ a ,\,(,B)
matice A a B jsou dina vzorci

4., um

41 AA = — =1,...
(3.41) v 5 sin N +1) v=1,..., N,
a
By — 1 2 __ BT —
(3.42) A¢ _ah(1+2cos 2(N+1)), v=1, .. N

Odhady (3.40) pak plynou odtud a z toho, Ze je |A| A 1B] = 2B a |B=1|=
=1/A8)

min *

Lemma 3.2. Existuji kladné konstanty ¢ a C takové, Ze pro kaZdou funkci

N
(3.43) 1= 0¥ € B
i=1
plati
(3.44) chlnf* £ [InlI* £ Chlnl®.
Duakaz. Je
N N
(3.45) Inl* =Y ming(®:,&;) = v" Bn.
i=1j=1

Proto¥e pro symetrickou a pozitivng definitni matici B plati
B
(3.16) A lnl? < " B € XE, Il

plyne tvrzeni ze vzorce (3.42).
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Lemma 3.3. Necht je dina mnoZina matic G, kde t probihd libovolnou mnoZinu
indexii I, a necht pro ka¥dé t € I je matice C; symetrickd a pozitivné semidefinitni.
Pak existuje konstanta M takova, Ze pro kaZdé t € I plati

(3.47) |Ge™ ¢ € M.

Dikasz. Vlastni &sla symetrické matice Cie~<* jsou tvaru A;e=*t, kde A; je
vlastni &slo matice C;. ProtoZe matice (; je pozitivné semidefinitni, je A: € (0, c0).
Redln4 funkce e~ redlné proménné X € (0, oc) vsak nabyva zfejmé v bodd A = 1
svého maxima. Odtud u¥ tvrzeni plyne.

Lemma 3.4, Slabé feSeni dlohy —y" = 0, y(0) = y(1) = 0, kde § € £(0,1)
existuje a le#i dokonce v prostoru 3#?%. Navic existuje konstanta M takovd, e pro
kazdé 8 € #(0, 1) plati odhad

(3.48) lyllae= < B84

Dikaz. Zauvedenych pfedpokladi je vyraz (#, v) 2fejmé linedrni funkciondl
nad prostorem !, Podle Rieszovy véty tedy existuje pravé jeden prvek y €
takovy, Ze plati

(3.49) v, v] = (8,0)

pro kaidé v € 745!, Slabé feSeni uva¥ované okrajové filohy tedy existuje a je uréeno
jednoznainé. Snadno se ovéi, ze je lze psat ve tvaru

(350) vy =(1-=) [enerde+s [ ‘(- de.

Z tohoto vyjadfeni viak plyne, Ze je

T 1
(3.51) V@) =- [ eeyac+ / (1- £)6(¢) dE.

ProtoZe obé& funkee £8(€) 1 (1 — €)8(E) jsou lebesgucovsky integrovatelné, je funkce
' absolutné spojitéd a plat{ pro ni y’(z) = —8(z) skoro viude na intervalu (0,1}.
Odtud viak uZ nerovnost (3.48) plyne bezprostfedné.

Véta 3.3. Necht u je slabé feSeni problému (2.1} aZ (2.3) a necht pro né€ plati
u(t) € 2 pro ka#dé t € {0, T). Necht D, je podprostor prostoru 33! z lemmatu
3.1 a bud uy, pFislusné semidiskrétni FeSeni. Pak existuji konstanty M a hy > 0
takové, Ze plati

T
— < p2 —
(352 max () - w O SAM (14D 55) max ()l
pro kaZdé h £ he.
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Dikaz. Budipevnd zvolené a bud wy: {0,t) — @) pomocnd funkee, kterd
je FeSenim tlohy

(3-53) _(9-01’1(5):”) + [‘Ph(s)su]: s € (O!t) . VE D,

s ,koncovou® podminkou

(3.54) wn(t) = en(t).
Pritom jsme polozili
(3.55) ex () = un(s) — Ga(s),

kde funkce (s} je ortogondlni projekce v prostoru ! presného fefeni u(s) na
podprostor Z. Pro kadou funkci v € Dy a pro kaidé s € {0,T) tedy plati

(3.56) [u(s) — @a(s),v] = 0.

Uloha {3.53), (3.54) m4 prévé jedno FeSeni, nebot poloZime-li

N

(3.57) on(s) = ZE&(S)Q.'(@:
N

(3.58) en(t) = 3 _&%(x),
i=1

je ekvivalentni s tilohou

(3.59) —BE(s) + A&(s) =0, s€(0,),
£(t) = €.
Polozme v (3.53) v = en(s). Dostaneme
(3.60) —(n(s), en(s)) + [n(s) en(s)] = 0-
Integraci v mezich od 0 do ¢ odtud méme
(3.61} /: (pn(s), en(s)) ds = /:[go;.(s), en(s)] ds.

Uprava per partes di (je tieba si uvédomit, #e skaldrni soutin v prostoru % je
integrél)

(3.62) ((ph(t),eh(t)) - (lph(()), 6;,(0)) fot (‘,0}.(8), é;,(s)) ds =
=/ Tea(s) en(ds
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neboli, protoZe je () = en(?),

(363)  lea(l* = (wn(0), en(0)) +/0 { (n(s), én(s)) + [on(s), en(s)]} ds.
Polozme dale

(3.64) (s) = u(.s) — tix(s).

Je

685 [ 16), 0 + 16) (o)} o =
= [ 1(606) = n(6) (5) + ) = 3n(e) (o)} s =
-/ {(6), 9(9)) + [(5), pr()]} d o=
- [0 o1(6D) + 1009 pr(e s =
= _/; { (i (s), () + [uals), pn(s)]} ds—
— [ {60 + 50 r (o) s =
= [ {60 + lr(0) e} .

Dile je
(3.66) (6(0), 21(0)) = (u(0) — s (0), ¥a(0)) =
= (ua(0) — @r(0) + u(0) — ua(0), p1(0)) =
= (ea(0), #4(0)) + (u(0) —“h_(U)HPh(O)) = (e (0), pn(0)),

pritemi poslednf rovnost plati v dfisledku po&iteénich podminek, které spliuji funk-
cc u a up. Dosadime-li posledni dva vztahy do rovnice (3.63), mime

(3.67) llea(®N* = (9(0),¢h(0))+/0 {(0(s), pu(s)) + [8(s), on(s)]} ds.

Provedeme-li v prvnim integrilu na pravé strang rovnice (3.67) integraci per
partes a uzijemeli toho, #e podle definice funkee iy je [8(s), ¢n(s)] = [ufs) —
— @(3), pn(s)] = 0, dostadvame konetns

(2.58) lea Ol = (00, @) ~ [ (665, n(s) .

Abychom mohli pravé odvozenou reprezentaci podstatné Easti chyby dal zuit-
kovat, je tieba odhadnout funkeci @y a jejl derivaci. PouZijeme k tomu vyjad¥en
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(3.57). Resenf soustavy diferencidlnich rovnic (3.59) lze psit ve tvaru

(3.69) &(s) = e = gqy),
kde
(3.70) A=B"'A

Protoe matice A je pozitivna definitni, plati

(3.73) e (-4 < 1

pro kaZdé s € (0, ¢} (srv. diikaz véty 3.1). Z rovnice (3.69) proto plyne, Ze je
(3.72) &)? S 1), s € (0,1)

Derivujeme-l rovnici (3.69) podle s, mame

(3.73) é(s) = Ae~(=Ag(p) = i(t — §)Ae--Ag(y).
Odtud pouzitim lemmatu 3.3 dostavame
(374) B € el
Pisme dile
t t—h? t
(3.73) Jleras= [ elaes [ foide,

Podle (3.74) je

t—h? 152
e1) [ @IS Meol [ 72 = Migolngs

Dosadime-li do druhého integrilu na pravé strané rovnice (3.75) za é(s) # rovnice
(3.59) a normu vektoru £(s) odhadneme podle (3.72), dostavame

(3.77) | s Sl .

Podle lemmatu 3.1 je viak |A] = O(1/Ah?), takie celkem dost4vame z rovnice (3.75)
a nerovnosti (3.76) a (3.77)

£ t
(3.78) fo el ds < MgWI(1+1 ;).
Z lermmatu 3.2 a z nerovnosti (3.72).plyne, Ze je
(379) lea(o)I S ChIEE) £ CHIEDI £ ool
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Platf tedy (je wa{t) = exlt})
(3.80) llen(s)lt = Mllen(t)]]-

{Konstanta M je zde i ddle samozfejmé genericki.) Zcela analogicky odvodime
z nerovnosti (3.78) nerovnost

(3.81) f @l de < M@l (1+1n57).
Nynf jsme u skoro hotovi. Z vyjadfeni (3.68) plyne
11
(3-82) llen@II* < N1 ||ﬂh(t)|l+ju I8¢}t Hlen(a)ll s
Dosadime-li do této nerovnosti odhad (3.81), dostavame
[
2 < —
(3.83) lea@IP < Cmax (D len I[1+ 2 (14 1n ),
a tedy celkem
(3.84) lea(t)l < M (1 +1n 1) e [0(s)]

PiZeme-1i nyni celkovou diskretiza&ni chybu u — us ve tvarn
(3.85) U— Uy =U— U+ Uy —up =0 —ep,

dostdvédme pro ni z odhadu (3.84) nerovnost

— < —
(3.86) llu = wall € M (1410 %) max 0(s)]

Abychom dok4zali nerovnost (3.52), staf uf jen odhadnout normu funkce 8.
Refme k tomu cfli pro tuto funkei okrajovou filohu zformulovanou v lemmatu 3.4.
Funkce ¢ patii podle (3.64) nejen do prostoru %%, ale dokonce do J#!, takie ji lze
dosadit do identity (3.4%). Dostaneme tak rovnici

(3.87) 611 = [y, 6] = [y — wn, £,

kde y; je interpolace funkce & v prostoru %y. Je tomu tak proto, ze podle definice
funkee 8 je [#, v] = 0 pro kaZdou funkci v € @y. Z rovnice (3.87), z véty 4.5 z kap. II
(viz str. 227) a z lemmatu 3.4 postupné dokdZeme, Ze plati

(3.88) 1617 £ lly — wnlloex [18llon S MAl|yllowm [16]]ln S MrhfiE]| (16]]
Odtud vsak plyne, Ze je

(3.89) 161l £ MA]|0]].e -

Na druh€ strang vsak je

(3.90) [1Bllom = llu— allsm < llue— vl
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pro kaZdou funkei v € @, nebof #iy je ortogonalni projekee na podprostor @y,
Tedy specialng, opét podle véty 4.5 z kap. II, mame

(3.91) 1]l £ Mb||ullse
Celkem tedy plati
(3-92) ()il £ MAB*[[u(s)| e

Odtud a z nerovnosti (3.86) vak uz plyne nerovnost (3.52) bezprostiedné. Véta je
dokéazdna.

3.3 Metody Rotheova typu

V piedchozich odstavcich jsme popsali ty semidiskrétni metody pro numerické Fe-
Seni parcidlnich diferencidlnich rovnic parabolického typu, které vznikly tak, Ze
diskretizace se provad&la pouze vzhledem k prostorovym proménnym. Refeni pi-
vodnibo problému pak bylo aproximovino {lohou s po€ateénimi podminkami pro
soustavu obyéejnych diferencidlnich rovnic. Obraceni tohoto postupu, tj. provedent
diskretizace pouze vzhledem k promé&nné ¢, tvofi zakladni mySlenku metod Rotheo-
va typu. Podrobnéji se budeme zabyvat jen nejjednodussi g nich a omezime*se opét
na modelovou Glohu (2.1) aZ (2.3).

Polozime-li ¢; = Ir, kde 7 = T/r, nahradime-li derivaci du/dt v bod& (z,t;)
podilem [u(z,4;) — w(x, ti—1)}/7 a chybu, které se pfitom dopustime, zanedbame, je

priblizné Fefeni 'u(i)(:c), I=1,...,r, v ¢ase t = t; ddno feSenim diferencidlni rovnice
d?u® 1 1
3.93 - —uD = —0-1 p=1,..,
( ) 12 + Tu Tu , I=1...,r
s okrajovymi podminkami
(3.94) u®(0) = uM(1) = 0.

Popsand metoda tedy vznikne tak, Ze se na danou diferencialni rovnici divame
jako na oby&ejnou diferencidlni rovnici vzhledem k proménné ¢ a tu Fefime impli-
citni Eulerovou metodou. N4dhradni problém je tedy okrajova Gloha pro obycejnou
diferencidlni rovnici, k jejimuz feSeni lze vétSinou bez podstatnych obtizi uzit kte-
roukoliv z metod popsanych v kap. II. Casto pFitom vznikne n&kierd z variant
metody siti.

Pfi vySetfovini konvergence Rotheovy metody vyjdeme ze dvou elementirnich
lemmat, kterd vyjadfuji nékteré jednoduché vlastnosti diferencialni rovnice typu
(3.93).

Lemma 3.5. Bud y funkce spojitd v intervalu {0, 1), kterd je navic dvakrdi
spojité diferencovatelnd v (0, 1). Bud déle q kiadnd konstanta a necht plati

(3.95) —y"(z) + qy(x) £0

400

3 SEMIDISKRETNI METODY

pro ka#dé z € (0,1). PoloZme konetné

(3.96) M= Jé}?ﬁ)y(z)

a pFedpoklddejme, %e je M > 0. Pak plati
(3.97) M = max{y(0), y(1)].

Dikaz. Bud M = y(zg) a pfedpoklidejme, Ze je g € {0, 1). ProtoZe funkce
y nabyvé v bodé zg svého maxima a je v ném dvakrat spojité diferencovatelnd,
plati ¥/ (zg) = 0 a " (z0) < 0. Podie (3.95) v tomto bodé plati

(3.98) 02 —v"(z0) + qu(x0) 2 qu(zo) = ¢M >0,
coZ neni moZné. Proto je £p = 0 nebo zy = 1 a ditkaz lemmatu je hotov.
Diferencidlni operdtor na levé strané nerovnosti (3.95) splije tedy princip ma-

xima.

Lemma 3.6. Budte u a n dvé funkce spojité v intervalu {0, 1} a dvakrdt spojité
diferencovatelné v oteviendm intervalu (0, 1). Nechf dile pro kazdé z € (0, 1) platf

(3.99) f—u"{2) + qu(z)| £ —'(2) + qu(z),
kde q je kladn4 konstanta. Necht kone&né je |u(0)| £ n(0) a |u(1)| £ 7(1). Pak plat{
(3.100) fu(z)] £ n(2)

pro kaZdé z € {0,1).

Dikaz. PoloZme ¢ = tu—r. Z nerovnosti {3.99) ihned plyne, Ze pro kazdé
z € (0,1) plati

(3.101) () + a(e) = T (2) £ qu(z) + 1"(z) — 0(z) < 0.
Bud nyni
(3.102) M= Jnrel}g.,)i)[:I:u(:':) —n(z))

a pfedpoklddejme, Ze je M > 0. Pak je podle lemmatu 3.5
(3.103) M = max[+u(0) — 7(0}, £u(1) — (1)) £ 0.

To je viak spor dokazujici, Ze je M £ 0. Odtud uZ tvrzeni lemmatu plyne bez-
prostiedné.

Véta 3.4. Necht Fefeni ilohy (2.1) a (2.3) existuje a md v mno#iné R =
= {(z,t); 0 £ = £ 1,0 £¢ £ T} dvé spojité derivace podle proménné t. Necht
dile u()(z) je piiblizné Feleni vypoltend Rotheovou metodou (3.93), (3.94). Pak
existujf konstanty M a 1y > 0 takové, Ze pro v £ 7y plati

(3.104) [¢0(z) — u(z, 8)| S M7, i=1,. .,r
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Diékaz. Chybag¥(z)=u"(z)—u(x,t) Rotheovy metody splfiuje rovnice

21
(3.10) _dm? Lo %,,u—nw(r),

d =2 T

100 =) =0, I=1,..,r
a
(3.106) 7% =9,
piifem? existuje konstanta M takova, Ze pro kaZdé z € (0, 1) a pro kaidé dostateéné
malé 7 plati
(3.107) [e@(@) < M.
Polozme v rovnici (3.105) nejprve ! = 1. Pak pro chybu v prvnim &asovém Fadku

plati

FENE)
11 -
(3:108) 5

() = 1) = 0.

+ 10
T )

Podle lemmatu 3.6 je vBak FeSeni této okrajové tilohy majorizovino funkef
(3.109) o(2) = Mry(2),

kde funkce 1) je Fefenim pomocné ckrajové filohy

(3.110) — 4 }w =1,
P(0) =¢(1) = 0.
Pro funkei ¢ totiZ plati vzhledem k nerovnosti (3.107)
o 1 — M > d* @) 1 g
(3.111) o"(2) + —p(@) = Mr 2 |—T+;U (’3);

Funkee 1, kterd Fedf okrajovou dlohu (3.110), je viak dina vzorcem

Ba) =7 — 7_Cosh (771;:5 - WI‘ 2)

3.112
( ) cosh 5—;},—,—

jak se snadno zjist{ pfimym vypocitem. Odtud viak plyne, ze pro kaidé « € (0, 1)
plati
(3.113) 0s¢¥(@)s

{Abychom to nahlédli, sta&l vypotist maximum funkee (3.112) v intervalu {0, 1}.)
Je tedy

(3.114) JfV(2)| S Mry(z) £ M7
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Nyni jiz snadno dokdZeme (iplnou indukei, %e plati
(3.115) [92(2)t £ Mir?,
Skute¢ns, predpoklddéme-li, Ze nerovnost (3.115) plati pro [ — 1, dostaneme
z (3.105), (3.107) a z indukéniho pfedpokladu, Ze je
d?70(z)
dz?

Odtud vSak iiplné stejnou Givahou, jako jsme dospéli k nerovnosti {3.114), dokdzeme,
ie plati (3.115). Véta je dokdzina.

(3.116) + %q(i)(m) <M -1)r+Mr= Mz

CVICENI
. Formulujte pfesné hladkostni pfedpoklady, kieré staii k platnosti vzorce (2.5).
. Odvodte vzorec (2.25).

1
2
3. Provedte ptistusné numerické vipoéty dokazujici komentaf pod vzorcem (2.25).
4. Provéfte platnost vzorce (2.32).

5

. DokaZte platnost principu maxima pro operdtor L,EUT) dany vzorcem (2.4) (tj.
pro explicitni schéma).
6. Dokazte, Ze maticova norma indukovand normou prostoru E,Em—l) je obyCejna
spektralni norma.

7. Na zékladé rovnic (3.40) a (3.58) z kap. 11 odvodte tvar operdtort L{% a ;%)
dangch vzord (2.117) a (2.118).

8. Formulujte pfesné hladkostni pfedpoklady ve vétdch 2.6 a 2.7 (viz str. 353)
a dokaZte jejich tvrzeni.

9. DokaZte konvergenci explicitni metody pro rovnici (2.109) s Dirichletovou okra-
Jjovou podminkou. Naleznéte podminku stability.

10. Provedie podrobng vypoéty potiebné k ditkazu lemmatu 2.4 ze str. 360.

11. Dokazte, Ze splnénf podminky (2.161) implikuje platnost principu maxima pro
. (©) ,
operdtor L, ;- danf vzorcem (2.117).

12. Formulujte a dokaZte pro D’jakonovovu metodu sti{davych smér vétu analo-
gickou k vét& 2.16 (viz str. 384).

13. Doka¥te stejnomérnou stabilitu vzhledem k pogdtetnim podminkim Janenkovy
metody (2.301).

14. Dokaite platnost odhadu (3.23).
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Iv. PARCIALNI DIFERENCIALNT ROVNICE PARABOLICKEHO TYPU
POZNAMKY K LITERATURE

C‘l.‘ 1'. Teorii parcidlnich diferencislnich rovnic parabolického typu je vénovéna skero
ste'_)ne rozsdhld literatura jako teorii eliptickych rovnie, viz napf. Petrovskij (1960)
Fnedma.ﬁ (1964), Lady#enskaja, Solonnikev a Uralceva (1967), pokud jde o kla,sic-,
k.ou ‘teom, Lions (1961) a Lions-Magenes (1968), pokud jde o funkcionilng analy-
tické metody. Dobrymi obecnymi prameny k problematice této kapitoly jsou napi
gi(;l]iatz ((1136561.), gor;ythe, Wasow (1960), Babuska, Préger, Vitések (1964) Berezin‘

ov - z s . ’ !
2o (0 (19)8,0)'3. uska, Prager, Vitdsek (1966), Mitchell (1969), Ansorge (1978)

Fl. 2. Zé:klady metody siti jsou vyloFeny ve viech obecnych pramenech uvedenych
k €l. 1; kniha Sauljevova (1960) je vénovana specidlng feseni parabolickych rovnic
metodoun §iti. Ke studiu problémi stability jsou velmi dobrymi prameny Richtmyer
(195‘7)‘,.R1chtmyer, Morton (1967) a Samarskij (1971). Obsahlou bibliografii meto-
dy sﬂ:} JakoZ i ostatnich metod pro feenf parabolickfch rovnic nalezne &tenss ve
sbornvlku Jacobsové (1977). Specidlng metodami stfidavych sméri a lokdlné jedno-
rozmeérnymi metodami se zabyv4 Janenko (19686).

'C}. 3. .Kla,sické. metoda pfimek je populirnf zejména v sovitske literatufe a za-
byva se JI napf. Berezin, Zidkov (1966). Zakladni poudeni o ni lze naldst také ve
sborniku “rydaném Hallem a Wattermn (1976). Semidiskrétni metody Galerkinova
t_?ipu sve zejména v posledni dob# dosti intenzivn studuji a poudeni o nich Ize na-
lezt.uz v celé Fadé kniZnich publikaci. Uvedme z nich jmenovité knihu Strangovu
a Fixovu (1973), Mitchellovu a Waitovu {1977), Thomséovu (1984), Goeringovu
Roo’sovu a Tobiskovu (1988) a zejména pak knihu Johnsonovu (1988), z niz jsmeJ
tevx.ke vydatng &erpali. Rotheova metoda se ui dlouho u#ivd k teoretick)"’m vahdm
viz napi. LadyZenskaja, Solonnikov, Uralceva (1967). Kniha Rektorysova (1982) 'f.:
monografii, kterd je v podstatd celd vénovana téio metods, !
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