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Kapitola 1

Dominované strategie a
Nashova rovnovaha

1.1 Statické hry

V této podkapitole se budeme zabyvat nejjednodussim typem her, kdy roz-
hodovani probihé jen v jednom kroku a vsichni hrac¢i maji iplné informace
o moznych strategiich ostatnich, i o jejich vyplatnich funkcich.

Statické hry s tuplnou informaci tedy modeluji situace v nichz si tcast-
nici hry souCasné a nezavisle na sobé zvoli svoji akci, a jimi zvolena kombi-
nace akci urci vysledek hry, tedy vyplaty jednotlivych hra¢a. Vyplatu pritom
chapeme v Sirsim smyslu nez jen jako penézni vyplatu. Vyjadiuje uzitek z
vysledku hry pro jednotlivé hrace.

Ve statické hie s aplnou informaci se zadava
1. seznam ucastnikd hry
2. mnozina dostupnych strategii kazdého hrace

3. vyplatni funkce jednotlivych hrac¢t pro kazdou kombinaci strategii

Definice 1.1.1. Hra v normalnim tvaru pro n hracd je tvorena prostorem
strategii jednotlivych hraca Sy, S, ..., S, a vyplatnimi funkcemi uy, us, ..., uy,
kde kazdé u; zobrazuje S; x Sy X - -+ x .S, do R. Takovou hru budeme ozna-
Covat H = {S1, Sa, ..., Sy 1, Ug, ...y U }.



Nasledujici klasicky priklad, nazyvany vézenské dilema, velmi dobfe ilu-
struje fadu zakladnich pojmt teorie her.

K jeho opakované verzi se vratime pfi analyze dynamickych her.

Priklad 1.1.2. Hraci v této hie jsou dva zlocinci. Jsou obvinéni, Ze spo-
le¢né spachali zavazny trestny cin, za ktery mohou byt odsouzeni jen kdyz
se alespoil jeden z nich piizné. Zalobce jim slibi, Zze pokud se pfizna praveé
jeden z nich, bude osvobozen, zatimco druhy hra¢ dostane 10 let vézeni (9
let za zlociny a jeden rok za kiivou vypovéd). Pokud se pfiznaji oba, ptijdou
do vézeni na 9 let. Pokud se nepfizna ani jeden, dostanou oba trest na jeden

rok, za danové tniky které je snadné jim prokazat.

Kazdy hra¢ ma tedy dvé strategie, pfiznat se (P) a nepfiznat se (N).
Abychom nemuseli pocitat se zapornymi hodnotami vyplatni funkce, budeme
vyplatou chapat celkovy pocet let stravenych na svobodé v nasledujicich
deseti letech. Vyplaty prislusné vSsem moznym kombinacim strategii zapiseme
do tabulky

P | N
P| 1,1 |10,0
N[ 0,10 | 9,9

Strategie prvniho hrace budeme zapisovat do sloupct, strategie druhého
hrace do radkt. V kazdé kolonce je na prvnim misté vyplata prvniho hrace,

na druhém misté vyplata druhého hrace pri piislusné kombinaci strategii.

1.2 Dominované strategie

Vézenské dilema je hra, kterou mtzeme studovat s vyuzitim jednoduchého
predpokladu, ze totiz racionalni hra¢ nikdy nezvoli strategii ktera ve vsech
moznych situacich davéa horsi vysledek, nez jinda pevné dana strategie. Tako-
vou strategii budeme nazyvat striktné dominovana. Forméalné je tento pojem

popsan v nasledujici definici.



Definice 1.2.1. Necht H je hra v normalnim tvaru, H = {57, Sz, ..., Sp; ug,
Us, ..., Uy }. Necht s, a s jsou dvé riizné strategie i-tého hrace. Rekneme, 7e
strategie s} je striktné dominovana strategii s/ , jestlize pro kazdou kombinaci
strategii ostatnich hracu je vyplata i-tého hrace pii strategii s; mensi nez pri

.
strategii s; , tedy
/ !
Ui (815 vy Si15 855 Sig1eees Sn) < Ui(81, 0, 821, 57, Sip1-e, Sn)

pro kazdou volbu S1y ey Si—1,Si4+1---ySn % mnoiiny Sl X... X S,L',l X Si+1 X... X Sn

Vratme se jesté ke strategiim vézernského dilematu. Hraje-li prvni hrac¢
strategii P, je pro druhého hrace lepsi hrat P nez N. Zvoli-li prvni hrac stra-
tegii N, je pro druhého znovu lepsi P nez N. Strategie P je tedy pro druhého
hréace ve vSech pripadech lepsi nez N. Podle predchozi definice je strategie N
striktné dominovana strategii P. Stejny zavér dostaneme pro strategie prv-

niho hrace. Strategie N je opét dominovana strategii P.

Je vidét, ze racionélni hrac¢ nebude pouzivat striktné dominovanou stra-
tegii. Tedy jedinym racionalnim vysledkem vézerniského dilematu je (P, P),
oba hradi se pfiznaji a vyplata je (1,1). Zajimavé na tomto vysledku je, ze
existuje kombinace strategii, (N, V), ktera dava lepsi vysledek pro oba hrace.

Vysledek hry tedy neni Pareto optimélni.

1.3 Redukce dominovanych strategii

Pokud ptfedpokladame, ze se hraci chovaji racionalné, mizeme ve statické hie
striktné dominované strategie zcela ignorovat (pozdéji uvidime ze v dynamic-
mohou byt znovu strikté dominované strategie a redukce miize pokracovat
dal.

Jako priklad uvazujme nasledujici hru, v niz ma prvni hrac¢ dvé strategie,
A a B, zatimco druhy hrac¢ ma tfi strategie, C, D a E. V normalnim tvaru je

hra dana tabulkou



A | B
Cl21]14
D|[23]12
E|12]31

Z tabulky zjistime, Ze strategie E druhého hrace je striktné dominovana
strategii D (porovname druhé polozky ve tfetim fadku se stejnymi polozkami
ve druhém Fadku, ve tfetim jsou vSechny mensi) . Raciondlni hrac tedy stra-
tegii E hrat nebude. Prvni hrac, pokude vi Ze jeho soupef je racionalni, ji

z dalSich vah muze vyradit. Tim se hra redukuje na nasledujici jednodussi

hru
A | B
cl21/|14
D|23]1,2

V této hfe je strategie B prvniho hréace striktné dominovana strategii A (po-
rovnavame prvni polozky v prvnim a druhém sloupci). Pokud tedy druhy hrac¢
vi, ze prvni hrac¢ je racionalni, a vi, ze prvni hrac¢ vi ze druhy je racionalni,

miuize hru dale redukovat. Vynechanim této strategie dostaneme tabulku

A
Cl21
D23

Nakonec i v této hie existuje striktné dominovana strategie, Pro druhého
hréace je lepsi hrat D nez C. Racionalnim vysledkem hry je tedy kombinace
strategii (A,D), s vyplatou (2,3).

Uvaha, kterou jsme pravé provedli, se naz§va postupna eliminace striktné

dominovanych strategii.

Zdturaznéme jesté, ze predpoklad racionality neznamend jen to, Ze oba
hraci jsou racionalni, ale i to ze védi o druhém Ze je racionalni, ze védi ze on
to vi o nich, a tak dal. To se obvykle vyjadiuje slovy: racionalita hracu je

vSeobecné znama.



1.4 Nashova rovnovaha

Existuji-li v dané hie striktné dominované strategie, pak jejich eliminace
je obvykle prvnim krokem v analyze hry. Casto ale takové strategie zadné
nejsou a metoda z predchozi podkapitoly se nedd pouzit. Uvazujme jako

priklad nasledujici hru

K| H
K|23]|00
H|00]3.2

Snadno se presvédcime, ze neméa zadné dominované strategie. Hra se ob-
vykle nazyva partnersky souboj . Hraci jsou dva pratelé, Petr a Jana, kteri

by radi byli vecer spolu, ale nemohou spolu komunikovat.

Oba maji dvé moznosti, bud jit do kina (strategie K), nebo do hospody
(strategie H). Pfedchozi tabulka vyplat odpovida faktu, Ze oba by radéji
stravili veCer spolu nez sami, Petr ale dava prednost hospodé ptfed kinem,

zatimco Jana kinu pred hospodou.

Abychom mohli analyzovat hry ve kterych postupna eliminace domino-
vanych strategii neni pouzitelna, zavedeme obecnéjsi pojem Nashovy rovno-

vahy.

Definice 1.4.1. Necht H je hra v normalnim tvaru, H = {5, Ss, ..., Sp; u,
Usg, ..., Uy }. Pak n-tice strategii s7, s3, ..., s& davad Nashovu rovnovahu, jestlize
pro kazdého hrace je s! nejlepsi odpovéd (pfipadné jednou z nejlepsich od-
povédi, pokud je jich vice) na strategii uréenou pro ostatnich n — 1 hrac,

* k * *
8150 8i_1, Sip1-- Sy Tedy

* * * * * * * * *
Ui (8], ey 851, 81814 1->5n) = Ui(ST5 ey Sj_15 5y Sipq--s Sp)

pro kazdé s; € S;.

Jinymi slovy, s; je Fesenim maximalizacni tlohy

* * * *
MAX Ui (57, oy S;_15 Sir Sjp1--s Sp)
;€85



Pokud dana kombinace strategii neni Nashova rovnovaha, pak nejméné
jeden z hraci ma divod se od této kombinace odchylit. Z tabulky vyplat v
partnerském souboji je vidét, Ze tato hra nema striktné dominované strate-
gie. Nashova rovnovaha se hleda zpravidla tak, ze v kazdém fadku najdeme
nejlepsi odpovéd (pfipadné odpovédi, je-li jich vic) na strategii druhého hrace
urcenou timto fadkem, a pfislusnou vyplatu prvniho hrace podtrhneme. Po-
tom udélame totéz pro sloupce, v kazdém u nejlepsi odpovédi druhého hrace
podtrhneme jeho vyplatu. Nashovu rovnovahu tvoii pravé ty kombinace stra-
tegii, u kterych jsou obé vyplaty podtrzené. Partnersky souboj ma dvé Na-

shovy rovnovahy, kombinace (K,K) a (H,H).

Vzéajemny vztah mezi redukci dominovanych strategii a Nashovou rovno-
vahou popisuje nasledujici tvrzeni: pokud eliminace striktné dominovanych
strategii vede k jednoznacnému vysledku hry, danému kombinaci strategii

*

s, ..., s, pak tato kombinace je jedinou Nashovou rovnovahou této hry.
Priklad 1.4.2. Budeme analyzovat hru dvou hract, ktefi se chtéji rozdélit
0 100 K¢. Kazdy z nich soucasné oznami ¢astku, kterou by chtél pro sebe, ¢y,
resp. co, kde 0 < 1,9 < 100 . Je-li ¢; 4+ o < 100 pak kazdy dostane castku
kterou oznamil. Je-li ¢; 4+ co > 100 nedostane nikdo nic. V této hie je prostor
strategii obou hraci teoreticky nekoneény, popsany intervalem [0,100]. To
nastésti nijak nekomplikuje hledani Nashovy rovnovahy. Snadno se ukaze, ze
pro libovolné s € [0, 100] je kombinace strategii ¢; = s, co = 100— s Nashovou
rovnovéhou, nebot pii takové kombinaci by odchyleni se libovolného z hraci,
jak smérem nahoru, tak smérem dolu, vedlo k nizsi vyplaté. Dalsi kombinaci

strategii spliujici podminky Nashovy rovnovahy je ¢; = 100, co = 100.

Vice prikladi Nashovy rovnovahy uvidime v nasledujici podkapitole na

klasickém ekonomickém modelu duopolu.
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1.5 Model duopolu

V této podkapitole popiseme takzvany Bertrandiv model duopolu. Budeme
uvazovat trh ovladany dvéma vyrobci, kteri vyrabéji dva podobné, ale ne
uplné stejné vyrobky. Firmy soucasné urcuji cenu svého vyrobku (na rozdil
od Cournotova modelu, kde soucasné urc¢uji velikost produkce). Predpoklé-
dejme, ze pokud firma 1 zvoli cenu ¢; a firma 2 cenu ¢y, bude poptavka po

vyrobku firmy ¢ rovna
pi(ci,cj) = a—¢; + bey,

kde b je kladny koeficient reprezentujici miru s jakou je vyrobek firmy i na-
hrazkou za vyrobek firmy j. Takova funkce poptavky zachycuje samoziejmou
skutecnost, ze zvysSeni ceny jednoho vyrobku zvysi poptavku po druhém. Déle
budeme predpokladat, ze marginalni ndklady na vyrobu pro obé firmy jsou
rovny m < a, a fixni naklady jsou nulové.K tomu, abychom mohli problém
zformulovat jako statickou hru, musime jesté zadat vyplatni funkci. Pfedpo-
kladejme, Ze je pfimo rovna zisku firmy. Tedy pfi cenach ¢y, co je vyplata i-té
firmy

zi(ci, ¢j) = pi(ci, ¢j)[ei —m] = [a — ¢; + bey][e;i — ml.

Kombinace strategii cj, c5 bude Nashova rovnovaha, pokud bude ¢ feSenim
maximalizac¢ni tlohy

oJax zi(ci, €5).

Po dosazeni dostaneme

Ogixoo[a — ¢ + bcf][e; — m.

Funkce kterou chceme maximalizovat, je kvadraticka v proménné c;. Ma tedy
jediné maximum, které snadno najdeme,
* 1 *
c = E(a + bcj +m).

Kombinace cf, ¢5 bude tedy Nashova rovnovaha, pokud bude platit
*k 1 >k
= §(a—|— bcy +m)

11



1
cy = §(a + bey +m).
Jedinym FeSenim téchto rovnic je

a+m
2—-b

L

Odtud vidime, ze Bertrandiv model dava smysl jen pro hodnoty parametru
b mensi nez dvé. Cim je b bliz této limitni hodnoty, tim vy$si je rovnovazna

cena.
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Kapitola 2

Smisené strategie a Nashova
véta

Zopakujme si nejdiive nékteré pojmy z teorie pravdépodobnosti, které bu-

deme dale potiebovat.

2.1 Ocekavana vyhra

Pfipomenme, Ze pravdépodobnostni prostor zpravidla oznacujeme (2, .4, P),
kde €2 je prostor elementarnich jevi, t.j. vSech moznych stavii modelovaného
systému, které chceme rozliSovat. A je mnozina vSech pozorovatelnych jevi.
PrvkyA jsou podmnoziny €). Jev je tedy mnozina elementarnich jevi, které
jsou s nim slucitelné.

P: A — (0,1) je pravdépodobnostni mira. V diskrétnim piipadé staci
znat hodnoty této miry na elementarnich jevech, tedy P: Q — (0,1). P(w)

je pak pravdépodobnost elementarniho jevu w a pro obecny jev A € A plati

P(A) =) P(w).

w€eA

Diskrétni nahodna velic¢ina je funkce
X :Q—{xy,29,...} TR,

kde {z1,xs, ...} je diskrétni podmnozina R.

13



Definice 2.1.1. Pravdépodobnostni funkce ndhodné veliciny X je defino-

vana jako
Definice 2.1.2. Distribu¢ni funkce nadhodné veli¢iny X je

F(z)=P(X <ux).
Pripomenme si jesté definici nezavislosti dvou jevi.

Definice 2.1.3. Jevy A, B C () jsou nezavislé, jestlize

P(ANB)

P(A):Wv

tedy

P(ANB) = P(A)P(B).
Jinymi slovy, vime-li, ze nastal jev B, nezméni to pravdépodobnost jevu A.
Definice 2.1.4. Diskrétni ndhodné veli¢iny X a Y jsou nezawvislé, jestlize
jevy {X ==z} a {Y =y} jsou nezévislé pro vSechna = a y. Jinymi slovy,

znalost hodnoty X nedava zadnou informaci o hodnoté Y.
Pravdépodobnostni funkce obsahuje vSechny informace o uvazované na-

hodné veli¢ingé. Casto ndm ale staéi jeji ¢iselné charakteristiky.

Definice 2.1.5. Ocekavani (stfedni hodnota) ndhodné veli¢iny X s prav-

dépodobnostni funkci f(z) je definovana jako

E(X)= Y xf(x),

z: f(z)>0
je-li fada absolutné konvergentni.

Ocekavani muzeme vypocitat také pomoci vztahu

E(X)=) X(w)P(w).

we

14



2.2 SmiSené strategie

Jak jsme jiz vidéli, v n€kterych jednoduchych hrach neexistuje zadna Nashova
rovnovaha, v nékterych hrach jich naopak muze byt nékolik.

V nékterych situacich je hlavni snahou hrace zabranit tomu, aby protivnik
byl schopen odhadnout jeho strategii. Jednou moznosti jak toho dosahnout,

je volit strategii ndhodné.

Definice 2.2.1. Uvazujme hru v norméalnim tvaru
H =1{51,8,...,Sn;u1,uz, ..., up },

kde
Si = (Sity .-+, Sik)-
Pak smisenou strategii i-tého hrace rozumime pravdépodobnostni rozdéleni
na S,
pi = (Dits - - -, Pir),
kde p;; udava s jakou pravdépodobnosti bude i-ty hrac¢ hrat j-tou strategii.
Ryzi strategie mlizeme ziejmé chapat jako specidlni piipad smisenych
strategii, kde pravdépodobnostni funkce degeneruje a pritazuje pravdépodob-
nost jedna této strategii a pravdépodobnost nula vSem ostatnim strategiim.
Uvazujme hru dvou hrac¢u a jejich strategie S; = (s11,...,517) a So =
(S215 ..., Sok ). Jejich smiSené strategie necht jsou dany pravdépodobnostnimi

rozdélenimi

P11 = (pn, -"7P1J)

b2 = (p217---7p2K)-

Pak ocekavana vyplata prvniho hrace pii pouziti téchto strategii bude

rovina

J K
U1 (p17p2) = ZPU ZP%W(SU, 32@')-
j=1 i=1

Analogicky, vyplata druhého hrace bude rovna

15



K J
U2(P17p2) = Zp% ZPUUz(Slj, 821).
i=1 j=1

2.3 Nashova véta

Pojem Nashovy rovnovahy ma prirozené rozsifeni na smisené strategie.

Definice 2.3.1. Uvazujme hru dvou hra¢a v normalnim tvaru
H = {54, S2;u1,us},. Dvojice smiSenych strategii pi,p; je Nashova rovno-
vaha, jestlize plati

v1(p1, p5) = vi(p1,p3)

pro vSechny smisené strategie prvniho hrace p; a

U2(p>{7p;) Z U?(p;pQ)

pro vSechny smisSené strategie druhého hrace p,.
Analogicky se definuje Nashova rovnovaha pro hru vice nez dvou hraci.
Jednim ze zasadnich vysledki teorie her je Nashova véta, ktera zarucuje
existenci Nashovy rovnovahy ve smisenych strategiich, pro libovolnou konec-

nou hru.

Véta 2.3.2. Necht H je hra v normdlnim tvaru, pro konecny pocet hraci
s koneéngm pocéem strategii, H = {S1, Sa, ..., Sp; u1,Usa, ..., u, }. Pak existuje
alespon jedna Nashova rovnovdha v prostoru smisenych strategii.

Poznamenejme jesté, ze plati nasledujici elementarni vlastnost. Smisena
strategie p je nejlepsi odpovédi na smiSenou strategii p}, jestlize kazda ryzi
strategie, které je prifazena nenulova pravdépodobnost, je také nejlepsi od-
povédi na strategii pj.

Dtikaz Nashovy véty je zalozen na vétach o pevném bodu.

16



Kapitola 3

Dynamické hry s aplnou
informaci

V této kapitole shrneme zakladni pojmy a pfiklady dynamickych her s tplnou

informaci.

3.1 Extenzivni tvar hry

V dynamickych hrach probiha rozhodovani v nékolika krocich. Na rozdil od
statickych her je vyhodné popisovat hru ne v normalnim tvaru, ale pomoci
posloupnosti "tahii” jednotlivych hract. Takovy popis se nazyva extenzivni

tvar hry.

Z predchozi kapitoly vime, ze v normalnim tvaru hry se zadava

1. seznam hract ve hie
2. strategie které maji jednotlivy hraci k dispozici

3. vyplata kazdého z hract pri vSech kombinacich strategii které hraci

mohou vybrat.
V extenzivnim (rozsifeném) tvaru hry se zadava

1. seznam hrac¢u ve hie

17



2. kdy je ktery hrac¢ na tahu; jaké ma hra¢ moznosti v kazdé situaci kdy

je na tahu; jaké ma hrac¢ informace v kazdé situaci kdy je na tahu
3. vyplata kazdého hrace pri vSech moznych kombinacich tahii které mohli

hraci zvolit.

V normélnim tvaru se tedy zadéavaji celkové strategie hracid, zatimco v

extenzivnim tvaru jednotlivé tahy.

Definice 3.1.1. Strategie hrace je uplny plan jeho akci, ktery urcuje kterou
z moznych akci hrac zvoli v kazdé situaci, kterd muize ve hie nastat a v niz

je tento hrac¢ na tahu.

Poznamenejme, Ze je nutné urcit i akce v situacich, které by pfi racional-

nim pribéhu hry nemohli nastat.

Priklad prevodu z rozsifeného tvaru do norméalniho tvaru si ukdzeme na

tfidé jednoduchych dynamickych her. Jejich casovani je nasledujici:
1. V prvnim kroku hrac¢ 1 zvoli svoji akci a; z mnoziny moznych akei A;.

2. Ve druhém kroku hrac¢ 2 pozoruje a; a zvoli svoji akci ay z mnoziny

moznych akci A,
3. Ve tfetim kroku obdrzi hraci vyplaty ui(aq,as) a us(a, as).

Hra je tedy dana v rozsifeném tvaru. Abychom ji pfevedli do normalniho
tvaru, musime urcit celkové strategie obou hract v celé hie. Predpokladejme
pro jednoduchost, ze A; i A; maji dva prvky, A1 = {1, s}, As = {1, B2}
Prvni hra¢ méa dveé strategie, vybrat bud «; nebo as. . Na druhé strané, druhy

hra¢ ma celkem Ctyfi strategie:
1. Na akci a; reagovat tahem [, a na akci a, tahem f;.

2. Na akci «y reagovat tahem (; a na akci ap tahem fs.
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3. Na akci oy reagovat tahem [y a na akci ay tahem [;.

4. Na akci oy reagovat tahem 5 a na akci ap tahem [s.

Prostor celkovych strategii druhého hrace musime tedy odlisit od pro-

storu jeho moznych taht ve druhém kroku.

Hlavni metodou pro feseni dynamickych her je zpétna indukce.

3.2 Zpétna indukce

Hra v extenzivnim tvaru se obvykle znazornuje pomoci herniho stromu. Do
uzli zapisujeme ktery hrac je na tahu, hrany predstavuji mozné akce jednot-

livych hraci. Ke koncovym uzliim piSeme pfislusnou vyplatu hracu.
Uvazujme nasledujici hru
51

C
2
°

W
-
BN

F
e 0,0

Hru budeme fesit pomoci zpétné indukce. Za¢neme od posledniho kroku,
kdy je na tahu druhy hrac¢. Pokud prvni hrac¢ hraje A, bude racionalni druhy
hrac hrat D, s vyslednymi vyplatami (1,2), protoZe dava pro néj lepsi vysledek

nez C. Podobné, hraje-li prvni hrac¢ B, je pro druhého racionalni odpovéd E,
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s vyplatami (2,1). Ted mizeme ptejit k prvnimu kroku hry. Racionélni prvni
hrac¢ vi vsechno, co jsme pravé odvodili.

Jeho rozhodovani se tedy redukuje na vybér mezi A, které po racionalni od-
povédi druhého da vyplatu (1,2), a mezi B, které po racionalni odpovédi da
vyplatu (2,1). Pro prvniho hrace je tedy vyhodnéjsi druhd moznost, hrat B.
Racionalnim vysledkem hry je tedy posloupnost akci (C, E), s vyslednou vy-
platou (2,1).

Pro srovnani pievedeme ted hru do normélniho tvaru a budeme hledat
Nashovu rovnovahu. Strategie druhého hrac¢e budeme oznacovat takto. (P’
P’) bude oznacovat strategii: na tah A prvniho hra¢ odpovéz C, na tah B
prvniho hra¢ odpovéz D, a analogicky pro ostani tii strategie druhého hrace,
(P, D), (D, P’), (D’, D’). Pfitom prvni odpovédi druhého hrace se rozumi
krok nahoru v predchozi tabulce, tedy C nebo E. V normélni tvaru hry

dostaneme nésledujici tabulku:

PP |PD | D.P | DD
P| 51 | 51 | 12 | 12
D| 21 | 00 | 2L | 0,0

Ukazuje se, ze hra ma prekvapivé dvé Nashovy rovnovahy. Vedle feSeni

které jsme nasli zpétnou indukei jeste kombinaci P, (P’, P') s vyplatou (1,2).
Abychom pochopili pro¢ je to tak, podivejme se znovu na obrazek znazornu-

jici extenzivni tvar hry.

Pro druhého hrace je vyhodnéjsi, aby prvni hral P, protoze pak mize
ziskat 2 namisto 1. Jeho strategii (D’,D’) tedy muZzeme chépat tak, Ze druhy
hra¢ prvnimu vyhrozuje, Ze na jeho tak D zahraje D’, a prvni na tom bude
hii nez kdyby hral P. Tato hrozba ale neni vérohodné, protoze v situaci kdy

by racionalni druhy hrac¢ mél prilezitost ji uskutecnit, neudélal by to.

3.3 Model oligopolu s dominantni firmou

V této podkapitole uvazujme znovu model duopolu, tentokrat v situaci kdy

na trhu existuji dvé firmy, z nichz jedna je dominantni. Ta urcuje cenu svého
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vyrobku jako prvni. Ostatni predpoklady budou stejné jako v ptivodnim sta-
tickém Bertrandové modelu z predchozi kapitoly.

Hru budeme fesit zpétnou indukci. Pro zvolenou cenu prvni firmy ¢; fesi
druha firma tlohu

max(a — ¢z + bey)(ca — m).
c2

Tak jako v ptivodnim modelu najdeme optiméalni feSeni (funkce je opét kva-
dratickd),

1
Cy = 5(@ + bey +m).
Prvni hrac¢ vi, ze tato hodnota je optimalni odpovédi druhého hrace. V prv-
nim kroku tedy resi optimaliza¢ni tlohu, kdy do své vyplatni funkce dosadi
optimélni odpovéd druhého hrace. Hled4 tedy

1
max(a — ¢; + b§(a +bey +m))(c; —m).

C1

Maximalizovana funkce je znovu kvadraticka. Po jednoduchych tpravach do-

staneme
(2+b)(a+m) — mb?

202
K tomu, aby mél model smysl, musi byt v tomto pripadé parametr b mensi

nez v/2.

C1 =

Definice 3.3.1. Informacni mnozina pro daného hrace je soubor rozhodo-

vacich bodl s nasledujicimi vlastnostmi:
1. hrac¢ je na tahu v kazdém bodé dané informac¢ni mnoziny

2. kdyz se hra dostane do nékterého bodu informac¢ni mnoziny, hra¢ nevi

ve kterém jejim bodé se hra nachézi.

Specialné z této definice plyne, Zze hra¢ musi mit v kazdém bodé dané
informa¢ni mnoziny stejné moznosti. Jinak by jeji body od sebe rozeznal

pravé podle liSicich se moznosti.
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3.4 Podhry

Definice 3.4.1. Podhra hry v extenzivnim tvaru je hra kterd zac¢ina v roz-
hodovacim bodu B, ktery mé nasledujici tfi vlastnosti. Je jednoprvkovou
informac¢ni mnozinou, obsahuje vSechny rozhodovaci body které v hernim

schématu nasleduji za B, a nerozdéluje zadnou informac¢ni mnozinu

Kazdou podhru tedy mtizeme analyzovat jako samostatnou hru.

Definice 3.4.2. (Selten) Nashova rovnovaha je dokonald (perfektni) vzhle-
dem k podhram, jestlize strategie hrac¢t davaji Nashovu rovnovahu v kazdé

podhie.

Privlastek vzhledem k podhram se casto vynechava. Hlavnim vyznamem
této definice je, ze takto modifikovana definice Nashovy rovnovahy uz vylouci
nevérohodné hrozby. Jedina dokonald Nashova rovnovaha ve hie z odstavce

2.2.1 je ta kterou jsme nasli zpétnou indukeci.
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Kapitola 4

Bayesovské hry s neuplnou
informaci

Cilem této kapitoly je zavést zakladni pojmy Bayesovskych her na prikladu
statickych her. Potom se budeme vénovat konkrétnim prikladim dynamic-

kych Bayesovskych her.

Hra s netplnou informaci je hra ve které kazdy hrac¢ zna svoji vlastni

vyplatni funkei, ale neni si jist vyplatni funkci ostatnich hracu.

Ozna¢me mozné vyplatni funkce i-tého hrace jako u;(aq, ag, ..., an, t;), kde
t; oznacuje typ i-tého hrace. Kazdé ¢; je prvkem mnoziny moznych typt i-
tého hrace, T;.

i-ty hrac sice nezna typ ostatnich hraci, ale mé o nich néjaky nazor, vyja-

dfeny pravdépodobnostnim rozdélenim p;(t_;|t;), kde t_; = (¢, ..., ti—1, tiy1, ..

oznacuje typy ostatnich hraci.

4.1 Statické bayesovské hry

Definice 4.1.1. Ve statické Bayesovské hie se zadava

1. prostor moznych akci jednotlivych hracu Ay, ..., A,,
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2. prostor moznych typt hraca, 11, ..., T,

3. pravdépodobnosti py, ..., pn, které jednotlivy hraci pritazuji typtam ostat-

nich

Typ i-tého hrace t; € T; je znam jemu samotnému, a urcuje jeho vyplatni
funkei w;(ay, ..., an; t;). Takovou hru budeme oznacovat
H = (A17 (ERE) An7 T17 ) Tn7p17 vy Pny ULy -eny un)

Casovani statické bayesovské hry je nasledujici:

1. je uréen vektor typt hrac¢a (ti,...,t,).
2. kazdému hraci je oznamen jeho typ, ale ne typy ostatnich
3. hraci soucasné vyberou akce aq, ..., a, z prostori Ay, ..., A,.

4. hraci obdrzi vyplaty u;(aq, ..., a,;t;).

Definice 4.1.2. Strategie i-tého hrace ve statické bayesovské hie je funkce
si(t;) ktera pro kazdy z moznych typt ¢; urcéuje akci z mnoziny A; kterou by

typ t; zvolil kdyby byl v prvnim kroku vybran.

Mohlo by se zdat zbytecné aby i-ty hrac¢ urcoval svoje akce i pro typy
kterymi neni, kdyz on sdm sviij typ zna. Pfi svém rozhodovani ale musi brat
v uvahu akce ostatnich hracd, a ty zavisi na tom co si ostatni hraci mysli o

jeho vlastni akci, ktera zavisi na t;.

Ve hte s netplnou informaci se hraci snazi maximalizovat ocekavanou vy-
platu vzhledem k pravdépodobnostem prifazenym jednotlivym typiim sou-
perii. Nasledujici definice zobecniuje pojem Nashovy rovnovahy na hry s ne-

uplnou informaci.

*

Definice 4.1.3. n-tice strategii (s, ..., s5) ve statické bayesovské hie

ey Op

H = (A, .., AT, ..., T, p1y ooy Dny U, ooy Uy ), tVOFL bayesovskou Nashovu

24



rovnovahu, pokud plati

s; (i) = max wi(s1(t1), -y Sio1 (tie1)s @iy 83y (in)s oo 5, ()3 )i (E—i] ).
t_ €T
Zdiraznéme, ze v této definici podminka musi platit pro vSechny mozné
typy kazdého hrace. V bayesovské Nashové rovnovaze tedy zadny hra¢ neméa
divod ménit svoji strategii, i kdyby se tato zména tykala jen jednoho jeho
mozného typu, at uz realizovaného, nebo nerealizovaného. Ilustraci tohoto

pojmu uvidime v dalsich prikladech.

4.2 Signalni hry

V této podkapitole se zacneme vénovat dynamickym hram s netplnou in-
formaci. V téchto hrach hraci znaji svoji vyplatni funkci, ale nejsou si jisti
vyplatni funkci svych souperi. Pti analyze hry musi kazdy hrac brat v ivahu
mozné typy soupeii a jim pfislusné vyplatni funkce. Nutnym predpokladem
pro analyzu hry je schopnost pfifadit jednotlivym typtim soupeft pravdépo-

dobnost jejich vyskytu.

Zakladni myslenky a pojmy popiseme na jednoduchém piipadu signalnich

her.

Signalni hry predstavuji jeden z nejjednodussich a soucasné nejdilezi-
téjsich prikladid dynamickych bayesovskych her. Signélni hry se ztcasni dva

hréaci, odesilatel (hra¢ O) a pifjemce (hrac¢ P). Casovani hry je nésledujici:

1. Je vybréan typ odesilatele z mnoziny moznych typu T = {t1,ts, ..., t, }.
Ptitom pravdépodobnosti jednotlivych typu jsou p(t;), kde p(t;) > 0

pro vSechna ¢ a

Z p(ti) =1

2. Odesilatel pozoruje t; a vybere zpravu z mnoziny pripustnych zprav

(signalt) Z = {21, 29, ..., 21}
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3. Prijemce pozoruje zpravu odesilatele z;, ale nepozoruje jeho typ t;. Na
zékladé zpravy vybere akci z mnoziny pripustnych akci
A={ay,...,an).

4. Hraci obdrzi vyplaty u,(t;, zj, ar) a u,(t;, 25, ag) -

Poznamenejme, ze jako obvykle, T', Z, A mohou byt i nekone¢né mnoziny,

nejcastéji intervaly na realné ose.

Uvazujme ted jednoduchy piipad kdy T = {t1,t2}, Z = {z1,20}, A =
{ai, as}. Piipomenme Ze strategie hrace je Gplny plan jeho akci pro vSechny
situace které mohou ve hie nastat. V nasi signalni hfe ma tedy hrac¢ O celkem

CtyTi strategie:
1. hrat z; je - li vybrany typ t; a stejné tak z; je-li vybrany typ t..
2. hrat z; , resp. zo je-li vybrany typ t; , resp. to.
3. hrat zy , resp. 2 je-li vybrany typ ¢, , resp. ts.
4. hrat zy je-li vybrany typ ¢; a stejné tak pro ts.
Podobné ma i prijemce P Ctyfi strategie

1. hrat a; je - li odeslana zprava t; a stejné tak a; je-li odeslana zprava

29.
2. hrat aq , resp. as je-li odeslana zprava z; , resp. 2s.
3. hrat as , resp. a; je-li odeslana zprava t, , resp. ts.
4. hrat as je-li odeslané zprava t; a stejné tak as je-li odeslané zprava zs.
Strategiim 1 a 4 budeme fikat spojujici (odpovéd je v nich stejnd pro oba

mozné vysledky predchoziho tahu), strategiim 2 a 3 budeme fikat rozdélujici.

Budeme predpokladat, ze hra ma nasledujici prirozené vlastnosti:
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1. Hra¢ P, potom co pozoruje zpravu od hrace O, musi mit néjaky nazor na
to ktery z typt mohl zpravu poslat. Ten je vyjadien pravdépodobnost-
nim rozdélenim p(t;|2;) kde pu(ti|z;) > Oprot; € T'a ], o pu(tilz;) = 1.

Hrac P bude ziejmé chtit maximalizovat ocekavanou vyplatu, pii prav-
dépodobnostech které prirazuje jednotlivym typtm hrace O. To vyja-

diuje nasledujici vlastnost.

2 (pro prijemce). Pro kazdé z; € Z akce piijemce maximalizuje o¢ekdvanou

vyplatu pro dany néazor x(t;]z;). Tedy a*(z;) je FeSenim tlohy

max Z p(ts|z)up(ti, 25, ax)
t; €T
Na rozdil od piijmce ma odesilatel Gplnou informaci. Jeho optiméalni

strategii popisuje nasledujici vlastnost.

2 (pro odesilatele). Pro kazdé t; € T odesilatelova zprava z*(¢;) maximali-
zuje jeho vyplatu pii strategii pifjemce a*(z;) . Tedy 2*(¢;) je FeSenim
tlohy

max uo(ti, 2, a” (%))
Pro danou strategii odesilatele z*(¢;) necht 7 oznac¢uje mnozinu typt

které odesilaji z; . Tedy t; € T} jestlize 2*(t;) = z;.

3. Pro kazdé z; , pokud existuje ¢; € T takové, ze z*(t;) = z; pak nézor
hrace P v informac¢ni mnoziné odpovidajici z; musi vyplyvat z Bayesova
vzorce a ze strategie odesilatele. Tedy

i) = =2 _pifi;(tj)

Definice 4.2.1. Dokonala Bayesovska rovnovaha v signalni hie je dvojice

strategii p*(t;) a a*(z;) spolu s ndzorem p(t;|2;), spliujici vlastnosti 1-3.
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4.3 Signalni model trhu prace.

Budeme uvazovat nasledujici verzi Spenceova signalniho modelu trhu prace
se tfemi hra¢i. Prvnim hrac¢em je uchaze¢ o zaméstnani (hrac¢ U), dalsimi
dvéma jsou firmy nabizejici praci (F, Fy).

Casovani hry je nasledujici:

1. Jsou urceny schopnosti « hrace U, bud jsou vysoké (o« = V) | nebo

nizké (o« = N). Pravdépodobnost toho Ze a =V je rovna q.
2. Uchazec pozoruje svoje schopnosti a urci si troven svého vzdélani e > 0.

3. Firmy F) a F, pozoruji uchazecovo vzdélani, ale ne jeho schopnosti, a

soucasné nabidnou uchazeci plat.

4. Uchaze¢ si vybere vyssi nabidku mzdy (pokud jsou stejné, hodi si ko-

runou). Jeji hodnotu ozna¢ime w.

5. Vyplatni funkce pro uchazece je w—c(q, e) , kde ¢(a, €) je cena vzdélani
pro uchazece typu a. Pro firmy je vyplata y(«a, e) —w , kde y(«, €) je hodnota
pracovniho vykonu uchazece se schopnostmi a a vzdélanim e. Pokud firma

nezameéstna uchazece, je jeji vyplata nula.

Budeme studovat rovnovahu v niz firma interpretuje troven vzdélani jako
signal o schopnostech uchazece. Pfirozenym ptfedpokladem Spenceova mo-
delu je

ce(N,e) > c.(V,e),
tedy marginalni cena vzdélani je vyssi pro uchazece typu N. Cenou vzdélani
se v tomto pfipadé nemysli Skolné ani jiné podobné vydaje, ale pouze usili
které musi uchaze¢ do vzdélani vlozit. To je samoziejmé mensi ma-li hrac
schopnosti V. Dalsim zjednodusujicim predpokladem je, zZe konkurence stla-

cuje zisk firem na nulu.

Uvazujme nejdiiv analogii této hry, ve které jsou schopnosti uchazece
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vefejné znamé. V tom pripadé firma nabidne (z predpokladu nulového zisku)
uchaze¢i mzdu w = y(a, e) . Uchaze¢ pii vybéru vzdélani prosté maximalizuje
svoji vyplatni funkci

y(a, e) — c(a, e)

pfes vSechny mozné hodnoty e. Oznacme FeSeni této tulohy e*(a).

Protoze v ptivodni hie schopnosti uchazece jsou jeho soukroma informace,
uchazec¢i s nizsimi schopnostmi se otvird moznost tvarit se ze mé vysoké
schopnosti. V zavislosti na marginalni cené vzdélani obou typt mtzeme do-
stat dva pfipady. V prvnim pfipadé je pro uchazece se schopnostmi N prilis
drahé ziskat vzdélani e*(V') . V tomto pripadé se dé fict Ze typ N nemé divod

zavidét typu V jeho vyssi vyplatu. Tak tomu bude pokud
w*(N) = (N, e*(N)) > w* (V) — ¢(N, e"(V)).

V opac¢ném pripadé, kdy plati opacna nerovnost, mtze typ N zavidét typu V,
a chtit se tvarit jako V. Budeme se vénovat tomuto zajimavéjsimu pripadu.
Kdybychom schopnosti uchazece modelovali jako spojitou veli¢inu, dostali

bychom vzdy tento piipad, pro dostate¢né blizké hodnoty schopnosti.

Existuji jak spojujici tak rozdélujici perfektni Bayesovské rovnovahy, my
se omezime na nékolik prikladi. Ve spojujici rovnovaze zvoli oba typy stejnou
uroven vzdélani, e;. Podle vlastnosti 3 se nazor firem po prijeti zpravy e
nezméni, rovna se tedy apriorni pravdépodobnosti q. Firmy tedy nasledné

nabidnou
Wy = qy(V, ep) + (1 - Q)y(Nu ep)'

K taplnému popisu rovnovaznych strategii musime pfidat jednak nazor firem
pro vybér vzdélani odlisny od e, ktery urci jejich nabidku v tomto ptipadé,
a dale ukazat ze nejlepsi odpovédi uchazect na strategii firem w(e) je hrat

e = es. To odpovidé vlastnostem 1 a 2(0).
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4.4 Kapitalova struktura firmy

V tomto modelu vyatupuji dva hraci. Majitel existujici firmy (M), ktery ma
novy projekt, a investor, ktery mtize nebo nemusi chtit projekt financovat (I).
Predpokladejme, Ze existujici zisk firmy je bud vysoky, Z = V, nebo nizky,
Z = N. Dale oznac¢ime I hodnotu investice, R zisk z projektu. Budeme

predpokladat, ze projekt je atraktivni, tedy
R>I(1+r),

kde r je mira zisku v alternativni investi¢ni moznosti investora (naptiklad

vkladu v bance).

Casovani hry je nésledujici:
1. Je urcen zisk existujici firmy, V nebo N . Pravdépodobnost ze Z = N

jep.

2. Majitel firmy pozoruje Z a nabidne potencialnimu investorovi akciovy
podil na firmé, a , kde 0 < a <1.

3. Investor pozoruje a (ale ne Z ) a bud pfijme nebo odmitne nabidku.

4. Vyplaty hract jsou nasledujici: investor, pokud odmitne nabidku, do-
stane I(1 + r) a majitel Z. Pokud pfijme nabidku, ma investor a(Z + R) a
majitel (1 —a)(Z + R).

Pokud I véfi, ze Z = N s pravdépodobnosti ¢, pak pfijme nabidku pokud

algN +(1—q)V+R| >1(1+r).

Pro hrace M je financovani projektu vyhodné pokud

(Z+ R)a <R.

Ve spojujici rovnovaze, vira investora musi byt ¢ = p. Protoze tato pod-

minka je silnéjsi pro Z = V nez pro Z = N, , spojovaci rovnovaha existuje,
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pokud

I(1+7) < R
pN+(1-pV+R - V+R
Pro p blizko nuly to plati vzdy. Naopak, pro p blizko jedné to plati jen

pokud
R—I(1+r)> W—V.
Rozdélujici rovnovaha existuje vzdy. Majitel typu N nabidne invesorovi
I(1+7)
V+R’

ktery nabidku pfijme. Majitel typu V nabidne investorovi

14r

I
o<l R)

coz investor odmitne.
Vysledek analyzy hry ukazuje, Ze mira investic je neefektivné nizka. Pro-

jekt firmy typu V' je urcité ziskovy, ale investor jej pfesto odmitne. Podminky

pro majitele typu N jsou vzdy lepsi nez pro V.
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Kapitola 5

Opakované hry

V této casti se budeme zabyvat opakovanymi hrami, tedy hrami ve kterych
se jedna zékladni hra opakuje, bud kone¢né, nebo nekonecéné mnohokrat.
Vétsinou budeme predpokladat ze hraci znaji vysledky predchozich her, je

ale mozna i situace kdy vysledky neznaji, nebo znaji jen ¢astecné.

5.1 Konecéné opakované hry

Definice 5.1.1. Necht je ddna zékladni statickd hra H. Pak H(T) bude
oznacovat hru ve které se zdkladni hra H hraje T-krat. Pfitom hrac¢i pozoruji
vysledky vSech predchozich her pfed tim, nez zacne dalsi hra. Vyplaty v
opakované hie jsou souctem vyplat v jednotlivych kolech zakladni hry.
Zakladnim tvrzenim o téchto hrach je nasledujici véta, kterad velmi silné

redukuje moznosti pro Nashovu rovnovahu.

Véta 5.1.2. Pokud zdkladni hra md jedinou Nashovu rovnovihu, pak opa-
kovand hra H(T) md jedinou rovnovihu perfektni vzhledem k podhram. Tou
je opakovdni Nashovy rovnovdhy v kaZdém kole hry.

Predchozi tvrzeni muzeme dobre ilustrovat na opakovaném vézenském
dilematu. Predpokladejme tedy, ze hrajeme dvakrat po sobé vézenské dilema,
s pravidly a vyplatami jako v prvni kapitole. Protoze Nashova rovnovaha pro
celou hru musi byt dokonald vzhledem k podhram, ve druhé, tedy posledni
hie musi dojit k Nashové rovnovaze. Vyplatni funkce druhé hry je ale stejna

jako u zakladniho vézenského dilematu, tedy
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P | N
P| 1,1 10,0
N 0,10 | 9,9

Vime tedy, ze vysledkem hry bude vyplata (1,1). Diky tomu muZeme
napsat tabulku vyplat celé opakované hry v zavislosti na vysledku prvni hry.
Ke kazdému prvku tabulky pficteme znamy vysledek druhé hry. Dostaneme
tak tabulku

P | N
P| 22 | 111
N [ 1,11 | 10,10

Snadno ovéfime, ze jedinou Nashovou rovnovahou v této hie je opét kom-

binace strategii (P, P), s vyslednou celkovou vyplatou (2,2).

5.2 Diskontovani vyplat

Pri vypoctu celkové vyplaty jednotlivych hract ze vSech odehranych her do-
hromady se obvykle bere v ivahu ¢asova hodnota penéz. Je tedy tfeba jednot-
livé vyplaty diskontovat. Pokud uvazujeme nekonecnékrat opakovanou hru,
je tento postup také nutny k tomu, abychom se vyhnuli nekonec¢né velkym
vyhram.

Uvazujme ted nekonecénékrat opakovanou zakladni hru. Budeme predpo-
kladat, ze hraci se snazi maximalizovat diskontovany soucet vyplat z jed-
notlivych her. Diskontovaci faktor, odpovidajici bezrizikové trokové mife,
oznacime 0.

Soucasna hodnota prijmu ze vsech her,

p=(p1,- -Dty--.)

bude rovna
PV(p,6) =Y d'p:
t=0
Priimeérnou hodnotou budeme rozumét vyraz
(1 —=0)PV(p,0).
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Pokud jsou vyplaty z jednotlivych her stejné, tedy p; = po = ..., pak je

prumeérna hodnota pfimo rovna vyplaté z jednotlivé zakladni hry.

5.3 Nekonec¢né opakované hry

Dilezitym pojmem pii analyze nekonec¢nékrat opakované hry je spoustéci
strategie. [lustrujme ji na piikladu opakovaného vézenského dilematu. Spou-
Stéci strategie za¢ina v prvnim kole zahranim spoluprace. V dalsich kolech,
pokud byla vzdy hrana oboustrana spoluprace hrat ji opét. Pokud ale byla
spoluprace porusena, hrat jiz stale nespolupraci.

V dalsim vyuzijeme diskontovani vyplat, zavedené v predchozi ¢asti a
ukazeme ze pouziti spoustéci strategie dava v nekonecné opakované hie Na-
shovu rovnovahu, presto, ze v kazdé jednotlivé hie spoluprace rovnovahu
nedava.

Predpokladejme tedy, Ze prvni hrac¢ hraje spoustéci strategii. Ukazeme,
ze pro diskontovaci faktor dostatecné blizky jedné, bude spoustéci strategie
nejlepsi odpovédi druhého hrace.

Vyplata druhého hrace, pokud by porusil spolupraci hned v prvnim kole,
bude

10+5.1+52-1+~~:10+%.
Tedy spolupréace bude optiméalni, pokud

9
1-5

v

)
1 e —
0—1—1_5

Odtud dostaneme

(=%}

>

« O =

Pro takové hodnoty § dava dvojice spoustécich strategii Nashovu rovnovahu.

5.4 Reputace

V této podkapitole budeme znovu uvazovat opakované hrané vézenské di-

lema.
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Teoreticky je v opakovaném vézenském dilematu jedina perfektni Nashova
rovnovaha, opakovani nespoluprace v kazdém kroku. Nespolupraci pritom
oznacuje strategii priznat se. Vysledky experimentti s vézenskym dilematem
ale ukazuji Ze presto dochézi ¢asto ke spolupraci (tedy strategii nepiiznat se)
hlavné v hrach které nejsou prilis blizko ke konci.

Jednim z vysvétleni je pravé model ktery bere v iivahu reputaci.

Pro vétsi sugestivnost budeme strategii ptiznat se oznacovat N (nespolu-
prace) a strategii nepfiznat se jako S (spoluprice). Predpoklddejme, Ze s
pravdépodobnosti p ma hrac 1 typ jehoz strategie je nasledujici: Hra¢ hraje
v prvnim tahu spolupréaci. V kazdém dalsim tahu vybere pfesné tu akci kterou
jeho souper zahral v pfedchozim kole.

Typ hréace s touto strategii ozna¢ime ZZ (zub za zub). Druhym typem je

"racionalni” hrac¢, ktery muze hrat libovolnou strategii dostupnou v této hre
(typ R).

Disledkem predpokladii je fakt ze jakmile se 2. hrac¢ odchyli od strategie
77, je jisté ze je typu R.

Uvazujme nasledujici casovani:

1. Piiroda vybere typ prvniho hrace, s pravdépodobnosti p je to typ ZZ,
s pravdépodobnosti 1 — p je to typ R. Prvni hrac se dozvi sviij typ.

2. Hraci hraji poprvé VD. Pozoruji vysledek prvniho kola a hraji VD
podruhé.

3. Vyplaty hract jsou souctem vyplat v jednotlivych kolech.

V poslednim tahu hraje 2.hra¢ N | protoze striktné dominuje S .Tedy raci-
onalni hra¢ nemé divod spolupracovat v 1. hie, zatimco typ ZZ zac¢ne hru
spolupraci. Zbyva tedy dopocitat 1. tah prvniho hrace, ktery 2. hrac zopa-
kuje ve 2. tahu, pokud mé typ ZZ. Pokud zahraje S, dostane pl + (1 —p)b v
1. tahu a pa ve 2. tahu. (1. hra¢ ve druhém tahu uz znd typ 2. hrace, protoze

oba typy za¢inaji jinym tahem). Vybere-li N, dostane v 1.tahu pa a 0 ve 2.
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tahu Celkem tedy 1. hrac¢ vybere S jestlize

p(L—a) + (1= p)b > 0.
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Kapitola 6

Aukce a dalsi modely

Pomoci teorie her je mozné modelovat, pfipadné i vysvétlit, nékteré eko-
nomické a sociologické jevy. V této kapitole si ukdzeme néekolik takovych

prikladi.

6.1 Tragedie spolec¢ného vlastnictvi

Uvazujme nésledujici situaci. Celkovy pocet N sedlakt se rozhoduje, neza-
visle jeden na druhém, kolik krav bude chovat. Ozna¢me k; pocet krav i-tého

sedlaka. Celkovy pocet krav je tedy
K=k+ - +kn.

Sedlaci maji k dispozice pouze jednu spole¢nou pastvinu.

Dale budeme predpokladat, ze

— naklady na nakup a chovani jedné kravy jsou rovny e. Tato hodnota
nezavisi na celkovém poctu chovanych krav.

— hodnota, kterou jedna krava sedlakovi prinese, zavisi na celkovém poctu
chovanych krav a je rovna v(K). Pro funkci v plati v'(z) < 0 a v"(x) < 0,
tedy funkce v je klesajici a konkavni. To odrazi fakt, ze pri rostoucim poctu
krav na kazdou kravu pripadne na pastviné méné travy. Maximalni pocet

krav, které se vejdou na pastvinu, oznac¢ime K,, a budeme predpokladat, ze

v(K,,) = 0.
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— Dale budeme pro jednoduchost predpokladat, ze sedlaci mohou chovat
i necelociselny pocet krav. Budeme tedy uvazovat jako defini¢ni obor funkce
v interval [0, K.

Celkovy uzitek i-tého sedlaka v popsané situaci je tedy roven

k’ﬂi(k’l + ... k‘N) — Ck‘i.

Pro nalezeni Nashovy rovnovahy musime za i-tého sedlaka feSit optima-

liza¢ni tlohu

rr}caxkiv(kf+-~+ki+"'+k}kv)—cki.

K3

Reseni musi spliiovat nutné podminky prvniho fadu, tedy
v(k; + k%) + ko(k; + k%) —c=0,
kde jsme oznacili
Ky =k K kL R

Po secteni téchto rovnic a vydéleni N dostaneme pro celkovy pocet krav

v rovnovazné situaci rovnici

* K*
oK) -

V(K*) —ec=0.

Budeme-li naopak hledat spolecensky optimalni pocet krav K**, tedy

pocet pro ktery je celkovy uzitek maximélni, dostaneme rovnici
v(K*) — K™ (K*) — ¢ = 0.

7 nagsich predpokladt na funkci v dostaneme vztah mezi jednotlivymi fese-
nimi,
K* > K™,
Pokud jsou na spolec¢né pastviné chovany kravy soukromymi sedlaky, pak
bude pastvina vyuzivana vice nez je spolecensky optiméalni. Intuitivné je to
zpusobeno tim, ze kazdy sedlak bude zvysSovat pocet svych krav az do chvile,

kdy priristek hodnoty jeho stada zvySenim poctu o jednu kravu se presné
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vyrovna se ztratou, kterd je zplisobena snizenim produkce vsech ostatnich
krav. Naproti tomu, ve spolecensky optimalni situaci je zvyseni hodnoty po
pridani jedné kravy porovnavano se snizenim produkce krav i vSech ostatnich

sedlaku.

6.2 Aukce s tajnou nabidkou

P1i tomto typu aukce napisi tcastnici drazby drazenou c¢astku do obalky.
Nejvyssi nabizend ¢astka pak ziskava drazeny predmét.

Uvazujme pro jednoduchost tento typ drazby se dvéma tucastniky. Dra-
zbu muzeme modelovat jako bayesovskou statickou hru. Predpokladejme, Ze
skutecna hodnota pfedmétu pro jednotlivé hrace je vy a vy. Hrac¢ zné svoji
hodnotu, ale ne soupefovu, které ptiradi stejnomérné rozdéleni.

Pfitom prostor vSech stategii hract je dan drazenou cenou, tedy
By = By = (0,00).
Vyplata prvniho hrace je pak
v — by

pokud je by > by a je rovna nule pokud je by < bs. Situaci kdy b; = by budeme
moci zanedbat, protoze jeji pravdépodobnost bude rovna nule.

Strategii je v této hie funkce
bi (Ui)v

ktera udava nabizenou cenu v zavislosti na skute¢né hodnoté pro i-tého tcast-
nika aukce.
Strategie (b1(vy1),ba(ve)) dévaji bayesovskou Nashovu rovnovéhu, pokud

kazda z nich Tesi optimalizac¢ni tilohu

max(v; — b;) P(b; > b;(v;)).

b;
V dalsi analyze se omezime na strategie dané linearnimi funkcemi. Takové

omezeni je ospravedlnéné stejnomérnym rozdélenim hodnot v;.
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Mame tedy
bl (Ul) = C -+ d11}1

bQ(’UQ) = Cy + ngQ.

Uloha se tak zjednodusi na problém
max bZ(Ul — b»P(bl > aj + CjUj)

Budeme déle predpokladat, ze kupujici nebude nabizet vice nez maximalni
moznou nabidku soupefe, a stejné tak ani méné nez minimalni moznou na-

bidku soupefe. To znamena
Q; S bl S CL]’—}—C]'.

Potom
P(b, >6Lj—|—Cj’Uj) :P(’Uj > A

COZ je rovno
bi — aj
Cj .
Resenim optimaliza¢ni tlohy dostaneme néasledujici vysledek,
v; + a;
pokud v; > a; a
bz‘ (Uz) = aj
pokud v; < a;.
Tak dostaneme bayesovskou Nashovu rovnovahu, ve které kazdy hrac

napise do obalky polovinu hodnoty na kterou si drazeny predmeét ceni.

6.3 Strategie volebni kampané

Uvazujme situaci, kdy ve volbach kandiduji dvé politické strany. Predpo-
kladejme, Ze voli¢i jsou rovnomeérné rozdéleni od extremni levice y = 0 po

extrémni pravici y = 1. Strategie volebni kampané pro kazdou stranu spoc¢iva
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ve zvoleni své polohy v politickém spektru, tedy vybéru hodnoty s; z inter-
valu (0,1). Strany tedy nejednaji podle svého skuteéného presvédceni, ale
strategii zcela podrizuji vitézstvi ve volbach.

Voli¢ si ve volbach vybere tu stranu, ktera je blize jeho nazortim, tedy tu
pro kterou je vzdalenost s; od volicova y mensi. Pokud jsou stejné, rozhodne
se nahodné.

Vyplatni funkce hract je dana vysledkem voleb, vyhra odpovida vyplaté
1, prohra vyplaté 0.

Uvazujme nejdiive situaci kdy prvni strana zvoli levicové orientovanou
kampan, tedy s; < % Pak druhé strané staci k vitézstvi zvolit s = s1 + €
pro dostatecné malé e, napiiklad tak, aby s, < % Prvni strana pak ziska
vSechny hlasy od 0 do priméru s; a s9, druhd strana ziska ostatni hlasy a
tedy zvitézi.

Takova dvojice strategii neni Nashova rovnovaha, protoze s; zfejmé neni
nejlepsi odpovédi na s,.

Podobné, pokud by prvni strana zvolila pravicové orientovanou kampan,
tedy s; > %, pak by druhé strané stacilo k vitézstvi zvolit s = s1 — € pro
dostate¢né malé €, tak, aby sy > % Prvni strana pak zisk& vSechny hlasy od
priaméru s; a sy do 1, druhé strana ziska ostatni hlasy a tedy zvitézi. Opét
takova situace nemiize byt Nashova rovnovaha.

Zbyva tedy moznost presné stfedové kampané, tedy zvolit s; = % Opti-
malni odpovédi druhého hrace pak je so = % Naopak, s; je nejlepsi odpovédi
na takto zvolené s,. Tato dvojice strategii je tedy jedina volebni rovnovaha

v této hre.
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