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[2.4.B4]. Rozhodnéte, zda (T, +,) je &iselné téléso, jestlize + | resp.
zna&i obyéejné s¢iténi, resp. nasobeni &isel a je-li:

a) T={a+b/7|a,b€Q} b) T = {a+ b7 | a,b € Z}

&) T e {Qik la€Z, k>0 celé} d) T={a+b/2+cV3|a,b,ce Q)
e)T:{a-{—b\’/Z‘]a,beQ} f)T={a+bv2|a,b€e Q)

g) T={a+b/24c/3+dV6|a,b,c,d€ Q}

h) T ={a+bv2+cV4]|a,bceQ}.

[2.4.B5].‘ Rozhodnéte, zda (T, +, -) je Ciselné téleso, jestlize + , resp.
znaci obycejné s&itani, resp. ndsobeni ¢isel a je-li:
a)T={a+bi|a,beZ} b) T ={a+bi|a,beQ}
c)T:{a-}:bi|a€R,b€Q} dT={b-i|beQ}
)T={:€K]| |z|=1) f) T={a+bV5i|a,be Q).
[2.4.B6). Necht (T, +, -) je &iselné téleso; necht z € K je libovolné pevné

komplexni &islo. Symbolem T'(z) ozna¢me mnoZinu
ap+a1z+---+amz"
bo+biz+ -+ bp2z"
Dokaste, ze pak: -
a) (T(z),+, ") je ciselné téleso b) TCT(z) A z€T(z)
¢) (T(z),+,") je nejmensim &iselnym télesem obsahujicim mnozinu T a
- dané &islo z (tzn. je-li (S,+,-) né&jaké Ciselné téleso s vlastnostmi:
TCS A zve8,pakije T(2)C 8 ).

| Vm,n € N;a;,b; ETAbo+---+b,,z";60}

[2.4.B7). Pii pousiti oznageni z predchoziho cviceni dokaste, ze:
a) R(v3) =R b) Q(v3) = {a+ V3 | a,b € Q}
¢) Q(¥2) = Q(¥3) d) Q(v2) = Q(:%2) = Q(F;)
&) Q(V2) = {a+b¥2+c¥A|a,b,c€ Q)

) Q(iv5) = {a+bv5i | a,b € Q).
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KAPITOLA 3:

VEKTOROVE PROSTORY

§1: VEKTOROVY PROSTOR NAD CISELNYM TELESEM

[3.1.A1]. U.p. vektorového prostoru nad Eiselnym télesem, ktery ob-
sahuje koneéné mnoho vektoru.

[3.1.A2]. U.p. vektorového prostoru nad &iselnym télesem, ktery ob-
sahuje pravé 8 vektoru.

[3.1.A3]. Popiste vektorovy prostor Q(v/2)%.

[3.1.A4]. Popiste vektorovy prostor Q(7)3.

[3.1.A5]. Popiste vektorovy prostor Ry[z].

[3.1.A6]. Popiste vektorovy prostor K°.

[3.1.A7]. Necht (T,+,-) je libovolné ciselné téleso. Popiste, jak lze T'
chapat jako vektorovy prostor nad T

[3.1.A8]. U.p. vektorového prostoru V nad T a dvou riznych vektord
u,v € V takovych,ze 3-u=3-v.

[3.1.A9]. U.p. dostateiné, ale nikoliv nutné podminky pro to, aby
souéin &isla ¢ s vektorem u byl nulovy vektor.

[3.1.A10]. U.p. nutné a dostateéné podminky pro to, aby soutin &isla
t s vektorem u byl nenulovy vektor.

& L) &

[3.1.B1]. Je dano &iselné téleso T a mnozina &isel V. Scitdni vektord
definujeme jako obycejné scitdni Cisel a nasobeni Cisla s vektorem
definujeme jako obycejné nasobeni Cisel.

Rozhodnéte, zda V je pak vektorovy prostor nad T, je-li:

a)T=K; V=K b)T=R; V=K

)T=R; V={a+b/2]|a,beQ}

d)T=Q; V={a+bv/2]|a,beQ}.
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[3.1.B2). Uvaime mnozinu RI{%?! (t.zn. mnozinu vsech zobrazeni
(0,1) = R). Pro f,g € R{%!) a pro r € R definujeme f + g € R{%1),
resp. r - f € R{%1) takto:

(f +9)(z) = f(z) + 9(z) , resp. (r- f)(z) = - (f(2)) ,proVz € (0,1).

Dokaste, ze pak R{%1) je vektorovy prostor nad R.

[3.1.B3]. Uvazme mnozinu R® (tj. mnozinu viech zobrazeni R — R).
Pro f,g € R® a pro r € R definujeme f + g € R® resp. r- f € RR
takto:

(f+9)z) = f(z) + 9(z) ,resp. (r- f)(z) =r-(f(z)) ,proVz € R.
Dokaite, ze pak R® je vektorovy prostor nad R. .
[3.1.B4]. Necht S(R) znadi mnozinu vsech spojitych realnych funkei
(tj. spojitych zobrazeni R — R). Pro f,g € S(R) apror € R
definujeme f + g, resp. r - f takto:

(f +9)(z) = f(z) + g(z) ,resp. (r- f)(z) =r-(f(z)) ,proVz€R.
Potom: '
a) zdlivodnéte, ze f+g€S(R), r-feSR)
b) dokazte, Ze S(R) je vektorovy prostor nad R.
[3.1.B5]. Necht D"(0,1) zna&i mnozinu viech redlnych funkei defino-
vanych na uzavieném intervalu (0, 1) a majicich na tomto intervalu spo-
Jité derivace aZ do fddu n véetné (kde n je pevné pfirozené &islo). Pro
f,g €D*(0,1) a pro r € R definujeme f + g, resp. r - f takto:
(f+9)(=) = f(z) +9(z) ,resp. (r-f)(z) =r-(f(z)) ,proVz €(0,1).
Potom:
a) zduvodnéte, ze f+g € D*(0,1), r-f € D"(0,1)
b) dokazte, ze D"(0,1) je vektorovy prostor nad R.

[3.1.B6]. Uvazme mnozinu T4 (tj. mnozinu vSech zobrazeni 4 — T),
kde A je libovolnad neprazdnd mnozina a T je libovolné Ciselné téleso.
Pro f,g € T4 aprot € T definujeme f+g € T4, resp. t- f € T4 takto:

(f +9)(a) = f(a) + g(a) ,resp. (r-f)(a) =r-(f(a)) ,proVa€A.
Dokaite, ze pak T4 je vektorovy prostor nad T.
[3.1.B7]. Necht P(R) znaéi mnozinu vsech posloupnosti redlnych &isel.
Pro (z1,22,...), (¥1,¥2,.-.) € P(R) a pro r € R definujeme:
(z1,22,..- )+ (v1,92,-.. ) = (z1+ Y1, 22+ ¥2,---)
r-(z1,22,...)=(r-z1,7-22,...).

Dokazte, ze pak P(R) je vektorovy prostor nad R.
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[3.1.B8]. Necht V1, V5 jsou vektorové prostory nad &iselnym télesem T'.
Pro libovolné (uy,uz),(v1,v2) € Vi x V2 a t € T definujeme:

(u1,uz)+(v1,v2) = (uy+vy, uz+va), resp. t-(uy,uz) = (t-uy, t-uy).
Dokaite, ze pak Vi x V, je vektorovy prostor nad 7.

[3.1.B9]. Je dano &iselné téleso T a mnozina V s operaci @. Dale je
dan souéin o &isla z T' s prvkem z V.
Rozhodnéte, zda V je vektorovy prostor nad télesem T, jestlize:

a)T=Q, V=R ,

prou,vER je: uQv=u-v, prot€ Q,ueER je: tou=1u

b) T =R, V =R (tj. mnozina vsech kladnych realnych Zisel)
prou,v € Rt je: u®v=u-v, prot€R,u€R*tje: tou=1'
¢) T =R,V =Rt (tj. mnoZina viech kladnych redlnych &isel)
prou, v €ERY je: udv=u+v, prot e R,u€ Rt je: tou=1u'
dT=R, V=1 '

prou,v€EZje: udv=u+v prot ER,u€Zje: tou=[t-u]
kde [t-u] znaéi celou &sst z redlného &isla t-u, tj. nejvétsi celé Eislo,
nepfevysujici éislo t-u

e)T=R,V=RxR

pro (z1,2), (¥1,¥2) € R x Rje: (z1,22) ® (y1,¥2) = (214¥1, T2+12)
prot € R, (z1,z2) ER x R je: to(z1,22) = (121, 0)
)T=R,V=RxR

pro (z1,22), (y1,¥2) € R x Rje: (21,22) ® (1, ¥2) = (2101, T2°¥2)
prot € R, (z1,z2) ER x R je: to(z1,22) = (t-z1, t-z3).

[3.1.B10]. Necht V je vektorovy prostor nad T'; necht u,v € V, resp.
r,s € T. Dokaite, Ze plati:

a)(-1)-u=-—u b) (-r)-(~u)=r-u
¢Jr-u=s-u < r=sVu=o

djrru=r-v < r=0Vu=v.

[3.1.B11). Necht V je vektorovy prostor nad T. Dokaite, Ze pro
libovolny nenulovy vektor u € V a pro libovolna dvé rizna Cislat,s € T
jsou vektory t-u a s-u také rizné.

[3.1.B12]. Dokaite, ze v definici vektorového prostoru lze axiom (iv)
(tj. axiom: 1-u=u proVu € V) nahradit axiomem

(*) ttu=0o = t=0 V u=o.

(Navod: pfi dikazu ”(*) = (iv)” nejprve uzitim axiomd (i),(ii),(iii)
vektorového prostoru ukaite, ze prot # 0 jet-(lu—u)=o0.)
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§2: PODPROSTORY VEKTOROVEHO PROSTORU

[3.2.A1). U.p. podmnoziny M vektorového prostoru Q*, kterd
a) je nekoneéna a neni podprostorem v Q*
b) je koneéna a je podprostorem v Q*.

[3.2.A2]. U.p. netrividlniho podprostoru ve vektorovém prostoru R[z].

[3.2.A3]. U.p. podprostoru W ve vektorovém prostoru Q2 tak, ze

a) (1,4,2) e W A (1,1,1) ¢ W b) W obsahuje pravé 3 vektory.
[3.2.A4]. U.p. dvou riznych podprostorid Wy, Wy ve vektorovém pros-
toru R3 tak, ze:

a) Wy, W, jsou disjunktni b) Wi nW. C {(1,4,2)}

c) WinW, ={(1,4,2)} d) WinW, D {(1,4,2)}.

[3.2.A5]. U.p. podmnoziny M ve vektorovém prostoru R* tak, aby
platilo:

a) M C[M] b) M =[M] c) MD[M]

d) [M]={(0,0,0,0),(1,1,1,1),(-1,-1,-1,-1)}.

[3.2.A6]. U.p. nekoneéné mnoziny M C Q? tak, ze [M] = Q2.
[3.2.A7). U.p. dvou podmnozin M, L ve vektorovém prostoru R? tako-
vych,Ze M #L, ale [M]=[L].

[3.2.A8]. U.p. dvou riiznych podprostori W), W, v R? tak, ze jejich
soutet W, + Wo neni pfimym souétem.

[3.2.A9]. U.p. dvou riiznych podprostord Wy, W, v R4 tak, ze:

a) WiUW., C W) + Ws b)W]UWgDW;'FWg

C) WiuWwe, =W, + Wy d) W1UW2=W1+W2.

[3.2.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostatend ~ b) je dostate¢nd, ale neni nutnd

c) je nutnd a dostateénd - d) neni nutna ani dostatetna

pro to, aby souéet dvou podprostori W;, W» ve vektorovém prostoru V'
byl pfimym souétem.

& & ]

[3.2.B1]. Rozhodnéte, zda podmnozina W C R? je podprostorem vek-
torového prostoru R3, je-li:

a) W={(z,y.2) | z = V2y + V3z}

b} W = {(0,sinz,cosz) | z € R}

) W={{z,v,2) |[z=0V y=0V 2=0}

d) W = {(r,=2r,V/2r) | r € R libovolné}.
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[3.2.B2]. Rozhodnéte, zda podmnoiina W C K3 je podprostorem vek-
torového prostoru K3, je-li:

a) W={(0,(1+1)-r,0)| pro¥r € R}

b) W={(z,i-2,(2-14)-z) | pro Vz € K}

) W={(21,22,23) | |za|l = |22] = |2s]}

d) W = {(21,22,23) | (1+4)z1 + (2~ 2)zg — 323 = 0}.

[3.2.B3]. Rozhodnéte, zda podmnozina W C Q* je podprostorem vek-
torového prostoru Q*, je-li:

a) W = {(0,0,0,0),(1,1,1,1),(=1,~1,-1,~1)}

b) W = {(z1,22,23,24) | 21 + 22+ 23+ 24 > 0}

c) W= {(zy,22,23,24) | 22 = 23 = 24}
d)W={2s+t,s~1,t,s)]|1,5 € Q libovolné}.

[3.2.B4]. Rozhodnéte, zda podmnozina W C R™ je podprostorem vek-
torového prostoru R7?, je-li '

a) W={(z1,...,20) |21+ -+ 2, =0}

by W= {(z1,...,zn) |21+ -+ 2o, =1}

) W= {(z1,---,2Zn) | 21,-..,2n € Z}

d) W:{(r,?-r,...',n-r)l proVreR}.

[3.2.B5). Rozhodnéte, zda podmnozina W C RI(%1) je podprostorem
vektorového prostoru R{%!) (viz cviceni [3.1.B2]), je-li:

a) W={f:(0,1) » R| f(1) = 0}

b) W = {f: (0,1) — R | £(0) - f(1) = 0}

¢) W={f:(0,1) = R | f(z) > 1 pro koneéné mnoho z € {(0,1)}
dW={f:(0,1)=R|f(z)=f(1-2) pro Vz € (0,1)}.

[3.2.B6]. Rozhodnéte, zda podmnozina W C R® je podprostorem
vektorového prostoru R® (viz cviceni [3.1.B3]), je-li:

a) W={f:R— R| f(z) # 0 pouze pro koneéné mnoho r € R}

b) W={f:R— R| f(z) = 0 pouze pro konetné mnoho z € R}

¢) W= {f:R— R| f je nespojitd funkece}

d) W={f:R — R| f je shora ohrani¢ena funkce}.
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[3.2.B7]. Rozhodnéte, zda podmnozina W C R[z] je podprostorem
vektorového prostoru R|z], je-li:

a) W={az’+bz+c|a,b,cER A a#0}
b) W = {az® + bz? + cz | a,b,c € R}
¢) W ={f e R[z]| 3¢ € R[z] tak, ze f = (z*+1)-g}
d) W = {f € R[z] | f(-z) = —f(z) , pro Vz € R}.
[3.2.B8). Necht W, Wa, W3 jsou podprostory ve vektorovém prostoru
V . Rozhodnéte, zda nasledujici mnoZiny jsou také podprostory ve V :
a) (W1 + Wz) N Ws b) (Wl + Wa) — W3
C)(Wl—Wz)ﬂW;q d) Wi x Wa x Wa.
[3.2.B9]. Dokaite, ze vektorovy prostor R[z] nemiZe byt generovan
konetné mnoha vektory (tj. polynomy).
(Névod: diikaz vedte sporem, s vyuzitim vlastnosti stupné polynomu J)
[3.2.B10). Necht W,, kde a € I # @, jsou podprostory ve vektorovém
prostoru V (nad T'). Oznaéme :
H = [[TWela€. 1) .

Dokazte, Ze pak H je nejvétsi (vzhledem k C) podprostor ve V, ktery je
obsaZen v kazdém podprostoru W,.
[3.2.B11). Necht M, L jsou podmnoziny ve vektorovém prostoru V.
Dokaite, Ze plati:
2)[0]= {o) b) [[M]]=[M]
OgMCL = [M]CI[L]
[3.2.B12]. Necht W;, W, jsou podprostory ve vektorovém prostoru V.
Dokazte, Ze pak plati:
a) WiUWo, = W1+ Wy <= W, CW, nebo WoC W,
b) WiUWe=V < W; =V nebo Wy=V.
[3.2.B13]. Necht W, W, W3 jsou podprostory vektorového prostoru
V. Dokazte, ze pak plati:

Win (Wg + (Wi N Wa)) = (W; Nnws,) + (Wl n an).
[3.2.B14]. Necht Wy, W,, W5 jsou podprostory vektorového prostoru
V. Pak dokaite, Ze:

a.) Wi+ (Wz ] Wa) c (VVl + Wg) N (Wj[ + Wa)

b) v inkluzi a) obecné neplati rovnost

c) jsou-li Wy, Wy v inkluzi, pak v a) plati rovnost

d) jestlize v a) plati rovnost, pak Wi, W nemusi byt v inkluzi.

dMCLC[M] = [M]=[L]).
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[3.2.B15]. Necht W), W, W3 jsou podprostory vektorového prostoru
V. Pak dokazte, ze

a) Wi n (W, + Ws) 2 (W) N W) + (W7 N W3)

b) v inkluzi a) obecné neplati rovnost

c) jsou-li Wy, W v inkluzi, pak v a) plati rovnost

d) jestlize v a) plati rovnost, pak Wi, Wy nemusi byt v inkluzi.

[3.2.B16]. Ve vektorovém prostoru V jsou dany podprostory Wy, Wa.
Rozhodnéte, zda soucet W) + W» je ptimym souétem, je-li:

i) V=R
Wy ={(z,9,2) |z =2y + 32}, Wo={(r,—2r,-3r)| pro¥r € R}
b) V =R3

Wi ={(z,y,2) |z -2y —32=0}, Woa={(z,94,2) |z =12}

c) V=R"(n>2)

Wi={(z1,.--,%n) |z1+ -+ 20 =0},

Wo = {(z1,...,2Zn) |21 =22 = -+ = 2,}
d) V=R"(n>2)

W = (e oniza) [ =281,

Wy = {(.?:1,...,xn) | 3z, — 6z, = 0}
e) V = R!%} (viz cviceni [3.1.B2])

Wi ={f:(0,1) = R | f(1) = 0},

Wy ={f:(0,1) = R | f(z) = f(1 —z) pro Vz € (0,1) }
f) V = RI%1) (viz cviceni [3.1.B2])

W= {f e ROV | f(1) = 0},

W2 = {f € R{®!) | f je konstantni funkce} .

[3.2.B17]. Ve vektorovém prostoru R[z] jsou dany podprostory:
Wi={(z—1)-g(z) | proV¥g(z) € R[z]}
W, = {(z—2)-h(z) | proV h(z) € Riz]}.
Dokaite, Ze pak R[z] = W) + W, pfi¢emZ soucet neni pfimym souctem.
(Navod: ukazte nejprve, ze 1 € Wi + Wa, resp. zF € W) + W; pro kazdé
piirozené &islo £ .)
[3.2.B18]. Ve vektorovém prostoru R[z] jsou ddny podprostory:
Wi = {f(z) € Rfz] | f(z) = f(—z) pro ¥z € R}
W, = {f(z) € Rlz] | £(z) = —f(~2) pro Vz € R}.
Dokazte, ze prostor R[z] je pfimym souétem podprostori Wy, W.
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[3.2.B19]. Necht W, Wl, W, jsou podprostory vektorového prostoru Vv
a dale necht V = W,+W,. Potom:
a) jestlize (W 2 Wy V W D Ws), pak W = (W N Wy)+(W N Ws)
b) ukaZte na piikladu, Ze predpoklad (W 2 Wy Vv WD W>) nelze v a)
vypustit.

(Navod: pfiklad pro b) hledejte napi. v prostoru V = R?.)

[3.2.B20]. Necht Wi,...,Wi (k > 2) jsou podprostory vektorového
prostoru V. Potom dokaite, ze:
a) souéet Wi + ---+ Wi je piimy = W;NW,; = {o} proVi#j
b) je-li k = 2, pak plati i opacnd implikace

¢) je-li k > 3, pak opatna implikace nékdy plati a nékdy neplati.
(Navod: &ast c) ukaZte na piikladech, napf. v prostoru V = R3))
[3.2.B21]). Necht W;, Wa, W3 jsou podprostory nenulového vektorového
prostoru V. Rozhodnéte, zda nasledujici vyrok je &i neni nutnou
podminkou, resp. zda je & neni dostateinou podminkou pro to, aby
souéet W; + Wy + W3 byl pfimym souitem:

3)W1+W2+W3={0] b)WanQHVV;;.—_{O}.

C) Wi+ Wo=W+Wa=Wo+W3=V

d) Wy N (Wa + W3) = Wo N (W) + W3) = Wan (W, + W2) = {o}
[3.2.B22]. Necht Wi,...,W; (k > 2) jsou podprostory vektorového
prostoru V. Dokaite, Ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(i) souet podprostora Wi + - -+ Wi je pfimym souétem
)u+--+ur=o,kden;eW; = uyy=---=u=o

(iii) existuje vektor u € Wy + - - -+ Wi, ktery lze vyjadiit jedinym zpi-

sobem ve tvaru u=u; +---+uy, kdeu; € W;.

[3.2.B23]. Necht Wy,...,W; (k > 2) jsou podprostory vektorového
prostoru V. DokaZie, Ze jestlize soucet podprostord Wi + - .-+ W, neni
pfimym souétemn, pak zadny vektor u € Wi+ - -+ Wi nelze jednoznaéné
vyjadfit ve tvaru u=wu; +---+ug, kdeu; € W;.

§3: LINEARNI ZAVISLOST A NEZAVISLOST VEKTORU
[3.3.A1). U.p. tfi riznych vektori u,v,w € R?, které
a) generuji prostor R? ' b) negeneruji prostor R2.

[3-3.A2]. U.p. riznych vektori (tj. polynomu) fi, fa, f3, fa € Ra[z],
které
a) generuji prostor Ra[z] b) negeneruji prostor Ra[z].

§3: Linearni zavislost a nezdvislost vektoni 89

[3.3.A3]. U.p. riiznych vektorii u,v,w € R* tak, ze vektor u generuje
tentyZ podprostor v R*, jako vektory v, w.

[3.3.A4]. U.p. vektoru u € R?® tak, aby vektor u generoval jiny
podprostor v R3, nei vektor v/2 - u.

[3.3.A5]. U.p. nenulovych vektori u,v € Q3 tak, aby
a) L(u,v)=L(u+v) b) L(u,v) # L(u+v,u—v).

[3.3.A6]. U.p. vektord uj,us,us € R4, které jsou linearné zavislé a
pfitom vektor u; nelze vyjadfit jako linearni kombinaci vektori uz, us.

[3.3.A7]. U.p. tii vektorit u,v,w € Q* takovych, ze
a) u, v jsou linedrné zavislé a u,v,w jsou linedrné nezavislé
b) u, v jsou lineirné nezivislé a u,v,w jsou linearné zavislé.

[3.3.A8]. U.p. nekoneiné mnoha vektori wuj,us,...,un,... z vek-
torového prostoru R? tak, aby kazdé dva z nich byly linearné nezévislé.

[3.3.A9]. U.p. vektori z R3, které

a) jsou linedrné nezdvislé a negeneruji prostor R3
b) jsou linedrné nezavislé a generuji prostor R3
c) jsou linearné zavislé a negeneruji prostor R3
d) jsou linearné zavislé a generuji prostor R3.

[3.3.A10]. U.p. podminky, kterd :

a) je nutna, ale neni dostatetnd  b) je dosta.teéné, ale neni nutna

c) je nutnd a dostatecna d) neni nutna ani dostate¢na

pro to, aby dva vektory u,v z vektoroveho prostoru V' byly linearné
nezavislé.

& & &

[3.3.B1]. Rozhodnéte, zda vektory wu;,u, a vektory v;,vs generuji
tentyZ podprostor ve vekiorovém prostoru R?, je-li:

a)u; = (1,1,0,0),u2 = (1,0,1,1), vi = (2,-1,3,3),v2 = (0,1,-1,-1)
h) u; = (ls _1321 ‘_3)) uz = (11 13230)) V1= (11 Ur 110)1 V3 = (0r21,01 3)
[3.3.B2]. Rozhodnéte, zda dané vektory uy,...,us generuji vektorovy
prostor Q*, je-li:
a)m;=(1,21.2] ,8:=102,1.2,1) , 5s=1(1,1,1, 1),

uy = (-2,0,-1,-3) ,us = (-1,1,0,-2)
b) u; =(-1,1,0,-1) ,u2 =(2,0,1,3) ,us = (1,2,3,4) ,

u = (2,3,4,6) , us = (1,-3,5,-7).
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[3.3.B3]. Rozhodnéte, zda dané vektory (polynomy) fi,fe,fs generuji
vektorovy prostor Ro[z], je-li:

a)fi=z+1,f,=22+2z+3 ,f3=2"-2z-3
b)fl =z24+2z4+3 ,f2=22—2t—3,f3=21:+3.
[3.3.B4]. Necht u;,uz,us, ug jsou vektory z vektorového prostoru V
(nad T') takové, Ze plati:

2u;+3us+4uz=o A bup+6us+Tuy=o
Dokaite, ze pak vektory u;,us generuji tentyZz podprostor ve V', jako
vektory us,uy.

[3.3.B5]. Naleznéte viechna r € R, pro kterd vektor w = (r,1,2) leZi
v podprostoru W = [u1, uz, us] vektorového prostoru R3, jeli:

a)u; = (1,2,-1) ,uz2=(1,1,0),uz = (2,-1,3)

b)w; = (1,2,-1) , uz = (2,-1,1) ,us = (-1,1,2)

¢)u; =(1,2,-2) ,uz =(1,1,-1) ,us = (-2,-1,1)

d)u; = (1,1,-4) ,uz = (0,1,r) , uz = (-r,—4,r?).

[3.3.B6). Ve vektorovém prostoru R® (viz cvieni [3.1.B3]) jsou dény
vektory (tj. zobrazeni R — R.):

fi(z)=1,  fa(z) =cosz, gi(z)=sin®Z,  ga(z) =cos’ 5.
Potom:
a) popiste mnozinu [ fi, f2] b) dokaite, ze [ f1,f2] =[g1,92]-

[3.3.B7]. Necht V je vektorovy prostor (nad T), nechf u,v,w € V.
Dokazte, ze plati :

a) [u,u-v,wl= [u,v,w-}l] b) [u,v,w]=[u+v,u-v,v-w].

[3.3.]38]. Necht V je vektorovy prostor (nad T'); necht uj,uz,v,w € V
jsou vektory spliujici : w & [uj,us] A w € [ug,uzv]
Dokazte, ze pak je v € [uj,uz,w].

[3.3.B9]. Necht V je vektorovy prostor (nad T); nechf u,v,w € V jsou
vektory splitujici: 1yu + v +{3w = o , pfi¢emz ;-3 # 0. Polom:
a) dokaite, Ze [u,v]=[v,w]

b) ukaite, ze bez pfedpokladu ¢, -13 # 0 pfedchozi rovnost neplati.

[3.3.B10]. Necht W;, W, jsou podprostory vektorového prostoru V

(nad T) takové, ze W) je generovan vektory uy,...,u, resp. Wa je
generovan vektory vi,...,v,. Dokazte, Ze pak soucet podprostoru
W, + Ws je generovan vektory up,...,ur,vy,-..,Vs.
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[3.3.B11]. Rozhodnéte, zda dané vektory z vektorového prostoru Vv

jsou linearné zavislé, & linedrné nezavisle, je-li:

a') V = Q3 yu = (1:2:—2) , U2 = (_2:“3:1) y Uz = (_112:2)

b) V=Q3;u =(1,3,-2),u2=(1,1,2) ,uz = (-1,2,-8)

¢) V=R';u;=(0,-1,2,3) ,uz = (2, 1,-1,-2) ,uz =(1,0,1,1)

d) V = R4;u1 = (11 11_1:2) , U2 = (_41 1:-1}_3) , us = (21—3111—1) y
g =1l 11}

e) V=K3;u; =(10,8—14i,2+ 4i) ,u; = (2+1,3 -2, i)

) V=K3;u,=(2,2+2i2),u; = (1-4,143i,-141%),
uz=(14+141-14,1+1)

g V=Ryz);fi=222+z-4,f,=2"-3 ,fa=(z+1)°

h) V=Rsfz] ;fi=z2+z+1,H=z-(z2+z+1),3=(z+1)°

[3.3.B12]. Uvaime mnoZinu komplexnich Zisel K jako vektorovy pros-
tor nad télesem R (viz cviceni [3.1.B1]b)).
Dokaite, #e v tomto vektorovém prostoru jsou kazda tfi komplexni ¢isla
linearné zavisla.
[3.3.B13]. Ve vektorovém prostoru R{®1) (viz cviceni [3.1.B2]) uvai-
me dva rizné vektory (tj. zobrazeni (0,1) = R) f#g.
Potom: :
a) dokaite, ze kdyZ existuje zo € (0,1) tak, Ze
f(zo) = g(z0) #:0,
potom jsou f,g linedrné nezavislé
b) ukaite na piikladech, e kdyZ neexistuje Zadné zo € (0, 1) takové, Ze
f(zo0) = g(zo) # 0, pak f,g mohou byt jak linedrné zavislé, tak i
linedrné nezavislé.
[3.3.B14). Ve vektorovém prostoru R® (viz cviceni [3.1.B3]) jsou da-
ny vektory (tj. zobrazeni R—R) f, g, h.
Dokaite, e f, g, h jsou linedrné zavislé. Pfitom:

a)f=1, g=cosz, h=cos’%

B)f=\/—2_, g=sin’z, h=cos’z
¢) f=sinz, g=cosz, h=cos(z+3%)
d)f=¢*, g=sinz+cosz, h=cos(z—7%).

(Ndvod: pfimou tpravou, uZitim znamych vztahl pro goniometrické
funkce, sestavujte rovnici t;-f +12-g+13-h=0.)
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[3.3.B15]. Dokaite, e dané vektory u;,uzuz € R? jsou lipez'irné
zévislé a naleznéte mezi nimi vechny ‘vektory, které nelze vyjadfit jako
- linearni kombinaci zbyvajicich.
Pritom:
a) u; = (1,v2,~v2) , uz = (1,v2,-2) , uz = (—v2,-2,2)
b) u; = (1, 1,—1) , Wz = (1,3, 1) , U3 = (1,0,—2)
c)uy = (1,v2,-v2) ,u2 = (0,0,0) ,uz = (2,v2,1).
[3.3.B16]. Ve vektorovém prostoru R® jsou dany vektory u,v,w.
Uréete viechny hodnoty parametru a € R, pro které jsou tyto vektory
linedrné zavislé, resp. linedrné nezavislé.
Pritom:
a)u=(1,1,1),v=(1,a,1),w=(2,2,a)
b)u=(0,2,a),v=(-1,3,2),w=(2,-4,a)
u=(a,4,11),v=(1,2,3), w=(3,1,4).
[3.3.B17]. Rozhodnéte, pro které hodnoty parametri jsou zadané
vektory z Q* linearné zavislé:
a) u; =(1,2+44a,4,6) ,us =(1,2,3-5,3) ,us = (2,4,6—-6,7),

u =(1,2-4a,2-5,1)
b) u; = (a,b,¢,d) , up = (b, —a,d,—c) , uz = (¢, —d, —a,b),

uy = (d,¢,—b, —a)
¢) u; =(1,1,a,1) ,ua =(1,4,1,1) ,uz =(c,1,1,1)
d) u; =(1,1,a+1,a*+3a?) ,us = (1,0 + 1,1,a® + 3a%) ,

uz = (a+1,1,1,a + 3a).
[3.3.B18]. Nechf u,v,w jsou linedrné nezavislé vektory ve vektoroyém
prostoru V (nad T). Rozhodnéte, zda nésledujici vektory z V jsou
linedrné zavislé, i linedrné nezavislé:
a) (u+v), (u+w), (v+w)
b) (2u+3v+3w), (u+4v—w), (3u+5v+4w)
c) (3u+4v+5w), (du+3v+5w), (5u+4v+3w)
d) (u—2v+w), (Bu+v-—2w), (Tu+ ldv — 13w).

[3.3.B19]. Necht uj,us,...,u; jsou linedrné nezavislé vektory ve vek-
torovém prostoru V (nad T'). Rozhodnéte, zda vektory:
g, (u1+2u2) , (u; +2UQ+3|13) G (u1+2u2+---+k‘uk)

jsou linedrné zdvislé, &i linearné nezavislé. _
[3.3.B20]. Necht V je vektorovy prostor (nad T) a necht u € V.
Dokazte, ze plati : vektor u je linedrné zavisly <= u=o.
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{3.3.B21]. Necht V je vektorovy prostor (nad T'); necht a,b,c,d € V.

Dokaite, Zze potom plati:

a) vektory a,b,c¢ jsou lineidrné nezdvislé A vektory a,b,c,d jsou
linedrné zavislé —> d € [a,b,c].

b) vektory a,b, ¢ jsou linedrné zdvislé A ¢ € [a,b] = a = o nebo
dJteT: b=t-a.

[3.3.B22]. Necht uj,...,u; (k> 2)je koneéna posloupnost vektori
z vektorového prostoru V (nad T') takova, ze u; # o. Dokazte, ze pak:

vektory wy,...,u; jsou linedrné zdvislé <=> existuje vektor u;
(2 < i € k), ktery je linedrni kombinaci pfedchdzejicich vektori
(tj. vektort uy,...,uz_1).

[3.3.B23]. Necht u;,...,u; (k> 2)je koneénd posloupnost vektori
z vektorového prostoru V' (nad T') takova, ze u; # o. Dokaite, Ze pak:
vektory wy,...,u; Jsou linedrné zavislé <= existuje vektor u;
(1 < i < k—1), ktery je linedrni kombinaci nasledujicich vekiori
(tj. vektori u;43,..., ‘llk).

[3.3.B24]. Necht ve vektorovém prostoru V (nad T') jsou dany linearné
nezavislé vektory u,,...,u; a vektor w # o. Dokaite, Ze potom nejvyse
Jjeden vektor z posloupnosti vektori w,uy,...,u; je linearni kombinaci
piedchozich vektori.

(Navod: dikaz vedte sporem .)

[3.3.B25]. Necht W;,W- jsou podprostory ve vektorovém prostoru
V (nad T) takové, Ze jejich souget je pfimym soudtem. Necht dile

uj,...,u, € W jsou linedrné nezavislé vektory a vy,...,v, € Wy jsou
linedrné nezavislé vektory.
Dokaite, ze pak vektory ui,...,u,,v;,...,V, jsou linedrné nezavislé.

§4: BAZE A DIMENZE VEKTOROVEHO PROSTORU

[3.4.A1]. U.p. vektorl z vektorového prostoru Ry[z], které
a) jsou generdtory, ale nejsou bazi vektorového prostoru Rs|z]
b) jsou linedrné nezavislé, ale nejsou bazi vektorového prostoru Ra[z].

[3.4.A2]. U.p. vektori u,v,w € Q2, které
a) jsou linedrné nezavislé b) negeneruji vektorovy prostor Q.

[3.4.A3]. Uvedte, co véechno miizete fici o cisle n, vite-li, ze vektory
u;,up,us, Uy

a) generuji vektorovy prostor Q"

b) jsou linearné nezavislé vektory ve vektorovém prostoru Ry [z].
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[3.4.A4]. Uvedte, co vsechno mizete Fici o &isle s, vite-li, Ze vektory
ui,...,U,

a) generuji vektorovy prostor Rg[z]

b) jsou linearné nezavislé vektory ve vektorovém prostoru K°.

[3.4.A5]. U.p. dvou riznych podprostori Wy, Wa vektorového prostoru
R? takovych, Ze priinik Wy N We

a) nem4d bazi b) md bdziu=(1,1,1),v=(3,2,1).

[3.4.A6]. U.p. jednodimenziondlniho podprostoru W ve vektorovém
prostoru Ry[z].

[3.4.A7]. U.p. dvoudimenzionalniho podprostoru W ve vektorovém
prostoru R* tak, ze:

a) W obsahuje vektor (v/2,3,v/5,7)

b) W obsahuje vektory (1,1,1,1), (0,1,0,0), (0,0,1,0) .

[3.4.A8]. U.p. podprostorli W;, Wa ve vektorovém prostoru Q3 tako-
vych, ze

a)dim Wy =dim Wo A W; # Ws-

b) dim Wl = dim Wz A W1 C Wz.

[3.4.A9]. U.p. dvou tfidimenzionalnich podprostori Wi, Wo ve vek-
torovém prostoru R® takovych, Ze jejich souéet je piimym souétem.

[3.4.A10]. U.p. podminky, kterd

a) je nutnd, ale neni dostateéna  b) je dostateénd, ale neni nutna
c) je nutna i dostateéna d) neni nutna ani dostatecna
pro to, aby dva vektory u,v byly bézi vektorového prostoru R2.

&b - o &

[3.4.B1]). Rozhodnéte, zda zadané vektory tvofi bazi vektorového pros-
toru V| je-li

a) V=R?, u; =(2,1,2), uz =(-3,0,1), ua=(5,4,3)
b) V=R*; w =(1,5,5,—4), us = (1,2,3,-1)
us =(1,-1,1,2) , us = (1,8,7,-7)
) V=Rplz]; f1=222+4+32-5,Hh=z—-z+1,f3=3z24+2z-2
d) V=Ralz]; fi=22+z,fHh=23+222 , fa=23+2>-2z-1,

f4=x3—1.
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[3.4.B2]. Necht vektory u, v, w tvofi bazi vektorového prostoru V (nad
T). Rozhodnéte, zda nésledujici vektory také tvofi bazi tohoto vektoro-
vého prostoru V:
a) (u+v), (v-w), (u+w)
b) (u+v), (v+w), (ut+w)
c) Qu+v+3w), (v+2w), (u=—v+Tw)
d) (u+v+2w), Bu+2v+w), Bu+v-—4w).
[3.4.B3].- Uréete viechny hodnoty parametri, pro néz zadané vektory
tvoii bazi vektorového prostoru V, je-li: ,
a) V=R3; u; =(2,3,a), u2=(3,4,2a) , uz = (5,8,1+2a)
b) V=R%; u; =(1,a,0), uz=(0,1,¢), ua=(0,1,1)
¢) V=Rylz]; fi=az?—dz -1, fr=42"-6z-3 ,fa=z’+z-a
d) V=Rg[z]; fi=32%-2az’+1,fh=23-1, fz=z+z+1.
[3.4.B4]. Ve vektorovém prostoru R*
a) naleznéte bazi, ktera obsahuje vektor u; = (1,2,3,4)
b) naleznéte dvé baze, které maji spoletné pravé vektory
u; =(1,1,0,0), wue=(0,0,1,1).
[3.4.B5]. Ve vektorovém prostoru R* nech{ je zadin podprostor

W = L(ujy,uy,us) a vektor ve W.
Naleznéte bazi podprostoru W, kterd obsahuje vektor v, je-li:

a) u; =(1,0,-2,-1) , w2 =(1,2,1,1) , ua=(2,-1,-2,0) ;
»=(2,1,1,2)

b) u; =(1,1,4,3), ua =(-1,4,6,5), uz =(-2,3,2,2);
v=(3,-2,21).

[3.4.B6]. Naleznéte bazi a dimenzi vektorového prostoru V, je-li

a) V = K, nad télesem K (viz cviéeni [3.1.B1]a) )

b) V = K, nad télesem R (viz cvieni [3.1.B1]b) )

¢) V={a+b/2]a,b€ Q} nad télesem Q (viz cviceni [3.1.B1]d) )

d) V=RA, kde 4 = {ay,...,a8,} (viz cviteni [3.1.B6])

e) V = K x K, nad télesem R, pficemi stitani vektorl a nasobeni
realného ¢isla s vektorem je definovano " po slozkach”.

[3.4.B7]. Dokaite, Ze vektorovy prostor V' nemd bazi. Pfitom :

a) V = RJz] b) V = R} (viz cviten [3.1.B2])

¢) V = 8(R) (viz cviceni [3.1.B4]) d) V = P(R) (viz cviZeni [3.1.B7]).

(Navod: ukaite, Ze pro kaidé pfirozené n lze ve V vidy sestrojit n

linedrné nezavislych vektori.)
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[3.4.B8]. Necht uy,...,u, (n > 2) je baze vektorového prostoru V

(nad T). Dokaite, ze potom:

a) vektory u;, wy4uz, ..., uy+us+---4u, Jsou bazi prostoru V

b) vektory wj , uz, ..., Up—y, Us +1;u; + oo+ ip_ju,-;  jsou
pro libovolnd ty,...,t,_, € T také bazi prostoru V.

Definice. Rekneme, ze koneéna posloupnost vektord uy,...,u, € V je

minimdini systém generdiord prostoru V| jestlize :

QY [y, | =V

(R PO 0 o ol | €0 pro kazdé i =1,...,n

tzn. jinymi slovy fefeno: vektory uy,...,u, generuji prostor V | ale

vynechame-li libovolny z nich, pak zbyvajici vektory jiZ prostor V

negeneruji.

[3.4.B9]. Dokaite, ze koneénd posloupnost vektord uj,...,u, je bdzi

vektorového prostoru V pravé kdyz je minimalnim systémem generatori

prostoru V.

[3.4.B10]. Ve vektorovém prostoru V je dén podprostor W. Naleznéte
bazi a dimenzi tohoto podprostoru W, je-li:
a) V=R W= {(z1,22,23,24,25) |21+ 22 =0 A 24+ 25 = 0}
b) V=R" (n22); W={(z1,...,2,) | 21 = 2,,}
C) V=R" (ﬂ22) W= {(31:---1371)'31 =Z2= "‘=zn}
) V=R"(n22); W={(z1,...,2a) |21+ 22+ - - -+ 2, = 0}
e) V=R"(n2>2); W={(z1,...,2,) | zi = 0 pro sudé i}
f) V=Rslz], W= {f(z) | f(z) = f(~z) pro Vz € R).
[3.4.B11]. Ve vektorovém prostoru R* je dan podprostor
W = {(z1,22,23,%4) | 21 + 222 = 23 + PryY .
Pak:
a) ukaite, ze vektory u; = (1,0,1,0), u; = (0,1,0,1) jsou linedrné
nezavislé a lezi ve W

b) uréete dimenzi podprostoru W
c) dopliite vektory u,u na bazi podprostoru W.

[3.4.B12]. Ve vektorovém prostoru Q* necht je zadan podprostor
W = [w,uz,u3,us]. Z generitori u;,us, us,uy podprostoru W
vyberte viechny mozné bize W. Pfitom:

a) w1 =(1,2,0,0) ,u2 = (0,0,0,0) , uz=(1,2,3,4) , uy = (3,6,0,0)
b) My == (1’2’3’4) ) W2 = (2’3!415) ; U3 = (314)5:6) Uy = (415)617)
C) u; = (2' 1, _3’ 1),112 = (4’ 2? —6,2),113 = (6: 3; _9:3):‘14 = (1: 1:1, 1)

d) u; = (11 1,1,1),112 = (11 _11 111):‘“3 = (1: 1-.-_1: 1):“4 = (17 11 1) "1)
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7[3.4.B13]. Ve vektorovém prostoru R* necht je zaddn podprostor

W = [uj,up,u3,us,us]. Z generdtori uj,uz,us, ug,us podprostoru
W vyberte n&jakou bazi W a potom kazdy z vektori uj,us, us, uy,us
vyjadiete pomoci této baze. Pfitom:
a-) u; = (21“1)315) , W2 = (45—33 1, 3) , U3 = (3:—25314) )
ug = (4,-1,15,17) , us = (7,-6,-7,0)
b) u; = (1,2,3,—4) , W2 = (2,3,-—4,1) , U3 = (2,“5,8,—'3) y

uyg = (5,26,-9,-12) , us = (3,-4,1,2).
[3.4.B14]. V zavislosti na parametrech uréete dimenzi podprostoru W
ve vektorovém prostoru V, je-li: :
a) V=R?; W = L(u;,uz,u3), kde

u; =(1,1,1), ua =(1,q,1), uz =(2,2,a)
b) V=R3; W= L(u;,uz), kde u; = (5,7,-1) , uz = (2a,1,-2)
¢) V=R*; W = L(u1,uz,uz), kde ,

aj =(1,1,e,1) , wi= (1,541,101, wa={q 1,11
[3.4.B15]. Necht V je vektorovy prostor nad T takovy, Ze dim V =n
Dokagte, Ze pro kaidé k = 0,1,...,n existuje ve V podprostor, jehoZ
dimenze je rovna k.

[3.4.B16]. Necht W), W. jsou podprostory vektorového prostoru v
(nad T'). Dokaite, Ze plati:
dim (W + Wg) = dim (W1 nW2)+1 = W; C W5 nebo Wy C W.

(Névod: dikaz vedte sporem.)

[3.4.B17]. Uréete bazi a dimenzi priniku podprostord W; N Wy ve
vektorovém prostoru V, je-li: ‘
a) V= Ra ' W1 = [111,112] f Wz = {V],_Vg,v;g] " kde u; = (1, 1,—3) s
wr=(1,22), vi=(1,1,-1), vz=(1,2,1), vs = (1,3,3)
b) V =R* s W= {111,112,113] , W= [Vl,"'z,"a] , kde
u; = (1:2’012) , W2 = (112;1:2) y U3 = (31 1131 1) 3
vi=(1,1,1,1), va=(1,-1,1,-1), va=(1,3,1,3)
c) V=R'; W, =[u,us], Wa =[vy,v2] , kde
u; = (111:111) ; U2 = (110:1:0) ’
vi =(1,1,1,0), v2 = (1,2,0,1)
d) V=R5; W; = [uj,uz,us} , Wa = [v1,v2,v3] , kde
w =(1,2,-1,3,1), u2=(1,0,2,-1,3) , uz = (1,4,-4,7,-1),
vi=(0,2,-3,4,-2), v2=1(2,2,1,2,4), va= (2,6,-5,12,3).
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[3.4.B18]. Necht W;,W> jsou podprostory vektorového i)rostoru V,
pficemz : dimV =2 ,dim W) = dim Wy, = 1.
Dokaste, ze pak je bud W; =W, nebo V = W;4+W,.
[3.4.B19). Necht W;,W, jsou podprostory vektorového prostoru V
takového, Ze dim V = 3.
Dokazte, ze pak plati:
a) dim W) = dim Wo =2 =

= W1 =W nebo (Wi+Wo=V A dm(W NW2)=1)
b) dimW; =1,dim W, =2 = W; C W, nebo V =W+W,
¢) dmW,=dimW, =1 =

= Wy =W: nebo (WiNnWo={o} Adim (W;+Ws)=2).
[3.4.B20]. Necht W;, W, jsou podprostory ve vektorovérr.l prostoru V
takové, ze prostor V' je jejich pfimym souétem (tj. V' = W1+W3). Necht
u;,...,u, je baze Wi , resp. vy,...,v, je baze Wy.
Dokazte, ze pak uy,...,u,,vy,..., v, je bdze prostoru V.
[3.4.B21]. Necht V je n-dimenziondlni vektorovy prostor (n > 1) a
necht W, je libovolny podprostor ve V.

Dokazte, ze ve vektorovém prostoru V existuje podprostor Ws takovy,
ze plati: V = Wi4+W,.

[3.4.B22]. Necht V je n-dimenziondlni vektorovy prostor (n > 1) a
necht U, W, Wy jsou podprostory ve V takové, ze plati:

WiCWe A UnWi=UnW, A U+W=U+W,.
Dokazte, ze potom je W = Ws.
(Ndvod: staci dokazat (pro¢?), ze dim Wj = dim W .)
[3.4.B23]. Ve vektorovém prostoru R* jsou dany linearné nezavislé
vektory

u =(1,1,1,1), v, =(0,1,1,1), uz=(0,0,1,1), us=(0,0,0,1).

Vyjadiete pak soufadnice vektoru w = (2,1, 1,4)
a) vbazi up, us, us, uy

“b) v bazi wuz, us, u4, u;..
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[3.4.B24]. Ve vektorovém prostoru Rs[z] naleznéte soutadnice vektoru
(tj. polynomu) f = 2z — 2% — 5z* +4 v baai :

a) 28+ 2%, '4+22%, 228+ 3z%, 3z 44z, 4z+5, z+1

b) 5+ 222, z'+4, 23+z, 328+ =z, zi+ 32, 2241

) 1, (z—-1), (z=1)%, (z-1)*, (z-1)%, (z-1)°.

(Névod: pii c) vyuzijte Taylorovu vétu, kterou znate z analyzy.)

[3.4.‘B25]. Naleznéte bazi e;,es,e3 vektorového prostoru R3, v niz
vektor u = (1,0,0) ma souradnice (1,1,1) a vektor v = (1,1,1) mé
soufadnice (1,0,0). ' .

Uvedte, kolik takovych bazi existuje.
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KAPITOLA 4:

MATICE A DETERMINANTY

§1: PORADI A PERMUTACE

[4.1.B1]. Urcete pocet inverzi v daném pofadi z 9-ti prvki:

a) (2,1,7,9,8,6,5,3,4) b) (9,8,7,6,5,4,3,2,1).

[4.1.B2]. Urcete pocet inverzi v daném pofadi z 2n prvki:

a)(1,3,...,2n-1,2,4,...,2n) b) (24,0205 103 0 o Bn=])

¢) (2n,2n—-1,2n-2,...,2,1) d) (2n-1,2n,...,3,4,1,2).

{4.1.B3]. Urgete pocet inverzi v daném pofadi z 3n prvki:

&) (3,60 080, 1,4, w; 802,92, 5,.0:,30-1)

b) (Lydyen ., Bn=Z, 2,8, ..., 381, 3. 6,..., 3n)

€) (2Byusny Brissly 856 en oy 30, Ly 4y B0=2)

[4.1.B4]. Necht v pofadi (ry, 72, ..., ) je celkem I inverzi.

Uréete podet inverzi v pofadi (rn, rn—1, ..., 72, 71) .

[4.1.B5]. Prvky 1,2,...,n rozdélme na dvé &asti takto:
ri<.-<rg , resp. 8§ <:-<Spp , kdel<k<n-1.

Urcete pocet inverzi v pofadi (r1;..., 76,81, --., Sn—k) -

[4.1.B6]. Necht (r1,72,...,r,) je pofadi z n prvkd, v némi je [ inverzi.

Utvofime-li z prvkd ry,rg,...,r, pofadi (1,2,...,n), pak indexy

téchto prvku utvoii jisté pofadi, v némzZ je rovnéz I inverzi. Dokaite.

[4.1.B7]. Urcete z,y tak, aby pofadi

a) (1,2,7,4,z,5,6,y,9) bylosudé b) (5,1,y,8,9,4,z,6,3) bylo liché.

[4.1.B8]. Rozhodnéte, kdy dana dvé pofadi z n prvka (n > 3) :

(r1,725 00y Pao1y Tn) a (Pos Pasis 44 Th 5 B1)

maji stejnou paritu, resp. riznou paritu .
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[4.1.B9]. Seradte vsechna potadi ze 4 prvki tak, ze kazdé poradi

obdrzite z pfedchazejiciho pofadi provedenim jedné transpozice. Pfitom:

a) pofadi (4,2,1,3) bude napsino jako prvni

b) pofadi (1,3,4,2) bude napsano jako posledni

¢) pofadi (4,2,1,3) bude napséno jako prvni a pofadi (1,3,4,2) bude
napsano jako posledni.

[4.1.B10]. Vypiste viechny formalné riizné zapisy dané permutace:
1.2 3 12 34

a)(312) b)(2431)'

[4.1.B11]. Zjistéte paritu permutace P, je-li:

_f1 2 ... n=1n)
a)P_(n =l B 1)

n
_ (1234 ... 2n-1 2n
i (2 143 2n 211—1)
¢ P= 36 ... 3n 14 ...3n-225 ... 3n=-1
“\14 ... 3-225 ... 3n-1 36 ... 3n
dy = 12...n nt+l n+2 ... 2n 2n+4l1 2n42 ... 3n
ToNG6 L 3 -2 5 ...3n-1 1 4 ... 3n-2)"
[4.1.B12]. Naleznéte permutace RoP a PoR , jeliddno:
{12345 (12345
a)P‘(34152) R"(15324)
(4213567 (7531246
b)P_(1725463) R‘(1562473)'
[4.1.B13]. Necht jsou dany permutace :
P_1234567 P 1234567
T\5314627)" T\7T163425)/)"
Pak naleznéte permutaci :
a) Po R? b) PoRo P~} o) Pl

[4.1.B14]. Necht jsou dany permutace :

(12345 (12345 (12345
R‘(sa 42 1)_’ .S—(4 1 352)’ T—(13254)'
Pak naleznéte viechny permutace X, spliiujici vztah:

a) RoXoS=T b SeXoR=T.
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[4.1.B15]. Pro zadanou permutaci P naleznéte viechny permutace X
takové, ze plati: PoX =X o P. Pfitom: B

_ (1234 1234
a)P.‘(234 1) b)Pﬁ=(2143)

12345 12345
= = 2
e (34512) d)P‘(34521)'
[4.1.B16]. Necht Sz = {e,r,s,?,u,v} zna&i mnozinu viech permutaci

3-prvkové mnoziny, pficemnz
62(123 . 123 _f123
188t 132} *=\213)"
123 193
3.19)° "Z\ls21/)-

. (1 2 3) B
231/
Potom:
a) napiste tabulku operace grupy (Ss, o)
b) naleznéte viechny podgrupy v grupé (Ss, o)
¢) zna&i-li P mnozinu viech podgrup grupy (S3,0), pak nakreslete
hasseovsky diagram uspofadané mnoziny (P, C).

I

(N‘é.vod: pfi b) vyuiijte faktu, Ze v (S3,0) neexistuje zadna 4-prvkova,
ani $-prvkova podgrupa.)
[4.1.B17]. Necht S, resp. 7 zna€l mnoZinu vsech sudych, resp. vsech

lichych permutaci 3-prvkové mnoziny; necht o znaéi skladani permutaci.
Rozhodnéte, zda (S, o), resp. (7, o) jsou grupy.

[4.1.318]. .Necht’ G je mnozina viech sudych permutaci na 4-prvkové
mnozing, pfi¢emz prvky mnoZiny G oznaéime takto:

e:(1234 e A4 _ A2 .8d
P28 4y T 1 maag) T T a4 03]
O=(1234 S fi1294 {423 4
BT E LA CE NN Sl P T
_r:(1234 oo 1234 ;= (1234
g2 dpn Tl d 1pR AT fae gl
u:(1234 o LR _ffiEg g
£.1-38) "TRE8 L8 Y T lage )

Necht o znaéi sklddani permutaci. Potcin:
a) napiste tabulku operace o a dokaitc, ze (G, o) je nekomutativni grupa
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b) vite-li, ¢ v (G,o) kromé trividlnich podgrup existuji jesté prave
3 dvouprvkové, 4 tiiprvkové a jedna &tyrprvkova podgrupa, pak
naleznéte viechny tyto podgrupy

¢) necht P zna&i mnozinu viech podgrup grupy (G,o). Nakreslete
hasseovsky diagram uspofdadané mnoZiny (P ,C).

§{2: DETERMINANTY

[4.2.A1]. U.p. étvercové matice A (nad R) takové, Ze det A md prave
16 &lenu.

[4.2.A'2]. U.p. étvercové matice A fadu 5 (nad Q), jejiz véechny prvky
jsou nenulové, ale det A=0.

[4.2.A3]. U.p. matice A fadu n (nad K ) tak, aby det A =¢, kde ¢ je
libovolné, pevné komplexni éislo.

[4.2.A4]. U.p. matice A fadu 3 (nad R) tak, aby [A’|=—[|A].
[4.2.A5). Necht A je matice fadu 5 (nad R) takovd, ze |A| = V2.
Necht matice B vznikne z matice A tak, Ze kazdy jeji prvek vynasobime
gislem —+/3. Uvedte, cemu se rovna | B|.

[4.2.A6]. Necht A je matice fadu 6 (nad R ) a nechf jsou pevné zvoleny
3 jeji sloupce. Uvedte, kolik submatic fadu 3 lze ze zvolenych sloupcu
vybrat.

[4.2.A7]. Necht A je matice fadu n (nad T') a necht 0 < k < n je celé
¢islo. Uvedte, kolik submatic fadu k lze v matici A sestrojit.

[4.2.A8]. U.p. matice A tddu 3 (nad R ) takové, ze | A| # 0 a vSechny
minory fadu 2 v matici A jsou nulové.

[4.2.A9]. U.p. matice A fddu 3 (nad R) takové, ze | A| = 0 a viechny
minory fadu 2 v matici A jsou nenulove.

[4.2.A10]. U.p. podminky, kterd

a) je nutnd, ale neni dostatetnd  b) je dostatetnd, ale neni nutna
pro to, aby determinant étvercové matice A byl nenulovy.

& & &

[4.2.B1]. Rozhodnéte, zda se dany souéin vyskytuje v determinantu
matice 4 = (@;;) fddu n, resp. s jakym znaménkem :

a) n=26; @3] - @43 - Q14 - 452 * Qg6 * Qa5

b) n=6; a)3 - @24 - 4] - 56 ° Q65 * 22
c)n=2§; Q72 - @17 - 443 - d2] - deq - 435 * G56

d) n=8; a7z-061 -ass- Q47 Q34 - Q16 - G35 - A23 .
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[4.2.B_2]. Uréete (v zavislosti na i, j, resp. k) znaménko daného &lenu
determinantu matice A = (a;;) fadu n je-li :

a)n=5; @31 - @3 * G54 * G43 - A3
b) n=5;  ai-ajs-az-a5j-as
c] n=16; Q323 - @3; - Q42 * Gg5 * A3; - A5k
d) n=6; a3s-aes-az-as;-a-a; .

[‘%.2.B3]. Uvedte viechny ¢leny determinantu dané matice A = (aij)
fadu 4, které: ‘ i
a) obsahuji prvky ajp, aa4

b) obsahuji prvek a3 a maji znaménko minus.

H.2.B4]. Urcete znaménko, s nims se v determinantu matice A = (ai;)
fadu n vyskytuje souin prvki '

a) hlavni diagonaly b) vedlejsi diagonaly .

[4.2.B5]. Uzitim pouze definice determinantu spoététe:

a1 G2 a3 ayy ais
@21 @22 G23 Q24 Qs

ai; @12 aiz aiq

0 0 ass 0
a) dsy O .(133 i b) as; daszs g 0 0
gy 0 e aq1  a42 0 0

Gs1 aso 0 0 0

[4.2.B6]. Bez uziti definice determinantu dokazte, Ze plati:

a+b a+c b+ec a b ¢
a;+b aj+¢ b14c; | =-2. a b o

az+by az+ec; by+e ay by ¢l

[4.2.B7). Spoitéte determinant :

g gy Y e
W T i I
= =4 . 8. ~1
4 gl e - A
e)i] 3 & 9 LR i TR
i g ; LB sy

[4.2.B8). Spoctéte (nad télesem komplexnich Zisel) determinant:

1~ 14 24i  14i 142
a) [=i 1 0 b) [1-i 3-2i 1-i
1-i 0 i 2-3i  14i  1+42i
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1 1 = 1 1.1
e |11 £ , ) |1 & &,
22 oz 1 1 22 2
LA 2r i 2 — 4 s c 4
Lde‘._cosT+zsmT’ kdez_cos-5’1+zsmT".

[4.2.B9]. Necht je déna matice

1 -3 -2 7
4 -1 5 0
A=l 7 1 2 1
1 0 =8 '8

Pak spoététe minor | B |, resp. doplnék minoru | B|, resp. algebraicky
doplnék minoru | B |, jestlize submatice B je vytvoiena

a) 1. a3 fddkem a 2. a 3. sloupcem matice A

b) 2.,3.,4. tddkem a 1., 2. 4. sloupcem matice A.

[4.2.B10]. Necht je dina matice A = (a;;) z pfedchoziho cvigeni.
Spottéte algebraicky doplnék Asz, resp. Aszz, resp. Ay .

[4.2.B11]. Spoététe determinant

3 -2 1 -2 -3 9 3 6
-3 -5 2 0 5 BV P
a) g 1 U ol %) 4 -5 -3 -2
-1 0 3 1 7 -8 -4 =5
B A el B i I
-4 3 2 -1 1 1. 0 2 1 .2
0|3 5 -2 1 -2 1 2 1 0 2
2 2 -1 3 -1 0 2 2 1 1
-1 2 3 1 3 2 1 1 2 0

[4.2.B12]. Pouze uzitim Laplaceovy véty a definice determinantu
spoctéte:

1 2345 6 102030
6 5 4 3 2 1 514 27 3
a\)123400 b)104090
4 32100 8 15 3 76
1 20000 9 15 4 3 8
210000 107090
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[4.2.B13]. Uzitim Laplaceovy véty spottéte determinant

a, -1 0 ... 00 0
an-1 z =1 ... 0 0 0
a 0 0 ... 0 z -1
ag 0 0 00 =

(Névod: nejprve provedte rozvoj podle 1. sloupce.)

[4.2.B14). Nechf A = (a;;) je matice fadu n > 3 (nad T') takova, Ze
ai; # 0. Dokazte, ze pak plati :

a; a2 aiy a3 ajy Gin

az; azz Q21 Q23 a2] G2n

1 a ap a; @13 a1 ain

|A] = :
= "n-=-2 a3 a32 G3) @33 @31 G3n
a
a; a2 ay; @13 ajl @in
Gp1 Gn2 Gni Gn3 Gn) Gnn

(Navod: determinant | A | upravujte tak, aby pod prvkem ay; vznikly
samé nuly a potom pouzijte Laplaceovu vétu.)

[4.2.B15). Opakovanym uzitim vysledku pfedchoziho cvieni a ipravou
(vytknutim z jednoho fadku, resp. sloupce) vypottéte determinanty ze
cvigeni [4.2.B11].

[4.2.B16]. Necht A = (a;;) je matice fidu n (nad T) anecht p € T
je pevny prvek. Utvoime matici B tak, Ze ke kaidému prvku matice A
piiéteme &islo p , tzn. B = (a;; + p) . Dokaite, Ze pak :

n n
|B|l = |Al + p- D> A
i=1 j=1

kde A;; zna&i algebraicky doplnék prvku a;; v matici A.

[4.2.B17]. Necht n > 2; uzitim Cauchyovy véty vypoctéte determinant:

Ty —Yy1 T1— Y2 1= ¥Yn

Ta—Y1 T2 Y2 T2 —Yn
a) . . .

In— Y1 ZIn— Y2 In — Yn
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sin(z; +y1) sin(z; + y2)
sin(za +y1) sin(z2 + y2)

sin(z, + 1) s

in(zn -+ yg)

sin(z) + ¥n)
sin(za2 + yn)

sin(zp + Yn)
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(Navod: danou matici vyjadiete nejprve jako soucin dvou vhodnych

matic .)

[4.2.B18]. Uzitim uprav, které neméni hodnotu determinantu, spoctéte
determinant dané matice fddu n > 2:

/S o | 1573
az 1 0 0 0
a) |93 0 1 0 0 b)
a0 s 0l
2.2 2 23
2 2 2 3 2
c) |: : d)
2 P2 2
3 2 w2 202
[4.2.B19]. Spoitéte determinant dané
ag 1 2..n-2 n-1
a; a 1..n=-3 n-2
a) ' b)
a, G @3...Gn-1 1
a; as az...0p-1 Qn
0 1 1 11
1..0 = n @
c) 1 =z 0 Tz z d)
1 =z = z 0
r+a as an
_(11 T+ az an
e) : f)
’ aji as an
ai as r 4+ ap

o223 B—1
_'"1 0 3... n-1
-1 -2 0... n-1

-1 -2 -3...-n+1

1-n 1 1
1 1-n 1
1 1 oo 1=n
1 1 1

matice fadu n > 2:

—aj a 0. 0
0 —ads aos... 0

0 0 0...—an-

1 1 1. 1
r a3 az ... Gp-2
a; z az ... QGp-2
a, dz < van Qe
a; dz az ... Gp—1

1 2 B -1

2 3 4 n

n—1mn 1...n-3

n
n
n

1 Gn-1

1

an-1
Gn-1
Qp-1

n-—2

n 1 2...n=-2 n-1
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[4.2.B20]. Necht A, zna& matici fddu n. Dokaite, Ze pro kazdé

pfirozené n plati:

=y

(3 2 0 0 07
1 3 2 00
a) |[An| =27+ -1, kde A,=/0 1 3 00
0 0 0 1 3]
(7 5 0 .0 07
2 75 00
b) [An|=1(5"*1 = 2°+1) | kde A,=|0 2 7 ... 0 0
0 0 0 2 nl
ntl _ o ntl
1A= prez#y, ke
rT—=Yy
z+y =z-y 0 0 0
1 z+y z-y 0 0
A, = 0 1 z+y ... 0 0
0 0 0 oo 1 z4y
d) |An| =z +2z" " 4+ ..-42z4+1 , kde
41 T 0 . 0
1 z+1 T 0 0
Ae=] 0 .1 z+1 0 0
0 0 0 ... 1 z+41
[4.2.B21]. Necht A; zna&i matici fadu k; dokaste, e
a) pro kazdé n > 2 a =z # y plati:
0 z. 2 .. %
o2z .. 2 n—1 n—1_,n-1
|4 =¥ ¥ 0 ... = 2(_1) zy (2" -y
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b) pro kazdé n > 1 plati:

T2 0« 0.y
-z ... y-0
| A2n| = |: = =)
0 % szl
(1 I |
¢) pro kazdé n > 1 plati:
W B s PPN |
B ER s Il ol Il | 1 pron=0,1(mod 6)
|4, =10 1 1 1 ... 0 0|= 0 pron=2,5(mod 6)
—1- pron = 3,4 (mod 6)
G 000 .. 1041 '
[4.2.B22]. Dokaite, ze pro kazdé prirozené n plati:
e, =1 0 0 ... 0 O
ap-1 z -1 0 ... 0 0
=anr" +a,_1z"  + -+ aiz +ag
a; 0 0 0 ... z -1
ag 0 0' 0 O T

tzn. kazdy polynom stupné n > 1 se uvedenym zpusobem da vyjadfit ve
tvaru determinantu matice fadu n+ 1.

[4.2.B23]. Necht A, zna& matici fadu n. Dokaite, Ze pro kazdé n € N
plati:

a) je-li z # kx (k€ Z), pak

2cosz 1 0 0 7
. 1 2cosz 1 0
|An|=w, kde A, = 0 1 2cosz 0
sinz ;
0 0 0 ... 2cosz ]
cosz 1 0 wew M 0 7
1 2cosz 1 I 0
b) |Ani :cosnx,-kde A = 0 1 2cosz ... 0 0
0 0 0 - e

(Navod: pfi vypoétu b) rozvijejte determinant podle posledniho fadku . )
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[4.2.B24]. Dokaite, Ze pro kaidé pfirozené n plati: | A, | = | Bn |, kde

a bl 0 0 a; 61c1 0 0

. cg ap by ... 0 1 a3 boea ... 0
iy = 0 ¢ ez ... 0 B =10 1 T
0 0 0 ... an 0o o 0 5 i

(Ndvod: staéi ukazat, e posloupnosti {[An|} a {|Ba|} maji stejny
rekurentni vzorec a stejné prvni dva Eleny .)

[4.2.B25]. Nechf A je dand matice fadu n. NapiSeme-li fadky matice
A v opatném pofadi, dostaneme matici B.

Vyjadiete determinant | B | pomoci determinantu | A |.

[4.2.B26]. Necht A = (a;;) je matice fadu n nad K a necht B = (a3 ),
tj. prvky matice B jsou cisla komplexné sdruzena k odpovidajicim
prvkim matice A. oy

Dokaite, ze pak plati: |B| = |A|, tj. determinant matice B je &islo
komplexné sdruZené k determinantu matice A .

[4.2.B27]. Necht A = (ai;) je matice fadu n nad K. Pak:

a) dokazte, ze je-li a;; = @;; pro Vi,j, potom |A]| je realné &isl
b) ukaZte, Ze piedchozi implikaci nelze obratit . 2
[4.2.B28]. Necht A = (a;;) je matice lichého fadu 2k+1 nad R takova,
Ze plati: a;; +a;; =0 pro kazdé ,i,j.

Dokaite, Ze pak je |A| = 0.

[4.2.B29]. Necht A je matice fddu n (nad T); necht 1 < k < n-—1.
Dokaite, Ze plati: jsou-li viechny minory fadu k v matici A nulové, pak
jsou véechny minory véech Fadi vétsich nez k téZ nulové.

[4.2.B30]. Dokaste, e pro kazdé pfirozené &islo n > 2 plati:

1 z z% e ::;'"1
2 n-1
1 zo z3 ... z,
1= Ep B wem B F
=(z2—z1)(za —z2)(zz3— 1) ...-(Tn — Zn-1) ... (ZTn — F1) s
Uvedeny determinant se nazyva Vandermondiv determinant a oznaluje
se V(z1,...,Z,). Mizeme tedy dokazovanou rovnost struéné psit ve

tvaru:

V(Z:;,...,Iﬂ)= H (Ij—z,').

1<i<j<n

§3: Algebra matic 111

(Névod: pfi odvozovani rekurentniho vzorce nejprve od kazdého sloupce
(pocinaje poslednim) odetéte z,-ndsobek pfedchoziho sloupce, pak
rozviiite podle posledniho fadku a déle z kazdého fadku vytknéte &islo
(-1) - (zn—zi).) '
[4.2.B31]. Uzitim vysledku pfedchoziho cviteni spottéte determinant:

iy 11 1 1 1

T 21 -2 3 -1
a) b) | 4 1 4 9 1
1 2 4 8 -
P 8§ 1 -8 271 -1
16 1 16 81 1
. 1 1
21+1 2!2+1 In+1
o) i+ z3+ 1z, z2 4z
AR x’l"z z5 4 2% . gRTh4ElT?
n sl 89 Sn—1
81 Sa 83 Sn
d) S2 83 84 ... Snt1 | . kde sk=z'f+z§+---+:':ﬁ.
Snp=1 Sn Sn4l .- S2n-=2

(Névod: pfi d) nejprve danou matici vhodné vyjadfete jako soucin dvou
matic. )

[4.2.B32). Dokaite, Ze pro kazdé n > 2 je:

2 n—2 n

1 =z =z T z]
L %5 B e BT wp
[4a] =1. = (@t tza) H (zj—=:)
: : 1<i<j<n
2 -2
1 @y g oh e gl

(Navod: nejprve od posledniho sloupce odectéte z2-nasobek pfedchoziho
sloupce, pak od piedposledniho sloupce odeététe z,-nasobek predchozi-
ho sloupce a déle postupujte podobné jako ve cvieni [4.2.B30].)

§3: ALGEBRA MATIC

[4.3.A1]. U.p. matic A, B (nad R), které nejsou ttvercové a pfitom
existuji oba sou¢iny A-B 1 B-A.
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[4.3.A2]. U.p. matice X € Matm,(T) tak, aby X - A = 1.4 | kde
A € Matpn,(T) je dand matice a t € T je dané &islo.

[4.3.A3]. U.p. baze vektorového prostoru Mat3»(Q).

[4.3.A4]. U.p. generatorl vektorového prostoru Matz2(R), které nejsou
bazi tohoto prostoru.

[4.3.A5]. U.p. dvou reguldrnich matic A, B , které jsou déliteli nuly
v okruhu (Mataz(R),+,") .

[4.3.A6). U.p. dvou singuldrnich matic A, B € Mats2(R) takovych, Ze
matice A - B je regularni.

[4.3.A7]. U.p. nenulové matice A € Matq4(Q), k niZ neexistuje matice
inverzni.

[4.3.A8]. U.p. matice A € Matz3(Q), k niZ existuje vice nei Jjedna
inverzni matice. :

[4.3.A9]. U.p. matic A,B € Matyy(R) takovych, 3¢ A-B = E, a
B-A+E,.

[4.3.A10]. U.p. podminky, kterd

a) je nutna, ale neni dostateZnd  b) je dostateind, ale neni nutna
c) je nutna a dostateZna d) neni nutna ani dostateéna

pro to, aby k matici A € Mat,,(R) existovala matice inverzni.
& & &

[4.3.B1]. Pro dané matice A, B (nad K) spoctéte matici A- B :

- 32 1 7
a) A= _j (5) z] B=|-4 0 6 1
: | z 11. 1 -2
141
b) A=|3-i B=[143 142i 2]
- _i i
: 14¢ =141
- €} A=B=1|0 1 141
i 0 1414
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[4.3.B2]. Pro dané matice A, B, C (nad K) spoctéte matici A- B -C :

- . 1 2
13 2 1 0 3 _
a)A_l[]] ! 3*212] ! C“{f 4J
- - 50
(1 ~1 - B [ 1 1 0 3 1
by A=12 1 -3 , B=13 2 0| , C=1|1 0 -2
0 2 1 |1 -1 0 2 1 0
1-
¢) A=[1+i 2-i 1-i] B=| 0 i C=[142i 241]
: 1—i
1-i 1—i
d) A=] 0 ; B=[14i 2-i 1-i] , C= |14
1—i 2—1
[4.3.B3]. Spoitéte matici A-B—B-A |, jeli:
(8 —5 _ 2 5
a) A= 3 _4] B=
- _ [ & 7
b) 4=|_3 2 ‘”‘é} B=|-3 4
- | 1 2
(1 -2 0 [1 0 0
c) A=1|2 -3 0 B=101 0
(4 12 3 13 1 2
[4.3.B4]. Dokaite, Ze pro kazdé pfirozené &islo n plati :
] [cosz —sinz]” _ |cosnz —sinnz
|sinz  cosz| ~ |sinnz cosnz
. 1 1 0]" 1 n ——-)-"(";l
b) 0 F 1] = o 1 n
0 0 1] L0 0 1
[1 a ¢]” (1 na “T“b(n—l)+nc
c) 0 1 =40 1 nb
L0 1] (0 0 1
E dé =
d) A":{ 2 Prons-ue; } kde A=[2 1]‘
A pro n liché 3 -2
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[4.3.B5]. Naleznéte viechny matice X, které jsou zaménitelné s danou
matici A (tj. plati A- X =X-A4), jeli:

7 -2 3 001 1§
a) A= b) A=(0 1 0 e} A=

5 -2 3 1 9 0 0 0 1
‘ 0 000

[4.3.B6]. K dané matici A € Matas(R) naleznéte viechny matice X,
resp. Y, resp. Z, spliiujici vztah :

- X-A=033 , resp. A-Y =0Oas , resp. Z-A=A-Z =033

(kde O33 znaéi nulovou matici fadu 3). Pfitom:

3 4 2 2 4 1 g 01
a)A=|-2-1-1), b A=|1 3 2|, A=|0 0-1
1 3 1 31 4 00 1

[4.3.B7]). Reste maticovou rovnici (tj: naleznéte viechny matice X, kte-
ré spliiuji danou rovnost) :

. [2 5]_[4 -6 2] L1 -4
""))"[1 3]‘[2 1] b)[35]"‘“[3 -—12]
2 -1 Lol ol
0 3| , B=|0 3 -1
-2 -2 2 0 0

2 0 -2
1812 -9

23 15 11

c) X-A=B , kdeA= [—

— D =

d) A-X-B=C , kde

2 -3 1 9 7 6
A=1|4 =5 2|, B=|1 12|, C=
5 =7 3 1 <l 1

[4.3.B8]. K dané tvercové matici A naleznéte adjungovanou matici

A*. Pfitom : _
SN 3—i 3+4i —5+5i
a) A= | 0 "(‘;] b A= | 1-i 24 —143i
L | 145i —T+4i —T+9i
r3 —2 0 —1 [14e 1 ... 1
B e 2.2 1 1 14a... 1
A= 11 9 _3 _2 =L :
Lo 1 2 1 1 1 ...l14a

kde matice A v pfikladu d) je fadu n > 2.
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[4.3.B9]. K zadané matici A naleznéte inverzni matici A~' (pomoci
adjungované matice) . Pfitom :

” 1.2 8
_[ev2-6v2i 141 .
a)A—_ﬂ_ﬁi ; b) A= -.? (2] }
-9 1 4 3 rl+a 1 1
4 2 3 1 1 14eae... 1
A=113 2 4 i bkt A :
L3 4 1 2 L 1 1 ...14a

kde matice A v pfikladu d) je fadu n > 2.

[4.3.B10]. Dokaite, ze

a) pro A, B € Matma(T) plati: (A+B) =A'+ B’

b) pro A € Maty,a(T),t € T plati : (t-A) =1-(4)

¢) pro A € Matmn(T), B € Matp(T), t € T plati :
(t-A)-B=A-({-B)=1t-(A-B)

d) pro A € Matn,(T) regulérni a 0 # ¢ € T plati: (1-A)™1 = 1-(471).

[4.3.B11). Dokaite, Ze pro &tvercové matice A, B fadu n plati:
a) A-B=E, < B-A=E,
b) A-A'=E, e Al.A=E,.
[4.3.B12). Necht k > 2 je celé Eislo a necht A;,As,...,Ax Jsou
regularni matice fadu n . Dokaite, Ze pak plati :
(A1 >Ba 5 dp) b= Apte. A7t AT,
(Névod : dikaz vedie matematickou indukci vzhledem ke k .)

[4.3.B13). Necht A € Matq,(T'). Dokaite, Ze plati:

A- X=X -AproVX €Mat,,(T) <= 3teT tak,ze A=1t-E, .

(Navod: pti dikazu ” = ” zkoumejte rovnosti A-Ur, = Urs - 4
kde U,, je matice majici na r, s-tém misté jednicku a jinde samé nuly .)

[4.3.B14]. Soucet prvki v hlavni diagondle &tvercové matice X se

nazyvéa siopa matice X a oznafuje symbolem tr(X) (zkratka z an-

glického "trace” = stopa).

Necht A = (a;;) je matice typu m/n (nad T'), resp. B = (b;;) je matice

typu n/m (nad T'). Dokaite, Ze pak plati:
tr(A-B)=tr(B-A)=tr(4"-B)=tr (B -4).



116 II. Cvigeni — Kap. 4: Matice a determinanty

Definice. Ctvercovd matice A = (a;;) se nazyva

- symelrickd , jestlize A'= A (tj.jeli a;; =aj; proVi,j)

- kososymetrickd , jestlize A’ = —A (tj. je-li aj; = —aji proVi,j).

[4.3.B15]. Necht A je libovolnd matice typu m/n (nad T). Dokazte,

Ze pak matice A’ - A je symetrickd a matice A - A’ je také symetricka.

[4.3.B16]. Necht A, B jsou symetrické matice. Dokaite, 7e pak plati:

a) A je regularni matice = A~! je symetrickd matice

b) A-B je symetrickd matice <= A-B=B-A.

[4.3.B17]. Necht A, B jsou kososymetrické matice. Dokaite, ze pak

plati:

a) A je reguldrni matice => A~! je kososymetrickd matice

b) A-B je kososymetrickd matice <= A-B=-B-A.

[4.3.B18]. Necht A € Matmn(R) (tzn. A je redlnd matice). Pak:

a) dokaite, Ze plati: A-A' = O <= A= Omn

b) ukazte, Ze za pfedpokladu A € Maty,(K) (tzn. je-li A komplexni
matice) pfedchozi tvrzeni neplati.

[4.3.B19]. Necht je dina mnozina matic
M= {[ z E] |z,ye K libovolné}

(kde T, resp ¥ znadi Cislo komplexné sdruzené k &islu z, resp y) a necht
+, resp. - zna&i s€itani, resp. ndsobeni matic.

Doka.zte Ze pak :

a) (M,+,-) je netrivialni okruh s _}edmckou ktery nema délitele nuly
b) (M, +,) neni obor integrity.

[4.3.B20]. Dokaite, ze dana mnozina matic M, s operacemi séitani
matic a nasobeni matic, je télesem. Pfitom:

a)M:{[_ab 3]|a,beQ} b)M:{[;b z]la,beq}.

[4.3.B21). Necht a,b jsou pevna redlné &isla. Necht

#={[s2e ] 1mven)

a +, resp. - znadi s€itani matic, resp. nasobeni matic. Pak:

a) dokaite, Ze (M, +,-) je komutativni okruh s jedniZkou

b) ukazte, Ze existuji a,b € R tak, Ze (M,+, ) neni obor integrity
c) dokaite, Ze (M,+,) je téleso <= a-b< 1.
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[4.3.B22]. Necht a,b jsou p'evné realnd éisla. Necht

ool z ¥
M_'_ {{ay .1:+by] |z,y€R}

a +, resp. - znali séitdni matic, resp. nasobeni matic. Pak:

a) dokaite, ze (M, +, ) je komutativni okruh s jednickou

b) ukaite, Ze existuji a,b € R tak, Ze (M, +,-) neni obor integrity

c) dokaite, ze (M,+,-) je téleso <= 4a+b2<0.

[4.3.B23]. Na mnoZiné M-atnn(T) definujeme relaci g takto:

ApB <= 3regulirni matice X € Mat,,(T) tak,z2e B=X'-A-X.
Dokazte, Ze g je relaci ekvivalence na mnoziné Mat,,(T") .

[4.3.B24]. Rozhodnéte, zda dané matice A, B,C,D tvoii bazi vekto-
rového prostoru Matga(R):

va=[} 1], s=[33]. e=[s %] »=[s 3]

garlt 2 e e[t 2] o- ]t
[4.3.B25]. Rozhodnéte, zda W je podprostorem vektorového prostoru
Mat,,(R) a pokud je, pak uréete jeho dimenzi. Pfitom:

a) W= {A = (ai;) € Matpa(R) | aij = 0 pro i # j}

b) W = {A = (ai;) € Matn,(R) | a;; = 0 pro Vi}

c) W= {4 = (a;;) € Matnn(R) | ai; € Q}

d) W ={A = (ai;) € Mataa(R) | @11 + @224+ + anp = 0} .

[4.3.B26). Necht W(S), resp. W(K) znaci mnozinu vsech symetrickych

matic, resp. viech kososymetrickych matic fadu n > 2 (nad T'). Pak:

a) dokazte, e W(S) a W(K) jsou podprostory vektorového prostoru
Mat,,(T)

b) uréete dim W(S) a dim W(K)

¢) dokaite, zZ& Maty,,(T) = W(S)+W(K)

d) dokazte, ze kazdou Etvercovou matici Ize napsat jako soutet symet-
rické matice a kososymetrické matice, pficemz toto vyjddreni je jed-
noznacné.

bt
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[4.3.B27]. Jsou dany tyto podmnoziny mnoziny Mat,,(R) (tj. mno-
ziny viech regularnich matic fddu n nad R) :
Hy={A=(ajj)|a;j€Q}, Hy={A=(ay)|e;; €Q A |A|=1}
Hy={A=(a;)|a;; €2}, Hi={A=(aj)la;€Z A |A|=1}
Hs={A=(a;;)| |[A|=1}, He={A=(a;;)|a;;>0proVij}.
Potom:
a) rozhodnéte, zda H; (proi=1,2,3,...,6) je podgrupou grupy regu-

larnich matic (Mat,.(R),-)

b) sestrojte hasseovsky diagram uspotfddané mnoziny ({H1,..., H¢},C)
Definice. Redlnd étvercovd matice A se nazyva ortogondlni matice,
jestlize je reguldrni a plati: A~! = A’'.

[4.3.B28]. Necht A € Mat,,(R). DokaZte, Ze nasledujici vyroky jsou
ekvivalentni:

(i) A je ortogonalni matice

(i) A-A'=E,

(i) A'-A=E,.

[4.3.B29]. Necht A € Mat,,(R). Potom:
a) dokazte, Ze plati: A je ortogonilni matice = |A|= =1
b) ukaite, Ze opaZnd implikace obecné neplati.

[4.3.B30]. Necht H zna&i mnoZinu viech ortogondlnich matic fadu
n > 2. Pak:
a) dokaite, Ze (H,-) je grupa (pfi¢emsz - znali nasobeni matic)
b) rozhodnéte, zda grupa (H,-) je komutativni.

§4: HODNOST MATICE A DALSI VLASTNOSTI MATIC

[4.4.A1]. U.p. matice A (nad R) takové, Ze fadky matice A jsou
linedrné nezavislé a sloupce matice A jsou linearné zavislé.

[4.4.A2]. Necht v matici A € Mateg(Q) existuje nenulovy minor fadu
4. Uvedte, co véechno lze fici o hodnosti matice A.

[4.4.A3]. Necht v matici A € Mat7s(R) jsou viechny minory fadu 4
nulové. Uvedte, co viechno lze fici o hodnosti matice A.

[4.4.A4]. Nechf v matici A € Matgs(Q) existuje nenulovy minor fadu
3 a 5 a existuje nulovy minor fadu 2,4 a 6. Uvedte, co viechno lze pak
fici o hodnosti matice A.

[4.4.A5]. U.p. matic A, B € Matas(R.) takovych, Ze h(A-B) # h(B-A).
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[4.4.A6). U.p. reguldrnich matic A, B € Mats3(R) tak, ze h(A-B) = 2.
[4.4.A7]. U.p. nenulové matice A € Matza(R), kterou nelze konetnym
pottem elementarnich fadkovych tprav pfevést na jednotkovou matici.

[4.4.A8]. U.p. matice H tak, aby H-A byla matice, ktera vznikne ze
zadané matice A € Matza(R) pfi¢tenim dvojnasobku 3.tadku k 1.rddku.

[4.4.A9]. U.p. bazi (1) a (2) vektorového prostoru R? tak, Ze matici
il o
pfechodu od béze (1) k bazi (2) je matice [é 42}

LB e
Ly #
Yol
I

[4.4.A10]. U.p. podminky, kterd
a) je nutnd, ale neni dostatena  b) je dostatetnd, ale neni nutna
pro to, aby h(A-B) # h(A), kde A, B € Matas(R) .

& & &

[4.4.B1]. Uréete hodnost matice A (nad R), je-li:

F0 4 10 1 - 2-4 8 0 4
|4 8 18 7 | s3-6 1 4 -3

a) A= 110 18 40 17 WAd=|_4 9 §-1 7
1 7 17 3 | 5 -4-12 5 -14

-3 -1 2 2 13 4 6

4 1 3 —2 1 -3 -2

1 2 -1 7 07T 5 10

JA=| o 3 _3 A= _, 51 10 10
5 3 0 Bl B 1

| 1 -5 4 | 8 -3 5 -2 2

[4.4.B2]. Uréete hodnost matice A (nad K), je-li:

(144 14¢ 1—id [1—1 i -1
a) A= | 1=i =141 143i b)A=] 1 0 2
[ =2 i 144 | i 2-i 144

Q) A= | 3+ -2 B5+i 2-2i -
| Bi 3—i 148i 4+2i

[14+2i 1-i 2+3i 2 e malah o
] d) A 1-5: 7—4: 4 i
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[4.4.B3]. Je ddna matice A (nad R) tvaru :

131 23

A=}1 2.2 0 2

2 5 4 -1 7

Urcete h(A), resp. h(B), resp. h(A - B), je-li :
-8 8 07 (—1 =9 =17
1 -3 -2 -1 0 1
a)B=| 3 -2 1 b)B=| 2 5 1
1 0 1 2 3 1
e . U . L. 0 0 -1l
F 7 1 3 ! 1 17
-4 1 1 l =1 2
gB=|0 1 1 dB=| 1 1 3
2 -1 -3 1 1 -1
L 1 -1 —lj | -1 1 2]

[4.4.B4]. Urcete hodnost dané matice A (v zévislosti na parametrech
a,b € R), je-li:

[2 -1 a b 1 a 2 20 1 7
a)A=1|1 a -1 1 b)A=]|-1 1 1 2a -2 b
|1 10 -6 1 2 3 3 0 1 a
rd -4 1 4 1° 2 3=b 3
_|a 4 10 1 |1l 24a 4 6
VA=11 7 17 3 DA=1y "4 46 7
9 3 3 L By Bab ]

[4.4.B5]. UrZete hodnost dané matice A (v zavislosti na parametrech
u,v € K), je-li:

: i u 442¢ 1 244 i 2-i
a) A= 1 2i 1-i b) A= i u =1 142i
- 2 v -1 1=-2 1 v

[4.4.B6). Necht A € Mat,n(T) . Dokaite, Ze plati:

a) vsechny minory fadu k (kde k < min(m,n)) v matici 4 jsou nulové
= kazdy minor fadu r > k v matici A je nulovy

b) v matici A existuje nenulovy minor fddu k > 1 = pro kaidé
piirozené s < k existuje v matici A nenulovy minor fadu s.

§4: Hodnost matice a dalsi vlastnosti matic 121

[4.4.B7]. Necht A € Maty,,(T) je matice takova, e h(A) =r > 2.
Dale, necht M je étvercova submatice v A, kterd je vybranaz r linearné
nezavislych fadku matice A. Pak:
a) ukazte, Ze mize byt [M| =0
b) dokaite, Ze je-li navic matice M vybrana z r linedrné nezavislych
sloupci, pak musi byt | M | # 0.
[4.4.B8). Necht A, B, X € Mat,,(T) jsou matice takové, e A, B jsou
reguldrni. Dokazte, Ze potom:
a) h(A-X-B)=h(X) b)h(A-X A 1) =h(X).
[4.4.B9]. Necht A, B € Maty,,(T). Dokaite, Ze plati :
h(A+B) < h(A)+h(B).
[4.4.B10]. Necht A € Maty,,(T) je matice majici hodnost r a necht
M je jeji submatice typu s/n (tzn. A a M maji stejny pocet sloupct).
Pak:
a) dokazte,ze h(M) > r4+s—m
b) ukaZte, Ze pfedchozi nerovnost neplati v ptipadg, kdyz submatice M
md méné nez n sloupcu.
[4.4.B11]. K dané matici 4 naleznéte inverzni matici A~!, a to jednak
pomoci adjungované matice a jednak pomoci elementarnich fadkovych
uprav:

. : wr [3 2 0
a) A= 11:2‘1. 11_2;.’] b)A=|5 4 1
- 11 2 5
EE- (31 =
c) A= d)A=|-5 1 6
1-1 1-1 1 3 9
L1 -1 -1 1 -
4.4.B12]. K dané matici 4 naleznéte inverzni matici A=}, je-li:
[ ] i
ro1 2 =3 2 re 7 3 —4
-2 =3 5 -1 1 3 -2 5
A= o 2 _4 Bd=lg 15 0 -8
L-2 -1 4 -2 13 10 0 14
R T, r 21 0-1~1 0
1 1 0-1-1 1
== fehes 1 1-1-1 0 1
c) A= 1 2 2 0 3 d) A=
-1 0 0 0 1 0
1 2 2 1 2
i B d.h d -2-2 1 2 1-1
- | L 0 0 0 1 0-1
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[4.4.B13]. Naleznéte inverzni matici k matici A, fadu n > 2, je-li:
2 L. an-2 an-—l

111 ...11 laa
011 ... 11 01 & ;8" g%
a) A= | AR V.ESE
000 ... 11 000. 1 a
0 0 0 0 1 000. 0 1
0 pro i=j
= (ai; d =
] A ={ai); kde a;j {1 iy
0 pro i=j A 2<i<n
d) A= (G,‘j), kde a;; = { 1 jina.k

[4.4.B14]. Necht A € Mat,n(R) je reguldrni matice, jejiz prvky jsou
cela gisla. Dokaite, Ze potom:

inverzni matice A~! ma pouze celotiselné prvky <= |A| = %1.
[4.4.B15). Naleznéte ty hodnoty parametru a € R, pro které ma
podprostor W vektorového prostoru R* nejmensi dimenzi a urete tuto
dimenzi, je-li: )
a) W =[uj,uz,us,uy], kde

u; = (a,4,10,1) , uz = (1,-1,-3,3) , uz =(-1,5,13,2),

ug =(2,2,4,1)
b) W= [ul,ug,ug] f kde

u; =(2,7,4,2), uz =(1,3,-4,1), uz = (1,a,-14,1).

[4.4.B16). Zobrazeni f: K — Matsz(R) je definovano takto :

fla+bi)= [._‘; 2] , proYa+bicK.
Potom rozhodnéte:
a) zda f je injektivni, resp. surjektivni zobrazeni
b) zda pro V u,v € K plati:
flutv)= fu)+ f(v) , rtesp. fu-v)=f(u)- f(v).

[4.4.B17]. Ve vektorovém prostoru V jsou zaddny podprostory Wy, Wa.
Naleznéte dimenzi a bazi podprostoria Wy , Wo , Wy + Wo , W1 NW, ,
je-li:
a) V= R3 . W1 = [ul,‘II2,U3] 5 Wz = [Vl,VQ,Va] ,kde

u; = (1,2,2) , Uz = (2,3,-—-1) , U3z = (1,1,‘—3)

v = (01 112) y V2. = (1a 1:"1) v Y3 = (1)313)
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b) V = K3 s Wl = {‘I.ll,l.lz] 3 W2 = [V;,Vg] 3 kde
u; = (=2+i, —i, 1-2i) , ug = (1—-i , i, —1)
vi= (=141, 34+i, 2i), vo= (i, 2—i, 14i)

c) V=R* W = [ul,uz,u;;] , Wo = [Vl,Vz] , kde
u =(1,-1,2,1), uv2=1(2,2,3,3), ug = (0,4,-1,1)
vi=(1,3,1,2), v2=(3,1,5,4)

d) V=R*; W) =[u;,us,us,uq], Wo =[vy,va,v3], kde
1= (1,]-:012) , W2 = (1;2)1,_2) , U3 = (1y2)21_3) ]
us = (2,3,1,0)
1=(1,3,0,-4), v =(1,1,1,1), vs =(1,0,1,-1)

e) V=R%; W) =[uy,uy,uz], Wao={vy,vs,va], kde
w=(2,21,2,4), us = (2,4,~2,8,5) , us = (0,2,~3,4, —2)
vi=(1,0,2,-1,3), va=(1,2,-1,3,1) , vs = (1,4,—4,7,~1)

f) V=R*; W) =[uj,uz,uz,u4], Wo =[v1,va,v3,v4], kde
u = (15—210,3s5) i W2 = (—1,3,2,—-5,—-9) ,y U3 = (2y_3:—2&0!3) 1
u =(-1,1,2,3,2)
vi=(L,1L,LL1), va=(=220,21), va=(0,4,2,4,3) ,

V4 = (—1,7,3,7,5) l

g) V= RG ) Wl = [ul,uz,us,u4,u5] ) W2 = [vlyv27v3|v4] ) kde
u; = (2:1$1!2!1!1) , U2 = (4:41513:'415) , U3 = (273:43113:4) 1
vig =4, 0,=1,5,0 =1} , g (4, <2;=4, 6,2 ~4)
vi=(1,1,1,0,1,1), v =(-2,1,2,-3,1,2), v1=(0,2,3,-1,2,3),
V4:(—1,2,3,—3,2,3)

h) V= RG H W1 = [ul,u2,u;;,u4] y Wg = [Vl,V2,V3,V4] ,kde
w =(1,1,0,-1,0,—1) , uz = (-1,1,-1,0,1,0) ,
us =(1,1,0,0,-1,0), us = (1,~1,1,2,1,—2)

v; =(1,0,1,-1,0,1), v2 =(2,1,1,-2,0,0)
vy =(3,0,2,-1,0,-1), v4 = (4,1,3,-4,0,2).

[4.4.B18]. Necht A = (a;;) je matice pfechodu od bédze uy,...,u,
k bézi vy,...,v, vektorového prostoru V (nad T').
Dokaite, Ze A je reguldrni matice.

[4.4.B19]. Necht (1), (2), (3) jsou tfi baze vektorového prostoru V
nad T'. Necht A je matice pfechodu od baze (1) k bdzi (2), resp. B je
matice pfechodu od bdze (2) k bdzi (3).

Dokazte, Ze pak A - B je matici pfechodu od baze (1) k bazi (3).
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[4.4.B20]. Naleznéte matici pfechodu od baze (1) k bazi (2) vek-
torového prostoru V), je-li:
a) V=R2?,
(1): vy =(2,-3), ua=(-1,1)
(2): vi =(1,0), v2=(0,-2)
b) V = R3,
(1) : uy=(1,2,1) ,us = (2,-1,3) , uz = (-2,3,2)
(2): vi=(-5,9,2), v2 =(6,-10,5) , va =(-1,2,9)
&) V= RY,
(1) : w3y =(1,2,0,0), u2=(0,1,1,0), us =(1,0,0,-1),
w=(1,1,-1,1)
(2): v1=1(2,2,0,0), v2 =(3,3,-1,0), va=(2,4,0,1),
vy =(2,3,1,-1).

[4.4.B21]. Je ddna baze (1) vektorového prostoru V a matice A.
Naleznéte bazi (2) prostoru V' takovou, aby A byla matici pfechodu
od baze (1) k bazi (2). Pritom:

a) V =K (nad R) (viz cviéeni [3.1.B1]b)) ;
MD:uwy=142i,u;=2-3i
5
=7 3]
b) V =Rq[z],
(D:uy=2243z4+2, u=2z24z+1, uz=2z+3

-1 1 =2
A= 0 1 1
1 -1 1

&) V= Matas(R)

(1);U1=[} 0] Us = [g ;] Us—[; 3] Uz[(lJ ;]

1 0. 1 0
0 2 -1 1
it = -1 0 1 -1
1 0 0 1
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[4.4.B22]. Je dana baze (2) vektorového prostoru V a matice A.
Naleznéte bazi (1) prostoru V takovou, aby A byla matici pfechodu
od baze (1) k bazi (2). Pfitom:

a) V =K (nad R) (viz cviieni [3.1.B1]b) ) ;
(2): vi=3-2i ,vo=14+1, resp. A= [; ;}

b) V=K3,
(2): vi=(1,2-1,0), va = (1+1,0,1), va = (0, 21, 24i)
i Bl S
A= 4431 -8-3i —-349
—-2+4i  3-3i —3-3¢
[4.4.B23]. Naleznéte rovnice pro transformaci soufadnic vektoru pfi
pfechodu od baze (1) k bazi (2) vektorového prostoru V (tzn. vyjadrete
soufadnice vektoru v bazi (1) pomoci soufadnic téhoz vektoru v bazi
(2) ). Pritom:
a) V=K?
(1) : uy = (144, 2—1) , uy = (1-4, 142i)
(2) : vy = (741, —3+4i) , va = (2, -1437)
b) V= Rz[:c],
():uy=22422+1,u;=22"-z+3, us=-2z"+3z+2
(2): vi=—-5z249z+2, v2=622-10z+5, va=—z’+2z+9
c) V=K3
(1) : wy=(1,1,1), ua=(0,1,1) , uz = (0,0,1)
(2) : vi = (144, 141, 144) , vo = (241, 3421, 3427) ,
= (3+1, 542, 64+31)
d) V = Mats(R)

w:u=[g 3]o=[i o] =[5 5] o= 1]

e[ foseftoielt e[
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KAPITOLA 5:

SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

§1: GAUSSOVA METODA
RESENI SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

[5.1.B1]. Gaussovou metodou FeSte soustavu linearnich rovnic (nad R):

a) 3z, 4229+ zz3= 5 b) 36z, — 23254+ 2923 — 4324 = 3
2¢1+3z94+ 3= 1 452, — 28x9+ 3423 — H2z4 = 9
2214+ z3+43z3 =11 35z1 —21ze+ 2823 — 4524 = 16
S5z1+bzo+223 = 6 4621 — 3229+ 3623 —48z4 = —18

€) 3z — zy— z3—224=-4 d) z3+ 24+ 325 = 2
221+ 3z +bzz+ 224 = =3 —z9— 223 —3z4 =32
221+ 3x0— z3— 24 =—6 22+ z3+ za+ z5=0

21+ 22+2z34+3z5= 1 z1+ x4+ rat x4 =0
1+ 2z +3z3—~ x4 = —4 z1+ 2254 3z3 =0
f) 221+ z3—4dzz+6zy— 425 = —4

e) To+ 3 = .0 5z1 + 5z +8z4— z5= -7

214 x5 — 23 = -1 201 — To+3x3—4dxs+2x5= 8
L1+ zTo—xr3txsa= 2 )+ 229 —Jzg+4z54— x5 = —1
z1+ 2z =-1 £ — To— z3+2zr4—3x5 = -3

31+ 20— z3+2z4— z5= 3

[5.1.B2]. Gaussovou metodou feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

a) 521 —9z2+5z3 =1
221+ 329+ 323 = 2
z1 + 8z, =1
$;—2z34 23=0
c) 2 —
)22132 Igzz 1’32 7 ; d) 10z, + 2322 + 1723+ 44z = 25
z1+4zg+bzs+2z4 = 2 15z, + 3529+ 2623+ 69z4 = 40
by 4 Pk T o D i 10 25z1 +57z9+ 4223+ 10824 = 65
521 4729 + 923+ 224 = 20 30z, + 692 + 5123+ 13324 = 05

b) 3z1 —bzo+2x3+4x4 =2
bzy+T7zy—4dz3—6z4 = 3
Tey—4eo+ z3+3z4 =05

§1: Gaussova metoda fedeni soustav linedrnich rovnic 127
e) i2i§:31224+3 fg f) 2$1+232+81€3—3Z4+935=2
- 4 i 5 = 2z, 4+ 2z 4+ 43— z4+3z5 =2
o+ Tz+ T4 =0 =
21+ T2+3z3—2r4+3z5 =1
22+ z3t+ 24+ o5 =0 3z +3z94+5x3—2z4+ 325 =1
To+2x3+4 34 =1 1 = o v
[5.1.B3]. Gaussovou metodou feste soustavu linearnich rovnic (nad R):
a) 2z, —3z94+2z3=1 b) 6x; —9z2+ Txa+ 10z = 3
1 =229+ z3 =0 2r1 —3z9— dzz— 4dz4 =1
5z;—9z24+5z3 =1 2rxy —3z2+ 13z3+ 18z4 =1
c) 28 + z4= 1 d) 4z; +5z2— Sr3— 524+ 725 = 3
3z, —2z0 —3x3+4z4 = -2 3z, 4 3z2— 323 —3z4+ 425 = 2
14 zTo— z3+ zT4= 2 2z:4 To— Tz— T4+ z5=1
Ty - I3 = 1 1 — Ta+ T3+ z4—2z5 =10
e) 621+ 3z2+ 223+ 3z4+4z5=5 1) 220+ 223+ 224 —4z5="5
41+ 220+ z3+2z443T5=4 T14+ To+ T3+ T4a—225=3
4z, 4+ 220+ 323+ 224+ z5=0 —z1— Zo— za+ z44+2z5=0
221+ Zo+Tra+3z4+2z5=1 —2zr;+3z2+ 323 — 6z =2

[5.1.B4]. Naleznéte viechna feSeni soustavy linedrnich rovnic, zadané
roziifenou matici soustavy (nad R):

r3 3 2 1110 0 2 3 1 007
3)42318 b)345569
351 1]15 1543 2]|3
7 4 5 2|18 2 1 2 3 416l
3000 21 30 0 0 2|17
c)100012 d)100011
7000 413 7000 4]1
5 0 00 314 5 0 0 0 3|1
0 V2 V3 V6 0| 3
e)z 2 V3 -2 /5| -2

0 2 V56 23 =3 | ©

3 3 /3 -3 0 3

-2 0 V3 -6 31 V3
f)\/io\/i—2 V6 | V2

3 0 —v6 23 -3v2 | —V6

V3 0 1 -v2 3 1
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[5.1.B5]. Gaussovou metodou feite zadanou soustavu linearnich rovnic
(nad K):

a) (1—-2i)z; + (2+3i) 2, =8+5i
(1—4i)z; + (1+2i) 220=5-2i

b) 3= &)z + (-5+ §)za=1+1
(1-2i)z; + (-2+3i) z2=1
(6-5))z; + (—9+Ti) z2 =341

c) 2 21+(2+25).1:2+ 21 z3=1
(1‘—1:):!!1+(1+3i)32+(—-1+i)273=0
(I+d)z;+ (1= i)z24+ (14 z3=1

d) I+ z;+ (11— Dz2+ (141 zz=1

1+ (14 i) z2+ iz3=1
(I-9z1+ (Q43)z24+(-141)2z3=0
2+ z+(-1- 1) z2+ zz3=1-—1

[5.1.B6]. Reste soustavu linedrnich rovnic (nad R), v zavislosti na
parametru a € R.:

a) 4z —2z3+3z3+ Tza=1 b) az;—4x2+ 923+ 1024 = 11
521 —3z2+432z3+ 4z4=3 2z;— zo+3z3+ 4z4= 5
8z —6z9— z3— Hzy=9 4z, —2z9+4+523+ b6z4= T
Tz1—3z24+Tz3+17Tz4=a 6z —3224+T2z34+ Bzg= 9

¢) azy+ z2+ zz=1 d) ez1+ z2+ za=1
r1+azs+ zz=a z14+azs+ z3=1
214 z9+azz=a? z14+ zy+azz=1

e) (1+a)z; + T+ z3=1
z1+(1+a)z2+ t3=1a
T+ zo+(1+a)z3 = a®

f) (a+1)z;+ za+ z3=a’+3a
zy+(a+1)zo+ z3 = a® + 3a?
1+ zz+(a+1)a:3=a4+3a3
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§2: zAKLADNi VLASTNOSTI
SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

[5.2.A1]. U.p. dvou ekvivalentnich soustav linearnich rovnic (nad Q) ,
které sestavaji z ruzného poétu rovnic.

[5.2.A2]. U.p. soustavy 3 linearnich rovnic o 4 neznamych (nad R),
ktera ma pravé jedno fedeni.

[5.2.A3). U.p. soustavy 4 linearnich rovnic o 3 neznamych (nad R),
kterd ma prdvé jedno feseni.

[5.2.A4]. U.p. soustavy 2 linearnich rovnic o 2 neznimych (nad R),
kterd ma pravé 2 feSeni.

[5.2.A5]. U.p. fesitelné soustavy 3 linearnich rovnic o 4 neznamych

z,,Z2,23,24 (nad Q) tak, Ze nezndmé z;,zs,z3 musi byt voleny za
volné neznameé.

[5.2.A6). U.p. fesitelné soustavy 3 linearnich rovnic o 4 neznamych
z1,%3,%3,z4 (nad Q) tak, Ze neznamé zj,z4 nelze volit za volné
nezname.

[5.2.A7). Je déna soustava 3 linearnich rovnic o 3 neznamych (nad R),
jejiz matice soustavy je singularni. Uvedte, co viechno lze fici o poétu
feseni této soustavy.

[5.2.A8]. Je dina soustava 4 linedrnich rovnic o 3 neznamych (nad R),
jejiz roziifena matice soustavy je reguldrni. Uvedte, co viechno lze Fici
o pottu feSeni této soustavy.

[5.2.A9]. U.p. nehomogenni soustavy linedrnich rovnic o 4 neznamych
(nad R) tak, Ze mnozina viech fedeni této soustavy je podprostorem ve
vektorovém prostoru R*.

[5.2.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostateénd  b) je dostatetna, ale neni nutna
¢) je nutna a dostatecna d) neni nutna ani dostatecna

pro to, aby soustava k linedrnich rovnic o n neznimych (nad T') byla
nefesitelna.



130 II. Cviceni — Kap.5: Soustavy linearnich rovnic

[?.2_.B1‘]. Rozhodnéte, zda dana soustava linearnich rovnic je fesitelna,
¢ nikoliv. U fesitelné soustavy udejte, kolik ma feSeni (bez hledani
téchto feseni):

a) 3z;+10z9+42z3— z4=-2 b) 3z;+3z2+4+2z3+2z4 =10
2814+ dzo+ z3+ z4= 1 3z1+5z2+ za+z4=15
2z, 4+ 3z2+ z3+2z4= 4 Az1+ 2294+ 323+ 24 = 8
4z 4+ 3z94 za+ z4= 5 4z 4+ 4z + 223+ 74 = 13
S5z 4+ 11zs4 3234224 = 2 4z1+ zT2+3z3+z4= 8

¢) 2z1+2z2+43z3+4z4 =5 d) 2z; 4 3z2+ 2z =10
221+ 322+ 223+ 524 = 3 2z1+5z2+4x34 z4 =11
3z1+2z0+ 223+ 224 = 2 2214922+ 8z3+3z4= 7
Te1+ zo+06z3— 24=7 3z1+ Tze+Tr3+ 224 = 12
9z;4+ zo4+4z3—5z4=1 . 514+ Txs+923+2z4 =20

e) (14 i)z 4 (2-1)z2 =345
(3+4i)z; + zo+ (2—-51) za=T7-21
2+ )z +(1—1)z2+ (3—4i) z3 =1+6¢

f)y (@C+3)z+(1—-1)z2+ 2 z3=1+i

(1+2l') z =+ 2t z3 =341

(-1+ Dz + QA+ za+ (24 2) 23 = =2
[52B?] V zavislosti na parametrech rozhodnéte o fesitelnosti, resp. o
pottu feSeni (bez hledani téchto feseni) soustavy linearnich rovnic, kterd
Jje zadana rozsifenou matici soustavy (nad R):

ra 11 111 4 1 4 a| 2
1a11]1 2 3 6 8| 5
)11 1411 b)l1s 9 5 4| 3
1 11 a1 G B R -
110 0a oA
c)01105 d‘;;l“
0 01 1]c¢ ) 1%
100 1]4d 1 1dje
(1 a 1| 3 1 1 0o
e) [b 1 1|2 fyla b ¢ 1| kde a,b> 0.
1 1] 1 a® b 2|0

[5.2.B3]. Urgete viechny hodnoty parametru a € R, pro které je dana

soustava linearnich rovnic (nad R) feSitelna: ;

a) z1— Ta+2z3— z4=1 b) z1— z242z3- z4=1
—z1—3z3—5z3+ 104 = a —z1—3z2—-5z3+10z4 = a
3z, —Tz2+ 323+ 6z4=17 =2z, 4+2z9—4dz3+ 224 =T
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¢) z1— T24+2z3— z4=1 d) z,+ z5+ (14+a)zs =a®
—z21—3z9—5z3+10zs=a z)+ (14+a)za + Iz=a
—z;—Tzo+3z3+ b6z4 =7 (14a)z, + To+ z3=1

[5.2.B4]. Necht a,b,c,d jsou realnd éisla, z nichZ alespon jedno je
nenulové. Dokaite, ze pak nasledujici soustava linearnich rovnic (nad
R) ma jediné fedeni:

az, + bro + czz + dzya =1

bzy — azrs + dzz — cz4 = 9

cz; — dry —azg + bzy =8

dzy + cxo — bzz —ars =9

(Névod: potitejte determinant matice soustavy a uzijte Cramerovo
pravidlo.)

[5.2.B5]). Necht0 # ¢ € T a necht jsou dany soustavy linedrnich rovnic:

41121+ ...+ 1Ty = b ez + ...+ apzp =t-b

(n : 2 :
ap1Z1+ - +0knZn = b ap1Z1 4 - +knZn =1-b

Pak:
a) dokaite, e soustava (1) je feSitelna <= soustava (2) je tesitelna

b) ukaite, Ze predchozi tvrzeni neplati, vynechiame-li pfedpoklad ¢ # 0.
[5.2.B6]. Dokaite, Ze soustava linearnich rovnic (zapsanad maticove)
A-X = B je fesitelnd <= sloupcovy vektor B je linearni kombinaci
sloupcti matice A.

[5.2.B7). Necht A je matice typu k/n nad T. Dokaite, Ze mnoZina
véech vektorti u € T*, pro které je soustava linearnich rovnic A- X = u’
fesitelna, tvofi podprostor v T*, jehoi dimenze je rovna h(A) .

(Navod: pii dikazu vyuzijte pfedchozi cvigeni.)

[5.2.B8]. Je dana soustava linedrnich rovnic A - X = B, kde

2 31 I by
A=11 2 0 ) X= |z N B= bg
11 1 z3 bs

Dokaite, Ze existuje nekoneéné mnoho sloupcovych vektori B takovych,
Ze

a) soustava A-X =B je fesitelna

b) soustava A-X = B neni fesitelnd
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[5.2.B9]. Nechf uj,...,u, je baze vektorového prostoru V nad T.
Uvazme vektory :

aiju;+up , @Uuz+u3z , ... , GupjUp-]+ Uy , GpUy

kde a; € T. Naleznéte viechny hodnoty ai,...,a,, pro které jsou
uvedené vektory linearné nezavislé.

(Navod: pouzijte uivah o feditelnosti a poétu fedeni soustavy linearnich
rovnic.)

[5.2.B10]. Danou soustavu linedrnich rovnic feSte pomoci Cramerova
pravidla (pokud je to mozné):

a) 3zy—za+ z3 =10 b) z)—izo+ (14i)z3 = 244
bz1+zo+4 223 = 29 ix1— o =0
—4zi+ x99+ 223 = 2 (1—i) z4 - 1t T3 = 1434

d) 2z;—2z24 z3+ z4=6
2z + 3224+ 234+ z4=0
5zy+ 622+ 3234224 = 3
Tz1+ 922+ 4z3+ 224 =3

C) 13z, 4+ 2z — 6z3 =8
=521+ 22— 3z3=7
Tz, —6z24+ 1823 =5

e) z1— zo+2z3—6z4 = —8 f) 2z 4 zo+4z3+8z4= -1

z1—2zs—4z3+9z4 = b Ty 4319 —6z3+2z4 = 3
42y — z9—A4z3+3z4 = —8 3z1 — 2294+ 2z3—2z4 = 8
2z — z9—6x3+3z4 = -1 2z — zo+42z3 = 4

[5.2.B11]. Pomoci Cramerova pravidla feste soustavu n linearnich rov-
nic o n neznamych (nad T):

bzy+azo+...+azp_1+az, =2

ary+ bzo+...+azx,_1+az, =2
. - kde b#a A b#(1—n)-a.

ar;+azs+...+axp_1+ bz, =2

[5.2.B12]. Je ddna soustava linedrnich rovnic o 3 nezndmych (nad R):

azy + bz, c
cz + bzs

cry +azs

I

a
b
pficemz plati, ze tato soustava md jediné feSeni. Potom :

a) dokaite,Zea# 0,0#0,c#£0
b) pomoci Cramerova pravidla najdéte toto feseni.
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[5.2.B13]. Je déna fesitelna soustava linedrnich rovnic (nad R). Po-
moci obecného Cramerova pravidla naleznéte viechna jeji feseni :
b) zi1+ zo+ 23+ z44 5= T
31+ 2204 234 z4—3z5=-2
Io+ 223 + 2.”'..4 +6Is = 23
dry+4z9+3z3+3z4— z5= 12

a) r1—2z2+z3+ z4= 1
1 —2z94+ 23— 24 = -1
T1— 204+ 23+ 524 5

§3:HOMOGENNI SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

[5.3.A1]. U.p. homogenni soustavy 3 linearnich rovnic o 4 neznamych
z1,22,23,24 (nad R) tak, Ze za volné neznamé je nutno volit pravé
neznameé x, 3.

[5.3.A2]. U.p. podprostoru W v R®, ktery neni mnozinou feseni zadné
homogenni soustavy linedrnich rovnic o 5 neznamych nad R.

[5.3.A3]. U.p. homogenni soustavy 3 linedrnich rovnic o 5 neznamych
(nad Q) tak, Ze jeji podprostor feseni ma dimenzi 4.

[5.3.A4). U.p. homogenni soustavy 2 linearnich rovnic o 5 neznamych
(nad Q) tak, Ze jeji podprostor feSeni md dimenzi 2.

[5.3.A5]. Necht W je podprostor feseni homogenni soustavy 4 linear-
nich rovnic o 6 neznamych (nad R). Udejte, jakych vsech hodnot miize
nabyvat dimW .

[5.3.A6]. U.p. homogenni soustavy linearnich rovnic nad R tak, aby
bazi jejiho podprostoru feseni byly vektory (1,1,0,0,0) a (0,0,0,0,1).
[5.3.A7]. U.p. homogenni soustavy linedrnich rovnic nad R tak, aby
bazi jejiho podprostoru feseni byl vektor (1,1,1,1).

[5.3.A8]. U.p. homogenni soustavy 3 linearnich rovnic o 4 neznamych
(nad Q) tak, aby jeji podprostor feeni nemél bazi.

[5.3.A9]. U.p. homogenni soustavy 4 linearnich rovnic o 3 neznamych
(nad Q) tak, aby jeji podprostor feSeni nemél bazi.

[6.3.A10]. U.p. podminky, kterd

a) je nutnd, ale neni dostatena  b) je dostate¢nd, ale neni nutna
c) je nutna a dostatetna d) neni nutnd ani dostatecna

pro to, aby homogenni soustava k linedrnich rovnic o n neznamych (nad
R) méla nekoneéné mnoho feseni.

e & &
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[5.3.B1]. Reste zadanou homogenni soustavu linearnich rovnic (nad R,
- resp. nad K) :

a) 3z;4+ 2224 5z3=10 b) 2z, 45z —4z3—4z4+4z5 =0
22— z9+43z3=0 221+ zo— z3— T4+ z5=10
31— Szs+4z3=10 3z, 4822 —6z3—6z4+ 625 =0
3z1 4+ 16234+ Tzz =0 3z1— z9—2z3+ z4— z5=0

c) 2z;4+3z2— z3+5z4=0 d) 3z;— =z + z4—2z5=0
31— o+ 2z3—Tz4=10 2214 z3— Z3z+2z4—3z5 =0
4214 z9—3z3+624 =0 3z, —2z9— z3+ z4—2z5=10
52— x24+ z3— z4=0 221 —4z94+ 223 —2z44+ 225 = 0
6z;4+ zTo—2z34+3z4=10 2z, —bz94+ T3—2x4+225 =0

e) (1+ §)z1+ (B— ) z2o+(1+2)z5=0
@+3) 21+ (2+ Dza+(1— i)z3=0
(1+2) 214+ (=142 224+ (1-3) 23 =0

f) 1- )z +(14d)z24+ (14+i)z3=0
(143) 21+ (1=i) 22+ (~14i) 23 =0
(1+ i)231+ T + i z3=0
[5.3.B2]. V zavislosti na parametrech feste homogenni soustavu linear-
nich rovnic nad R.:
b) az;—2z2+ 3 =0
3 I — 2322 -— Iz = 0
a’z;+ za+(a—1)zz3 =0

a) azy+4z2+2z3=0
221 43z2— z3=0

c) azy+bzrotczatdzy=0
bry—azo+daz—cza=0
cry—dro—azz+bzy =0
dzy+cza—bzs—azy =0

d) az;—4z2— z3=0
4z, —6x9—-323=0
14+ zo9—azz=10

(Névod: pii fedeni c) spoitéte nejprve determinant matice soustavy.)

[6.3.B3]. Urlete viechny hodnoty parametrua € R, pro které ma dana
homogenni soustava linedrnich rovnic (nad R) nenulové feseni:

a) zZy+ 22— z3+ z4=0 b) azr;— zo + z4=0
221+ 22— z3+ 224 =0 zi+xo+ 323+ 224=0
o+ T3+ 4z4=0 221+ 22+ 3Jz3+22z4=0

Ty + z4=0 (a+1) z, +4z3+3z4=0

z)—29—3z34+azy =0 (a+2) z; +3z34+3z4=0

§3: Homogenni soustavy linedrnich rovnic 135

¢) a zy + 32 + a zz3=0
(a—1) 2y + 322+ 2a z3=0
(2a+1)z; + 622 + a z3=0
—z1 4+ 23 +(a+2)z3=0

d) 3z + 5 20 — (a+2)z3 + (2a—-2)z4=0
2 ® + 3zg— (a+1l)zz+ (a—1)z4=0
3z + 4 20 — (2a+1) 23 + (a—1)2z4=0

(a+1)z + a zo + 2 z3 + z4=0
(a+1)z; +(a+1)z2 + (a+1)z3 + a z4=0

[5.3.B4]. Je déna homogenni soustava linedrnich rovnic ¢ n nezndmych
takova, ze matice soustavy mé hodnost (n — 1).

Dokajite, 7e potom pro libovoind dv& nenulovd FeSeni (Pry vr P s
(51,.-.,5n) této soustavy existuje t € T tak, Ze:
r=t%t-8, prokaidéi=1,...,n.

[5.3.B5]. Necht A-X =B a C-X =D jsou dvé ekvivalentni

feditelné soustavy linearnich rovnic o n neznidmych (nad T'). Pak:

a) dokaZte, Ze zhomogenizované soustavy k témto soustavdm jsou také .
ekvivalentni

b) ukaite, Ze bez predpokladu Fesitelnosti soustav A-X = BaC-X =D
piedchozi tvrzenf obecné neplati.

[5.3.B6). Naleznéte bazi a dimenzi podprostoru FeSeni W zadané
homogenn{ soustavy linedrnich rovnic (nad R):

a.) 3z14+ xa+ z3t+4zs =0 b) 3z1+ zp—223+4+6z4=0
221+ 3z2--5z3+6xg =0 521+ 6z3—3z3+9z4 =0
3z1+ 4wy +6z3+Tzs =0 32y 4+ 14z — 234324 =0

d) Bz +3r:+ 923+ 524+ 225 =0

c) 2z1+5z2+5z3+za=0 4z, + 4w, + 823+ 5rg+4xs =0

gxl +2x2 +dzs+ T4 % g 2z, + Tza+ 423+ 524+82z5 =0
21 +2254 r3+Ta = 3zy +5zo+ Tea+5z4+625 =0
421+ 3z9+ 223+ 24 =0 32, — 23+ 3 —6z5 =0
o _ o ) 3z1+3za— z3+1dzy =1
s meincg DRI O DS
5214 Txg—4za+Tea =0 3z +6x3—2c3+ 4za+ 9z5=0
1 2 3 4 5z, + 6z —2z3+ 2024+ 325 =0 -

3z1 +4z2—3z3+ S5zy =0 Ay +9zq —32a+ 274+ 1525 = 0
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[5.3.B7]. Je dina homogenni soustava linedrnich rovnic o 3 neznamych,
nad K. Naleznéte bdzi a dimenzi jejiho podprostoru feseni W (ve
vektorovém prostoru K?):

a) (I+d)z1+(1- §)z2+(2-i)z3=0
(24 D) w4 (B42) 24 (1= Doy = 0

b) (243)z1 +(1+20) 22+ (1—i)z3=0
(1—81) z + 51 z9 + (3—i)"$3 =0

c) (14+2i) 21 + (—2+31) z2 + 3i z3=10

(2-3)zi+ (14 )22+ (1+2i)z5=0

B+3) z) + (—1+4i)za+ (1+5i)z3=0
d) (1— i)21+ ix2+(1— i)23=0

(=14 ) z1+ (24 i) zo+(3+ ) z3=0

(1— !) E51 +(1+21) z2+(3-— I) z3 =10

(=2+4+2)z; + 3+ )22+ (4 +2)z3=0
[5.3.B8]. Naleznéte homogenni soustavu linearnich rovnic, jejiz mnozi-
na feSeni je rovna podprostoru W vektorového prostoru V, je-li:
a) V=R3; W= [(1,2,-1),(2,1,1)]
b) V=R4; W=[(1,-1,1,0), (1,1,0,1), (2,0,1,1)]

¢} V=R

W =[(1,1,5,5,2), (2,2,0,0,-1),(1,1,-1,-1,-1),(1,1,1,1,0)]
d) V=R3;

W=1[(3,2,5,27),(6,4,7,4,5), (3,2,-1,2,—11), (6,4,1,4,13)]
e) V=R";

W=[(211,21),(3,1,2,3,1), (4,-1,5,7,3), (5,—2,5,6,0)]
f) V=R*; W= {(2a—b—c, 3a—b+2¢, a—2b+3c, c) | a,b,c € R}
g) V=R W={(t,2t,0,-t,4t)|t € R}
h) V= Rs H W=
{(5a—2b+3c, 6a—4b+4c, a+3b—3c, 2a+b+2c, 3a+b+c) | a,b,c € R}.
[5.3.B9]. Rozhodnéte, zda existuje homogenni soustava linearnich rov-

nic, jejiZz mnoZinou feeni je zadand mnozina vektori z vektorového
prostoru V, je-li:

a) V=R3, M ={(0,0,0), (1,1,1), (=1,—1,~1)}

b) V=R3*, M={(z,0,z) |z € R}

c) V:Ré,M:{(a-i—b-i-l,a-i—b,o,(])Ia,bER}
d) V=R M=R*'-{(1,,,1,1),(-1,-1,-1,-1)} .
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[5.3.B10]. Naleznéte homogenni soustavu 2 linearn& nezavislych lineér-
nich rovnic (nad R) takovou, Ze jejimi feSenimi jsou (kromé jinych)
vektory u,v,w € K*, kde:

a) u=(1,-2,-2,2), v=(2,-3,1,0), w=(3,-5-1,1)

b) u=(1,-2,-2,2), v=(2,-3,1,0), w=(3,-5,-1,2)

¢) u=(1,-2,-2,2), v=(-1,2,2,-2), w = (2, —v§,—v8,v8)

[5.3.B11]. Rozhodnéte, zda vektor u je FeSenim zadané soustavy
linedrnich rovnic apokud ano, pak pomoci vektoru u vyjadiete viechna
feSeni x této soustavy:

32,4+ 2x24 23—24=1
221+ 3z2+ zatza=1

a)u=(1,-1,11 ; 214 2224223 — 24 =1

3z1 + Szg +4z3 =2

1 —2x3+3z3+4xy = 4

- ; Ty— T3+ mq =3
b)u—(—3,336a0)= 1+ 329 —3zy= 1

—Tzo+3z3+ z4= 3

zy+ 22+ @3+ w4+ ws= T

: 3z1+2x9+ z3+ z4—3x5 = —2

c) u= (—'16123;0; O;U) b 22+2$3+2x4+635 — 23
Sz +4xe+3x3+ 34— x5 = 12

1 — Ig— Ta— IT4-— 1:5:—-3

221 + 9+ 2x3+3z4 +4a:5_ = 10

d)u=(0,2,-—-2,0,3) i 221+ 229+ z3+2z4+ 325 = 11
2z, + 222+ 223+ z44+225= 6

= 3

221 + 229 + 2_323 +2z4+ 43
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KAPITOLA 6:

EUKLIDOVSKE VEKTOROVE PROSTORY

§1: SKALARNI SOUCIN, VELIKOST
A ODCHYLKA VEKTORU

Umluva. Vsude v této kapitole, ve vsech piikladech o euklidovském
prostoru R" se pfedpoklada (neni-li vyslovné feZeno jinak), Ze skalarni
souéin je v prostoru R® definovan “obvyklym zptsobem”, tzn. pro vek-
tory u = (ug,t2,...,un), v=(v1,v2,...,0,) Je

U-v=u v +upvz+---+uUgty .

[6.1.A1]. Ve vektorovém prc.)storu K nad R (viz cviceni [3.1.B1]b))
definujte skaldrni souéin.

[6.1.A2]. Ve vektorovém prostoru Rs[z] definujte skalrni soucin dvé-
ma riznymi zpusoby.

[6.1.A3]. U.p. realného vektorového prostoru, ve kterém nelze definovat
skalarni souéin.

[6.1.A4]. U.p. nenulového vektoru u z euklidovského prostoru R* tak,
ze u-u=>0.

[6.1.A5]. U.p. normovanych vektorl u, v z euklidovského prostoru R®
tak, Ze u-v = /3.

[6.1.A6]. U.p. normovanych, lineirné nezavislych vektori u,v z eukli-
dovského prostoru R? tak, Ze u-v =1.

[6.1.A7]. Necht skaldrni souin dvou normovanych vektori v eukli-
dovském prostoru R" je roven —1. Uvedte, co lze fici o linedrni
zavislosti & nezavislosti téchto vektord.

[6.1.A8)]. Necht u,v jsou normované vektory z euklidovského prostoru
R?. Uvedte, co viechno lze Fici o velikosti vektoru u+v.

[6.1.A9]. U.p. vektori u,v z euklidovského prostoru R? tak, e od-
chylka téchto vektort je %‘A‘.
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[6.1.A10]. U.p. podminky, ktera
a) je nutnd, ale neni dostate¢na  b) je dostatetnd, ale neni nutnd
pro to, aby pro vektory u,v z euklidovského prostoru R3 platilo:
u-v>0.

L) ) do

[6.1.B1]. Ve vektorovém prostoru R? je pro libovolné dva vektory
u = (uj,us), v = (v1,v2) definovano redlné &islo u-v.

Rozhodnéte, zda je takto v R? definovan skaldrni souéin. Ptitom:

a) u-v=_0 b)ll-"r’=4U1t’]—2u11}2—2u?1};+5u;ﬂ)2

c) u-v = ujvp + uzvy d) u-v = ujvy + uyvs + usvy + usvy

[6.1.B2]. Ve vektorovém prostoru R? je pro libovolné dva vektory
u = (uj,uz,ug), v=(v1,vs,v3) definovano reilné &islo u-v.
Rozhodnéte, zda je takto v R® definovan skalarni souéin. Pfitom:

a) u-v = 3uyv; — u1vy — usvy 4+ 2usvz + U v3 + uzv; + uzvs

b) u-v = 2ujv; — ujvs — uavy 4+ uavs

¢) u-v = uyvy + 2uyvs — Uty + uzvs + uzv; + 2uzvs

d) u-v = u vy + 2usvs + 3uzvs — uav3z — uava.

[6.1.B3]. Ve vektorovém prostoru Rs[z] je pro libovolné dva vektory
(tj. polynomy) f = a2z®>+a;z+ap, g = baz® + byz + by definovano
redlné cislo f - g. )

Rozhodnéte, zda je takto v Ro[z] definovin skaldrni soudin. Pfitom:
a) f-g=1 b) f-g=apby+a;b; +azbs

1
c) f'g=_f1f(f)'9(f) dt d) f-g=laz-b2].

[6.1.B4]. Ve vektorovém prostoru Matgs(R) je pro libovolné vektory

(tj. matice) A = [a; Gg]’ B = [bl 62] definovano realné gislo A - B.
as a4 bs b4

Rozhodnéte, zda je takto v Mata2(R) definovan skalarni souéin. Pfitom:

a) A-B=det(A4-B) b) A-B=det(A+ B)

C) A-B=ab; +agbs. d) A-B = ajb; 4+ asbs + azbs + asby

[6.1.B5]. Necht V je euklidovsky vektorovy prostor (se skaldrnim
souéinem - ). Rozhodnéte, zda = je téz skalarnim soucinem ve V, jestliZe
pro Y u,v € V poloZime:

a) uxv=v-u b) usrv=(u+v)-(u-v)

¢) uxv=_=t-(u-v), kdet je pevné redlné &islo.
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[6.1.B6]. Necht v redlném vektorovém prostoru V jsou definovany dva
skaldrni souciny o a *.

Dokazte, Ze jestlize pro kaidy vektor u € V plati: uou=ux*u, pak
Jsou oba skalarni soutiny o a * shodné.

(Ndvod: potitejte (u+v)o(u+v) a (u+v)*(u+v).)

[6.1.B7]. V euklidovském prostoru V spoitéte velikost zadaného vek-
toru u, je-li:

a) V=R®, u=(v2,vV2+v3,7,v2-3,V3)
b) V=R, u=(-9,—-4,0,+15,0,7,8)

1
¢) V =Rp[z] , se skaldrnim soulinem : f.-g= _fo(t) - g(1) dt |
u=>522+6z—3

d) V = Ray[z] , se skaldrnim soucinem: f.g = } f(t)-g(2) dt,
-1
u=>5z246z-3.
[6.1.B8]. Uréete vsechny hodnoty parametru a € R, pro které je
zadany vektor u z euklidovského prostoru V normovany. Pfitom:
a) V=R5;u=(a+1,0,a+2,0,a+1)
b) V=R";u=(a+1,1,0,a+2,1,0,2a-3)

1
¢) V = Ro[z] , se skalarnim soucinem : f-g= [ f(t)-g(t) dt,
0
u=3z2+a
1
d) V = R[z] , se skaldrnim soudinem : f-g= [ f()-g(t) dt ,
-1

u=3z?+a.
[6.1.B9]. Necht u, v jsou vektory z euklidovského prostoru V. Dokazte,
Ze plati:
a) [lu+v|* +lu=v|* =2 ([l +[vI?)
b) flu+ v —flu—v[*=4-(u-v)
¢) jsou-li u, v nenulové vektory a ¢ je jejich odchylka, pak:

lla = v]I? = [Ju]|? + ||VI[* = 2-[ju]| -][v]| - cos ¢
d) Hhal[=lIvllT £ fla—v]|.
(Navod: pii d) potitejte ||ju — v||? a pouZijte Schwarzovu nerovnost.)
[6.1.B10]. Necht V je euklidovsky prostor a u,v jsou vektory z V
takové, ze u-v = ||ul| -||v]|.
Bez uziti Schwarzovy nerovnosti dokazte, ze pak vektory u,v jsou
linedrné zavislé.
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[6.1.B11]. Necht V je euklidovsky prostor, necht u,v € V. Dokaite,
Ze plati:
lu+v| =|u||+]vl]] &> 3r>0tak,Ze u=r-v nebo v=r-u.

[6.1.B12]. Necht V je euklidovsky prostor, necht x,y,z € V jsou

takové vektory, Ze x, z jsou linedrné zavislé. Pak:

a) dokaite, Ze plati: (x-y)-z=(y-z) -x

b) ukaZzte, zZe pfedchozi rovnost obecné neplati, nahradime-li pfedpoklad,
Ze vektory x, z jsou linearné zavislé pfedpokladem, Ze vektory x,y,z
jsou linedrné zdvislé.

[6.1.B13]. V euklidovském prostoru V jsou zadany dvé posloupnosti

k vektori : wj,...,uz, resp. vy,...,v; takové, ze pro V i,j plati:
w-v;=0 jelii#j A uw-vi#0.

Dokaite, Ze potom vektory uy,...,u; jsou linearné nezavislé a vektory

V1,...,VE jsou téz linearné nezavislé.

[6.1.B14]. Necht V je euklidovsky prostor; necht uy,...,ux € V, resp.
t1,...,tx € R. Dokagte, ze plati : tju; +toug+ -+ {up =0 <
13 (111-111)-!-12 (ul'ug)+...+tk (ul-uk) =0
2] (llz-ul) + 19 ('llg-llz) + ...+ (ug-uk) =0

141 (Uk-ul)-l-iz (uk-uz)—}- R 1 (uk-uk) = 0

(Navod: pfi dikazu ”<=" nejprve pro kazdé i = 1,...,k v ité
rovnici “vytknéte” vektor u;, vynasobte &islem t; a nakonec vsechny
takto vzniklé rovnice sectéte .)

[6.1.B15]. Necht V je euklidovsky prostor, necht u,...,u; je kone¢na
posloupnost vektori z V. Determinant

up-u; u;-uz ... Up-ui
Ue-UW; U2-U2 ... Us-Uj
Up-UW3; Up-U2 ... Ui Ui
se nazyva Gramuv delerminant vekiori u;,...,u; a oznacuje se sym-
bolem G(uj,...,u;).
Dokaite, Ze plati :
vektory uy,...,u; jsou linedrné zavislé <— G(uy,...,u;) =0.

(Névod: pouzijte definici linerni zavislosti a vysledek cviceni [6.1.B14].)
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[6.1.B16]. Necht V je euklidovsky prostor, necht uy, ..., ux je konecnd
posloupnost vektori z V.
Rozhodnéte, jak se zméni Gramiiv determinant G(uy,...,ut), jestlize
v posloupnosti uy, ..., ut
a) zaménime vektory u; a uj (i # j)
b) vektor u; vynasobime &islem t € R
c) k vektoru u; pfic¢teme vektor u; (i # j)
d) k vektoru u; pfi¢teme linearni kombinaci ostatnich vektoru.
(Navod: pfi c) poditejte G(uy,...,u; + uj,...,u;) tak, Ze nejprve
rozepisete i~ty fadek a po zjednoduseni pak totéZ provedete pro i—ty
sloupec; pfi d) postupujte obdobnym zpisobem . )
[6.1.B17]. Necht uy,...,u, jsou linedrné nezavislé vektory avy,..., v,
jsou linearné nezavislé vektory z euklidovského prostoru V takové, ze:
u;-vi =0 prokazdé i=1,...,7, 3=1,...,8.
Dokaite, Ze potom vektory uj,...,ur, V1, ..., V, jsou linedrné nezdvislé.
(Névod: pfi dikazu vyuZijte vysledek cviceni [6.1.B15] a Cramerovo
pravidlo.) :
[6.1.B18]. Necht uy,...,u, je baze euklidovského prostoru V' a necht
by,..., b, jsou pevné zvolena nenulova redlnd &isla. Dokaite, Ze potom
existuje pravé jedna baze ey, ..., e, euklidovského prostoru V', spliujici
podminky :
b; proj=t¢
u;-e; = rokaidéi,7=1,...,n.
i €j { 0 pro j #i P J y 3
(Navod: zadané vektory hledejte ve tvaru : e; = zjiu; + -+ Zjn Un
a pozadujte splnéni podminek zadéni. Pouzijte Cramerovo pravidlo a
vysledek cviéeni [6.1.B15].)

§2: ORTOGONALNOST

[6.2.A1]. U.p. baze euklidovského prostoru R*, ktera je ortogondlni a
neni ortonormalni.

[6.2.A2]. U.p. dvou riznych ortonormalnich bdzi euklidovského pros-
toru R2.

[6.2.A3]. U.p. ortogonalnich vektorii, které generuji euklidovsky pros-
tor R, ale nejsou bazi R3.

[6.2.A4]. Necht u;,us,us, us jsou nenulové ortogonalni vekf.ory_' z euk-
lidovského prostoru R". Uvedte, co viechno lze pak fici o &isle n .
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[6.2.A5]. Necht ey,...,e; jsou vektory ziskané z vektori wi,...,u;
Gram-Schmidtovym ortogonalizaénim procesem. Uvedte, kolik z vek-
tord ey, ..., e je nulovych.

[6.2.A6). U.p. ortogonalnich mnoZin A, B v euklidovském prostoru R*
tak, #e A je koneéna mnoZina a B je nekonetna mnoZina.

[6.2.A7). U.p. netrivialniho podprostoru W euklidovského prostoru R*
tak, aby platilo, ze dim W < dim W.

[6.2.A8). U.p. podprostoru W euklidovského prostoru R® tak, aby
platilo, Z¢ dim W = dim W+.

[6.2.A9]. U.p. podprostoru W euklidovského prostoru R* tak, aby
ortogonalni projekci vektoru u = (1,2,3,4) do podprostoru W byl
nulovy vektor.

[6.2.A10]. U podminky, kterd

a) je nutna, ale neni dostateénd  b) je dostatecna, ale neni nutna

pro to, aby podmnoziny A, B euklidovského prostoru R® byly orto-
gonalni. '

L] ) &

[6.2.B1]. Rozhodnéte, zda dané vektory euklidovského prostoru R*
Jsou ortogondlni, resp. ortonormalni:

a) (1,-2,2,1),(1,3,2,1), (-1,0,1,-1)

b) (3:5:3:3

c) (2,3,-3,-4),(-1,3,-3,4), (3,1,3,0)

d) (1,3,1,2), (0,0,0,0), (1,-3,2,3).

[6.2.B2]. Uréete parametry a,b € R tak, aby dané vektory eukli-

dovského prostoru R® byly ortogonalni:

a) (1,1,2,0,0),(1,-1,0,1,a) , (1,5,2,3,-2)

b) (2,-1,0,a,b), (a,b,0,-2,1) , (a,2b,5,b,—a)

) (1,-2,q,3,0), (-1,1,0,a,7), (1,-2,4,3,0) , (0,b,-1,1,8)

d) (1,2,0,2,1),(0,0,0,0,0) , (-5,2,5,-2,5) , (a,b,0,b,a).

[6.2.B3]. V euklidovském prostoru R* naleznéte vsechny normované

vektory, které jsou ortogonalni k vektorim u, v, w, je-li :
u=(1,1,1,1), v=(1,-1,-1,1), w=(2,1,1,3).
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[6.2.B4]. Ve vektorovém prostoru Rz[z] je skaldrni soucin definovan:

5= J 1) ) dt

Rozhodnéte, zda pak zadané vektory (tj. polynomy) fi, fa, f3 tvofi bazi,
resp. ortogonalni bazi, resp. ortonormalni bazi tohoto euklidovského
prostoru, je-li:

a)fi=22, f,=322-1, f3=3

b) fi=22-2z+1, fo=5z+2z-1, fz=2z+1

)fi=%, f=\/tz, f5=35032-1)

d) fi =5z2+2z-1, fH=22-2z24+1, fz=2z+4z-2.
[6.2.B5]. Necht V je euklidovsky prostor; necht u,v € V. Dokaite, Ze
pak plati:

a) ulv <= [ju+v|?= |l + v

b) ulv <= |ju+tv|=lu-v|

) (utv)l(u-v) <= || =]

[.6.2.86]. Necht u;,...,u, je ortogonalni baze euklidovského prostoru
V a nechf %;,...,t, jsou libovolna nenulova realna &isla.
Dokaite, Ze pak t1-uy,..., {,-u, je také ortogonalni baze prostoru V.

[6.2.B7]. V euklidovském prostoru V naleznéte ortogonalni bézi pod-
prostoru W, je-li:
a) V=R*; W=[u;,uz,us], kde
u; = (1)272)—1)1 g = (11 1:—513)1 uz = (312i83—7)
b) V= R4 3 W = [ul,U2,u3] ¥ kde
u; = (1,0,1,0), uz = (0,1,0,~7) , uz = (3,~2,3, 14)
c) V=R*; W= L(u;,us,us,uy) , kde
u; = (1: 1:]-:1) y U2 = (Ia lﬁli_l) y U3z = (1:—1:_1:1) )
w =(-1,1,1,1)
d) V = R® W= [ul,u2,U3,u4] 3 kde
u = (1,—2,—1,0,1) , U2 = (2:310:_2:3) 3
us = (1,1,-2,-1,~1) , ug = (1, -6, -4, 1, ~2)
e) V=R®; W=[u;,uz,u3uy], kde
u = (1i210i1!2) y W2 = (la 1:3:0:1) yus=(1,3,-3,2,3) ,
uy =(1,-1,9,-2,-1)
f) V=R®; W = L(u;,uy,u3,uy) , kde
u; = (1)_1:0: 1, 1) B2 = (13_1! 11 0)_1) , U3 = (11"21'_21 0:0) 3
ug = (1,-4,1,3,4)
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g) V = R'; W je podprostor feseni homogenni soustavy linearnich

rovnic:
2z +5z94 z3+3z4=0

by 4622 —223+9z24 =10
3r;4 zT9—3z3+6z4 =10
h) V = R® ; W je podprostor feseni homogenni soustavy linearnich

rovnic:
T]— ZIo+ I3 —2z5 =0

2214 Tzo+4z3+ 5244+ 8z5 = 0
3z, + 529+ Tza+brg+6z5 =0
4z, +4z9+ 823+ 5x4+4z5 = 0

[6.2.B8]. V redlném vektorovém prostoru V je definovan skalarni sou-
¢in. V takto ziskaném euklidovském prostoru naleznéte néjakou ortogo-
nalni bazi. Pfitom:
a) V=R2; proV u= (u3,uz), v=(v1,v2) definujeme

u-v = 2uyv; + 2uyvo + 2ugvy + Juavs
b) V =R3; proV u= (u;,us us) , v=(v1,v2,v3) definujeme

u-v = uyv; + 2usvs + Jugvs — uavz — uzvz

1
c) V = Rg[z] , proV f,g € Ry[z] definujeme f-g= [ f(t)-g(t) dt
0

a; a by bo ;
d) V = Matgy(R) ; pro VA = [a; aﬂ , B= [b; bq] definujeme

A-B = a1b; + azbs + azbs + asbs.

[6.2.B9]. V euklidovském prostoru R* jsou dany vektory uy,us. Ukai-
te, ze vektory uj,uz jsou ortogonalni a doplite je na ortogonalni bazi
celého prostoru R*. Pfitom :

a) u; =(1,-2,2,1), uz=(1,3,2,1)

b) u; =(2,3,-3,-4) , uz = (-1,3,-3,4)

¢) w=(1,7,7,1), ua=(-1,7,-7,1)

d) u; =(1,-3,2,3), u2=(1,3,1,2)

[6.2.B10]. Sestrojte ortonormalni bazi euklidovského prostoru B,

jsou-li dany jeji vektory:

a) er = (},-5,0,3)

De=0b 13 b d -8
] 0

(
l) e = (1 - 0
5/ ol 75: H

99
C) e = (%1 %:—%:
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[6.2.B11]. Ve vektorovém prostoru R3 je definovan skalarni souéin
takto: pro libovolné vektory u = (uy,us,us), v = (v1,vs,v3) € R3? je:

u-v = 2ujv; — ujvp — ugvy + ugvp + uavs ,
V tomto euklidovském prostoru pak naleznéte ortogonalni bazi podpros-
toru

W ={(z1,22,z3) | 221 — 222+ 23 =0},
kterad

a) obsahuje vektor (1,1,0)
b) obsahuje néjaky vektor z podprostoru U, kde U je mnoZina viech
feseni homogenni soustavy linedrnich rovnic:

231-—42}2—33 =0
zz+z3=0

[6.2.B12]. Nechf uj,...,u, je baze euklidovského prostoru V; necht
x,y € V, pficemi:
x=zjuy+---+Zpnlpn, Y=yt -+ YUn.

Dokazte, ze pak nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(i) xy=ziy1+2z2y2+---+zZnyn prokaidé x,yeV

(ii) baze uy,...,u, je ortonormalni.

[6.2.B13]. Necht W = [uy,...,u] je dany podprostor v euklidovském
prostoru V. DokaZte, Ze pak plati:

xewt 0= o xluy A...A xlu,.

(jinak feéeno: vektor lezi v ortogondlnim dopliku podprostoru W pravé
kdyz je ortogonalni k libovolnym generatorim tohoto podprostoru W .)

[6.2.B14]. V euklidovském prostoru R™ necht je din podprostor W
jako mnoZina viech feSeni homogenni soustavy linearnich rovnic:

a1z +ajpz2+...+appz, =0
ap1x1+apozo+ ...+ appzn =0

Dokaite, ze potom W+ = [(a11,@12,---,81n), - -+, (@k1,8k2, ..., 8kn)].
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[6.2.B15]. V euklidovském prostoru R* je dan podprostor W. Nalez-
néte bazi ortogonalniho dopliku W+, je-li:

a) W={(2r+t,-3r+s—1,4r+ 3t,8r+5t) | r,s,t € R}
b) W = [uy,uz,u3} , kde
uw =(3,-5,4,1), wa= (1,-2,2,-3), uz= (1,-1,0,7)
C) W= L(ul,u2,U3,U4) 3 kde
u; = (3;2a1y0) y W2 = (l) 1)_211) , Uz = (1}110:1) H
ug =(2,3,-1,1)
d) W je podprostor feseni homogenni soustavy linedrnich rovnic:

32,4322+ 223+ T24 =0
331 -223—924 =0
“za+ z4=0

[6.2.B16]. V euklidovském prostoru RS je dan podpr_ost.or W. Nalez-
néte ortogonalni bazi ortogonalniho doplitku W+, je-li:

a) W={(r+s+t,-r+t,7+5s, —t,541)|rst€ER)

b) W = [uj,uz,us,us], kde
u =(1,-1,2,1,-3), ua= (2,1,-1,-1,2),
uz = (1,-7, 12,7,-19), wy = (1,5,-8,-5, 13)
) W= L(uj,ug,uz,ug), kde w3= (1,1,-1,-1,0),
w = (1,-1,-1,0,-1), ug = (1,1,0,1,1), ws = (=1,0,~1,1,1)

d) W je podprostor feseni homogenni soustavy linedrnich rovnic:
zi+zo+z3+za+25 =0
z +z3 +z5=0
T2 + x4 =0
[6.2.B17]. Ve vektorovém prostoru R? je definovan skalérr{i souéin
takto: pro libovolné vektory u = (uy, u2,u3), v = (v1, 02, v3) je:
u-v = 2ujv; + ugvy 4+ 6uavz — u1v2 — U2V + ujvz + uzvy + usvs + uzva.

V tomto euklidovském prostoru pak naleznéte ortogonalni bazi podpros-
toru W+, je-li: .

a) W={(t,2t,1)|t€R}

b) W =[uj,uz), kde uy = (1,0,1) ;ms=(1,1,2).
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[6.2.B18]. V euklidovském prostoru V naleznéte ortogonalni projekci
vektoru u do podprostoru W , je-li:

a) V=R3;, u=(3,-7,8); W =[w;,w2], kde
w; =(1,1,-2), wo=(3,1,-1)

b) V=R*'; u=(-2,2,25); W=[w;,wy,ws], kde
wi=(1,1,-1,2) , w2 = (3,1,0,1), ws=(2,0,1,1)

) V=R'; u=(2,7,-3,-8);
W={(r+s,r+s,—r—3s,2r+3s)|r,s€ R}

d) V=R*; u=(1,2,3,49; W=[(0,1,01)]

e) V=R*; u=(2,0,1,-4);
W je podprostor feseni homogenni soustavy linearnich rovnic:

2z1+3z2+ 323 =0
2214 224+ z3+4z4=10
z14+ 224 3+ z4=10
21+2$2+23’,‘3— .".'4:0

fy VaRY w=(l,—41,-1,2): W = L(w;,wz2,w3) , kde
wi =(1,-1,0,1,1) , wo = (3,2,1,0,1), w3 = (1,1,1,1, 1)

[6.2.B19]. V euklidovském prostoru V naleznéte ortogondlni projekci
vektoru u do podprostoru W, je-li:

a) V = Ry[z], se skalarnim souéinem definovanym:
1
f-g= {f(t) -9(t) dt

u=2s2-2z-2,
W =[f;,f;], kde fy =522+ 2z -1, fo =4z —1

b) V = Ry[z], se skaldrnim sou¢inem definovanym :
1
fg= flf(i) -g(t) dt
u=2z2+4+2z+5,
W = [fl,fz} ) kde f1 =3I2—1 ' f2=I2+2.

[6.2.B20]. V euklidovském prostoru V' nechf jsou dany podprostory
Wi = [uy,...,us], Wo = [vyq,...,v,]. Dokaite, Ze pak plati:

WilW, <= uw;-v;=0 proVij.
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[6.2.B21]. Necht V je euklidovsky prostor; necht u;,...,u, € V jsou
linearné nezavislé vektory, resp. vy,...,v, € V jsou linearné nezavislé
vektory takové, Ze plati: u; Lv; , proVi,j.
Dokaite, Ze pak:

dim[uy,...,upvy,...,Ve] = r+5.

[6.2.B22]. Nechf ze zadanych vektori ui,...,uz (k > 2) dostaneme
pomoci Gram-Schmidtova ortogonalizaéniho procesu postupné vektory
€1,...,€.

Dokaite, ze pak pro 2 < i < k plati:

a) |lei]l < lu]

b) e =0 <= w; €[uy,..., 0]
c) ei=u; < u; €[uy,..., i1
d) e; je ortogonalni projekel vektoru u; na podprostor [uy,...,ui_;

]J.
]t

[6.2.B23]. Necht ze zadanych vektort uy,...,ux (k > 2) dostaneme
pomoci Gram-Schmidtova ortogonalizaéniho procesu postupné vektory

€e1,...,€L.
Dokazte, ze pak Gramovy determinanty vektord wuy,...,u; a vektoru
ej,...,e; (viz cvieni [6.1.B15]) jsou si rovny, tj.

G(uy,...,ur) = Gley,...,ex).

(Névod: vyuZijte toho, Ze pro ¢ = 2,...,k lze psat (proc?)

w=e +iiiu+-- i uig .
S vyuZitim tohoto faktu poéitejte G(uy,...,u;) tak, Ze postupné
upravujete fadky (pocinaje poslednim) a potom analogicky upravujete
sloupce .)
[6.2.B24]. Necht V je euklidovsky prostor, necht wu;,...,ux € V.
Dokazte, ze plati:

G(uy,...,ux) >0

tzn. Gramuv determinant libovolnych vektort je vidy nezdporné &islo.

(Navod: vyuzijte vysledku pfedchoziho cvigeni.)
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KAPITOLA T7:

LINEARNI ZOBRAZENI
VEKTOROVYCH PROSTORU

§1: Z'AKL%DNI' VLASTNOSTI
LINEARNIHO ZOBRAZENI

[7.1.A1]. U.p. injektivniho linedrniho zobrazeni ¢, pfi¢emz

a) ¢: R? - R3 b) ¢ : R® — R2.

[7.1.A2]. U.p. surjektivniho linearniho zobrazeni ¢, pficemz

a) ¢: R? - R3 b) ¢ : R3 — R2

[7.1.A3]. U.p. bijektivniho zobrazeni ¢ : R® — R, které neni linedr-

nim zobrazenim.

[7.1.A4]. U.p. linearniho zobrazeni ¢ : R® — R? takového, ze plati :
¢((1,0,0))=(1,0) =2 #((2,0,0))=(0,2).

[7.1.A5]. U.p. linedrniho zobrazeni ¢ : R® — R*, jehoZ defekt je 2.
[7.1.A6]. U.p. lineirniho zobrazeni ¢ : R® — R* takového, Ze je
mp=[{1,2,3,4); (4.3,2,1)}

[7.1.A7]. Nechf @ : R¥ — R" je linearni zobrazeni, jehoz defekt je 4
a hodnost je 5. Uvedte, co viechno lze pak fici o éislech k ,n .
[7.1.A8). U.p. izomorfizmu ¢ : R® — Rj[z] . l

[7.1.A9]. U.p. tfi riznych vektorovych prostori, které jsou navzajem
izgmorfni . ‘ ’

[7.1:A10]. U.p. podminky, kterd :
a) je nutnd, ale neni dostateéna  b) je dostate¢nd, ale neni nutna
c) je nutna a dostatecna d) neni nutna ani dostatecna
pro to, aby linearni zobrazeni ¢ : V — V"’ bylo injektivni.

& L] &
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[7.1.B1]. Necht V, V' jsou vektorové prostory nad T nechf p : V — V/
je zobrazeni. Dokaite, ze ¢ je linedrni zobrazeni pravé kdyZ plati :

ptu+sv)=tpu)+spe(v) proYuveV, ViseT.
[7.1.B2]. Rozhodnéte, zda ¢ je linearni zobrazeni, resp. injektivni line-
arni zobrazeni, resp. surjektivni linearni zobrazeni, je-li:

a) p :R* = R?, kde ¢ ((x1,22,23)) = (221 + 322,423+ 5)
b) ¢ :R? —R3, kde ¢ ((z1,22)) = (221 + 22, 22, Z2— 1)
) p:R*—=R, kde ¢ ((z1,2,23)) = 1 + 222 + 3z3

d) ¢:K3— K3, kde ¢((21,22,23)) = (0, 22, +iz3, 22+ 23)

e) ¢ :Ry[z] —» Rafz], kde g (az?+ bz +c) = 3az® +2bz> + cz

f) ¢ :Matyp(R) — R?, kde @(A)=(0,det4).

[7.1.B3]. Necht u,us,u3 je baze vektorového prostoru V' (nad T).
Rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ : V — V je linedrnim zobrazenim, jestlize
proVx €V, x = zju; + z2us + z3u3 Je:

a) ¢ (x) = (21 — z2)uz + zTou3 b) ¢ (x) = u; + (z1 — z2)uz + z1u3
¢) ¢ (x) = (z1 + 222 — z3) - (03 + 20z — us)

d) ¢ (x) = |z1|-uy + |£2]-uz + |z3|-us.

[7.1.B4)]. Pro zadané linearni zobrazeni ¢ naleznéte jeho jadro Ker ¢
a obraz Im ¢. Pfitom:

" a) ¢:R*—=RY, kde p((z1,22,23)) = (z1+22, T2+23, T3+21, z)

b) ¢:R3®—= R?, kde ¢((z1,22,%3)) = (21 + 22, 22+ 23)

¢) p:R*—= R, kdep((z1,22,23,24)) =21+ 22+ T3+ 24

d) ¢:R*—R3, kde ¢((z1,22,23,24)) =
(3z,—-z2+2z3—24, 214222323, 2z1+3zo+T3+74)

e) p: R®*—=R*, kde ¢ je zaddno urlenim obrazu baze:
©((1,2,1)) = (-1, 1,1,1) , ((0, 1:2)) = (1,0,0,1),
©((1,0,-1)) = (0,1,1,2)

f) p:R® = R3, kde ¢ je zadédno uréenim obrazi baze:
0((1,0,0,0,0) = (1,2,1) , ¢((1,1,0,0,0))=(~1,1,0),

0 ((1,1,1,0,0) = (1,5,2) , ¢((1,1,1,1,0))=(0,3,1),
e((1,1,1,1,1)) = (2,1,1)

g) v :R? = R, kde ¢((z1,22)) = (21,22, 21, 22, .-, T1, X2)

h) ¢ :R* = R",
kde ¢({(z1,22,...,%a)) = (21, 21422, ... ; T1tT2+. coFzn).
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[7.1.B5]. Zobrazeni ¢ :Rn[z] — Rn_1[z] je definovano takto:
pro f = a,z"+---+ajz+ap poloZime

e(f)=na,z" '+ (n=1)ap_1z" 2 +---+ 2022440, .

Potom:

a) dokaite, Ze ¢ je linedrni zobrazeni

b) rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ je injektivni, resp. surjektivni
c) uréete defekt a hodnost linearniho zobrazeni ¢

d) naleznéte bézi jadra Ker .

[7.1.B6]. Zobrazeni ¢ :Rn[z] — Rn4i[z] je definovano takto:
pro f=a,z" 4+ ---+ajz+ap poloZime
= On_gni1 On-loa 0102
gp(f)_mr + - " + +2a:+ao::.
Potom:
a) dokaite, Ze ¢ je linerni zobrazeni
b) rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ je injektivni, resp. surjektivni
¢) uréete defekt a hodnost linedrniho zobrazeni ¢
d) naleznéte bazi jadra Ker ¢.

[7.1.B7]. Linearni zobrazeni ¢ : Maty;(R) — R? je zaddno urcenim
obrazi pevné bdze takto:

BT R (= R
sBih-en ol d)-en

a) naleznéte obecny pfedpis pro zobrazeni ¢

b) popiste mnozinu Ker ¢ a mnozinu Im ¢

¢) naleznéte bazi jadra Ker ¢ a bdzi obrazu Im ¢

d) naleznéte vsechny matice X, pro néi je ¢ (X) = (1,1).

[7.1.B8]. Zobrazeni ¢ :Ry[z] — R"*! je definovano takto:
pro f € R,[z] polozime :

pE)= L) s P FD) o or o JRU) )
(kde fG)(1) znaéi i-tou derivaci polynomu f v bodé 1). Potom:
a) dokaite, Ze ¢ je linearni zobrazeni

b) rozhodnéte, zda ¢ je izomorfizmus.
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[7.1.B9]. Rozhodnéte, zda zadané vektorové prostory V a V' jsou
1zomorfni. Pfitom :

a)V=R?, V"=K((madR) b)V=R(nadR), V'=K (nadR)
V=R, W=0%. d) V=R", V'=Ry[z]

e) V=Ryz], V'= {[ﬂ Ef’l] ;a,b,ceR}

c
f) V= Matzz(R) g V= {(;‘:i,xz, ..":3,3.‘4,1?5) € R® I 214+ 223 = 34}.
[7.1.B10]. Necht V, V" jsou nenulové vektorové prostory nad T, necht
uy,...,u; jsou linedrné nezivislé vektory z V, resp. necht vi,...,v}
jsou libovolné vektory z V'. Potom dokazte, e
a) existuje linedrni zobrazeni ¢ : V — V' takové, e plati :

. (P(ul):vi’__,,{p(uk)ZV’k

b) toto linedrni zobrazeni ¢ je uréeno jednoznaéné <= dim V = k.

[7.1.B11]. Necht ¢ : V — V' je linedrni zobrazeni a necht u;,...,u,
je baze prostoru V. Dokaite, Ze plati:
¢ je injektivni zobrazeni <= ¢ (uy),...,¢ (u,) jsou linedrné nezavislé.
[7.1.B12]). Necht ¢ : V — V’ je injektivni linedrni zobrazeni. Dokaite,
ze plati:
ug,...,u; € V jsou linedrné nezavislé <= ¢ (u;),...,¢(u) jsou
linedrné nezavislé.
[7.1.B13]. Necht V, V' jsou vektorové prostory nad T a dile nechf
¢ : V — V' je izomorfizmus.
Dokaite, e pak ¢p~! : V' — V je také izomorfizmus.
[7.1.B14]. Necht ¢ : V — V', ¥ : V! — V" jsou linearni zobrazeni.
Dokazte, ze plati:
a) t oy je injektivni zobrazeni <= ¢ je injektivni zobrazeni a
Im ¢ N Ker ¢ = {0}
b) v o ¢ je surjektivni zobrazeni <=> ¢ je surjektivni zobrazeni a
Imp + Kerp=V".
[7.1.B15]. Necht V, V"’ jsou dva vektorové prostory nad T takové, e je
dim V > dim V'. Necht ddle p : V — V', ¢ : V' — V jsou linedrni
zobrazeni.
Dokaste, Ze pak zobrazeni 1 oy neni injektivni a neni surjektivni.
[7.1.B16]. Necht ¢ : V — V' je linearni zobrazeni a necht W’ je pod-
prostor ve V’. Oznaime:
H={xeV|p(x) eW).
Dokazte, Ze H je podprostor vektorového prostoru V.
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§2: LINEARNI TRANSFORMACE A JEJI MATICE

[7.2.A1]. U.p. linedrni transformace ¢ vektorového prostoru R*, ktera
a) neni injektivni b) je injektivni a neni surjektivni.
[7.2.A2). U.p. linedrni transformace ¢ vektorového prostoru R3 tak, ze
a) Ker ¢ =[(1,2,3), (4,5,6)] b) Im ¢ = [(1,2,3), (4,5,6)].
[7.2.A3]. U.p. neidentické linedrni transformace vektorového prostoru
R* tak,ie R*=Kerp + Im ¢ .

[7.2.A4]. U.p. lineédrni transformace ¢ vektorového prostoru V tak, Ze
plati Ker ¢ = Im ¢ , pficemz

a) V=R* b) V = RS.

[7.2.A5]. U.p. dvou linearnich transformaci ¢, ¢ vektorového prostoru
R3 tak, e ¢+ v je identickd transformace prostoru R3.

[7.2.A6]. U.p. vektorového prostoru V tak, aby vektorovy prostor L{V)
viech linearnich transformaci prostoru V' mél dimenzi

a) dim L(V) =8 b) dim L(V) = 9.

[7.2.A7]). U.p. dvou riznych matic A,B € Mata(R), které jsou
maticemi téie linearni transformace vektorového prostoru R?.

[7.2.A8]. U.p.dvou matic A, B € Matas(R), které jsou podobné a maji
ruzné charakteristické polynomy.

[7.2.A9]. U.p. dvou matic A, B € Mataa(R), které nejsou podobné a
maji stejnou hodnost.

[7.2.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutna a neni dostatecna b) je dostatena a neni nutna

¢) je nutna a dostate¢nd d) neni nutnd ani dostatecna

pro to, aby linearni transformace ¢ vektorového prostoru V byla
bijektivnim zobrazenim.

L) ) &
[7.2.B1]. Necht V je vektorovy prostor (nad T'); necht y € T' je pevny
prvek.
Dokazte, Ze zobrazeni ¢ : V — V definované:

eu)=1t-u, pro YueV

je linearni transformaci prostoru V.
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[7.2.B2]. Necht V je jednodimenzionalni vektorovy prostor (nad T') a
necht ¢ je linearni transformace prostoru V.
Dokaite, Ze pak existuje &islo {p € T tak, Ze plati:

pu)=tp-u, pro YueV.

[7.2.B3]. Necht uj,up,uz je baze vektorového prostoru V (nad 9.
Necht ¢ je linedrni transformace prostoru V, zadana urcenim obrazi
této baze:
p(u)=uz, ¢(u)=uz+uz, ¢(uz)=us.
Potom:
a) naleznéte bazi ¢ (V)
b) naleznéte dva dvoudimenzionalni podprostory Wi, resp. W ve V
tak, Ze plati:
p(Wi)=Wi, resp. ¢(W2)Z W, .

[7.2.B4]. Linearni transformace ¢ : R® — R? je definovana vztahem :
¢ ((x1,22,23)) = (22 + 23, 221 + 23, 21 — 322+ 23) .

Naleznéte matici linearni transformace ¢ v bazi u;,ug, us, jeli:
a) u; = (0,0,1), ua =(1,0,0) , uz =(0,1,0)
b) u; =(1,1,1), w2 =(0,1,1), ug = (0,0,-1)
¢) w3 =(1,2,1), u2=(2,1,1), uz=(1,3,2).
[7.2.B5). Linedrni transformace ¢ vektorového prostoru V je zaddna
uréenim obrazii pevné baze. Naleznéte matici linearni transformace
v bazi u;,us,uz jeli:
) V=R, p(23,5)=(L11), ¢#(0L2)=(1-1),
?((1,0,0) = (2,1,2);
u; =(1,0,0), uz =(0,1,0), uz = (0,0,1)
b) V=R3, ¢((2,41))=(0,51), ¢((-1,3,-2)=(-51,1),
¢((3,-1,4)) = (7,3,-1);
u; =(1,2,1), w2 =(2,1,1), uz=(1,1,2)
¢) V=Rafz], p(’+z+1)=z'+z, p(z+1)=4z+3z+6,
w(z?+1)=2z2+z+3;
u =222 +42z43, uw =2r*+4z+5, usg=z2+3z+3.
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[7.2.B6]. Je déna pevna matice A € Matos(R) tvaru:
11
a= 3 1]
Definujeme dvé zobrazeni ¢, resp. 1 : Mato2(R) — Matoo(R) takto:
p(X)=A-X, resp. y(X)=X-4, pro ¥V X € Matsz(R).

Potom:

a) dokaZte, Ze ¢, resp. ¢ je linedrni transformace vektorovéhe prostoru
Matgg(R)

b) naleznéte matici linearni transformace ¢ v bazi
10 0 1 11 0 0
10y 7 |0 1] * |0 O] * |0 1
¢) naleznéte matici linedrni transformace ¥ v bazi
11 -1 1 0 1| 10
1 1) ° 0-1] * |1 0] * [1 0
[7.2.B7]. Definujeme zobrazeni ¢, resp. v : R,[z] — Ry[z] takto:

¢(f(z)) =f'(z), resp. ¢ (f(z))=z-f'(z), proV f(z) € Ralz]

kde f'(z) znai derivaci polynomu f(z).
Potom:

a) dokaite, Ze ¢, resp. ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru

R,[z]
b) naleznéte matici linedrni transformace ¢, resp. matici linearni trans-

formace ¢ vbézi 1,z,2%,...,z".

[7.2.B8]. Necht linedrni transformace ¢ vektorového prostoru V ma
v bazi u;,us,u; matici 4.
Naleznéte matici linedrni transformace ¢ v bazi v;, vy, va, jeli:
4) ¥ =R3;
u; =(1,1,0) , uz=(0,1,1) , uz=(1,1,1);
vy = (110: 1) y Vo= (1!_11 1) y Y3 = (01—17 1);

1 1 -1
A= 1 -1 1
-1 1 il
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b) V=R3;
w =(8,-6,7) , us=(~16,7,~13) , uz=(9,—3,7);
vi=(1,-21), v2=(3,-1,2) , v3=(2,1,2);
1 -18 15
A= |-1 =22 15
1 -25 22
¢) V =Rylz];
=1, uw=z , uz=1z%;

vi=-—224z2 , vo=22—z4+1 , va=z-1:

0 1 1
A= 1 0 -1
-1 =1 0

[7.2.B9]. Je déna linedrni transformace ¢ vektorového prostoru R?
(uréenim obrazl pevné baze) a dale je dan vektor u € R3.
Naleznéte viechny vektory x € R® s vlastnosti: ¢ (x)=u, jeli:
a) ((1,1,1))=(2,2,6), ¢((2,-1,0))=(1,-3,-1),
u=(1,3,5)
b) ¢((3,-3,2))=(0,-1,1), »((2,1,-1))=(3,0,3),
u=(1,2,1)
o ¢((1,1,1)) =(1,1,0), ¢((1,1,0))=(1,0,-1),
¢((1,0,0)) =(2,3,-1);
u=(2,1,1).

[7.2.B10). Naleznéte jadro Ker ¢ a obraz Im ¢ dané linedrni
transformace ¢ vektorového prostoru V, je-li:

) V=R ¢((1,-1,2)=(-3,0,9), »(213)=(0-12),
¢((-1,0,2)) = (-4,0,12)

b) ¥=18":
¢ ((z1,22,2z3)) = (321 + z2 + 223 , 421 + 229+ 3z3, 2z, + z3)

c) V =Raz];
¢ (az?+bz+c) = (4a — 5b + 2¢)z? + (5a — Tb+ 3¢)z + (6a — 9b + 4c).
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[7.2.B11]. Necht linedrni transformace ¢ vektorového prostoru V (nad
Q) méd v bazi wu;,uz,uz matici
12 6 9
A= a 2a 3Ja
16 8 12

Potom:’
a) v zavislosti na parametru a € Q naleznéte dim Ker ¢ a dimIm ¢
b) pro hodnotu @ =3 naleznéte bazi Ker ¢ abdzi Imy.

[7.2.B12]. Naleznéte automorfizmus ¢ vektorového prostoru R?, pro
ktery plati:
e=p~t A ((0,0,1))=(0,0,1) A ¢((23,1)=(10,2).

[7.2.B13]. Necht ¢, ¢ jsou linearni transformace vektorového prostoru
R?, definované:
w((z1,22) = 221+ 22, 23 — 22) , ¥ ((z1,22)) = (21, 21 + 3x2).

Potom:

a) definujte linearni transformaci ¢ + 1, resp. wot, resp. Yoy,
resp. 3-¢p

b) naleznéte matici linearni transformace ¢, resp. ¥, resp. p+v, resp.
po1p, resp. o, resp. 3-¢ v bazi u; =(1,2), us = (2,3).

[7.2.B14]. Necht ¢, 4 jsou linearni transformace vekiorového prostoru
R? takové, Ze ¢ ma v bazi u; = (1,2), up = (2,3) matici A, resp. ¢ ma
v bazi v; = (3,1), v2 = (4, 2) matici B.

Naleznéte matici C linearni transformace ¢+ v bdzi vy,va, jeli:

3 5 _ |14 6
R )
[7.2.B15]. Necht ¢, jsou linedrni transformace prostoru R? takové,
Ze ¢ ma v bdzi u; = (2,7), uz = (1,3) matici A, resp. ¥ ma v bazi
vy = (6,7), vo = (5, 6) matici B.

Naleznéte matici C linedrni transformace oty v bazi e; = (1,0),
ey = (0,1), jeli:

2 -1 1 3
]
[7.2.B16]. Necht ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru V

s vlastnosti: gop =¢.
Dokaste, e potom plati: V = Kery+ Ime.

(Névod: vyuzijte toho, Ze: dimV = dim Kery + dim Im¢ .)

§2: Linearni transformace a jeji matice 159

[7.2.B17]. Necht u,,...u, je baze vektorového prostoru V.
Dokazte,ze posloupnost linedrnich transformaci ¢;; : V — V, defino-
vanych proVi,j=1,...,n takto :

u; pro k=3

(s} =

i () {o pro k#j
tvoii bazi vektorového prostoru L(V) (tj. vektorového prostoru viech
linearnich transformaci prostoru V).

kdek=1,...,n

[7.2.B18]. Necht W je podprostor vektorového prostoru V' (nad T),
piticemz dim V =n, dim W = k . Necht
H={peLl(V)]|p(x)=o0 pro VxeW}.
Potom:
a) dokazte, ze H je podprostor vektorového prostoru L(V) (tj. vektoro-
vého prostoru vsech linearnich transformaci prostoru V)
b) uréete dimenzi podprostoru H.

[7.2.B19]. Nechf « je pevna linearni transformace vektorového pros-
toru V (nad T).
Dokazte, ze zobrazeni F : L(V) — L(V) definované:

Flp)=aog, proVeel(V)
je linearni transformaci vektorového prostoru L(V) (tj. vektorového
prostoru véech linedrnich transformaci prostoru V).

[7.2.B20]. Rozhodnéte, zda dané matice A, B € Mats3(R) jsou podob-
né, je-li:

1 1 1 [3 0 0]
a) A=|1 1 1}, B=1|0 0 0
3 14 [0 0 0]
(2 0 0 2 0 0]
by A=[0 o0 1|, B=1|0 0 1
[0 -1 0 [0 1 0

[7.2.B21]. Jsou diny podobné matice A, B € Matsz(R).
Naleznéte néjakou regularni matici S tak, aby platilo: B=S"1.4-§,
je-li:

[ _[38 -81
3 A‘[g —1]’ B_[lﬁ -34]
17 -6 14 —60
K A‘[45 —16]‘ B—[e, —13}
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[7.2.B22]. Necht A, B € Mat,,(T') jsou podobné matice.

Dokazte, ze:

a) A", B" jsou podobné matice (pro libovolné pfirozené n)

b) jsou-li A, B navic regularni, pak A~!, B~! jsou podobné matice.

[7.2.B23]. Necht A, B € Mat,,(T), kde n > 2. Pak:

a) dokazte, Ze je-li alespoii jedna z matic A, B regulirni, pak matice
A - B a matice B - A jsou podobné

b) rozhodnéte, zda pfedchozi tvrzeni plati i v pfipadé, Ze obé matice
A, B jsou singuldrni.

[7.2.B24]. Je ddna matice A € Mat,,(T). Urtete charakteristicky

polynom matice A a naleznéte jeho kofeny (lezici v T'), je-li:

2 —5 2 -5
a) T=R, A_[l 4] by T=K, A_[l 4]
1 2 3 0 2 i
e T=R, A=|2 I 3 d) T=R, A=|-2 0 3
3 36 -1 -3 0

[7.2.B25]. Necht A = (a;;) € Matyp,(T') je horni trojihelnikové matice
(tzn. plati a;; =0 pro i>j).

Dokazte, Ze pak diagonalni prvky matice A jsou kofeny jejiho charak-
teristického polynomu.

[7.2.B26]. Nechf je ddna matice A € Mat,,(7T).
DokaZte, e matice A a k ni transponovana matice A’ maji stejné
charakteristické polynomy.

§3: VLASTNI VEKTORY A VLASTNI
HODNOTY LINEARNI TRANSFORMACE

[7.3.A1). U.p. podprostoru W ve vektorovém prostoru R tak, aby W
byl invariantnim podprostorem vzhledem ke kazde linearni transformam
prostoru R*.

[7.3.A2]. U.p. linedrni transformace ¢ vektorového prostoru Ry[z] tak,
aby kazdy podprostor v Ry4[z] byl invariantni vzhledem k .

[7.3.A3]. U.p. linearni transformace ¢ vektorového prostoru R? tak,
aby jedinymi invariantnimi podprostory vzhledem k ¢ byly trivialni
podprostory.

[7.3.A4]. U.p. nenulové linedrni transformace ¢ vektorového prostoru
R3 tak, aby podprostor W =[(1,2,3), (4,5,6)] byl invariantni vzhle-
dem k ¢.
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[7.3.A5]. U.p. linedrni transformace ¢ vektorového prostoru R?® a
invariantnich podprostord W, W» tak, aby jejich souget W; 4+ W3 nebyl
invariantnim podprostorem vzhledem k ¢.

[7.3.A6]. U.p. vektorového prostoru V' a jeho linedrni transformace ¢
takové, Ze  nema Zadny vlastni vektor.

[7.3.A7). U.p. linedrni transformace ¢ vektorového prostoru R, kterd
ma pravé 3 ruzné vlastni hodnoty.

[7.3.A8). U.p. linearni transformace ¢ vektorového prostoru R?, ktera
m4 pravé 3 ruzné vlastni hodnoty.

[7.3.A9]. U.p. linedrni transformace ¢ vektorového prostoru R? tak,
aby vektory (1,0,0), (0,0,1), (1,0,1) byly vlastnimi vektory ¢, pfi-
slusnymi navzajem riznym vlastnim hodnotam.

[7.3.A10]. U.p. podminky, ktera je nutnd, ale nikoliv dostate¢na pro
to, aby vektor u € V byl vlastnim vektorem linearni transformace ¢
prostoru V.

& & &

[7.3.B1]. Linearni transformace ¢ prostoru R* je v bdzi u;,us, uz, uy
ddna matici

1 0 2 0
0 1 1 2
2 4 1 =1
-1 -2 1 3

Rozhodnéte, zda podprostor W je invariantni vzhledem k ¢, je-li:
a) W=[uy, us, uy]
b) W= [2111—1.12, —‘I.l3+ll4].

[7.3.B2). Nechf ¢ je linearni transformace vektorového prostoru V' (nad
T) a necht W je invariantni podprostor vzhledem k . Oznaime.:

U={x€eV]|p(x)eW}.
Dokaite, Ze pak ¢ (W) a U jsou podprostory ve V, které jsou invariantni
vzhledem k ¢.

[7.3.B3]. Nechf ¢ je automorfizmus (tj. bijektivni linedrni transfor-
mace) vektorového prostoru V' a necht W je podprostor ve V, ktery
je invariantni vzhledem k . DokaZte, Ze pak:

a) p(W)=W

b) W je invariantni podprostor vzhledem k linedrni transformaci ¢~ .

(Navod: pfi a) nejprve dokaite, Ze dim ¢ (W) = dim W .)



162 II. Cviceni — Kap. 7: Linedmi zobrazeni

[7.3.B4]. Linearni transformace ¢ vektorového prostoru V nad K je
ddna matici A (v pevné bazi).

Naleznéte vlastni hodnoty a vlastni vektory (vyjddfené soufadnicemi
v této bazi) linearni transformace ¢, je-li:

F 2 1 1] [ 2 5 -1

a) A= |-1 2 -1 b) A= |-1 -3 0
| 1 -1 2] | 2 3 -2

F'7 —12 6] [ 4 -5 7

¢) A=|10 -19 10 d) A=| 1 -4 9
(12 —24 13] -4 0 5
r101 1 1 1 0 0 0
BRI o 0o 0 o0
g) A=y 4 1 =i ) A=10 0 0 o
by =1 =1 1 1 0 0 1

[7.3.B5]. Necht  znati linedrni transformaci derivovani ve vektorovém
prostoru Ry[z], tzn. plati :

¢(f(z)) = f(z), prokaidé f(z) € Rulz].
Potom naleznéte:

a) charakteristicky polynom linearni transformace ¢
b) vlastni hodnoty a vlastni vektory linedrni transformace ¢.

[7.3.B6]. Necht V je vektorovy prostor (nad T) a necht ¢ je linearni
transformace prostoru V. Dokaite, Zze pak plati:

kaidy nenulovy vektor z V je vlastnim vektorem linedrni transfor-
mace ¢ < g €T : @=1p-idy.

[7.3.B7]. Necht ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru V a
necht A je vlastni hodnota ¢.

Dokaste, ze pak mnoZina W viech vlastnich vektori ¢, pfislusnych
vlastni hodnoté Ag, spolu s nulovym vektorem tvofi podprostor ve V,
ktery je navic invariantni vzhledem k .

[7.3.B8]. Necht ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru V a
necht uy,...,u; jsou vlastni vektory této linearni transformace.
Dokaite, e pak podprostor W = [uy,...,u;] je invariantnim podpros-
torem vzhledem k ¢.

[7.3.B9]. Linedrni transformace ¢ vektorového prostoru R? je v bazi
u;,uy dana matici 00 ;
’ 01

Naleznéte viechny podprostory vektorového prostoru R?, které jsou
invariantni vzhledem k ¢.
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[7.3.B10]. Necht ¢ je linearni transformace vektorového prostoru V;
necht u;, resp. us jsou vlastni vektory transformace ¢, piislusné
k riznym vlastnim hodnotdm A;, resp. Az.

Dokaite, ze potom vektor uj + ug neni vlastnim vektorem ¢.
(Ndvod: dikaz vedte sporem; vyuzijte toho, Ze vektory u;,uz jsou
linearné nezavislé .)

[7.3.B11)]. Necht ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru V;
necht uy, ..., u, jsou vlastni vektory linearni transformace ¢, piislusné
k riznym vlastnim hodnotam.

Dokaizte, ze pak:

vektor (tju; + --- + i,u,) je vlastnim vektorem ¢ <= pravé jeden
z koeficientd ti,...,1, je nenulovy.

[7.3.B12]. Linearni transformace ¢ vektorového prostoru V nad R
necht je dana matici A (v bazi u;,uz, uz prostoru V).

Potom naleznéte viechny podprostory ve V, které jsou invariantni
vzhledem k transformaci ¢, je-li:

0 2 1 4 ey B
a)A=|-2 0 3 b)A=| 2 0 2
-1 -3 .0 -1 11

[7.3.B13]. Necht linedrni transformace ¢ n-dimenzionalniho vektoro-
vého prostoru V ma vlastni hodnoty X;,...,A. (pfitom kazda vlastni
hodnota se potité tolikrat, kolik je jeji nasobnost). Necht A = (aij) je
matice linedrni transformace .

Dokaite, Ze potom plati:

a) M+---+Adp=an+--+ann

b) Af-...-Ap=detA

¢) linedrni transformace ¢ oy md vlastni hodnoty 3, B

[7.3.B14]. Necht ¢, jsou linearni transformace vektorového prostoru

V (nad T) a necht u je vlastnim vektorem ¢ i 9.

Dokaizte, ze pak:

a) vektor u je vlastnim vektorem linedrni transformace - ¢ (pro libo-
volnét € T)

b) vektor u je vlastnim vektorem linedrni transformace ¢+ .

[7.3.B15]. Necht ¢, % jsou linearni transformace vektorového prostoru
V (nad T) takového, Ze dimV = n > 2. Necht dale A1 je vlastni
hodnota linearni transformace ¢, resp. Az je vlastni hodnota linedrni

transformace v .
Ukaite, ze potom &islo (A1 4 A2) memusi byt vlastni hodnotou linearni

transformace ¢+ .
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§4: ORTOGONALNI ZOBRAZENI,
ORTOGONALNI MATICE

Umluva. Vsude v téio kapitole, ve viech piikladech o euklidovském
prostoru R" se pfedpoklada (neni-li vyslovné feceno jinak), Ze skalarni
soucin je v prostoru R"” definovan “obvyklym zpisobem”, tzn. pro vek-
tory u = (uj,uz,...,%s), v = (v1,v2,...,0,) Je

u-v=uv+usve+---+u, v, .

[7.4.A1]. U.p ortogonélniho zobrazeni ¢ : R? — RS2,
[7.4.A2]. U.p. ortogonélniho zobrazeni ¢ : R — R2.

[7.4.A3]. U.p. ortogonalni transformace ¢ euklidovského prostoru R*
tak, aby tato transformace ¢ nebyla surjektivnim zobrazenim.

7.4.A4]. Uvedte, co viechno lze Fici o dimenzich euklidovskvch pros-
[ . yech p
tord V', V', vite-li, Ze nulové linearni zobrazeni w : V — V' je ortogo-
nalnim zobrazenim.

[7.4.A5]. U.p. euklidovského prostoru, ktery _]e izomorofni s eukli-
dovskym prostorem R?.

[7.4.A6]. Ve vektorovém prostoru Ry[z] deﬁnujte dvéma ruznymi
zpusoby skaldrni souéin tak, aby vzniklé euklidovské prostory nebyly
izomorfni.

[7.4.A7]. Vypiste viechny ortogonalni matice fadu 2 , jejichz prvky
jsou celd éisla.

[7.4.A8]. U.p. ortotgondlnich matic A, B € Mats3(R), takovych, e
A-B # B-A.

[7.4.A9]. U.p. matic A, B € Matos(R), které nejsou ortogonélni, ale
Jejich soudin A - B je ortogonalni matici. )

[7.4.A10]. U.p. podminky, kterd

a) je nutné a neni dostateéna b) je dostateénd a neni nutna
c) je nutna a dostateéna d) neni nutnd ani dostateénd
pro to, aby matice A € Maty4(R) byla ortogonalni.

E & &
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[7.4.B1). Necht R® je euklidovsky prostor s obvyklym skaldrnim
soucinem, resp. R? je euklidovsky prostor, v némi je skalarni souéin
definovan takto:

(z1,22) (v, 2) =271y + 212 + T2 U1 + 2202 -
Rozhodnéte, zda zobrazeni f je ortogonalnim zobrazenim, jestlize :
a) f:R?*=R?, kde f((z1,22)) = (5 -22, V2 21)
b) f:R*—=R3, kde f((z1,z2,23)) = (21422, 73, —22)
¢) f:R®—=R3, kde f((z1,22,23) =

%-(2:1-::24-2:3 , T1—2z9—2z3, 221+229—123)

d) f:R3—R?, kde f((z1,22,23)) = (0,0)
e) f:R*—=R?, kde f((z1,z2,23)) = (21 + 22, z3)
f) f:R?—=R3, kde f((z1,2z2)) =(0, 21, 21+ 22).

[7.4.B2]. Necht V, V' jsou euklidovské prostory, necht ¢ : V — V/
Jje zobrazeni s vlastnosti:

u-v=ep) e(v) pro Yu,veV.
Dokaite, Ze potom ¢ je linedrni zobrazeni.
(Navod: dokazujte, Ze :
(Pa+V)—p@)—p@)P=0 A (p(t-u)—t-pw)?=0
pro libovolné u,v € V alibovolné t € R.)
[7.4.B3]. Ukazte, Ze zobrazeni ¢ : R® — R" (kde n > 2) s vlastnosti:

lu]|=|l¢(u)]] pro YueR"
nemusi obecné byt linearnim zobrazenim.

[7.4.B4]. Necht V,V’ jsou euklidovské prostory, necht ¢ : V — V' je
zobrazeni, spliiujici podminky:

@) lle)—eM)=llu-v]l pro VuveV
(i) lle(e)l=0
Dokaite, Ze potom ¢ je linearni zobrazeni.

(Navod: nejprve dokazujte, ze e ()]| = |lul] , potom dokazujte, Ze
p(u)-p(v) =u-v a vyuzijte vysledku cviceni [7.4.B2].)
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[7.4.B5). Necht uj,...,u, je baze euklidovského prostoru V' a necht
¢ je linearni transformace prostoru V' takovi, Ze pro vektory této dané
baze plati

u; - u; = ¢ (u;) - @ (uj) pm'Vz',j:l,...,n.

Dokaite, Ze pak ¢ je ortogondlni transformaci prostoru V.

[7.4.B6]. Necht V je jednodimenziondlni euklidovsky prostor a necht
@ je ortogondlni transformace prostoru V.
Dokazte, Ze pak:

budje ¢ = idy nebo plati p(x)=-x, proVxeV.

[7.4.B7]. Necht ¢, jsou ortogonalni transformace euklidovského pros-
toru V a necht t € R.

Dokazte, ze pak:

a) @ot je ortogondlni transformace prostoru V

b) t-¢ je ortogondlni transformace prostoru V <= 1 ==%1.

[7.4.B8]. Necht ¢ je ortogonalni transformace euklidovského prostoru
V a necht W je podprostor ve V, ktery je invariantni vzhledem k ¢.
Dokaite, Ze pak plati: (W)= W.

[7.4.B9]. Necht ¢ je ortogonalni transformace euklidovského prostoru
V a nechf W je podprostor ve V, ktery je invariantni vzhledem k ¢.
Dokaite, ze pak podprostor W+ je téz invariantni vzhledem k ¢.

[7.4.B10]. Necht A = (ai;) € Matn,n(R). Dokaite, Ze matice A je
ortogondlni pravé kdyz pro kazdé i,j=1,...,n plati:

E": { 1 jeli i=j
A5k - G5k = . Ew % 2
= 0 jeli 13

[7.4.B11). Necht A € Mat,,(R). Dokaite, ze kdyZ matice A mé dvé
z nasledujicich tfi vlastnosti:

(i) A je symetrickd matice
(ii) A je ortogonalni matice
i) A= E,

potom ma i vlastnost tieti.
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[7.4.B12]. Nech{ matice A € Mat,,(R) je kososymetrickd matice
(tzn. A’ = —A) a nech{ matice (E, —A) a (En+ A) jsou regularni.
Dokazte, ze potom:

a) matice (E, — A)-(E,+ 4)"! je ortogondlni

b) matice (E,+ A)-(E, — A)~! je ortogonalni.

(Navod: nejprve ukaite, Ze matice (E, + A) a (E, — A)™! jsou
zaménitelné, resp. matice (E, — A) a (E, + A)~! jsou zaménitelné a
pfi vliastnim diikazu ortogondlnosti tuto skuteénost vyuzijte.)

[7.4.B13]. Rozhodnéte, zda dand matice A € Mata3(R) je ortogonalni:

(2 -1 2 2 1 42
ayA=|1 -2 =2 b)A=31-[-1 -2 2
2 2 -1 2 -2 -1
[ 1 1 3 1423 _ V3 1-23
3 .3 3 6 2 6
A= % % ;g d) A= |! g 2 22 1-2,{2
¥Zo_¥Z g 4—y2 0 42
L73 3 3 6

[7.4.B14]. Uréete &isla r,s,t € R tak, aby matice A € Mata3(R) byla
ortogonilni a potom spottéte determinant det A. Pfitom:

0 % i -3 3
) A= |- tl 3 b)A=|2 L -2
=r == 8 ¥ s t

[7.4.B15]. V euklidovském vektorovém prostoru R?® je dana béze
uj, Us,us a baze v, va,va.

Rozhodnéte, zda matice prechodu A od bdze u;,uz,uz kbdzi vy, va,vs
je ortogonalni. Je nutné pfitom matici A potitat?

a') ul:(%’%’—@)! u-_;:(li,-;-,%z), u3=(§1_§,0)

v =(4+€/§' l-gﬁ’ l-gxfi)’ ‘,2‘__(4;6@‘}_-1—%@) 1;{;?{2)’
va = (0, %1—!‘2@)

b) w=(},4, ), w=0}.4,9), w=0£ 2.0



