Pojmy a terminologie kolem rovnic a nerovnic

Predpokladem tspésného feSeni rtiznych druhii rovnic, nerovnic a je-
jich soustav je jednak obecna zbéhlost v ipravach ciselnych a algebraic-
kych vyrazt, jednak aktivni znalost vlastnosti doty¢nych elementarnich
funkeci, které v téchto rovnicich a nerovnicich vystupuji. V pribéhu re-
Seni takovych tloh pracujeme s riznymi pojmy vyjadfenymi specifickymi
terminy. My ucitelé jim musime dobfe rozumét a dbat na to, aby i nasi
zaci se naucili spravné tyto terminy pouzivat. Na vyklad téchto pojmi a
termint se v této otazce podrobné zamétrime, protoze jim v zakovskych
ucebnicich obvykle neni vyfazena zadnd samostatna ¢ast jejich textu.
Nasledujici text je tedy urcen ucitelim a je na nich, kdy a jak jednotlivé
jeho casti zaktim v hodinadch matematiky v rtizné mire podrobnosti ¢i
obecnosti objasni.

Rovnost a rovnice, nerovnost a nerovnice

Ve skolské matematice je tieba diisledn€ rozliSovat mezi pojmy rov-
nost a rovnice, stejné jako mezi pojmy nerovnost a nerovnice. Rozdily
vysvétlime pro prvni dvojici, pro druhou dvojici je to podobné.

Rovnosti i rovnice maji formalné stejny zapis, ktery dostaneme, kdyz
mezi dva vyrazy U a V vlozime rovnitko:

U=V

Jsou-li pritom U a V dva ciseln€ vyrazy, jedna se o rovnost, ktera je
podle hodnot U a V' bud platnd, nebo neplatnd (napt. 1 +1 = 3 — 1,
resp. 2-2 =5+ 1.) My se v8ak dale budeme vyluéné vénovat piipadim,
kdy alespon jeden z vyrazt U, V obsahuje jedno nebo vice pismen v roli
ciselnych promennych. Zda se jedna o rovnost ¢i jde o rovnici, musime
upfesnit popisem roli téchto proménnych (zpravidla tuto roli zdiraziu-
jeme vybérem pismen z riznych tsek abecedy). Jesté nez to upfesnime,
uvedeme dva priklady s jednou stejné znacenou proménnou x:

(x+1)*=2*+22+1 a 2z+3=2%

Prvni zapis bychom asi spiSe povazovali za rovnost (ktera plati pro kaz-
dou hodnotu proménné z), druhy zépis za kvadratickou rovnici. Sku-
tecn€, rovnost U = V mezi dvéma vyrazy U, V s proménnymi bézné
zapisujeme (napfiklad p¥i tpravach algebraickych vyrazt) pravé v situ-
acich, kdy po dosazeni jakychkoli konkrétnich ¢iselnych hodnot za za-
stoupené proménné (maji-li pro né oba dva vyrazy U a V' smysl), prejde



zapis U = V v platnou rovnost (dvou ¢iselnych vyrazt). Tehdy fikame,
ze rovnost U = V plati identicky, nebo ji nazyvame strucnéji identitou,
pro zaky blizs§im terminem wvzorec. Priklady takovych rovnosti jsou

sin2z = 2sinzcosz nebo (a —b)® = a® — 3a®b + 3ab® — b°.

(Dodejme, Ze u druhého piikladu namisto jeho ¢éiselné platnosti pro li-
bovolné hodnoty a, b mizeme mluvit o rovnosti polynomi dvou promeén-
nych: na obou stranach jsou stejné koeficienty u stejnych ¢lent ab™.)
Priklady identickych nerovnosti s redlnymi proménnymi jsou

2% >0 nebo a?-+b% > 2ab.

Kdy tedy zapisu U = V ftikdme rovnice? PopiSme rovnou obecnou
situaci: Ve vyrazech U a V je libovolny pocet proménnych, nékteré
z nich (aspori jedna, ale tfeba také vSechny) jsou prohlaseny za nezndmeé,
ostatni (pokud néjaké zbyvaji) za parametry. Rovnicim a nerovnicim
s parametry se budeme vénovat v otazce 7, proto se nyni omezime jen
na ptipad, kdy vSechny proménné v rovnici U = V jsou neznamé. Timto
terminem naznacujeme, ze hledame vsechny skupiny jejich konkrétnich
¢iselnych hodnot, po jejichz dosazeni do obou vyrazi U a V prejde zapis
U =V v platnou ¢iselnou rovnost. Ve starsich ucebnicich se trefné psalo,
Ze samotny termin rovnice (narozdil od terminu rovnost) vyjadiuje dkol
zminéného hledani.

Dvoji vyznam terminu ,FeSeni*

Uvazujme pro jednoduchost nejprve jednu rovnici s jednou neznadmou
(1) U(x) =V (x).

Resenim (v ¢innostnim smyslu) nazyvame postup nalezeni vsech hod-
not x (z daného oboru, o tom pojedndme pozdéji), po jejichz dosazeni
do rovnice (1) vyjde platna ¢iselnd rovnost. Ve druhém vyznamu termi-
nem 7esent nazyvame kazdou jednotlivou z téchto vyhovujicich hodnot .
Misto ,,¢islo x je FeSenim rovnice (1)“ téz fikdme ,¢islo  spliiuje rovnici
(1)“, nebo ,¢islo x vyhovuje rovnici (1)“ nebo ,rovnice (1) je splnéna
pro dané z“, nebo ,rovnice (1) mé (za) feSeni dané z“, ne vsak, jak
nékdy slySime ,rovnice (1) mé feSeni pro dané x“!

Mizeme tedy ftict, Ze feSenim dané rovnice minime kazdy postup,
ktery vede k urceni mnoziny vsech jejich feseni. Slovo ,,vSech” jsme zdu-
raznili kurzivou zédmeérné, na tom se matematikové z jasnych davodl
dévno dohodli a my (i nasi zaci) to musime respektovat. Vytesit (iplné)
rovnici (1) tedy nemtzeme tak, Ze néjaké vyhovujici x prosté uhodneme.



I kdybychom jich uhodli vice, nemame tim jesté zaruceno, zZe jina vy-
hovujici = neexistuji. Proto témér kazdou zadanou rovnici fesime po-
stupnymi tpravami, které je tieba volit ,bezpecné“, tj. tak, abychom
pii z&dné z nich zaddnou vyhovujici hodnotu nezndmych neztratili (je-li
to nezbytné, na nékterych mistech postup reseni rozdélime do nékolika
vétvi, které pak fesime oddélené). Ony bezpecéné tpravy délime na ekvi-
valentni a dusledkové a posoudime je v této otézce pozdéji.

Je-li v dané tloze neznamych vice, feknéme dvé, a to z a y, jejim
FeSenim pak nazyvame kazdou uspofadanou dvojici (z,y) cisel = a y,
ktera po dosazeni do vSech rovnic ¢i nerovnic dané soustavy ji prevedou
na vesmés platné éiselné rovnosti. Rikdme tedy naptiklad, ze hodnoty
x =2ay =3 tvori jedno feSeni (2,3) dané tlohy, samotnou hodnotu
x =2 (¢ y = 3) bychom jejim feSenim nazyvat neméli.

Na zaveér tohoto odstavce uvedeme priklad rovnice, kterou nelze béznym postupem
uprav nijak vyftesit. Je to rovnice

2% +3% =5%,

jejiz reseni x = 1 kazdy snadno uhodne. Pokud ukazeme, Ze jiné feseni tato rovnice
nemd, bude Gplné feseni této rovnice (pravda nezvyklym postupem) hotovo. Tvrzeni
o jediném feseni dokdZeme tupravou dané rovnice do tvaru

By () -

a konstatovanim, Ze nalevo stoji soucet dvou funkci, které jsou obé na intervalu
(—o00, ) klesajici, takze i celd leva strana upravené rovnice je klesajici funkce. To

znamena, ze nemuze nabyvat stejné hodnoty 1 v jiném bodé, nezli je bod x = 1.

Reseni, nebo kofen rovnice?

Zminme se nyni o terminu koren rovnice. Pouzivame ho namisto ter-
minu ,feSeni rovnice“, ovSem vyhradné u algebraickych rovnic s jednou
neznamou, tedy rovnic tvaru P(z) = 0, kde

P(z) = apz™ + ap_12" '+ -+ a1z +ag

je mnohoclen s danymi koeficienty ay (je-li a,, # 0, mluvime o mno-
hoé¢lenu, resp. rovnici stupné n). Pfipomenime nyni zdkladni poznatky
z algebry o kofenech polynomii.

Za¢neme Bezoutovou (&ti ,bezutovou“) vétou: Cislo z( je kofenem
polynomu P, pravé kdyz dvojélen x — xg déli (beze zbytku) polynom P
(symbolicky (x — z¢) | P(x)), nebot zminéné déleni mé obecné zby-
tek P(xg), tj. plati Bezoutova rovnost (mnohoclenti, tedy rovnost platna
pro kazdé x)

P(z) = Q(x) - (z — m0) + P(z0),



kde @ je mnohoclen stupné o 1 mensi, nezli je stupen P. Pokud je
navic k nejvétsi piirozené é&islo s vlastnosti (z — zg)¥ | P(z), fikéme,
ze xgo je k-nadsobnym kofenem polynomu P. V pfipadé £ = 1 mluvime
o jednoduchém kofenu, v pripadé £ = 2 o dvojnasobném kofenu atd.

Nyni uz je jasny duvod, pro¢ v piipadé P(zo) = 0 dvojélenu = — x
tikdme korenovy cinitel polynomu P. Pak je opravnéné rceni, ze ,feSeni
algebraické rovnice je hleddnim vsSech jeho kofenovych ciniteld*. Jaké
toto hledani obecné méa vyhlidky, o tom vypovida nasledujici vysledek:
Kazdy polynom

P(z) = apx™ + ap_12" 1+ -+ arz +ag

s realnymi koeficienty ay, ktery ma stupen n > 1, Ize rozlozit na soucin
koeficientu a,, (nezapominejme na ného!) s jednim nebo nékolika dalsimi
¢initeli, z nichz kazdy je budto kofenovy ¢initel z — xq, nebo kvadraticky
trojélen x2 + px + ¢ se zédpornym diskriminantem p? — 4¢; pritom rozklad
daného polynomu P na takovy soucin je (az na poradi ¢initelt) jed-
noznacny. I kdyz takovy rozklad teoreticky existuje, v pripadé stupné
n > 5 neexistuje pocetni algoritmus k jeho urceni z danych koeficienti
polynomu P.

Defini¢éni obor, obor pravdivosti

Kazdou rovnici, nerovnici ¢i jejich soustavu fesime v nékterém oboru.
Pri praktickych tilohach jsou tyto obory urceny charakterem neznamych
(délka tsecky je kladné redlné ¢islo (pfi dané jednotce délky), pocet
prvki koneéné mnoziny je celé nezaporne cislo, rychlost auta je ome-
zena jeho motorickymi vlastnostmi apod.) Pokud zadny dany vyznam
neznama nema, jak je tomu u vétsiny tloh zadavanych pfti skolni vyuce
matematiky s vyjimkou pocetni geometrie, bereme pro ni nejvétsi mozny
obor ¢isel (takova je dohoda, kterou je vhodné zdkim zduraznit). Ten
je tvoren vSemi hodnotami, které mizeme do danych rovnic ¢i nerovnic
za nezndmé dosadit. Ve skolni praxi fikdme, ze hledame podminky, za
kterych maji dané rovnice ¢i nerovnice smysl, at uz po jejich dosazeni
vyjdou platné ¢i neplatné rovnosti ¢i nerovnosti. Mnozi ucitelé tak svym
zaktm vstépuji uzitecnou zasadu, ze resent kazdé rovnice © nerovnice za-
hajujeme urcenim podminek tesitelnosti.! Tyto podminky, formulované
nékdy pozitivné (kupi. x > 3), nékdy negativné (kupi. x # 3) vymezuji
mnozinu vSech ,,pfipustnych“ hodnot nezndmych, které budeme v tomto

1Spise akademicky vyznam mé namitka, e tyto podminky nepotiebujeme, pokud
se rozhodneme danou rovnici fesit dusledkovymi tpravami a na zavér provedeme
zkousku.



textu rikat definicni obor dané rovnice ¢i nerovnice. Ve skolské matema-
tice se tento termin bézné nepouziva, narozdil od terminu definicni obor
funkce. Budeme ho déle znacit pismenem D.

Zato termin obor pravdivosti je ve skolni praxi zazity a bézné pou-
zivany termin. M4 i standardni znaceni pismenem K, které najdeme i
v odpovédich k tlohdm v fadé ucebnic a sbirek.? Oborem pravdivosti
nazyvame mnozinu vsSech feSeni dané tlohy v zadaném oboru. O pojmu
yreseni” jsme uz pojednali, takze zbyva jen dodat, zZe obor pravdivosti je
vzdy podmnozinou defini¢niho oboru, coz zapiseme jako inkluzi K C D.

K vcelku jasnému pojmu obor pravdivosti dodejme jesté jednu po-
znamku. Mnozinu K je tfeba zavérem kazdého Teseni nutno presné po-
psat jako odpovéd k zadané tloze. Bohuzel (zvlasté u rovnic s jednou
neznamou) se setkdvame v pfipadé K = R s odpovédi: ,,Rovnice ma
nekonecné mnoho teseni.“ Vysvétleme zaktim, jak neurcité takové pro-
hlaseni je! Jen malo tloh ma zadani ,,Urcete, kolik feseni ma . . ., vétsina

zadani je tkolem ,Reste ...“, coz jak vime znamend ,Najdéte vSechny
13

Ekvivalentni a dusledkové upravy

Otazku dvojiho druhu tprav rovnic a nerovnic fesi nékteré ucebnice
rovnou vycty béznych ekvivalentnich a disledkovych tprav. Z hlediska
pocetni praxe zakl je to pochopitelné, presto stoji za ivahu, zda nezacit
objasnénim principidlniho rozdilu. Ten spoc¢iva (struéné feceno) v tom,
ze ekvivalentni tiprava neméni obor pravdivosti dané (ne)rovnice v da-
ném definiénim oboru, zatimco dusledkova tprava mizZe (ale nemusi)
obor pravdivosti rozsirit o né€které dalsi hodnoty neznamych. Zni to cel-
kem jednoduse, ovsem je tieba dodat, Ze zejména u nerovnic mnohdy
musime defini¢ni obor rozdélit na nékolik ¢asti, abychom na kazdé z nich
jako na daném oboru mohli nerovnici resit ekvivalentnimi pravami.

K ekvivalentnim dpravam kazdé (ne)rovnice patii algebraické dpravy
kazdé z jejich stran, pricteni k obéma stranam, resp. odecteni od obou
stran téhoz cisla nebo téhoz vyrazu, ktery je definovan na celém defi-
ni¢nim oboru dané (ne)rovnice. Tyto Gpravy pfic¢teni a odecteni je ¢asto
vyhodné interpretovat jako prevody séitancu z jedné strany (ne)rovnice
na druhou se soucasnou zmeénou jejich znamének. K ekvivalentnim tpra-
vam rovnéz patii vyndsobeni ¢i vydéleni obou stran rovnice tymz ¢islem
nebo tymz vyrazem, ktery je definovan a nema zadnou nulovou hod-
notu na celém defini¢nim oboru upravované rovnice. Pii vynasobeni ¢i
vydéleni obou stran nerovnice tymz nenulovym c¢islem musime ovsem
uvazit jeho znaménko: je-li ¢islo kladné, znak nerovnosti se nezmeéni,
je-1i ¢islo zaporné, znak nerovnice se ,ptreklopi“ (napf. < prejde v >).

2Musim se pfiznat, Ze nevim, jaky dtivod volba pismene K méla.



Podobnou ekvivalentni tpravu vynasobeni ¢i vydéleni obou stran ne-
nulovym vyrazem muzeme u nerovnic pouzit jen tehdy, ma-li vyraz na
celém definiénim oboru pouze kladné, nebo pouze zdporné hodnoty (coz
je pomérné vzacny piipad).

Dusledkové upravy, které Casto rozsifuji obor pravdivosti o ,falesna
feSeni“, pouzivame témér vyhradné u rovnic, nikoliv u nerovnic. Hlavni
divod je ten, ze obory pravdivosti nerovnic jsou zpravidla nekonecné
mnoziny, takze je nemozné provést zkousku dosazenim vsSech jednotli-
vych hodnot, abychom pripadna falesna feseni odhalili.

K obvyklym disledkovym upravam patii jednak wvyndsobeni obou
stran (ne)rovnice tymz vyrazem, jednak jejich umocnéni (na druhou).
Prvni Gpravu pouzivame s cilem zbavit se zlomki u rovnic s lomenymi
vyrazy. Jak jsme jiz vysvétlili, u nerovnic odstranovani zlomkt nedo-
porucujeme, nebot jmenovatelé jsou Gasto vyrazy, jejichz hodnoty na
defini¢nim oboru jsou jak kladné, tak zaporné, takze vynasobeni témito
vyrazy se zapiSe jako ekvivalentni tiprava na rtznych castech definic-
niho oboru rtzné. Radé€ji proto pfi upravach nerovnic s lomenymi vy-
razy zlomky ,tdhneme sebou®“ az konecné podoby nerovnice v podilovém
tvaru (o ném pojedname nize).

Umocneént na druhou je Uprava, kterou pouzivame s cilem zbavit se
odmocnin, které jsou v (ne)rovnici zastoupeny. Diky pouze jednostranné
implikaci U = V = U? = V2 je umocnéni disledkovou ipravu rovnic.
U nerovnic obecné vzato nejde o dusledkovou tpravu, nebot napi. po
umocnéni platné nerovnosti —2 < 1 dostaneme neplatnou nerovnost
4 < 1. Presto se potfebujeme pii feSeni nerovnic odmocnin zbavovat,
takze se umocnovani nevyhneme. Pfitom, jak jsme vysvétlili, by mélo
jit o ekvivalentni Upravu. Dosdhneme toho tak, Ze defini¢ni obor za-
dané nerovnice, zapiSme ji obecné jako U z V' s neurcenym znakem
nerovnosti, rozdélime na intervaly tak, aby na kazdém z nich mély obé
strany U, V neménné znaménko. Danou nerovnici pak resime na kaz-
dém z téchto intervali oddélené. To je snadné na téch intervalech, kde
strany maji riznd znaménka — na nich nerovnice U ; V pak ,automa-
ticky“ bud plati, nebo neplati, a to pro pro vSechny hodnoty neznamé,
které v daném intervalu lezi. Na téch intervalech, kde strany U a V maji
stejnd znaménka, pak miZeme nerovnici ekvivalentné umocnit, nebot
v pripadé nezdpornych hodnot U, V plati U ; V& U? ; V2, v pripadé
nekladnych hodnot U, V je lépe pfed umocnénim vynasobit obé strany
nerovnice ¢islem —1 a prejit tak k nerovnici s nezapornymi stranami.

Zkouska — nutna soudast reseni?

Zkouska neboli kontrola sprdavnosti vypoctového postupu je dilezitou
zavérecnou ¢asti feSeni matematickych tloh. Pomineme ted jeji psycho-
logicky vyznam (Zaci maji radost, ze dosli ke spravnému vysledku) i jeji



moznou zpochybnitelnost ze subjektivnich divodi — pii spravném po-
stupu jsme mohli udélat numerickou chybu pfti zkousce, nebo jsme mohli
dokonce pochybit jak pii postupu, tak pii zkousce. Zamérime se pouze
na otazku, kdy je zkouska mnezbytnd, takze bez ni vlastné neni feseni
ulohy uplné.

Odpovéd na posledni otéazku jsme uz podali v predchozim vykladu
o dusledkovych tpravach. Pokud pri celém postupu feSeni dané rovnice
pouzijeme aspon jednu disledkovou tipravu, miize se stat, ze upravena
rovnice ma Sirsi obor pravdivosti nezli rovnice ptivodni. Proto je v za-
véru feSeni nezbytné kazdou z nalezenych hodnot dosadit do obou stran
puvodni rovnice a presvédcit se, zda rovnice prejde v platnou rovnost.
Mame-li predem urcen defini¢ni obor D rovnice, mtzeme pii dosazovani
rovnou vynechat ty hodnoty, které nejsou z D. Teprve takto provedena
zkouska odhali pfipadna ,falesnd feseni“, ktera do oboru pravdivosti
puvodni rovnice nepatfi.

Souéinové a podilové tvary

Kazdou rovnici i nerovnici lze zfejmé upravit na tvar, kdy na jedné
jeji strané bude stat ¢islo 0. Nulovost jedné bude mit vyznam, pokud
se nam druhou (nenulovou) stranu podafi dale upravit — jak, to hned
upresnime.

Rikame, Ze dana rovnice & nerovnice je v soucinovém tvaru, je-li
jedna jeji strana rovna nule a druhéa strana je soucinem dvou nebo vice
vyrazid. Na prvnim misté jsme uvedli nulovost jedné strany, abychom
zdtraznili, ze naptiklad rovnice

(22% — 3z +2)(52* + 42 — 6) =3

nent v soucinovem tvaru. Proc¢ si tento nazev ,nezaslouzi“? Protoze jeji
tvar zadny vyhodny postup feSeni nenabizi — ¢islo 3 lze totiz zapsat
ve tvaru sou¢inu dvou (nenulovych, avSak nijak vyjimeénych) ¢isel ne-
kone¢né mnoha zptsoby. Oproti tomu rovnice

(227 — 3z +2)(5z* + 42 —6) =0

signalizuje, Ze aspon jeden z Cinitelti na levé strané se musi rovnat nule,
takze jeji feseni se redukuje na (oddélené) feSeni dvou rovnic

A: 222 —32+2=0, B: 522 4+ 4z — 6 =0;

nalezené obory pravdivosti rovnic A a B je pak nutné sjednotit, abychom
dostali obor pravdivosti ptivodni rovnice v soucinovém tvaru. Podobné
se TeSeni obecné rovnice v soucinovém tvaru

Vi Voo V=0



rozpada na oddélené feseni n rovnic Vi, =0, k = 1,2,...,n. Také nula
na pravé strané kazdé nerovnice v soucdinovém tvaru (jinak o ném ani
nemluvime!)

V1'V2"'Vn§0

dava zfejmou informaci o tom, jaké variace znameének musi mit hodnoty
zastoupenych cinitelt Vi, aby jejich souc¢in mél hodnotu predepsaného
znaménka. Mohli bychom tak fesit pro kazdou takovou variaci prislusnou
soustavu nerovnic

ViZ20,V220,..., V, Z0.

Casto je vsak vyhodnéjsi uzit tzv. metodu intervali: rozdélit cely de-
finiéni obor dané nerovnice na oblasti, na kterych vyrazy Vi neméni
znaménko (v pfipadé jedné neznamé to jsou obvykle préavé intervaly),
na kazdé z nich pak urcit znaménko celé soucinu Vi - Vo ---V,, a pak
do oboru pravdivosti zahrnout pravé ty intervaly, ve kterych mé soucin
,Spravné“ znaménko predepsané zadanou nerovnici. (Zda tam budou pa-
tfit i krajni body vytvorenych intervalti, zavisi na tom, zda je ptvodni
nerovnice ostra ¢i nikoliv).

Nebudeme opakovat popis obdobnych vyhod, jaké prinaseji upravy
danych rovnic a nerovnic do podilového tvaru. Tak nazyvame rovnice a
nerovnice, jejichz jedna strana je rovna nule a druhé strana je podilem
dvou vyrazl, tedy tvaru U/V. Je navic vyhodné mit oba tyto vyrazy
U, V jesté dale rozlozené na soucin ciniteld. ZapiSeme proto rovnici,
resp. nerovnici v podilovém tvaru rovnou obecnym zpiisobem

U1'U2"'Um_0 e U1'U2"'Um20
Vi-Voe-V, - p- Vi VooV, <

(V ptipadech m = 1, resp. n = 1 neni rozklad citatele, resp. jmenovatele
na soudin k dispozici.)
Jako konkrétni ptiklady tprav na posuzované tvary uvedme tpravu
jedné goniometrické rovnice do soucinového tvaru
sin2z = cosz < 2sinz cosx = cosx < cosz(2sinz — 1) =0

a Upravu jedné raciondlni nerovnice (kdy neni radno, jak uz vime, zba-
vovat se zlomki) do podilového tvaru:

1 36 1 36

> —1 — 10 >
r—2 " x+3 O(:):L’—Q :1:+3+ 020
_ _ 2 _
5(15 — 7x) +1020<:>5(15 Tr) +10(x* + o 6)20<:>
(x —2)(x+3) (x —2)(z + 3)
2 _ _ _
5(22* — 9z + 3) S 0o 5(x —1)(2x — 3) > 0.
(x —2)(z +3) (x —2)(z+3)

KONEC OTAZKY



