Osnovy dalsSich otazek

04. Linearni rovnice, nerovnice a jejich soustavy

Pro rovnice a nerovnice se zavorkami, zlomky a lomenymi vyrazy vy-
lozte postup TeSeni cestou tprav vedoucich k findlnim tvarim axr = b,
resp. ax ; b. Jak vypadaji mozné obory pravdivosti téchto finalnich
tvart v zavislosti na hodnotach koeficientt a, b? Postup pro linearni
rovnice a nerovnice s absolutnimi hodnotami. Obor pravdivosti jedné
linearni rovnice ¢i nerovnice se dvéma neznamymi, jeho grafické znazor-
néni.

Soustava dvou linearnich rovnic s dvéma nezndmymi, dosazovaci a sci-
taci metody jejiho feSeni. Jak vypadaji mozné obory pravdivosti takové
soustavy v zavislosti na jejich koeficientech?

05. Kvadratické rovnice a nerovnice

Co je kvadratickd rovnice? Metoda TfeSeni takové rovnice s malymi
celociselnymi koeficienty pamétnym rozkladem trojclenu na soucin dvou
dvojclenti. Netiplné kvadratické rovnice a jejich koreny.

Odvozeni vzorce pro kofeny rovnice metodou doplnéni na ctverec.
Pojem diskriminantu a jeho vyznam pro pocet koreni.

Odvozeni vztahy mezi kofeny a koeficienty jednak ze vzorct pro ko-
feny, jednak z rozkladu prislusného trojclenu na kotrenové Cinitele.

Reseni kvadratické rovnice grafickou metodou (uZitim vykreslené pa-
raboly s vrcholem v pocatku).

Kvadratické nerovnice a postup jejich feseni v ptripadech kladného,
nulového nebo zaporného diskriminantu. Grafické reseni kvadratické ne-
rovnice (uzitim vykreslené paraboly s vrcholem v pocatku).

06. Rovnice a nerovnice s odmocninami

Zékladni strategie feSeni — zbavit se odmocniny, a to bud cestou
jejiho osamostatnéni na jedné strané a nasledného umocnéni obou stran,
nebo zaménou odmocniny za novou neznamou (substituéni metoda).

Jaky druh Gpravy umocnéni obou stran rovnice ¢i nerovnice je a jaky
to ma vliv na postup reseni?

Substituéni metoda — obecné spoc¢iva v nahrazeni nezndmé = novou
neznamou y = V(z), kde V(x) je vyraz v dané (ne)rovnici. Je-li v ni
neznama x zastoupena i jinak, nezli jen ve vyrazu z, je k odstranéni
takovych vyskytt x v (ne)rovnici pro y zpravidla nutné najit obecné
vyjadfeni 2 = V~1(y). To je mnohdy t&7si tikol, nezli se v zavéru feseni
,VTatit“ od nezndmé y k neznadmé x cestou feseni rovnic V(z) = y* pro



kazdé y* z oboru pravdivosti (ne)rovnice pro y. U (ne)rovnic s odmoc-
ninami jsou typické substituce

y=vaz+b pro (nejrovnici R(z,Var+1b)Z 0,

b / b
y = Zj—l—'——d pro (ne)rovnici R(w, Zj—l—'——d) ;0,

kde R je libovolna racionalni lomena funkce dvou proménnych. U obou
téchto substituci ma opac¢né vyjadreni x pomoci y vyhodny tvar, jaky
bychom neméli pfi substituci y = Vax? + bx + ¢, kde by se znovu ob-
jevila odmocnina. Vyplati se ¢asto mit na zfeteli, Ze u obou popsanych
substituci plati y > 0, takze novou rovnici pro nezndmou y staci Tesit
v oboru nezapornych ¢isel.

Metoda nasobeni sdruzenym vyrazem pro rovnice tvaru

VU() +/V(z) =W(z) nebo /U(z)~/V(z)=W(z)

Viz skripta MU: Herman, Kucera, Simsa, Metody FeSeni matematickych
uloh I, kap. 1, §6. V tomto paragrafu najdete i celkové pouceni o rovnicich
s odmocninami.

07. Rovnice a nerovnice s parametry

Rozdéleni proménnych v (ne)rovnicich na nezndmé a parametry, roz-
dilnost jejich roli. Obecny vyznam tuloh s parametry: jednim postupem
fesime celou (obvykle nekone¢nou) skupinu podobnych tloh, které dosta-
neme, pokud zastoupené parametry nahradime konkrétnimi éisly. Ulohy
s parametry jsou naroénym tématem, nebot problémem je jednak po-
rozumeéni samotné podstaty parametrii, jednak realizace postupu feseni
konkrétni ulohy. Ten se casto vétvi do nékolika etap a netrivialnim tuko-
lem je i zavérecné shrnuti vysledkt dil¢ich etap do prehledné tabulky.

Metody feSeni rovnic a nerovnic s parametry se nelisi od metod pro
takové tilohy bez parametru. Resime je tedy stejnymi tipravami, jako
by v nich namisto parametri stala konkrétni cisla. Komplikace vsak
prinasi zavislost defini¢niho oboru na parametrech, stejné jako intervali,
na kterych mutzeme jednotlivé Gpravy provadét, nebo které dostavame
po prevodu na rovnice a nerovnice v souc¢inovém nebo podilovém tvaru.
Netrividlni je pak rovnéz urcovani priniku nebo sjednoceni takovych
intervalti.

Reseni findlnich (ne)rovnic, téch linearnich a(p)x E b(p), a tim spise
téch kvadratickych a(p)z? + b(p)x + c(p) z 0, je komplikovano zavislosti
zastoupenych koeficientd na parametru p. Jak? Popiste také postup, jak
urcovat znaménka kotfent kvadratické rovnice v zavislosti na parametru.



08. Pojmy a terminologie kolem funkci a jejich graft.

Pojem funkce, zptsoby jejiho zadani. Defini¢ni obor a obor hodnot.
Terminy argument a funkéni hodnota (vzor a obraz), nezavisla a zavisla
promeénna.

Funkce prosté (injektivni). Inverzni funkce, jeji existence, defini¢ni
obor a obor hodnot v porovnani s ptvodni funkci. Funkce periodicka
a jeji periody. Funkce sudé a funkce liché, ptivod téchto termint. Kdy
fikdme, ze na dané mnozin€ je dana funkce shora ohranicend, zdola ohra-
nicend, ohranic¢ena? Extrémni hodnoty (minima a maxima) dané funkce
na dané mnoziné€.

Monotonie funkci: funkce rostouci a klesajici na dané mnoziné, sym-
bolicky zapis formuli s dvéma kvantifikdtory. Na jakych mnozinach je
funkce y = 1/x klesajici?

Pojem grafu funkce. Jak z grafu dané funkce y = f(x) ziskat grafy
funkel y = |f(2)], y = f(l2]), y = —f(2), y = f(=2), y = kf(2),
y = f(kz), y= f(x) + k, y = f(x + k) s danou konstantou k?

09. Linearni funkce (i s absolutnimi hodnotami)
a linearni lomena funkce.

Pojem linearni funkce. Jeji graf a vyznam koeficientii a, b v predpisu
y = ax + b. Jak uréit linedrni funkci z jejich hodnot v nékolika (ko-
lika?) bodech? Jak sestrojit graf funkce, ktera je souc¢tem jedné linearni
funkce s linearni kombinaci nékolika dalsich linearnich funkci vzatymi
v absolutni hodnoté? Jaky geometricky tvar kazdy takovy graf ma?

Pojem linearné lomené funkce jako zobecnéni funkce nepifimé timeér-

nosti. Jeji definicni obor a obor hodnot. Graf linearné lomené funkce,

v e k )
postup pti prevodu obecného predpisu na tvar y — n = ——, vyznam
m

koeficientt m, n, k.
10. Kvadratické funkce

Pojem kvadratické funkce. Jeji graf, postup pfi pfevodu obecného
ptedpisu do tvaru y — n = a(z — m)?, vyznam koeficientdi a, m a n.
Poloha grafu kvadratické funkce viici osam x a y, role diskriminantu.

Prubéh kvadratické funkce (intervaly monotonnosti, extrém, ohra-
nic¢enost shora nebo zdola). Vyuziti obecnych poznatkid o pribéhu pii
feSeni kvadratickych rovnic a nerovnic.



11. Odmocniny a mocniny s racionalnim exponentem

Pojem n-té odmocniny, defini¢ni obor, obor hodnot a graf prislusné
funkce y = {/z. Pravidla pro pocitani s odmocninami (odmocnina ze
sou¢inu a podilu, mocnina odmocniny a odmocnina z odmocniny).

Ze zékladniho pravidla pro mocniny z® - 2° = 2%t (viz otazku 2
o roz$ifovani pojmu mocnina na obecnéjsi situace) vysvétlete, pro¢ pro
kazdé celé n > 1 ztotoznujeme funkci y = zw s funkei y = {/x, takze pak
pro kazdé celé m klademe z» = ({/z)™ = {/z™. Jaké je zde omezeni
na x v pripadé m > 0 a v pripadé m < 07

Vysvétlete, pro¢ pri zavedeni mocniny x” s raciondlnim exponentem r
pomoci vztahu 2" = ', kde  je zlomek (m € Z, n € N) reprezen-
tujici dané cislo r, je hodnota =" nezavisla na tom, ktery z nekonecné
mnoha zlomki 7 reprezentujici dané ¢islo r vybereme (ucebnice Funkee,
str. 115-116).

12. Mocninné funkce

Podle ucebnice Funkce, str. 119-121, priblizte zakim stifednich skol
problematiku mocniny xP s iraciondlnim exponentem p. Pravidla pro
dpravy mocnin s redlnymi exponenty.

Mocninné funkce y = 2% s a) pfirozenym, b) celym zapornym, c¢) klad-
nym necelym redlnym d) zapornym necelym redlnym exponentem a.
Jaké jsou defini¢ni obory a obory hodnot této funkce v uvedenych pti-
padech? Jak pfi nich vypada graf mocninné funkce a jaka je jeji mono-
tonie?

13. Exponencialni funkce

Pojem exponencialni funkce y = a”, pro jakd a ji uvazujeme, jeji
defini¢ni obor, obor hodnot, graf a monotonie. Vzajemna poloha grafa
dvou funkci y = a” ay =b" vpiipadech 0 < a<b<lal<a<b
Kdy jsou takové dva grafy soumérné sdruzené podle osy y?

Jak zakdm pfiblizit urceni prirozené exponencidlni funkce y = e*?
(ucebnice Funkce, str. 150-151) Spojte to pfi svém nadhledu s vyjimec-
nosti vysledku derivovani (ex)/ =e”".



14. Logaritmy a logaritmické funkce

Slovni popis vyznamu cisla log, b: Je to takové ¢islo, na které musime
umocnit zdklad a, abychom ... . Procvicovani na konkrétnich dvojicich
(a,b). Pravidla pro pocitani s logaritmy véetné pfevodniho vztahu mezi
hodnotami log, = a log, =. Historicky vyznam dekadickych logaritmu (lo-
garitmické tabulky a pravitka, viz u¢ebnice Funkce, str. 150). Konvence
log = log;, a In = log,.

Pojem logaritmické funkce y = log, z, pro jaka a ji uvazujeme, jeji
defini¢ni obor, obor hodnot, graf a monotonie. Vztah mezi grafy funkci
y=a"ay=log, .

15. Logaritmické a exponencialni rovnice a nerovnice

Pievod (ne)rovnic do tvard a , resp. log, U E log, V', vyuziti
injektivity nebo monotonie pfi nasledném prechodu k (ne)rovnici mezi
vyrazy U a V', ktery se casto nazyva ,zlogaritmovanim®, resp. ,,odloga-
ritmovanim®. Priklad rovnice 2% = 5.

Substituce y = a” a y = log, x: urcete, v jakych vyrazech mize
nezndmé v dané (ne)rovnici vystupovat, aby navrzena substituce byla
¢innd. Postup pfi feseni (ne)rovnice tvaru pa®® + q(ab)® + rb*® z 0.

v =_V
<CL

16. Goniometrické funkce

Goniometrické funkce ostrého tihlu definované uzitim podobnych pra-
vouhlych trojihelnikt. Hodnoty funkci pro vyznamné tihly 30°, 45° a 60°
a pro dvojice thli, které se dopliuji do 90°.

Funkce sinus a kosinus realného argumentu definované uzitim jednot-
kové kruznice a pojmu orientovaného tthlu s obloukovou mirou. Které
vlastnosti obou funkci plynou z geometrie jednotkové kruznice: obor hod-
not obou funkci a goniometrické jednicka, znaménka funkci a jejich mo-
notonie v jednotlivych kvadrantech, periodicita, sudost a lichost, zména
argumentu o polovinu nejmensi periody, hodnoty sin(r —x) a cos(m —x).
Pfevod sinu na kosinus a naopak uzitim vzorct sin(§ — x) = cosx a
cos(§ — ) = sinw.

Funkce tangens a kotangens, odecitani jejich hodnot na tec¢né k jed-
notkové kruznici. Defini¢ni obory a obory hodnot obou funkci, jejich
periodicita, znaménka a monotonie v jednotlivych kvadrantech.

Grafy goniometrickych funkci v oboru redlnych ¢isel. Problematika
inverznich funkci: arkussinus, arkuskosinus, arkustangens a arkuskotan-
gens, jejich defini¢ni obory, obory hodnot a grafy.



17. Goniometrické vzorce

Trivialni vzorce: goniometricka jednicka, vztah mezi tgz a cotgwx.

Nepovinnd ¢ast: Obrazkové diikazy vzorcl pro sin 2« cos 2, sin(a +
+ ) a cos(a + ) (Smykalova: Goniometrické funkce v elementarni ma-
tematice, str. 52-53).

Z platnosti jednoho souctového vzorce pro sin(zx + y) a cos(x £ y)
odvodte platnost ostatnich tii vzorci (ucebnice Goniometrie, str. 87—-88).
Jak se ujistit, ze si souctové vzorce pamatujeme spravné: v pravidle pro
nasobeni komplexnich jednotek

(cosz +isinz)(cosy +isiny) = cos(z + y) + isin(z + y)

roznasobime levou stranu a pak porovname redlné a imaginarni casti
obou stran. Vzorce pro tg(z +y).

Vzorce pro dvojnasobny argument s trojim vyjadienim cos 2z. Uceb-
nice z toho odvozuje vzorce pro hodnoty |sin §| a |cos 5| pomoci cos ,
jejich vyznam doklada vyjadienim piesné hodnoty cos 5; ze znamé hod-
noty cos g pres hodnotu cos 75. Takové vypocty s odmocninami provadél
Archimédes pii vypoctech ¢isla 7 z obvodu pravidelnych mnohotuhelniki
a sestavovatelé goniometrickych tabulek pred zrodem matematické ana-
lyzy.

Odvozeni vzorctl pro sinx +siny a cos z &£ cos y ze souctovych vzorct
(ucebnice Goniometrie, str. 94-95).

Co v ucebnici Goniometrie chybi: Pfi pocitani s goniometrickymi
funkcemi se nékdy vyuziva poznatek, Ze hodnoty sin x, cos = (a tedy i tg z
a cotg x) lze vyjadiit pomoci jediné hodnoty ¢t = tg 5 (tzv. univerzdini
substituce). Tyto vzorce si nemusime pamatovat, je ale dobré znat snad-
nou pomiicku pro jejich odvozeni (které je korektni v pfipadé = € (0, 7),
ale poskytuje obecné platné vzorce): uvazime pravouhly trojihelnik s os-
trym thlem %, ktery ma odvésny 1 a ¢, takZe podle Pythagorovy véty

oy D) « £ S t T _ 1 -

ma pieponu V1 + ¢2. Z ného mame sin 3 T 20085 = i Do

sazenim do zndmych vzorcti sinz = 2sin § cos 5 a cosx = cos? 5 —sin? 5
2t 1-¢2

dostaneme kyZzené vzorce sinx = 755 a cosx = {753-

18. Goniometrické rovnice

Zakladni rovnice| g(x) = a | pro danou goniometrickou funkci g a dané

realné ¢islo a. Postup jejiho Feseni ve t¥ech etapach (podle u¢ebnice Go-
niometrie str. 6672, s vyhradou k uzivani terminu ,,kofen goniometrické
rovnice“ — viz otézka 3, a k nesystematickému zarazeni priklad@ gonio-
metrickych nerovnic. které dnes v uc¢ebnich programech vétsinou chybi).



Prvni etapa: feseni pomocné rovnice g(z) = |a| v oboru (0, 2') s pii-
padnym uzitim inverzni arkusfunkce. Druha etapa: hledani tzv. zaklad-
nich feseni pivodni rovnice g(z) = a (tj. feSeni z intervalu (0, 27)) dvéma
rovnocennymi prostfedky — uzitim bud jednotkové kruznice, nebo grafu
dané funkce g. Tteti etapa: zapis celého oboru pravdivosti K dané rov-
nice, vyjadieni periodicity funkce g parametrem k € Z. Casté modifikace
zékladni rovnice g(x) = a: rovnice g(bx 4 ¢) = a s danymi ¢isly b # 0, c.

Rovnice | g(U) = g(V) |, kde U a V jsou dané vyrazy s neznamou z,

zpravidla tvaru ax + b. Zavér zaloZzeny na nejmensi periodé p dané goni-
ometrické funkce g, totiz rovnost V = U + kp (k € Z), je spravny pouze
pro funkce g rovné tangens a kotangens. Pro funkce sinus a kosinus jsou
spravné dva postupy: budto upravit rovnici do tvaru g(U) —g(V) =0 a
nasledné do soucinového tvaru uzitim vzorct pro rozdil sini nebo kosint,
nebo vyuzit pribéh obou funkci k jednomu ze dvou zaveéru:
(1) Rovnost sinU = sin V' je splnéna, pravé kdyz plati V = U + 2kn
nebo V =7 — U + 2km.
(2) Rovnost cosU = cosV je splnéna, pravé kdyz plati V = U + 2k7
nebo V = —U + 2km.
Reeni rovnice sin U = cos V uzitim pfevodu cos V = sin(5 — V) (nebo
prevodu sinU = cos(§ — U)).
Substituc¢ni metoda: Uvedeme tii substituce, jejichz uziti je zalozeno

na goniometrické jednicce a vzorcich pro dvojnasobny argument. V za-
pisech rovnic oznacuje F' libovolny vyraz o dvou proménnych.

(1) | y = sinx | pro rovnice F(sinx, cos® z) = 0 a F(sinx, cos 2z) = 0,

(2) pro rovnice F(cos z,sin® z) = 0 a F(cos z, cos 2z) = 0,

(3) |y =sinz + cosz | pro rovnice F(sinx + cosz,sin2z) = 0. Vyu-

Zijeme piitom zfejmé identity sin 2z = y? — 1.
Zduraznéme absenci vhodné substituce pro rovnice F'(sinx,sin2z) = 0
a F(cosz,sin2zx) = 0. Diky vzorci sin 2z = 2sinx cos z 1ze tyto rovnice,

vvvvv

rovnic F(sinz,cosz) = 0, o kterych pojedndme hned v nésledujicim
odstavci.

Rovnice | F(sinz, cosz) = 0|. Uvodem zdtraznéme nevhodnost po-

stupu, ke kterému se i zdatni zaci nékdy uchyluji: do rovnice dosadi
cosz = \/1 —sin®z (v lepsim piipadé cosz = ++/1 — sin® z), aby do-
stali rovnici s jednou neznamou y = sinx. Kromé toho, zZe nova rovnice
je iraciondlni (tj. s odmocninou), je t¥eba ji Fesit ve dvou variantéch (pro
kazdé ze dvou znamének +) a pak pro nalezend z rozhodovat, zda jim
skutecné prislusi spravné ze znamének +. Rovnéz tivodem podotknéme,



ze k TeSeni rovnice F(sinz,cosx) = 0 lze (teoreticky kdykoli) uplatnit
univerzdlni substituci y = tg 7, ktera ovSsem vede k slozitym rovnicim
vysokého stupné, takze ji (jako krajni prostfedek feseni) prakticky ne-
procvicujeme.

Nékteré rovnice F'(sinx, cosx) = 0 lze upravit na souéinovy tvar (viz
nize). Pokud nejsme tspésni, lze pred uzitim univerzéalni substituce vy-
zkousSet pomoci substituci ©u = sinx a v = cos prevod dané rovnice na
soustavu dvou rovnic

(S) F(u,v) =0 A u? + 0% =1,

zejména je-li Géinné eliminaéni metoda, kdy z rovnice F(u,v) = 0 lze
snadno jednu z nezndmych u, v vyjadfit pomoci druhé (a toto vyjadieni
pak dosadit do rovnice u? + v? = 1). Misto takové eliminace je mozné
hledat néjaké ,uchopitelné“ rovnice, které jsou diisledky soustavy (S).
(Obé rovnice vhodné dondsobit a pak je seéist nebo odecist apod.) Sou-
stava S nékdy rovnéz pripousti schiidné grafické reseni v roviné Quw.

V tadé aplikaci se objevuji rovnice ‘ asinx +bcosz+c=0 ‘ S nenu-

lovymi koeficienty a, b, ¢ (rozvazte, jak takovou rovnici snadno Fesit,
je-1i néktery z koeficientii roven nule). Pro odpovidajici soustavu (S) je
v tomto pfipadé Gc¢inné jak eliminacni, tak grafickd metoda. Kromé toho
lze vyuzit i metodu tpravy vyrazu asinx+bcosx do tvaru K sin(z +w),
kde K = va? + b2 a w je vhodné ¢islo (jak ho k danym a, b urc¢ime?).

Na zavér otazky zminime, Ze mnohé goniometrické rovnice lze te-
$it ipravou do soucinového tvaru (viz otézka 3). Uspésnost pii hledani
takové Upravy zavisi na aktivnim osvojeni celé palety goniometrickych
vzorci, které jsme uvedli v otazce 17.

19. Sinova véta

Sinova véta, jeji dikaz pres vysky trojihelniku (uc¢ebnice Goniome-
trie, str. 104-105).

Rozsifena sinova véta a/sina = b/sin § = ¢/siny = 2r (kde r znaci
polomér kruznice opsané), jeji obrazkovy dikaz (Smykalova: Goniome-
trické funkce v elementdrni matematice, str. 67).

Typické situace pro uziti sinové véty pii ,Fesenich trojihelnika“ (uceb-
nice Goniometrie, str. 106-109). Pfipadné dvojznac¢nost feSeni a jeji sou-
vislost s vétou Ssu o shodnosti trojihelnik.

Ruzné vzorce pro obsah trojuhelniku (uéebnice Goniometrie, str. 118
a 121).

Aplikace: Urceni Sifky Feky méfenim z véze (ucebnice Goniometrie,
str. 124).



20. Kosinova véta

Kosinova véta, jeji diikkaz pres vysky trojuhelniku a Pythagorovu vétu,
kterou zobecniuje (ucebnice Goniometrie, str. 110-112).

Nepovinna ¢ast: Obrazkovy dtikaz kosinové véty pres tii ¢tverce nad
stranami trojihelniku, ktery je i ditkazem Pythagorovy véty (Smykalové:
Goniometrické funkce v elementarni matematice, str. 69-70)

Typické situace pro uziti kosinové véty pri ,fesenich trojuhelniki“
(ucebnice Goniometrie, str. 109 a 113-115).

Odvozeni Heronova vzorce pro obsah trojihelniku metodou uziti kosi-
nové véty (Smykalova: Goniometrické funkce v elementarni matematice,
str. 81-82).

Aplikace: Urceni vzdalenosti dvou bodt na druhém biehu feky mére-
nim ze dvou bodi na prvnim biehu (u¢ebnice Goniometrie, str. 123-124).
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