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HARMONICKA POSLOUPNOST

v harmonicka posloupnost je dana
vztahem

X(nT,,) = A.cos(QnT,, + ¢y),
kde

A>0 je amplituda harmonické posloupnosti;
Q >0 je uhlovy kmitocet h.p., uhlova rychlost;

P, je pocatecni faze, tj. faze (pocatecni uhel, posun) v Case
nT,, =0,

(QnT,, + ¢,) je faze harmonickeé posloupnosti;
perioda harmonické posloupnosti je dana vztahem
T=2n/Q= Q =27/T = Q.T,, = Qy = 2n.T,,/T
kmitocet harmonické posloupnosti je definovan
f=1/T = Q/2n = fy = T,,/T = Q\/2n = f/f,,



HARMONICKA POSLOUPNOST

X(nT,,) = A.cos(Q2nT,, + ®;)
pro A=1, ¢,=0 a Q pro T=8T,,

M

vz --- Vzorkovani

°:E\::;/ ] s .. sampling
IR

x(nT,,) = A.cos(QnT,, + Py)
pro A=1, ¢,=0 a Qy = 2=.T,,/T = /4
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HARMONICKA POSLOUPNOST

X(nT,,) = A.cos(QnT,, + ¢,)
pro A=1, ¢,=0 a Q pro T=4T",,
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HARMONICKA POSLOUPNOST

MAAAS

Zména periodicity veliCiny po vzorkovani se vzorkovaci periodou, ktera
neodpovida bezezbytkovému celoCiselnému podilu T/T,,, (desetinna Cast
podilu je rovna 0,5).
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l HARMONICKA POSLOUPNOST

Zména periodicity veliCiny po vzorkovani se vzorkovaci periodou, ktera
neodpovida bezezbytkovému celoCiselnému podilu T/T,, (desetinna Cast
podilu je rovna 0,5).
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HARMONICKA POSLOUPNOST

x(nT,,) = cos(2nT,,+n/4)
pro A=1, ¢,= n/4 a Q pro T=8T,,, tj. pro Qy= n/4

A ®
[-1] [rad]
1+t nlZ +
nld+
| I I | ) | | I |
0 72 2n O a2 = 2n
Q[rad] Cyfrad]
- Q.2 Q. Q.12 e
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HARMONICKA POSLOUPNOST

X(nT,,) = cos(QnT,,+n/4)
pro A=1, ¢,= n/4 a Q pro T=8T,,, tj. pro Qy= n/4

| trlparametrlckou harmonickou posloupnost |ze graficky
vyjadfit pomoci dvou bodu v rovinach

amplituda x (Uhlovy) kmitocCet

d

pocCatecni faze x (Uhlovy) kmitocet:

A=A(w) a @,=Pyw);
A @

[-] [rad]
1t nl2 1
n/d 4

[] HIJ,‘2 ;I: | 2ln 0 - T[sz TT[ I zln

(frad] Qyrad]

Q.2 Q. Q./2 Q..

f’} spektrum amplitud

spektrum pocatecnich fazi
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XZ 11! FREKVENCNI SPEKTRUM !!!

%

Frekvencni spektrum signalu je
vyjadreni rozlozeni amplitud a
pocatecnich fazi jednotlivych
harmonickych slozek, ze kterych se signal
sklada, v zavislosti na frekvenci.

| ZAPAMATOVAT! ! NA VEKY !



HARMONICKA POSLOUPNOST

DALSI DEFINICE

TRIGONOMETRICKY TVAR
x(nT,,) = A.cos(QnT,,+Q,) =
= A;.cos(€2nT,,) + A,.sin(QnT,,)
Jak to tak?
cos(a + B) = cosa.cosP - sina.sinP

Acos(Q2nT, + ®y) = A.cos(Q2nT,).cos®, - A.sin(QnT,).sinp, =

= A.cos®,.cos(QnT,) - A.sin®,.sin(QnT,)

—— ——
Al AZ



HARMONICKA POSLOUPNOST

DALSI DEFINICE

TRIGONOMETRICKY TVAR
A, = A.cosp, a A, =-A.sing,

A2 + A2 = A%, (cos? ¢ + sin? )

A= fA§+A§

Az —A - sin ¢0
= = —tgdo-
Ay  A-cosgg

¢o = —arc gAl.



HARMONICKA POSLOUPNOST

DALSI DEFINICE
EXPONENCIALNI (KOMPLEXNI) TVAR

©,
=
=

cosa(n) + i.sina(n) = ein)
cosa(n) - i.sina(n) = e7n)



HARMONICKA POSLOUPNOST

(Zn nTy

_ A 2mTn +

x(nTyz) = A.cos(2xnf nTyz + ¢g) = A.cos

kdyz T = NT,, a tedy f = 1/NT,, nebo

x(nT,,)=A.exp[ i(2—[7\[|n +0o)]-

Komplexni exponenciala samozrejme rovnéz reprezentuje
periodickou veliCinu, protoze plati

x[(k +N)T,]= exp '2”(';+ N) _ exp 2T

.exp(i2r),

kdyz exp(i2n) = cos(2n) + i.sin(2r) =1 +i0 =1



HARMONICKA POSLOUPNOST

DALSI DEFINICE
EXPONENCIALNI (KOMPLEXNI) TVAR

cosa(n) + i.sina(n) = el«(n
cosa(n) - i.sina(n) = elan)
eia: + e—ia: eia _ e—ia

cosa = sina = -
2 21

Eulerovy vztahy

x(n) = A.cos(a(n)) = Re{A.el«n}



HARMONICKA POSLOUPNOST

DALSI DEFINICE
EXPONENCIALNI (KOMPLEXNI) TVAR

X(n) = Re{*(n)} = Re{A.exp[i(QnT,,+Py)]}

(vyplyva z Eulerovych vztahu)



HARMONICKA POSLOUPNOST

kupodivu lze pouzit i vztah

X(n) = Re{A.exp[i(-QnT,,-@y)]} = Re{ #*(n)}

pozor !!! pozor
- zaporny kmitocet - ale funguje to

L]

N

e
AN



HARMONICKA POSLOUPNOST

Protoze plati
X(N) = Re{ #(n)} = Re{ #*(n)} a Im{ #n)}; = -Im{ #*(n)}
je i
x(n) = Y2.{ #(n) + *(n)}
X(t) = 2.{A.exp(ipy).exp(i2nT, )} +
+ 2.{Aexp(-ipy).exp(-i2nT,,)}

Oznacime-li

Co, = V2.A.exp(ip,) a C, = V2.Aexp(-ip,)
jE

x(n) = C,.exp(iQnT,,) + C_q.exp[i(-Q)nT,,]



HARMONICKA POSLOUPNOST

ImC




HARMONICKA POSLOUPNOST

X(nT,,) = cos(QnT,,+n/4)
pro A=1, ¢,= n/4 a Q pro T=8T,,, tj. pro Qy= n/4

| trlparametrlckou harmonickou posloupnost |ze graficky
vyjadfit pomoci dvou bodu v rovinach

amplituda x (Uhlovy) kmitocCet a
pocCatecni faze x (Uhlovy) kmitocet:
A=Aw) a @p=Py(w);

A ¢
[-] [rad]
1+t nl2
n/d 1
[] ﬂ.lf2 ;[ I zln 0 - T[sz ;[ I zln
Qyfrad] Qyrad]
Q.2 Q. Q.2 Q..

f’} spektrum amplitud spektrum pocatecnich fazi
IBA 9



HARMONICKA POSLOUPNOST

x(nT,,) = cos(QnT,,+n/4)
pro A=1, ¢,= n/4 a Q pro T=8T,,, tj. pro Q\= n/4

A ¢
[-] [rad]

11 nl2 1

n/4
| ‘ Quirad] -7/2 ‘
1 |

(Qy[rad]
1 1
g =il 0 nl2

0 nl2

n n
Q.12 Q./2

t-n/4

spektrum amplitud spektrum pocatecnich fazi

© Institut biostatistiky a analyz fgli ’%lw



HARMONICKA POSLOUPNOST

x(nT,,) = 1 + cos(2nT,,+7/4)
pro A=1, ¢,= n/4 a Q pro T=8T,,, tj. pro Q\= n/4

A ¢
(-] (rad]
1 nl2 ¢
/41
{[rad] '“,"2 _ ‘ Qufrad)
w2 0 xl2 = o r2 =
Q./2 Q.12
1-n/4

spektrum amplitud spektrum pocatecnich fazi
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v http://www.mysearch.org.uk/websitel/html/222.F
unction.html

v http://www.acs.psu.edu/drussell/Demos/complex/c
omplex.html

v http://en.wikipedia.org/wiki/Harmonic

v http://www.khanacademy.org/science/physics/oscil
atory-motion/harmonic-motion/v/introduction-to-
narmonic-motion

v http://www.youtube.com/watch?v=eeYRkW8V7Vg
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http://www.khanacademy.org/science/physics/oscillatory-motion/harmonic-motion/v/introduction-to-harmonic-motion
http://www.youtube.com/watch?v=eeYRkW8V7Vg
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NEPERIODICKE POSLOUPNOSTI

v jednorazova deterministicka velicina

s(t)
[LV]

T s(t) = 10.10% V pro te(-0,5 pus; 0,5 us)
s(t)=0V pro te(0,5 us; «©)
s(t)=0V pro te{-; -0,5 us )

10
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JEDNORAZOVE POSLOUPNOSTI

Kretni j
Kretni j

Kretni j

ed
ed

ed

not
not
not

kovy impulz;
kovy skok;

kovy obdélnikovy impulz;



JEDNOTKOVY IMPULZ

v jednotkovy impuls (Diracuv impuls) - 3(t)

splnuje vztah "
P r@.s0¢ -t = o

zjednodusene:

jednotkovy impuls d(t) je velice uzky
(limitné s nulovou Sifkou) a velice vysoky
(limitné nekonec€né) obdélnikovy impulz,
jehoz vyska je rovna prevracené hodnote
Sirky = mohutnost je jednotkova

o0

5(t) = {0: prot#0; f S(t)dt =1 .

oo, prot=0. —o



JEDNOTKOVY IMPULZ

v jednotkovy impuls (Diracuv impuls) - 3(t)

splnuje vztah

P r@.s0¢ -t = o

zjednodusene:

| jednotkovy impuls d(t) je velice uzky

/ (limitné s nulovou Sitkou) a velice (limitné

/ \ nekonecné) vysoky obdélnikovy impulz,

jehoz vyska je rovna prevracené hodnote
7 Sirky = mohutnost je jednotkova

SR 5(t) = lim ——=e /7"

0-0 g1
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JEDNOTKOVY IMPULZ

v jednotkovy impuls (Diractiv impuls) - &(t)

splnuje vztah "
P r@.s0¢ -t = o

[ rose-twar= [ rense - oya =

0 to — 1

= f(eo). | 8¢~ to)de = £(to) W
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DISKRETNI JEDNOTKOVY IMPULZ

definice:

o(nT,)=0o(n) =+

o(nTy)

1, n=0; > 8(nT,) =1
0, nz0. =00

i’

> x(nT).6(nT,) = X(0),

n=-—x

o

> x(nT,).8(nT, —mT,)=x(mT,)

n=—a

2T, T, 0 Te2Ts

& & &
nT,.



JEDNOTKOVY SKOK

v jednotkovy skok (Heavisidova funkce)

M
o () ={0, prot <0
1, prot=0
o (t)
]
0 —



DISKRETNI JEDNOTKOVY SKOK

&

v definice:
0, n<0;

c(nT,)=0c(n) ==
T n 1, n=0.

a(nT;)

1+ & & o o o

*— i i l l I
2T T, 0 T22T, T,
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VZAJEMNE VZTAHY

¥ pro obe uvedené jednorazove ,funkce"
plati:

f da(t)
8(1)dt = a(t) ;. — 0(0)-

v pro obe uvedené jednorazove posloupnosti
plati:

3 6T, =o(mT,)  8(nT.)=onT.) - of(n—1)T,]

y ;M. .E
IBA ¢



DISKRETNI JEDNOTKOVY OBDELNIKOVY
IMPULZ

v definice:
1, ne{0,M-1)

p, n<O0an=M.

Xrect (nTVZ) = xrect (n) =

Xrect(N T

14 —o—-—»-9

*~—e —t—
2T To0 Te2T. nT,

X ot (NT2) =X ot (N) = 0(NT,, ) — o[(N—M)T,]



V1. ZAKLADNI OPERACE

S MATEMATICKYMI MODELY
CASOVYCH RAD

IBA




OPERACE S JEDNOU POSLOUPNOSTI

(UNARNI OPERACE)
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OPERACE S JEDNOU POSLOUPNOSTI

(UNARNi OPERACE)

v nasobeni konstantou
x(n) ~ A-x(n),

X(nTs)
[-]
10
5 ‘/‘zf
— » - . -~ -—
3 2 4 8 14 2 3 4 B
n(Ts) [Casova jednotka]
X(nTs)
[-]
101---+
5¢
—% L ¥ i * L * *—
3 2 14 0 1 2 3 4 3

n(-Ts) [Casova jednotka]

d
N



OPERACE S JEDNOU POSLOUPNOSTI

(UNARNi OPERACE)

v zmeéna casovéeho meritka

X(n) ~ x(m-n),

kde m je kladné realné Cislo

m
m
m

>
<

1 — Casova komprese;
1 - Casova expanze
1 - nic se nedgje



OPERACE S JEDNOU POSLOUPNOSTI

(UNARNi OPERACE)
v zmeéna casovéeho meritka Ty
ol a)
x(n) ~ x(m-n), *

2 3 4 5

w
[\
| 4
-

“
o
-

kde m je kladné realné Cislo
m > 1 - casova komprese;
m < 1 - casova expanze

6 -4 2 0 2 4 6 8 10
)

. V . n(Ts) [Easova jednotka]
m = 1 — nic se nedeje gl
10 et c)
o o de i 2 3




OPERACE S JEDNOU FUNKCI

(UNARNi OPERACE)

v posunuti v Case

X(t) ~ x(t+1),

t je redIné, od nuly ruzné
Cislo;

t>0-7
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OPERACE S JEDNOU FUNKCI

(UNARNi OPERACE)

v posunuti v case

X(t) ~ x(t+1),

t je redIné, od nuly ruzné
Cislo;

t > 0 - zpozdéni

X(nTs)
[~
10#—-} a)

5«

202 414 0601 2 3 4 5
x(nT:) n(Ts) [Casova jednotka]

-1
104 ------ - b)

)
| )
|

3 2 1 0 1 2 3 4 5
n(Ts) [Casova jednotka]

a) original x(n); b) funkce x(n-1); c) funkce x(n+1);

IBA ¢



OPERACE S JEDNOU FUNKCI

(UNARNi OPERACE)

pu , - X(nTs)

v obraceni (inverze) [_H‘ )
casoveé osy

3 2 1 0 1 2 3 4 5
x(nTe) n(Ts) [Casova jednotka]

gl
x(n) ~ x(-n) , 1j )
3 2 1 t 2 3 4 >
5y N(Ts)[Casova jednotka]

0
)
L|>\ C)

FozE g &t 2 3 4 2
n(Ts) [Easova jednotka]

a) original x(n); b) funkce x(-n); c) funkce x(-n+1)

IBA ¢



SHRNUTI

v definice zdkladnich modelud veli&in
(jednotkovy skok, impulz, periodicka
posloupnost);

O V' 4 TR 4 A4 V 4 n ) 4
v ruzne formy vyjadreni harmonicke
posloupnosti;

v co je frekvencni spektrum?
v zakladni unarni operace s posloupnostmi.



OPERACE SE DVEMA
POSLOUPNOSTMI

(BINARNI OPERACE)
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KONVOLUCE

© Institut biostatistiky a analyz



DEFINICE

Konvoluce je matematicka operace mezi
dvéma funkcemi x,(t) a x,(t) téhoz
argumentu definovany (v pripadé spojitych
funkci) integralem

Co

WO =u® 60 = [ w@ nE-0ds

— 00

kde funkce x,(t) se casto nazyva konvolucni
jadro.



DEFINICE

Konvoluce je matematicka operace mezi
dvéma posloupnostmi x,(n) a x,(n) téhoz
argumentu definovana souctovym vztahem

Qo

x(n) = 11 (M) * xp(M) = ) X1 (m)-xa(n—m).

m=—qoo

kde posloupnost x,(n) se Casto nazyva
konvolucni jadro.



KONVOLUCNI ZAKONITOSTI

v komutativni zakon
x1(n) * x2(n) = x2(n) * x1(n);
¥ distributivni zakon
x1(n) * [x2(n) + x3(n)] = x1(n) * x2(n) + x1(n) * x3(n);

v asociativni zakon

x1(n) * [x2(n) * x3(n)] = [x1(n) * x;,(n)] * x3(n).



KONVOLUCNI ZAKONITOSTI

v zakon o posunu v case
Je-|j )2 =c)

pak |
X, () #x, (n—m)=c(n—m),
X,(n—m)#x, (n)=c(n—m)
a

x1(n—mq) * x;(n —my,) = c(n —my — my).



KONVOLUCNI ZAKONITOSTI

KAUZALITA

Kauzalni je takovy systém, jehoz vystup v kazdém casovém
okamziku t, zavisi pouze na prubé&hu vstupni veli¢iny x(t) pro
t < t,. Jinymi slovy, hodnota vystupu systému v kazdem
okamziku zavisi pouze na vstupu v daném okamziku a jeho
prub&hu v minulosti, nikoliv na budoucich hodnotéch vstupni
veliciny. Systém, ktery tento pozadavek nesplnuje, nazyvame
nekauzalni, prip. anticipativni.

x(n)
Zprostredkované: T
jako kauzalni oznacCujeme takoveé
posloupnosti, pro které plati
x(n) = 0 pron < 0. ‘ ‘M
0  —n



KONVOLUCNI ZAKONITOSTI

KAUZALITA

Konvoluce kauzalnich funkci:

Pro kauzalni funkce plati s(t) =0 prot<0

s(t) s(t)=0 ———
1 T 0 I
(a)
/_N)/
sy(t-1)=0
° (t=M
(b) -
0 — t
s(1)=0 s(t-1)=0
0 = (t =0}
(<)
e
; 81(1:) =0 \1@@,\82(1: -T) -0 t<0
Qt) * 5,(t) = fsl(r) .Sp(t —1).dt ! ° @ T——
0
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KONVOLUCNI ZAKONITOSTI

v pro kauzalni posloupnosti, tj. takové pro které plati x(n) = 0
pro n < 0 se konvolucni vztah méni na

x(n) = x1(n) * x(n) = ) x1(m). xp(n — m).

m=0

v V realnych podminkach pri zpracovani realnych dat
samozrejmeé nejsou posloupnosti x;(n) a x,(n) nekonecng,
nybrz maji kone¢nou délku. Pfedpoklddejme obecné N, vzorku
v pfipadé posloupnosti x,(n) a N, vzorkl v ptipadé
posloupnosti x,(n). Dale polozme x;(n) = 0 pron ¢ (0, N;-1) a
analogicky x,(n) = 0 pro n ¢ (0, N5-1).

X (n)_ = x1(n) * x3(n)
min(N;—1,N,—-1)

= Z xi(m).x,(n—m).

m=0



KONVOLUCNI ZAKONITOSTI

v sirkova vlastnost konvoluce

Pokud jsou doby trvani (Sitky, "2 |
tj. pocty vzorku posloupnosti, 01— ‘ o
jejichz hodnoty jsou ruzne od 2
nuly) posloupnosti x;(n) a o) 2
X,(n) konecnég, napr. N; v 0-t | :
pripadé posloupnosti xl(n) a N, M
pro x,(n) je pocet vzorku o 3
vysledné konvoluéni 2 ‘
posloupnosti obou funkci rovna ol 1| T
N, +N,-1. 1 ‘

-2

-3




KONVOLUCNI ZAKONITOSTI

v konvoluce posloupnosti s jednotkovym
impulzem

Vysledkem konvoluce posloupnosti x(n) s
jednotkovym impulzem je posloupnost x(n).

Z definice konvoluce vvplvva, ze
x(n) * 8(n) = Z x(m). 5(n —m)

m=—oo

Protoze d(n-m) reprezentuje jednotkovy impulz
posunuty oproti po¢atku o n vzorkd, je suma ve
vy$e uvedeném vztahu pribézné rovna hodnoté
x(n). Proto

x(n) *6(n) = x(n)



DISKRETNI KONVOLUCE

SCHEMA VYPOCETNIHO ALGORITMU

Xa(m) [Xao] Xa1[Xa2[ X13] X14][ Xus
X2(m) [ Xzo] X21] X2z
X1(m) X10] X11] X12] X13][ X14] X15
2 X
Xz2(—m) [Xzz| X21] Xa0| ===
X1(m) X10] X11] X12| X13[ X14| X1s5
¥ooxom X
Xz2(2-m) Xz22| X21| X20| ===




DISKRETNI KRUHOVA KONVOLUCE
SCHEMA VYPOCETNIHO ALGORITMU

Xa(m) [X1o] Xa1[Xaz] X13] X14] X15

X2(m) [ X20] X21] X22] X23[ X24] X25

X1(m) X10] X11] X12] Xa3] X14] X5

oW ow oM ow M X
KE{_m] X20| X25)| X24[ X23| X22| X21
X1(m) X10] X11] X12] X13] X14] X15

Xz2(2-m) X2z X21] X20] Xas[ X24[ Xz3




DISKRETNI KONVOLUCE
PRIKLAD 1

Vypoctéte konvoluci posloupnosti x;(n) = {1, 2, -2, -1} a
X,(n) = {1, -1, 1} ..

Fv{eéenl': 1 2 -2 -1
X1(m) [X1o]X11] X12] Xa3] 1-1 1
Xz(m) (e[ Xzz] - i 2 -2 -1 1
(XX Xiz X1 12 -2 -1 1
X1(m) < Km 1] X12] X132 1-1 1
Ka(-m) [REei ) > 5 5 1 .
1-11
X1(m) [Xao] X1 X12] X13] 1 2 -2 -1 3
Yo o ox X
1 -1 1
2-m [X22[X21] X20] ==
iz 1 2 -2 -1 -1
1 -1 1
1 2 -2 -1 -1
1-11
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DISKRETNI KONVOLUCE
PRIKLAD 2

Vypoctete konvoluci posloupnosti x;(n) = {1, 2, -2, -1} a
X,(n) =41, -1, 1%} ..

Reseni:
Pro vypocet se také obCas uvadi nasledujici vypocetni schéma:
{X10r X117 - X13) * {Xo0, X1/, X2} =
= (X10- X20)(X10- X21)(X10+ X22)
(X11- X20) (X11+ X21)(X11+ X37)
(X12: X20)(X12: X31)(X12+ X37)
(X13: X20)(X13- X31)(X13+ X37)

soucet dil¢ich soucint v jednotlivych sloupcich
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DISKRETNI KONVOLUCE
PRIKLAD 2

Vypoctéte konvoluci posloupnosti x;(n) = {1, 2, -2, -1} a
XZ(n) = {11 _11 1} .

Redeni:

Pro vypocet se také obCas uvadi nasledujici vypocetni schéma:

{11 2/ _21 _1} * {11 -1, 1} = ’“(")3 |
=1 -1 1 ) ~|| ;
2 -2 2 2
xz(n) 2
-2 2 -2 | | |
-1 1 -1 ;
- 1 -3 3 -1 -1 K02 ‘
1
| n
° ‘ T
-2
-3
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DISKRETNI KONVOLUCE
PRIKLAD 3

Vypoctéte konvoluci posloupnosti x; = {1, 2, -2, -1} a
XZ(n) = {11 _11 1}
Redeni:
Pro vypocet se takeé obcCas uvadi i nasledujici maticové schéma:

oo o

la b c dlxle f gl=]a b c d]

o O M =

== e

o o O o
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DISKRETNI KONVOLUCE
PRIKLAD 3

Wypoctéte konvoluci posloupnostix; = {1, 2, -2, -1} a

x2(n) = {11 '1r 1}
Reseni:
Pro vypocet se také obdas uvadi i nasledujici maticové schéma:

1 -1 1 0 0 0]

. ) _ y 0 1 -1 1 0 0|_
[1,2,-2,-1]*[1,-1,1]=[1,2,-2,-1]. 0 0 1 -1 1 o0
0 0 0 1 -1 1

= [1r 1:'31' 3: '1r '1]



ZA TYDEN NASHLEDANOU
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