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XI. POPIS LINEARNICH SYSTEMU

PREDEVSIM VE FREKVENCNI DOMENE

IBA |




POPIS SYSTEMU

vnejsi popis
vyjadruje vztah mezi vstupni a vystupni
velicinou;

vnitrni popis
zohlednuje vnitrni strukturu systému/modelu;

vyjadruje vztah mezi stavovymi, vstupnimi a
vystupnimi veliCinami;
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VNEJSI POPIS LINEARNIHO SYSTEMU

v diferencni rovnice

jednodruhova autonomni populace
(linearni, je-li je r = konst.)
s(n) = s(n-1)+s,(n) - s4(n) = s(n-1).(1+b-d) = s(n-1).(1+r)
s(n) - s(n-1).(1+4r) =0

jednodruhova neautonomni populace
s(n) - s(n-1).(14r) = x(n)

nelinearni autonomni systém (populace)
s(n) - s(n-1).p(s,n) =0

nelinearni neautonomni systém (populace)
s(n) - s(n-1).p(s,n) = x(n)
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VNEJSI POPIS LINEARNIHO SYSTEMU

v diferencni rovnice

Zn:biy(kTvz )—Za x(KT,, —iT,,)
i=0
Zn:biy(k —i) = Zaix(k —i)

kde a, a b, jsou parametry systemu, x(k) jsou

resp.

posloupnosti.

hodnoty vstupni posloupnosti a y(k) hodnoty vystupni

Je-li systém autonomni, tj. bez vstupu, je diferencni

rovnice homogenni, s nulovou pravou stranou.
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VNEJSI POPIS LINEARNIHO SYSTEMU

Parametry a, a b, mohou byt obecné funkcemi jak vstupnich i
vystupnich veliCin (nelinearni systéeémy), tak i casu (Casove
zavislé systemy). Jsou-li parametry konstantni, splnuje system
princip superpozice a systém je linearni.

Hodnota n urcuje maximalni zpozdéni pro vzorky vystupni
posloupnosti a soucasné rad systému, m urcuje maximalni
zpozdeéeni pro vzorky vstupni posloupnosti zahrnuté do vypoctu.

Alternativnim zapisem diferenéni rovnice muze byt vyraz pro
vypocet k-teho vystupniho vzorku, ktery vyuziva hodnotu k-teho
vzorku vstupni posloupnosti a predchozi vzorky jak vstupni, tak
vystupni posloupnosti az do zpozdéni m, resp. n

V)= Zoxtk=i) =Yyl

i=0 ~0
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VNEJSI POPIS LINEARNIHO SYSTEMU

PRIKLAD:

Diferencni rovnice y(k) = x(k) - 2y(k - 1) + y(k - 2)
reprezentuje diskretni, Casové invariantni linearni rekurzivni
systém, pricemz koeficienty diferencni rovnice jsou a, = 1,
bp=1,b;=2ab,=-1. Z

Diferenéni rovnice a jeji FeSeni predstavuje to nejdulezitéjsi, co
ocekavame od konstrukce matematického modelu, tj. moznost

v s (o] v - Va ur 7 Vé V4 . .
urceni prubehu velicin reprezentujicich chovani, tj. dynamiku
modelovaneho objektu.

Existuje i jind moznost popisu systému, ktera by dokazala
odhalit jiné zajimaveé Ci uzitecné vlastnosti zkoumaného systému
?

Linearni systémy predstavuji znacne zjednoduseni - jejich

parametry musi byt konstantni. Nicméne prave linearni systemy
v v s (o) Vé . v v . 7 7 Va

umoznujl ruzne formy popisu, prestoze si zachovavaji sirokou
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Z TRANSFORMACE

definice DTFT - opakovani

X(m) = Z X(KT,, ).exp(—iokT,,),
K=—o
X(w) je obecne komplexni funkce realne
promenne w - kmitoCtu
X(0)= Y x(KT,, ).exp(ioT, ),

k=—=c

je-li z=exp(iwT), dostaneme

X(z) = ZX(kTVz)-Z_k, oboustranna
K=—0c0

Z-transformace




Z TRANSFORMACE

X(z) =) x(kT,,).z™, jednostranna Z-transformace
k=0

Z-transformace jednotkoveho impulsu
Z(A(KT,,))=1
Z-transformace posunutéeho jednotkového impulsu

Z(A(kTvz'nTvz))= ZA(kTVZ - nTVZ )-Z_n — A(OTvz ).Z_n =z " =
k=0
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Z TRANSFORMACE

Z-transformace jednotkovéeho skoku
Uz)=1+z1+z2+z3+z2%+ ...

vynasobime-li obé strany (z-1) dostaneme

(z-1).U(z) = (z+1+z21+z2+23+..)) — (1+z21+Z22+Z3+2%+.. ) = Z

U(z) = z/(z-1) = 1/(1-z7)
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VLASTNOSTI Z TRANSFORMACE

Linearita
a-x(k) + b-y(k) ~a-X(z) + b-Y(z)

Posun vpravo x(k).u(k)
X(k-n)-u(k-n) ~ z"X(z)

Posun vpravo x(k)
X(k-1) ~ z1X(z) + x(-1)
X(k-2) ~ z2X(z) + x(-2) + z1.x(-1)

X(k-n) ~ z"X(z) + x(-n) + zT-x(-n+1) + ... + z"*1-x(-1)
Je-lix(m)=0prom=-1, -2, ...., -n, je
X(k-n) ~ z"X(z),

coz je totez jako pro x(k-n)-u(k-n) .




VLASTNOSTI Z TRANSFORMACE

Konvoluce

n

x(n)*y(n)=)_x(i).y(n -i)= X(2).Y(2)

i=0




VLASTNOSTI Z TRANSFORMACE

1 Oz

¢9)

pro 0Oz kromé z=0, kdyz i > 0 nebo

- =i
o(k=1) z z—oo, kdyzi <0
z
o(k), resp. —o(-k-1) ] Iz| > 1, resp. |z] < 1
1
ako(k), resp. —ak a(-k-1) — nebo —— |z| > a, resp. |z]| < a
l-az z—a

az ! az

— _nebo——
(1-az7')? (z—-a)?
2

kako(k), resp. —kak o(-k-1) |z| > a, resp. |z] < a

(k+1)ak0(k) (1_az—1)2 nebo (Z_a)Z |Z| > a
"o . 2’ —z[dosQ, .
>
cos(ko) a(k) 2’ —2z[80sQ, +1 1zl
. z[sinQ,
sin(kQ,) o(k) zz—ZZEtosQo+1 |z| > 1
2
z° —aldldosQ
ak-cos(kQy)] o(k 0 z| > a
[ Ll el 2’ —2alzlcosQ, +a’ 2
[ak-sin(kQg)] o(k) zlalsin€Q, |z| > a
2’ —2al2[dosQ, +a°
4 1- N_—-N
[ 0<ksN-t; bl 12 > 0
1‘ 0, jindy. 1-az
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VNEJSIi POPIS LINEARNIHO SYSTEMU

PRENOSOVA FUNKCE
X(nT) = x(n) y(nT) = y(n)
H(z)

X(2) Y(2)

y(nT,;) = h(nT,,)*x(nT,,)
Y(z) = H(z)-X(2)

H(z) = Y(z)/X(z), kde H(z) je racionalni lomena
funkce promenné z'! (obrazova prenosova

funkce)
H(z) = az"+a _,z"™+a _,z"+...+a, _Y(2)
bz +b,__ 1z‘m+1 +b,, ,z™+...+b, X(z)

Zb y(k —i) = Za X(k—=i)  ax(k)+byk)~aX(z) +b¥Yz
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VNEJSI POPIS LINEARNIHO SYSTEMU
NULOVE BODY A POLY

-n+2

-Nn -n+1
a,z +a,,z  +a,,zZ

—m+1 -m
4Z +b.,_,Z

+..+a, z"
2 +..+b, Z"

H(z) =

n

z" " 1 (z-2z,
H(z) = A. I_J

ﬁ?z ~Z,)

A — zesileni; z; ... nulove body; z; ... poly

y “ni




VNEJSI POPIS LINEARNIHO SYSTEMU
DIFERENCNI ROVNICE

H(z) = B
(2) bmz ™™ + bp_qz7™H L + b,z M4+ Dby X(2)

(bpz™™" + bm—lz_m+1 + bln—zz_m+2+' . +bp). Y(z) =
= (apz " tap_z "+ ap_pz T +ap). X(z)

bmY(2).z7™ + by Y(2). 27 + by, _5Y(2). 274 +by. Y(2) =

=a,X(z).z7" +a,_ 1 X(z). 27" + a,_,X(z). 272+, +ay.X(2)

byy(iT,; — mT,,) + by, _1y(iTy; — mT,, + T,;) + by, 2y (iT,; — mTy, + 2T, )+... +boy(iTy;)

11! za predpokladu nulovych pocatecnich podminek !!!
= anX(iTVZ - nTVZ) + an—lﬁ(iTvz - nTVZ + TVZ) + a}}l—ZX(iTVZ - nTVZ + ZTVZ)-l_" . +30X(1TVZ)
. ax . b,
P(iT) = ) 2 X({ Ty = KTyy) = ) 25y (T, — KTiy)
k=0 bo k=1 bo
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VNEJSI POPIS LINEARNIHO SYSTEMU
FREKVENCNI PRENOSOVA FUNKCE

n n

n+1 4 =h+2 4 i m
-I- an_zz +- . +a0 Z

H(z) = n<

m

agz™ +azM 1 +a,zMm %+ a,z™
bozm + blzm_l + bzzm_z'l‘- .o +bm

H(z) =

z = exp(iwT,,)

a[]eimrrlT\,rz + ale im(m-1)T,; + azeim{m—z)ﬂrz + o+ ame im(m-n)T,;

H(w) =

bﬂeimmTvz + bleir&:n[m—ljﬂrz + bzeic-::{m—E)Tw + o+ bmeimOTvz
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VNEJSI POPIS LINEARNIHO SYSTEMU
FREKVENCNI CHARAKTERISTIKY

~ae'mMe +ae e 1.6 4 1 e

H(o) = 25 | ___ |
bﬂemmﬂE +blelm{m_1)Tﬂ +bze|m{m_d}Tﬂ +...+bme|mDTﬂ

io(m—2) io(m-n)T,,

H(o) = [H(o)|e"
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VNEJSI POPIS LINEARNIHO SYSTEMU
FREKVENCNI CHARAKTERISTIKY
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VNEJSI POPIS LINEARNIHO SYSTEMU
IMPULSNI CHARAKTERISTIKA

operatorova prenosova funkce

H(z) = Y(2)/X(z2)
Y(z) = H(z).X(2)

x(n)* y(n) ZX y(n—1)=X(2).Y(2)
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VNEJSI POPIS LINEARNIHO SYSTEMU
IMPULSNI CHARAKTERISTIKA

Y(z) = H(z).X(2)
za predpokladu, ze X(z) = 1 mame
Y(z) = H(z).1
y(kT,,) = h(kT,;) = Z*(H(z))
X(z) = 1= x(kT,,) = Z1(1)
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VNEJSI POPIS LINEARNIHO SYSTEMU
IMPULSNI CHARAKTERISTIKA

Y(z) = H(z).X(2)
za predpokladu, ze X(z) = 1 mame
Y(z) = H(z).1
y(kT,,) = h(kT,;) = Z*(H(z))
X(z) = 1= x(kT,,) = Z1(1)

Z-transformace jednotkoveho impulsu
Z(A(KT,,))=1
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VNEJSI POPIS LINEARNIHO SYSTEMU
IMPULSNI CHARAKTERISTIKA

y(KT,;) = h(kT,,) = £*(H(z). Z(A(kT,,)))
odezva na jednotkovy impuls -
- impulsova charakteristika

¥ impulsni charakteristika a prenosova funkce tvori
transformacni par Z transformace.

¥ impulsni charakteristika a frekvencni prenosova
funkce tvori transformacni par Fourierovy (DFT)
transformace.
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VNEJSI POPIS LINEARNIHO SYSTEMU
IMPULSNI CHARAKTERISTIKA

= je-li h(kT,,) = 0 pro k >k, hovofime o systému s
konecnou impulsni charakteristikou (KIO - FIR);

v neni-li h(kT,,) = 0 pro k >k, hovorfime o systému s
nekonecnou impulsni charakteristikou (NIO - IIR);
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VNEJSI POPIS LINEARNIHO SYSTEMU
PRECHODOVA CHARAKTERISTIKA

prechodova charakteristika =

= odezva systemu na jednotkovy skok

Z(u(kT,,)) = 1/1-z7t = z/(z-1)
Y(z) = G(z) = H(z).z/(z-1)
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LINEARNI SYSTEMY S VICE VSTUPY A
VYSTUPY

Jak se situace zmeéni, kdyz ma systém vice
vstupt, resp. vice vystupu?

Linearni Casoveé invariantni systém (tj. s konstantnimi
parametry) s vice vstupy lze resit s pouzitim principu

superpozice. Podle nej lze kazdy vstup uvazovat
jednotlivé s tim, ze vsechny ostatni vstupy jsou

vynulovany. Poté soucet vsech vystupnich reakci na

separovane, ovsem na systém soucasne privedené
vstupy dava celkovou odezvu systému.

.._w :
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LINEARNI SYSTEMY S VICE VSTUPY A
VYSTUPY

Jak se situace zmeéni, kdyz ma systém vice
vstupt, resp. vice vystupu?

K zamysleni:

Je potieba pFipad vice vystupu resit na zakladé
neéjakeho specifického pravidla nebo nikoliv?
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VNEJSI POPIS LINEARNICH SYSTEMU

. diferencni rovnice;
. obrazova neboli operatorova prenosova

funkce (z transformace);

- rozlozeni nulovych bodu a pélu;
. frekvencni prenosova funkce;
5. frekvencni charakteristiky — modulova,

fazova;

. impulsni charakteristika;
. prechodova charakteristika.
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VNEJSI POPIS LINEARNICH SYSTEMU

diferenéni
rovnice
operatorova impulzni
prenosova charakteristika
funkce H(z) h(k)
frekvenéni prfechodova
pfenosova funkce charakteristika
H(€) g(k)
frekvenéni roziozeni
charakteristik nulovych bodd
y a poli zi & pi
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