Monte Carlo simulace



Monte Carlo

Stochastické metody pouzivajici (pseudo)nahodna Cisla
Typické vyuziti pfi vypoctech integraltl (vicerozmérnych)

Vyuziti v biologii, chemii, matematice, financnictvi,
pocitaCové grafice

Hledame stfedni hodnotu veliCiny, ktera je vysledkem
nahodneého jevu.



Monte Carlo - historie

 John von Neumann, Stanislaw Marcin Ulam
e Pouziti v projektu Manhattan — vyvoj atomove bomby

 Studium chovani neutronu v rtznych prostfedich

- Znacné mnozstvi experimentalnich dat
- Nemoznost teoretickeho ani praktického reseni
- Z experimentl védéli, Ze kazdy sty neutron je pohlcen



Monte Carlo - historie

* |nspirace ruletou

— Vybrali jedno policko rulety, které symbolizovalo pohiceni
— RoztocCeni rulety symbolizovalo pohyb neutronu

- Pokud kuliCka dopadla na oznacCené policko, byl neutron

pohlcen, u ostatnich policek neutron pokracoval ve své
draze

- Klasické hrani rulety bylo ale neefektivni — zapojeni
pocitace ENIAC



Monte Carlo - historie

* Nepocitacovym prikladem MC integrace je Buffonova

jehla (1777)

e Zadani ulohy zni takto: Na podlaze lezi list papiru, na
kterém jsou nakresleny rovhobézne I|nky stejné

vzdalenyml Na papir hazime jehlu, jej
jako vzdalenost dvou linek. PocCitame
Ze jehla po dopadu protne nekterou z

iz délka je stejna
pravdepodobnost,

Inek.
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Buffonova jehla

* Vypoctenda pravdéepodobnost je rovna | / nd

* Provedenim velkého poctu experimentu Ize odhadnout
hodnotu Cisla nt

e PTi 5000 hodech vypocital v roce 1850 Volf Cislo it =
3,1596



Matematicke zakony pro MC

« Zakon velkych ¢&isel — aritmeticky priimér n nahodnych

veliCin se stejnou stredni
urcitych predpokladui bliz

hodnotou se s rostoucim n za
| této stredni hodnoté.

« Centralni limitni véta - rozdéleni vybérového priméru se

po vhodné normalizaci b

i1Z1 kK normalnimu rozdéleni.
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Monte Carlo — obecny postup

* NejCastejSim postupem MC metody je modelovani
nahodneé veliCiny X takoveé, ze jeji stfredni hodnota E(X) je
rovna hledané hodnote a E(X) =a

* Provedeme-li n nezavislych realizaci X , ... , X,nahodné
veli€iny X, mUzeme odhadnout hodnotu a pomoci
aritmetického primeéru

a:%(X1+X2+...+Xn)



Monte Carlo — obecny postup

Otazky pfi pouziti MC metody

1) Jak vybrat nejvhodnéjsi nahodnou veliCinu pro urCeni hledané
hodnoty?

2)Jak najit hodnoty pouzité veliCiny?

Nejprve nalezneme hodnoty v intervalu (0,1), které transformujeme
funkci na hledané hodnoty a s témi pak pracujeme.



Monte Carlo — obecny postup

1) Generovani ndhodnych Cisel y; s rovhomérnym rozdélenim na
intervalu (0, 1).
2) Transformace nahodnych Cisel yi na nahodna Cisla z; se

N = & ad

3) Pomoci ndhodnych Cisel z; se bud primo pocitaji odhady
charakteristik nahodné veliCiny X nebo se pocitaji pomoci
vhodného algoritmu hodnoty x; a odhady charakteristik nahodné

veliciny.
4) Ziskané vysledky se zpracuji statistickymi metodami.



Priklad

Viypoditejte integral | sin(%)dx

n = 1000000000

SUM =0

FORi=1TOn

SUM = SUM + sin(L/RAND(0,1))
END

PRINT SUM / n

Vysledek: 0,504086, doba vypoctu 46 s,



Generovani nahodnych Cisel

Podminkou Uspéchu je moznost nahodny proces
mnohonasobneé opakovat a k tomu je tfreba mit k dispozici
dostate¢ny pocet nahodnych ¢isel s nejriznéjSimi
distribucnimi funkcemi. Pro kazdou distribucni funkci neni
zapotrebi tvorit specialni generator nahodnych cCisel, ktery
odpovida dané distribucni funkci. V praxi si vystaCime
s generatorem nahodnych Cisel s rovnomeérnym
rozdélenim na intervalu (0,1). Nahodné veliCiny s jinym
typem rozdéleni lze potom ziskat vhodnou transformaci.



Generator nahodnych Cisel

* Generator nahodnych CcCisel je vypocetni nebo fyzicke
zarizeni, které generuje radu nahodnych Cisel, tj. Cisel
ktera postradaji jakykoliv vzor (sekvenci, predvidatelnost).

 Generatory nahodnych Cisel funguji tak, ze nejprve
vygeneruji posloupnost nahodnych cCisel s rovhomernym
rozdélenim (primarni generator) a poté je z nich
transformaci vytvorena posloupnost s pozadovanym
rozdélenim.



Generatory nahodnych Cisel

* Fyzikalni (hraci kostka, mince). Castéji se ale pouzivaiji
generatory zalozené na kombinaci radioaktivniho zarice
a detektoru (vyzaruje Castice v nahodném mnozstvi).

 Pseudonahodné generatory nahodnych cCisel
Generator pseudonahodnych Cisel je efektivni
deterministicky program, ktery generuje posloupnost Cisel,
statistickymi testy pokud mozno nerozlisitelnou od
nahodné.



Pseudonahodné generatory

Vstupnimi daty pro pseudondhodné generatory jsou
skutecné (témer) ndhodné (pokud probiha utok postrannim
kanalem navic zamérne ovlivhovane), leC kratke,
posloupnosti zvané random seed, které jednoznacné urcuji
dalsi bé&h  programu  (generatoru). V  dusledku
deterministicnosti téchto programi jsou na pocitaci s
ohraniCenou pameéti nevyhnutelné periodicke, tedy po urcité
dobé (periodé) se generovana posloupnost zacne opakovat.
Ta vSak muze byt velmi dlouhd, tudiz nedetekovatelna.




Typy generatoru

 Mersenne Twister je generator pseudonahodnych cCisel
vyvituty Makoto Matsumotem a Takuji Nishimurou. Tento
generator nevyuziva aritmetickych operaci ve smyslu
sCitani, odecitani, nasobeni Ci déleni. Vyuziva pouze
bitoveho posunu a funkci and, or a xor. Periodatohoto
generatoru je 2197 - 1. Tento generator je diky pouzitym
operacim velice rychly. Uspé3né prosel fadou testd
statistické nahodnosti a je hojné vyuzivan.



Typy generatoru

* Linearni kongruentni generator patfi mezi
nejjednodussi generatory. Pouziva matematické operace.

* Napriklad linearni kongruentni generator jazyka C++ ma
periodou 2147483647.



Typy generatoru

e Subtract with carry je zpozdéeny Fibonacciho generator.

* Teorie z hlediska matematiky je u tohoto generatoru zatim
nejasna. Vlastnosti jsou odvozeny pouze ze statistickych
vysledku, ve kterych vychazi |épe nez Linearni
kongruentni generator. Tento generator je jeden ze tri
standardnich generatorl knihovny jazyka C++.
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RozSireni Monte Carlo metody

V praxi mlZzeme narazit na problém, kdy nahodné generovani stav(

v mnoha pfipadech povede k nesmysinym staviim a to v previadajicim
mnozstvi. Potom bychom i pfi velkém poctu provedenych experimentu
nedosli ke spravnym vysledk{m.

Prikladem muze byt rozmisténi n tuhych kouli (atom() do zadaného
objemu. Pokud dojde k prekryvu alespon dvou kouli, je takovy stav
nemozny. Mozné stavy jsou pouze v pripade, ze se zadné dve koule
nebudou prekryvat.

Proto je tfeba klasickou MC ,vylepsit“. V takovém pripadé vyjdeme
z vhodného stavu a zménou konfigurace tohoto stavu dojdeme k dalSi
konfiguraci.



Markovuv fetézec

MarkovUyv fetézec popisuje obvykle diskrétni nahodny
(stochasticky Ci pravdepodobnostni) proces, pro ktery
ze pravdepodobnosti prechodu do nasledujiciho stavu
zaviseji pouze na soucasném stavu, ne na predchozic

nlati,

N

stavech. Tato tzv. markovovska vlastnost dovoluje proces
znazornit stavovym diagramem, kde z kazdého stavu (uzlu
grafu) vychazeji hrany moznych pfechodu do dalSiho stavu

S pripsanou pravdepodobnosti.



Markovuv fetézec

* Pravdepodobnost stavu v bodé 2 vychazi z
pravdepodobnosti v bodé 1. Prechod ze stavu 1 do stavu
2 je dan matici prechodu W.

- MuzZeme tedy psat: > =nt. W
e Krok 3 zavisi na kroku 2 a jiz nezavisi na kroku 1.
 Matematicky: m*=m* . W=nt.W.W



Priklad

Mame systém ve dvou stavech A, B. Pravdepodobnost, ze
system A prejde do systému B je 90 %, pravdéepodobnost, ze
systém zUstane v tomto stavu je tedy 10 %.
Pravdepodobnost, ze systém prejde z konfigurace B do
konfigurace A je 30 %, pravdépodobnost, Ze zlstane ve
stejné konfiguraci je 70 %.



Metropolistv algoritmus

V realném pripadu ale reSime problém s vice nez dvéma
stavy. Proto musime pouzit jeste sofistikovanéjsi metody.
Metropolistiv algoritmus vychazi z metod Markovovych
fetézcu a hodi se pravé pro analyzu systému s vice nez
dvéma moznymi stavy.



Metropolistv algoritmus

 Cely algoritmus muzeme popsat pomoci 4 nasledujicich
krok(

- Vybereme libovolnou Castici
— Nahodné zmeénime jeji polohu
- VypocCteme zmeénu potencialni energie systemu

- Pokud je novy systém energeticky vyssi, zlstaneme v
pUvodni konfiguraci. Jinak pfejdeme do nové konfigurace.

* Uvedené kroky opakujeme mnohokrat.



Simulované zihani

Tato metoda je Uupravou Metropolisova algoritmu. Je urCena
k hledani globalniho minima funkce. Stejné jako u Metropolisova
algoritmu pro vypocet energie figuruje teplota systemu. Ta je
v pripadé Metropolise konstatni po celou dobu simulace. V pripadé
simulovaného zihani je na pocatku teplota nastavena na vysokou
hodnotu, coz umozni prijeti téemer kazde konfigurace systému,
nebot” je velmi malo konfiguraci zamitnuto. Postupné dochazi ke
snizovani teploty a tim jsou vybirany konfigurace s nizSi energii.
Na konci simulace je uz pfijata pouze jedna energeticky
nejvyhodnégjsi simulace.



Aplikace MC v chemii

Monte Carlo metoda je snadno implementovatelnd na atomarni
systém, protoze zde bereme v uvahu translacni stupné volnosti.
(Atomy bereme jako rigidni koule.) Algoritmus je snadno
Implementovatelny a vysledky ziskdme pro relativné maly pocet
simula¢nich krokl (desitky tisic). Praktické problémy vyvstanou pfi
aplikaci MC na molekularni systémy, zvlasté pak na flexibilni molekuly
s mnoha stupni volnosti. Zde je tfeba zahrnout vnitfni stupné volnosti
molekul, které musime meénit. To vede v mnoha pripadech ke
konfiguracim s velmi vysokou enerqii, které byvaji zamitnuty. Musime
tedy provadet mnohonasobné vétsi pocet MC simulaci.



Simulace rigidnich molekul

 V pfipadeé rigidnich nesférickych molekul musime brat v tvahu jak jejich
orientaci, tak jejich vzajemnou pozici v simulovaném prostoru. V praxi
se to provadi tak, ze molekulu v prostoru posuneme a také s ni otoCime
v pribéhu jednoho MC simulaéniho kroku. Posun je popsany pomoci
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nékolik moznosti. Pfipomenme si matice posunu, zrcadleni, rotace, o kterych jsme se bavili v
predchozich prednaskach.

« Napfiklad mizeme zvolit kombinaci rotaci kolem soufadnych os.
Zahrnuti rotace spolecCné s translaci vede k vétSimu poctu zamitnutych

konfiguraci a je tedy tfreba provadét mnohem vétsi pocet MC simulaci,
abychom splnili pozadovana kritéria modelu.



MC simulace flexibilnich molekul

MC simulace flexibilnich molekul jsou, pfi pouziti klasicke MC, mozné
pouze pro malé molekuly. Pro simulaci velkych flexibilnich systému
musime vyuzit urcCita ,vylepSeni metody“, jako napriklad zafixovani
urcitych rigidnich ¢asti molekuly. Nejjednodussi cesta zmén poloh atomU
zde neni pouzitelna, proto je vhodné pouzit pro popis molekuly tzv.
vnitrnich soufadnic. Zde opét si znovu prfipomeneme, ze i malda zména
torzniho Uhlu uprostfed molekuly muze vést k rozsahlym zménam
soufadnic atomU vzdalenych od atomu rotujici torze. Tato zména C¢asto
vede k prekryvu atomut v molekule a prudkému vzrlstu energie systému,
coz vede k zamitnuti zmény. Zde plati pfima umérnost mezi poctem
stupnt volnosti systému a poctem Monte Carlo krokd.



MC simulace polymeru

Polymery jsou makromolekuly, které se skladaji z opakujicich se jednotek
(monomert), chemicky navzajem vazanych do molekuly. Nékteré polymery jsou
tvoreny fetézci jednoho monomeru (polyethylen, polystyren). Jiné polymery jsou
tvofeny smési rliznych monomerd, pfikladem jsou napfiklad bilkoviny, které jsou
tvofeny dvaceti zakladnimi aminokyselinami. Spojeni rbznych jednotek vede
k rozdilnym vlastnostem v dané Casti polymeru. Kazda jednotka monomeru ma sve
specificke konformacni vlastnosti, coz ovlivhuje celkové chovani molekuly. Zmapovani
chovani polymeru za rliznych podminek je dulezité pro praktické vyuziti. ProtoZze se
jednd o simulace velkych systtm0 s mnoha stupni volnosti, nemizeme pro
generovani pouzit klasické MC metody. Pro vypocCet energii stavl jsou pouzity
empirické modely zaloZené na zjednodusSenych aproximacich, narlstajici vypocetni
vykon pocitacl ndm sice umoziuje studovat stale vétSi systémy, ale stale je tfeba
vyuzivat dalSi ,smartness*.



MC simulace polymeru

* Model mfizkové stavby polymeru

- Do jednotlivych bodl na mfizce (2D, 3D)umistujeme
monomerni jednotky s popsanymi vlastnostmi a hodnotime,
zda konfiguraci jednotek pfijmeme nebo zamitneme.
Jednou ze zakladnich podminek prijeti je, Zze generovany
fetézec se nesmi na mfizce sam protnout. Tento zpusob je
velice rychly a efektivni a dokaze vygenerovat a ohodnotit

velké mnozstvi stavl pro velké systémy.



MC simulace polymeru

* Kontinualni model polymeru

- stavi polymer postupné z jednotek (mUzZeme si jej predstavit
jako navlékani koralku na Sndru). Pridané jednotky (koralky)
iInteraguji se svymi navazanymi sousedy, ale také se svym
okolim (nevazebné interakce). Zde ale opét narazime na
znacnou rliznorodost stavu diky poc¢tu volné rotovatelnych
vazeb, a proto je nutna aplikace dalSich algoritmu, které
umozni reseni problému.



MC simulace

NarUstajici vypo€etni vykon soucasnych pocéitacu nam
umoznuje provadét simulace velkych systému za pfitomnosti
molekul solventu i za pfitomnosti iontu. Pfi téchto simulacich
se bézné pouziva kombinace molekulové dynamiky s Monte
Carlo metodou. Ta je pouzita pro generovani a optimalizaci
pozic molekul solventu a iontu. Pfi této optimalizaci je
studovana molekula polymeru drzena v tzv. zamrzlé pozici.
Volba metody, pouzité aproximace, pouziti riznych algoritm
vzdy zalezi na tom, jakou vlastnost molekul chceme studovat.
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