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Uvod

Diferencialni rovnice jsou matematické rovnice, ve kterych jako
proménné vystupuji funkce a jejich derivace. Kazdy z vas se uz s
diferencialni rovnici setkal, i kdyz ve vyfeseném tvaru. Vzpominate
si na hodiny fyziky a vypocet rychlosti télesa za pomoci drahy a
Casu? Zde jste pouzivali jiz vyfesenou diferencialni rovnici.
Diferencialni rovnice nejsou ale pouze soucasti fyziky, setkame se s
nimi témér ve vsech oblastech lidského badani.
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Diferencial

P¥i feeni diferencialnich rovnic narazime na pojem diferencial, se
kterym budeme pracovat.

Diferencial v matematice vyjadfuje zavislost zmény hodnoty funkce
na malé zméné jejiho argumentu. Tuto zavislost aproximuje jako
pfimou Gmérnost v okoli zvoleného bodu. Pro funkce vice
proménnych se pouziva totalni diferencial.
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Rozdéleni diferencialnich rovnic

@ Obycejné diferencialni rovnice Obsahuji neznamou funkci
jedné nezavislé proménné a jeji derivace. Nejjednodussi tfidou
jsou linearni diferencialni rovnice.

@ Parcialni diferencialni rovnice Jsou v matematice rovnice
obsahujici nezndmou funkci nékolika nezavisle proménnych a
jeji parcialni derivace dle téchto proménnych. Parcialni
diferencialni rovnice jsou zobecnénim obycejnych
diferencialnich rovnic, které obsahuji neznamou funkci jedné
proménné a jeji derivace. Kazda obycejna diferencialni rovnice
je soucasné i parcialni diferencialni rovnici.
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Rad diferencialni rovnice

Rad diferencialni rovnice je 7ad nejvyssi derivace, ktera je v ni
obsazena. Za fad soustavy diferencialnich rovnic povazujeme
hodnotu nejvy3si derivace, ktera se v soustavé vyskytuje. Podle
radu byvaji diferencialni rovnice déleny na diferencialni rovnice
prvniho Fadu a diferencialni rovnice vyssich rada.

Diferencialni rovnice, v nichz se hledana funkce vyskytuje pouze
linearné, priemz se nikde nevyskytuji ani souciny hledané funkce s
jejimi derivacemi, ani souciny derivaci této funkce, oznacujeme jako
linearni diferencialni rovnice. Pokud jedna z uvedenych podminek
neni splnéna, hovofime o nelinearnich diferencialnich rovnicich.
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Reseni diferencialni rovnice
Regeni diferencialnich rovnic délime na

@ obecné — Jako obecné feseni oznacujeme takové feseni
diferencialni rovnice, které obsahuje libovolnou integraéni
konstantu. Prifadime-li kazdé konstanté obecného Feseni
urcitou Ciselnou hodnotu, ziskame FeSeni partikularni.

@ partikularni (Castecné) — Partikularni (¢astecné) feSeni je feSeni
diferencialni rovnice, které ziskame pfifazenim urcité Ciselné
hodnoty kazdé integracni konstanté obecného Feseni.

@ singularni (vyjimecné) — Néktera feseni nelze ziskat z obecného
feSeni. Takova feSeni, ktera se vyskytuji pouze u nékterych
rovnic, popf. v nékterych bodech oboru, oznacujeme jako
singularni nebo vyjimeéna.

@ homogenni
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Diferencialni rovnice 1. Fadu

Doposud jsme pfi feSeni rovnic, které byly ve tvaru f(x) =0
(funkce jedné proménné), hledali realné Cislo (kofen rovnice), které
spliovalo podminku. Nyni budeme Ffesit zcela jiny typ rovnic a jejich
feSenim nebude Cislo, ale funkce. Pfikladem miize byt zadani:
Hledejme takovou funkci, ktera je rovna své derivaci, tedy y = y'.
Rovnici napfiklad vyhovuje nase velmi dobfe znama funkce e*. Této
rovnici ale vyhovuji nasobky funkce e*. Reseni y = k.e*, kde k je
libovolna konstanta, se nazyva obecné reseni. Pokud budeme mit
stanovenou podminku y(0) = 2, dosazenim do obecného feseni
dostavame 2 = k.e0, odtud k = 2. Redeni y = 2¢* je partikularni
reseni, které spliiuje pocatecni podminku pro x =0 je y = 2.
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Diferencialni rovnice 1. Fadu

Jsou to rovnice ve tvaru:

y' = f(x)g(y) (1)

kde f a g jsou spojité funkce. Derivace funkce y’ je rovna podilu
diferencialt dy adx, tedy y’' = %, dosazenim do rovnice 1
dostavame:

Y 8() @)

Za predpokladu, ze funkce g(y) je nenulova, separujeme proménné,
tedy upravime rovnici tak, ze vyrazy s proménnou y pfevedeme na
jednu stranu rovnice a vyrazy s proménnou x prevedeme na druhou
stranu rovnice. Ziskdme rovnici ve tvaru:

—— = f(x)dx (3)
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Diferencialni rovnice 1. Fadu

Tuto rovnici miiZzeme zintegrovat:

/ gc(’i) _ / F(x)dx (4)

Nesmime zapomenout, ze primitivni funkce se lisi o konstantu.
Prictenim konstanty k jedné strané rovnice obdrzime obecné feseni
diferencialni rovnice. Pokud zname pocatecni podminky pro feseni,
miizeme vypocitat hodnotu pfictené konstanty a tim ziskat
partikularni feseni diferencialni rovnice, které spliuje zadané
pocateéni podminky.
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Diferencialni rovnice 1. Fadu

Priklad 1 Nyni si ukazkové vyfesime dfive zminénou diferencialni
rovnici y = y’.

_ &
yidx
dxzﬂ

y
x+C=lIny
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Diferencialni rovnice 1. Fadu

y=e
y =e*.eC

protoze, €€ je konstanta, miizeme ji nahradit konstantou K = e a
ziskame hledanou rovnici:

y = Ke*
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Diferencialni rovnice 1. Fadu

Priklad 2 Naleznéte obecné feseni diferencialni rovnice y’ = 2xy.
Reseni: Rovnici si prepiseme do diferencialového tvaru.

dy
> _9
dx X
odtud za predpokladu, ze y # 0:
Q = 2x dx
y

Obé strany rovnice zintegrujeme:

/dy:/2xdx
y
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Diferencialni rovnice 1. Fadu

Vyfesenim integralt na obou stranach rovnice dostaneme tvar:
Inly| = x*>+ K
Aplikujeme pravidla pro pocitani s logaritmy:
Inly| = x*+ K = Ine” +Inek = IneX e
Po odlogaritmovani dostavame feseni:
y| = e eX

Konstantu e” miizeme prepsat do tvaru C = e, kde C € R a
rovnici pfevedeme na tvar:

y = Ce*’

V pripadé, ze C = 0 bude zde zahrnuto i feSeni y = 0.
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Diferencialni rovnice 1. Fadu

Linearni diferencialni rovnice 1. radu
Jedna se o diferencialni rovnice tvaru:

y' +p(x)y = f(x) (5)

kde p(x) a f(x) jsou spojité funkce.
Rovnici
Y +p(x)y =0 (6)

nazyvame homogenni linearni diferencialni rovnici - HLDR.
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Diferencialni rovnice 1. Fadu

Rovnici
Y+ p(x)y = f(x) (7)

nazyvame nehomogenni linearni diferencialni rovnici - NLDR.
Vyreseni HLDR je snadné - rovnici lze prevést na rovnici se
separovanymi proménnymi. Reseni NLDR ziskame tak, ze k
obecnému feseni prislusné HLDR pfi¢teme jedno partikularni feseni
NLDR.
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Diferencialni rovnice 1. Fadu

Priklad 3 Naleznéte obecné feseni rovnice y' = 2y + x.
Resent:
1. krok: Nejprve vyfesime homogenni rovnici: y' = 2y.
Protoze se jedna o rovnici se separovanymi
proménnymi, jeji Feseni lehce zvladneme.

dy
dx

dy:/2dx
y

Resenim rovnice In |y| = 2x 4+ K a po odlogaritmovani
obdrzime obecné feseni homogenni rovnice

Yo = Ce*

kde C € RR.
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Diferencialni rovnice 1. Fadu

2. krok: Pro hledani partikularniho feseni nehomogenni rovnice
pouzijeme metodu variace konstanty, kdy
konstantu C nahradime funkci C(x) proménné x a
vypocteme jeji prvni derivaci podle x.

yp = C(x)e* (8)

Derivaci podle proménné x dostavame rovnici (jedna
se o derivaci soucinu)

y;, = C/(X)62X + 2C(x)e2x

Dosazenim za y a y’ do pfivodni rovnice ziskame
rovnici:

C'(x)e* + 2C(x)e* = 2C(x)e* + x

Zdenék Kriz Diferencialni rovnice



Diferencialni rovnice 1. Fadu

Gpravou této rovnice (odectenim vyrazu 2C(x)e?* a vydélenim
vyrazem e?* dostavame vyraz:

C'(x) = xe™
Tuto rovnici zintegrujeme (pouzijeme metodu per partes)

1
C(X) _ /Xe—2x — *%6_2)( o Ze—2x

Dosazenim C(x) do partikularniho feseni 8 obdrzime:

X 1
yp:C(x)eZX:(—§e 2X_Ze 2X)e2X:_

N | X
N
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Diferencialni rovnice 1. Fadu

Priklad 4 Naleznéte feseni diferencialni rovnice y’ — 2% = 2x3,
které vyhovuje pocatecni podmince y(1) = %
Reseni:

1. krok Nalezneme fedeni homogenni rovnice y’ — 2% =0,

tedy % =2
/dy 2dx

X
FeSeni vede na logaritmy:
Inly| =2Inx+InC = In|y| = In(Cx?)

odtud

lyl =
protoze hledame feseni, vzhledem k pocatecni
podmince, v intervalu (0; c0), miizeme danou rovnici
pfepsat do tvaru:

y=Cx?
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Diferencialni rovnice 1. Fadu

2. krok Vytvofime a vyfesime pfislusnou nehomogenni linearni
rovnici. y,(x) = C(x)x2.

yp(x) = C'(x)x* + C(x)2x

dosazenim do pivodni rovnice obdrzime rovnici:

2
C/XX2+CX2X—%:2X3
X

po Gpravach dostavame:

C'(x) =2x= C(x) = /2xdx = x?
partikularni feseni ma tvar:

YP(X) = x*
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Diferencialni rovnice 1. Fadu

3. krok Soucet obecného feseni HLDR a partikularniho feseni
NLDR je obecnym fesenim zadané diferencialni
rovnice.

y(x) = Cx% + x*
Hledané partikularni feseni obdrzime dosazenim
pocatecnich podminek do obecného feseni a
vypocétem konkrétni hodnoty konstanty C.

y(1)=1+C= g
odtud )
€=3
Hledané partikularni reseni je tedy:
g =+ 1

kde x € (0; 00).
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Diferencialni rovnice 1. Fadu

Priklad 5 Kromé metody variace konstanty miizeme pouzit i
metodu integracniho faktoru. Mame-li NLDR tvaru:

Y+ p(x)y = f(x)

miizeme ji fesit tak, Ze obé& strany rovnice vynasobime vyrazem
I(x) = e/ P9 ktery nazyvame integraénim faktorem, a poté
rovnici zintegrujeme.
Pri feSeni NLDR
y' +3x%y = 6x2
je integraénim faktorem vyraz:
2 3

I(x) = ef3>< dx _ X

po vynasobeni obou stran rovnice vyrazem e dostavame rovnici:

eX3y’ + 3x2ex3y = 6x2e
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Diferencialni rovnice 1. Fadu

ey +3x%ey = 6x2e*

P¥i pozorném zkoumani predchozi rovnice zjistime, Ze na levé
strané mame rozepsanou derivaci soucinu. Rovnici proto mazeme
upravit do tvaru:

(ex3y)/ — 6X2ex3

nyni miizeme obé strany rovnice zintegrovat:

e y = / 6x2e*” dx
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Diferencialni rovnice 1. Fadu

Integral na pravé strané rovnice vyresime substituci t = x3, odtud

dx = 3"72 dostaneme tak vyraz:

ex3y =2+ C
Gpravou rovnice dostavame:
y=2+ Ce ™™

Tento vyraz je obecnym feSenim zadané linearni diferencialni
rovnice.
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Radioaktivita a radioaktivni rozpad

Radioaktivita je jev, pfi némz dochazi k vnitfni pfeméné slozeni
nebo energetického stavu atomovych jader, pficemz je zpravidla
emitovano vysokoenergetické ionizujici zareni. Ernest Rutherford,
ktery dokazal, ze rychlost radioaktivniho rozpadu je pfimo amérna
poCtu atomi pfislusného prvku N. Tento jev je zavisly na Case
N(t). Radioaktivni rozklad mtizeme popsat diferencialni rovnici:

N' = —AN

kde A > 0 je konstanta pfemény. Jedna se o rovnici se separovanymi
proménnymi, u které miizeme zavést pocatecni podminku
N(0) = No, tedy v Case pocatku méreni mame Ny atomdi.
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Zménu poctu atomi miizeme zapsat pomoci rovnice:

dN
— ==AN
dt

Po separaci proménnych obdrzime:
dN
— = —)\dt
N

Tuto rovnici zintegrujeme

dN
/N = /—)\dt
. Odtud dostavame reseni
N(t) = Ke

Aby byla splnéna pocateéni podminka musi platit Ng = Ke® a
feSeni pocatecni alohy ma tvar:

N(t) = Noe
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Polocas rozpadu

Pro alohy tohoto typu je diilezity pojem polocas rozpadu, coz je
doba, za kterou se preméni pravé polovina atomil. V praxi se tohoto
jevu vyuziva k urovani stafi organickych latek, kde sledujeme
izotop uhliku *C, jehoz polocas rozpadu je 5568 let. Cim delsi je
polo¢as rozpadu, tim stabiln&jsi je dany izotop. V lékaFské praxi se
vyuzivaji naopak izotopy s malym polocasem rozpadu. Radioaktivni
prvky s dlouhym polo€asem rozpadu mohou byt pfi kontaminaci ve
velké koncentraci nebezpecéné pro zdravi zivocichd.
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Priklad 6 Pro izotop uhliku **C zname polocas rozpadu, ktery je
5568 let. Za jak dlouho se pfeméni % jader izotopu uhliku **C.
Dosadime-li do vztahu za N(t) = 3Ng a t = 5568 dostaneme:

1
*N() _ Noe—5568)\
2

vydélenim rovnice vyrazem Ny dostavame:

1_ o—5568)
2
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Rovnici zlogaritmujeme a ziskame vyraz:

In2
n 5568\ £568
Pro pfeménu % jader izotopdl plati:
3 In2
Ny = Nye 5568t
3o o€
Odtud pro t plati:
5568 In 2
=— = 2310
In2

Ctvrtina vsech jader izotopu uhliku 1#C se preméni za 2310 let.
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Kinetika chemickych reakci

Rychlost chemické reakce

Rychlost chemické reakce tedy vyjadiime jako podil zmény
koncentrace za Casovy usek.

_d(9)

d(1)

Pro snazsi zapis budeme pro zapis koncentrace latky A misto c(A)
pouzivat nam jiz dobfe znamy zapis [A]. Protoze pfi chemické
reakci dochazi ke spotiebé vychozich latek budeme jejich
koncentraci uvadét se zapornym znaménkem, naopak produktii pfi
reakci pfibyva a proto budeme zménu jejich koncentrace vyjadrovat
kladnym znaménkem.

v = —% pro vychozi latky a v = % pro produkty.
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Jak ale vime z praxe, nemusi vzdy rychlost chemické reakce zaviset
pouze na koncentraci jedné latky a v pfipadé nékterych reakci maze
dokonce zaviset na mocniné koncentrace chemické latky, nebo na
soucinu koncentraci nékolik latek. Uvazujme reakci:

aA + B —~C
P¥i vyjadfovani rychlosti chemické reakce tedy vyuzivame
stechiometrické koeficienty.
_ A
—d(t)
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Rad chemické reakce

Uvazujeme-li kinetickou rovnici:

v =k .[A]*.[B]’

hovofime o dil¢im radu reakce « viici koncentraci latky A a diléim
radu reakce /3 vici koncentraci latky B. Celkovy rad reakce je roven
souctu a + S.
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Reakce nultého radu

Pro tento druh chemickych reakci je charakteristické, Ze reakce
probiha konstantni rychlosti a neni zavisla na koncentraci
reagujicich latek. Matematicky tento vztah vyjadfime:

v =k [AP[B]°

tedy
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Tuto diferencialni rovnici miizeme fesit metodou separace
proménnych.

—dc =k .dt

dc = —k.dt

Pfed integraci musime jesté stanovit meze, protoze fesime realny
pfipad, ktery probiha v kone¢ném Casovém Useku a za urcité
pocatecni koncentrace. Priklad feSime pro koncentraci reaktantu,
ktery se v pribéhu chemické reakce spotfebovava, proto je pred
zménou koncentrace zaporné znaménko. Integraci budeme provadét
pro Casovy Gsek v Case od 0 do Casu t. Na pocatku bude
koncentrace reaktantu ¢y a po €ase t bude koncentrace reaktantu
rovna hodnoté c.
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Matematicky zapsano:

c t
/ dc = —k/ dt
co 0
[c]&, = —k[tlo
c—c=—k(t—0)
co—c=kt
Jak zjistime dale, bude mit rychlostni konstanta riizné jednotky pro

rtizné fady chemickych reakci. V nasem pfipadé uréime jednotku
rychlostni konstanty nasledovné.

koncentrace je udavana v jednotkach mol.dm=3, ¢as je v sekundach
s.
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Rychlostni konstanta ma tedy jednotku:

mol.dm™3.s7! = mol

 dmd.s
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Polocas chemické reakce Podobné jako v pripadé radioktivniho
rozpadu hovofime o polocasu rozpadu latky, je polocas chemické
reakce definovan jako cas, kdy sledovana koncentrace reaktantu
poklesne na polovinu. V Case t je tedy koncentrace rovna %co.
Kineticka rovnice ma tedy tvar:

1
CQ—EC():k.t
1
—cg =k .t
-
Ey
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Graf rychlosti chemické reakce nultého radu

¢ [mol/dm3]

cl)

t [min]

Obrazek: Graf rychlosti chemické reakce pro reakci nultého fadu

Zdenék Kriz Diferencialni rovnice



Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Reakce 1. radu

V tomto pfipadé je rychlost chemické reakce zavisla na prvni
mocniné koncentrace jedné sledované latky v = k [A]. Rychlost
rovnice reakce prvniho fadu miizeme zapsat nasledovné:

dc
- =
| v tomto pfipadé Fesime diferencialni rovnici metodou separace
proménnych a opét integrujeme pro Casovy usek od 0 do t
a koncentrace od ¢y do c.

k .c
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

—dc =k .c.dt

9e _
Cc

(o t
/:—k/ ot
o 0

[Inclg, = —k.t

Inc —Incy = —kt

c
In — = —kt
(&)]
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Jiz z tohoto vysledku je ziejmé, Ze rychlostni konstanta bude mit
pro reakci 1. fadu jinou jednotku, nez pro reakci nultého fadu.
Proto si ji odvodime.

In 2

t
V citateli zZlomku mame pfirozeny logaritmus podilu koncentraci,
tedy bezrozmérnou veli¢inu. Ve jmenovateli je jednotka ¢asu, tedy
sekunda s. Rychlostni konstanta ma tedy jednotku s—!.

k =
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Polocas chemické reakce Podobné jako v pfedchozim pripadé si
odvodime polo¢as chemické reakce 1. fadu.

1 o, 1,1 1
o= n(2) = 2.In(3) = - In2
} k”(%co) k”(%) k"

Vysledna rovnice ma tvar:

In2

2k

Je vidét, ze polocas chemické reakce 1. fadu nezavisi na pocatecni
koncentraci vychozi latky.

t
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Reakce 2. radu

Reakce druhého fadu pro pripad, kdy je rychlost chemické reakce
zavisla na koncentraci pouze jedné latky. V tomto pfipadé Ize
rychlost chemické reakce vyjadFit rovnici:

v =k [A?
nebo také:

dc
-—=k.c?
dr ¢
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Tuto diferencialni rovnici fesime stejné jako predchozi pomoci
metody separace proménnych. Postup FeSeni vypada nasledovné:

dc

(215, = k[

1 1
—S (=) = —k.t
C ( Co)
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Stejné jako v predchozich pfipadech, i zde se podivame na jednotky
rychlostni konstanty chemické reakce. Opét vidime, ze i v tomto
pfipadé bude mit rychlostni konstanta opét jiny rozmér.
Osamostatnénim rychlostni konstanty ziskame:

RN

k =
t c Co

jednotka rychlostni konstanty tedy bude:

dm®.mol~1.s71
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Aplikace diferencialnich rovnic 1. fadu v chemii

Graf rychlosti chemické reakce druhého radu

1/c [dm3/mol]

1/c0

t [min]

Obrazek: Graf rychlosti chemické reakce pro reakci 2. fadu
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Numerické reseni diferencialnich rovnic

V numerické matematice je numerické feseni obycejnych
diferencialnich rovnic postup, kterym mizeme ziskat pfiblizné reseni
obycejnych diferencialnich rovnic (ne parcialnich). Pouziva se v
pripadech, kdy by bylo nalezeni pfesného (analytického) feseni
narocné nebo v pripadech, kdy analytické feSeni nelze najit.
Eulerova metoda Zakladni myslenkou této metody je aproximace
feSeni lomenou ¢arou. Za¢neme v bodé zadaném pocatecni
podminkou a v okoli tohoto bodu nahradime integralni kfivku jeji
teCnou. Tim se dostaneme do dalsiho bodu, odkud opét integralni
kfivku aproximujeme te€nou. Smérnici tecny zjistime z diferencialni
rovnice pfimo z derivace.
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Numerické feseni diferencialnich rovnic

Uvazujme pocatecni alohu:

Y =1f(xy), y(x0) =y

Potfebujeme nalézt priblizné feseni y(x) pro x € [xo; xo + a].
Postupujeme tak, ze interval rozdélime na n podintervaldi délky h;,
takto dostaneme délici body:

x1=x0o+h,x2=x1+hy....xp=Xp-1+hy=x0+a

kde hy + ho + ...+ h, = a. Za pomoci funkénich hodnot
vypocteme yj = f(xo, o) a polozime

y1 = Yo+ hiyy = yo + hif (xo, yo)
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Numerické feseni diferencialnich rovnic

Podobné uréime y» = y1 + haf(x1, y1) a stejné budeme postupovat
dale. Dostaneme tak pfiblizné feseni:

y(x) = yi + f(xi, yi)(x = x;)

pro x € [x;,xi+1], (i=0,1,...,n—1).

Nejjednodussim zplsobem déleni intervalu je pouziti stejné
vzdalenych délicich bodii. V tomto pfipadé bude Eulerova metoda
popsana nasledovné:

Xiy1 =X;+ h

Yi+1 =Yi + hf(Xiayi)a I = (071727" '7”)
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Numerické feseni diferencialnich rovnic

Modelovy priklad

Pomoci Eulerovy metody urcete pfiblizné feSeni pocatecni alohy
y' =x+y pro y(0) =1 s krokem h =0, 1. Ziskany vysledek
porovnejte s analytickym feSenim.

Reseni: Mame dano: h=10,1, x =0, yo=1a f(x,y) = x +y.
Podle vyse popsaného postupu budeme postupné pocitat:

4t :y0+hf(Xan0) = 1+07 1(O+ 1) = 171
Ya=y1+ hf(Xlayl) =1,1+0, 1(07 1+1, 1) =122
y3 =yo + hf(x2,y2) = 1,224+ 0,1(0,2 + 1,22) = 1,362

Podobné pak postupujeme dale.
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Numerické reseni diferencialnich rovnic

Vysledky si zapiseme do tabulky:

I X Yi I X Yi

10,11 1,100000 6 | 0,6 | 1,943122
21 0,2 1,220000 7 | 0,7 2197434
310,31 1,362000 8 | 0,8 2487178
40,4 | 1528200 9 |09 2815895
510,55 | 1,721020 10 | 1,0 | 3,187485

Jedna se o linearni diferencialni rovnici, jejiz feSenim je
y(x) =2 —x—1apro y(1) = 2e — 2 = 3,436564. Chyba
naseho numerického feseni od analytického feseni je 0,249079.
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Numerické feseni diferencialnich rovnic

Runge - Kuttovy metody

Zatimco Eulerova metoda pouziva jako smérnici k = f(x;, y;)
hodnotu smérového pole v bodé, ze kterého vychazi, nejjednodussi
Runge - Kuttova metoda sleduje hodnoty smérového pole v bodg,
kam bychom dosli v pfipadé polovi¢niho kroku od vychoziho bodu -
Metoda RK druhého radu.
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Numerické reseni diferencialnich rovnic

Jesté sofistikovanéjsi metoda je RK4 - metoda ctvrtého radu.
Zde podobné jako u metody druhého Fadu udélame fiktivné pal
kroku smérem k; podle Eulerovy metody a ze smérového pole v
bodé do kterého se dostaneme ziskame smér k». Poté podobné
provedeme opét fiktivné pil kroku smérem k, a ze smérového pole
v bodé, do kterého se dostaneme, ziskame smér k3. Koneéné,
smérem k3 provedeme fiktivné cely krok a ziskame smér ky. Ze
vsech téchto sméri vypocitame vazeny primér ve kterém jsou k a
ks zastoupeny dvojnasobnou vahou oproti ki a k4 a ziskame smér
pro provedeni dalsiho kroku metody.
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Numerické feseni diferencialnich rovnic

Matematicky vyjadfime Eulerovu metodu takto:

Xiy1 = Xi + h; yix1 = yi + h.k; k= ki = f(x;, yi)
Runge - Kuttovu metodu druhého Fadu vyjadfime takto:
h

h
Xit1 =X +h; yiy1 =yi+ hk k =k =f(x; + > Yit k1§)

kde k1 = f(xi, y;) jako v Eulerové metode.
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Numerické feseni diferencialnich rovnic

Runge - Kuttovu metodu ¢&tvrtého radu vyjadfime takto:
1
Xiy1 =X+ h; yiy1 =yi+ hk;, k= 6(k1 + 2ky + 2k3 + ka)

kde ky = f(xi, i), ko = F(xi + 4, yi + k%),
ks = f(X,' + g,y,- + kzg) a ks = f(X,' + h,y; + h).

Popsana metoda RK4 dosahuje v jednom kroku chyby odpovidajici
h®, kumulativni chyba je pak v fadu h*. Neuvazujeme-li vliv
zaokrouhlovacich chyb, tak mensi krok obvykle vede k pfesnéjsimu
odhadu, avsak za cenu vice poditani.
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