Konvence
MnoZzinu
B(zg,e) ={z € C| |z — 2| < ¢}

nazyvame okoli (popt. e-okoli) bodu zy. Mnozinu
P(zo;m,R)={2€C|r<|z— 2| <R}

nazyvame prstencové okoli bodu 2. Pro r = 0 €asto znacime P(z0; 0, R) = P (20, R) = B(20, R) \ {20}
Uzéavér mnoziny U znacime U.

Laurentova rada

Definice 1 (Laurentova ¥ada) Rada tvaru

oo

Z an(z — 20)", (1)

n=—oo

se nazyvd Laurentova Tada se stiedem v bodé zg € C. Rada

-1

Z an(z — 20)", (2)

n=—oo

se nazyvd hlavni édst Laurentovy fady (1), fada

> an(z —z0)", 3)

se pak nazgvd requldrni éast Laurentovy fady (1).

Vé&ta 2 Necht (1) je Laurentova Fada. Je-li polomeér konvergence reguldrni éisti R a polomér konver-
gence hlavni ¢dsti r, pak Laurentova fada konverguje absolutné na P(zo;r, R) a stejnomérné na kazdém
mezikruzl P(zo; 01,02), kde 0 <1 < 01 < 92 < R. Je-li r # R, pak Laurentova fada diverguje pro kazdé
2 € CT\ P(z;7, R).

Véta 3 Necht f je funkce holomorfni na P(zp;7, R), kde 0 < r < R < co. Pak existuji koeficienty a,, € C,

n € Z takové, Ze
o0

flz)= Z an(z — 20)"

n=—oo

pro viecha z € P(zo;7, R). Navic jsou koeficienty této fady uréeny jednoznacné a plati

1 f(9)

7 oni ) (¢ 20
C

d¢, (4)

kde C je libovolnd kladné orientovand, jednoduchd, (po éistech) rektifikovatelnd krivka lezici v mezikruzi
z € P(z0;7, R) a magici bod zy ve své vniting oblasti.

Definice 4 (Laurentova fada v okoli nekone¢na) Rada tvaru

oo

> =, (5)

n=—oo

se nazyvd Laurentova Tada se stiedem v bodé co. Rady
—1 o]
Qn 25
) P ) o
n=-—oo n=0

se nazyvaji hlavni, resp. requldrni édst Laurentovy Tady (5).



Singularity

Definice 5 Nechl f je funkce holomorfni na oblasti D\{z9} D P(z0,¢€), a zdroven neni holomorfni v bodé
zo. Pak se bod zg nazijvd izolovana singularita funkce f.

Definice 6 Necht [ je funkce holomorfni v B(zo,€), z0 € C. Pokud f # 0 na B(zo,¢), pak existuje ¢islo
k € N, pro které plati

f(z0) = fl(z0) == fE V() =0, fP®(z)#0.

Bod zy nazijvdme koten funkce f a ¢islo k jeho nasobnost.
1
Definice 7 Pdl zp € C md 7dd k € N, jestliZe zy je k-ndsobny koven holomorfniho rozsiieni funkce ?

Tvrzeni 8 Necht f je holomorfni na prstencovém okoli bodu zy. Pak bod zg € C je pol ddu k funkce f
pravé tehdy, kdyz existuje funkce g holomorfni v okoli zy takovd, Ze

f(Z)Z& g(z0) #0.

(2 — 29)%’
Definice 9 Bod oo je pdl Fddu k € N funkce f, jestlize 0 je pdl #dadu k funkce f(%)

Tvrzeni 10 Funkce f md v nekonecnu pdl #ddu k prdavé tehdy, kdyz existuje funkce g holomorfni v okoli
nekonecna s vlastni a nenulovou limitou v nekonecnu takovd, Ze

f(z) = g(2).

Tvrzeni 11 (Klasifikace singularit) Necht (1) je Laurentiv rozvoj funkce f v prstencovém okoli bodu
z0 € C, popi. (5) je Laurentiv rozvoj funkce f v okoli nekonecna. Pak plati:

(i) f md v bodé zy nejuyse odstranitelnou singularitu prdavé tehdy, kdyz viechny koeficienty hlavni édsti
Laurentovy fady jsou nulové.

(i) f md v bodé zg pdl Fddu k prdve tehdy, kdyZ a,, = 0 pro vSechna n < —k a a—y # 0 (tj. nejnizsi
nenulovy ¢len hlavni cdsti je prdavé fddu k).

(iii) f md v bodé zy podstatnou singularitu pravé tehdy, kdyZ hlavni édist Laurentovy fady obsahuje
nekonecné mnoho nenulovijch ¢leni.

Reziduum

Definice 12 Necht zy € C je izolovand singularita funkce f. Koeficient a_1 Laurentovy fady (1) funkce
f se stiredem v bod€ zy se nazgvd reziduum funkce f v bodé zg, znacime ho res,, f(z) nebo.

Pokud je zp = oo, pak Lurentova Tada md tvar (5) a ¢islo —ay se nazgvd reziduum funkce f v oo,
znacime reseo f(2).

Tvrzeni 13 Necht zy € C je pdl rddu k funkce f. Pak

dkfl
res;, f(z) = Zlij;o ﬁw ((Z - Zo)kf(z)) :

Specidlné pro pdl Fadu 1 mdme

Tvrzeni 14 Necht f a g jsou funkce holomorfni na okoli bodu zy € C. Necht zy je jednondsobny koten
funkce g. Pak
f(z) _ f(=0)

9(2) B 9'(z0)

20
Tvrzeni 15 Necht f je funkce holomorfni v okoli bodu zo € C a g md v bodé zy pdl Fadu 1. Pak

res,, f(2)g(z) = f(z0) res,, g(z) .



Tvrzeni 16 Necht f md v nekoneénu izolovanou singularitu.

(i) Je-li 0o odstranitelnd singularita funkce f, pak

reso f(2) = lim 2(f(o0) = f(2))

resoo f(z) = lim 2f(2).

(ii) Je-li oo pdlem tddu k funkce f, pak

_1\k dk+1
I'€Sco f(Z) = (]({7 _’_1)1)| zlglolo |:Zk+2 dzk+1 (Z):| .

Poznamka 17 Je-li zg € C podstatnd singularita funkce f, pak je tFeba res,, f(z) urcit pfimo z Lauren-
tovy Tady.



