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1D flow of heat
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The discretized stationary heat transfer equation
V-(AVT)4+¢=0
in homogeneous 1D case reads

. o TE—1] 2T +TlE+1] gl
0<i<N: 2 =

where central three-point second derivative at each element was used. Let all the heat g be absorbed in the
topmost element 7'[0]. Then, everywhere except at i = 0 the equation reduces to Laplace’s equation.
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T[-1] —-2T[0]+T[1 .

1] hQH H:_EI\ 1<i<N: 20, =T, 1 +T;11.

To complete the system, we apply insulating boundary (homogeneous Neumann condition) at ¢ = 0 and connect
a cryostat (Dirichlet condition fixing T'[n]) at ¢ = N, obtaining

27111 — 2T°(0
Hm[]z—f]\ 1<i<N—-1: 20, =T, 1+ Tiy.

To solve the system, one can substitute T'[i] into equation for i — 1; starting at ¢ = N — 1 and repeating this step
while lowering i, (the known) T'[N] can be dragged along in backward direction, giving rise to

1<i<N—1: (N—i+DT[i]=(N—i)T[i—1]+T[N].

In particular, NT[1] = (N —1)T'[0] + T[], where both T'[0], T'[1] are (so far) unknown. But for ¢ = 0 the Poisson
equation must account for the power absorbed, which gives T'[1] in terms of 7'[0] and we obtain

. _qhl
T[0]—-TI[N] = AT = o

The last formula gives the sought for 1D temperature excess AT in the spot of measurement.
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Retruning to
1<i<N-1: (N—i+1)T[]=(N-49T[i—1]+T[N].

and starting from ¢ = 1 in forward direction, one can eliminate step by step all temperatures except T'[0] and
T[N]:
N —i i
1<i<N-—-1: TIJi]= T[0]+ —=T[N 1
<i< i) = S 710] + TN &

which is the linear-change-rule of the Laplace equation.

Consider now a particular example: for a 50 mW laser focused from 1 mm beam to a 1 spot (producing the surface
irradiation of 500 W/cm?) onto 0.5 mm thick silicon sample (with A = 1.3 Wem™'K™!), the temperature excess
reaches AT=19 K.

Upon symmetric extrapolation, the presented 1D solution is valid also for an infinite slab of thickness [, which
in full contact with thermostat from one side and fully lit from the other side by laser with surface density ggh.
Despite its limited practical value, we will use this semi-analytic solution to check the true 3D case obtained via
Finite elements method.
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Vazané stavy stacionarni Schrodingerovy rovnice

Uvazujme stacionarni Schrédingerovu rovnici s obecnym potencidlem,

[_;;A V| 00l) = B9,

pficemz se budeme vénovat jejim vdzanym staviim: daleko od pocatku (do jeho# blizkosti umistujeme podstatnou
¢ast systému) pravdépodobnost vyskytu ¢édstice bude zanedbatelna.

Matematicky podminku vazanosti formulujeme tak, ze anulujeme vlnovou funkci na hranici oblasti €2, ve které
nas teSeni Schrodingerovy rovnice zajima. Vné zvoleného intervalu navazujeme trividlni feSeni Schrédingerovy
rovnice. Chybu takové aproximace muzeme zmensit zvétsenim oblasti (2.

Timto zpusobem jsme ziskali potfebné okrajové podminky (homogenni Dirichletovy) a muzeme rovnici Fesit nu-
mericky. V nékterych ptipadech je vyhodnéjsi na hranici studované oblasti pfedepsat pouze nulovou derivaci, pro
jemné sité oba piistupy vedou ke srovantelnym vysledkiim. Obecné se uvedenymi metodami tloha prevede na
maticovy tvar problému vlastnich hodnot.

Jako stupen volnosti zbyva normalizace vinové funkce: vzhledem ke tvaru Schrédingerovy rovnice prenasobeni
konstantou nehraje roli. V praxi vybereme libovolny bod uvniti Q a zafixujeme v ném konkrétni hodnotu. Po
rozieSeni vzniklé soustavy a vyhodnoceni normaliza¢niho integralu

U= /Q G (P70

hodnoty ve vsech uzlech délime hodnotou U.
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V pripadé jednorozmérné ulohy je zkoumanou oblasti €2 interval I a Laplasidn se redukuje na druhou derivaci.
Uvazujme v rdmci MKD délen{ z[i] intervalu I s rovhomérnym krokem &, takze Laplasidn ve vnitinich bodech I
nahradime centralnimi diferencemi

) T, .. ‘ .
Agli] = g(w[z + 1] = 29[ + ¢li - 1))
(stoji za povsimnuti, ze madme na mysli AY[i] = Al,190). V okrajovych bodech nenf pii pouziti Dirichletovy
podminky potieba provadét zadné zmény, takze celkem mame
. R . _ . .
i gl 1= 2000+ 0l — 1) + VIl = Bl

Celkem skutec¢né dostdavame homogenni soustavu lindrnich rovnic, z nichz je mozné urcit konstanty FE, vlastni
hodnoty energie soustavy. Po ziskani hodnot energie je mozné najit jednotlivé vinové funkce.

Aplikace: 1D nekone¢né hluboka potencidlova jama

Jako piiklad uvedme nekoneéné hlubokou jednorozmérnou potenciglovou jamu sfiky a (V[i] = Olz[i] € I).
Predpokladdme-li na I rovnomérné déléni x[0],..,z[N], dostdvame £ = a/N, a feSend 1loha se redukuje na soustavu

2 1 00 ... 0 O[] O[]
o |1 2100 ¥[2] ¥[2)
_ : . =F :
2m&?2 : :
1 -2 1] |vN-2 YN — 2]
0 00 1 -2/ \WN-1] YN — 1]
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Enegie hladin se tedy redukuje na vlastni hodnoty matice Laplasianu. Zatimco analyticky vysledek predpovida

nedegenerované hladiny
By = 2h2/~32 1 =1,2

1 cee
T oma? T

v piistupu MKD je pocet ziskanych vlastnich hodnot koneény (zhruba roven poc¢tu diskretizovanych dilu zkou-
maného intervalu). To nutné vnasi do hodnot energie jednotlivych hladin chybu, které se snazime vyvarovat
pouzitim jemnych déleni.

Konkrétné budeme fesit problém vlastnich hodnot:

2—X -1 0 0 0 P[]
1 2—-X -1 0 ... 0 ¥[2]
: : =0,
0 ... 0 -1 2-Xx -1 ||¢N=2
0 0 O -1 2-X Y[N —1]
odkud bud dale platit ,
h

Ep, = ——=M.
k 2m£2k
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Porovnanim s analytickym vztahem zjistujeme, Ze oéekdvame A\, = (7/N)%k?, numericks realita je vsak jind:
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Nastésti pro nas je matice Laplasidnu kromé tridiagonalni také diagondlné konstantni (tzv. Toeplitzova). Jsou-li
a hodnoty matice n x n na hlavni diagondle a b a ¢ pod a nad ni, lze napsat explicitné vlastni hodnoty této matice,
jako

)\k:a+2\/%cos< km ),
n+1

¢ili pro nas prapad Laplacianu oéekdvame vlastnf hodnoty u dna jamy ve tvaru A\, = (7/N)?k2.

evvs

Odhad hodnoty vlastnich hodnot obecné matice lze uéinit s pomoci tzv. Gershgorinovych kruht: pro ¢tvercovou
(komplexn{) matici A = (a;;) stanovime poloméry

Ri =) lail;
i#]

Kazdé vlastni hodnota matice A potom lezi uvniti alespon jednoho z kruhu D(ay;, R;). Gershgorinovy kruhy se
vyuzivajhi jako prakticky testovani konnvergence algoritmu.



