Manipulace s tridiagonalnimi maticemi

V 1D dloze jsou uzly pfirozené podél zkoumané tsecky — kazdy ma jediného souseda vpravo a jediného
vlevo. Tato vlastnost (neopakujici se ve vys$Sich dimenzich) umoziiuje o¢islovat uzly (pfirozené) tak, Ze
matice soustavy bude tridiagonalni. Se vzniklou tridiagonalni matici
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se da jako s jednim z mala typt laborovat analyticky, naptiklad lze nezéavisle na jeji velikosti pomoci
zobecnéného kontinuantu
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explicitné (rekurzi) vyjadfit jeji determinant jako det A = K.
Moznost spocitat v piipadé potieby determinant libovolné velké matice rekurzivné (a bez rozvoje
podél Fadkti/sloupct) predstavuje obrovské urychleni vypoctu.

Sam determinant tridiagonalni matice nestaci pro feseni soustavy MKD, nebot dosazenim pravé strany do
jednotlivych sloupct bude tridiagonalita porusena. Pfesto existuje zpusob, zaloZeny na Gaussové elim-
inaci (ktera je obtiznosti O(n?)), ktery tridiagonalni soustavu umi roztesit O(n) - TDMA (Tridiagonal
Matrix Algorithm). Tridiagondlni soustavu
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Vzniklou soustavu jiz miizeme zpétnym dosazovanim snadno rekurzivné vyfesit:
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(podobné 1ze efektivné Fesit i soustavy, které jsou jen blokové tridiagonalni)
Ve specialnim pfipadé digonalné konstantni matice a; = a, b; = b, ¢; = ¢ lze psat explicitné i vlastni
hodnoty této matice jako
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explicitné Ize v tomto piipadé nalézt také vlastni vektory.



Vlastni hodnoty ve vice dimenzich

Pii prechodu k vicerozmérnym tloham jiz neni mozné uzly ¢islovat vhodné organizovanym zpusobem,
zejména ne v pripadé MKP. Ziskané matice tak jiz nebudou tridiagonalni a pro nalezeni jejich vlastnich
hodnot musime pouzit obecnéjsi algoritmy.

V obecném pripadé pro nalezeni vlastnich hodnot energie z H — EI pouzijeme iterativni QR algoritmus:
(QTQ = I je ortogonalni matice, R je horni trojihelnikovd matice)

1) necht Hy=H

2) nalezneme QR dekompozici Hy = QoRp.-
3) uré¢ime Hk+1 = Rka

4) loop 2) s Hi41

Dostatec¢nym poc¢tem krokt postup iteruje k trojahelnikové matici podobné s vychozi, takze hodnoty z
diagonaly jsou primo vlastni hodnoty feseného problému.
Vzhledem ke své povaze muze byt QR rozkald pouzit také pfimo pro solver linedrnich soustav.

QR dekompozice s vyuzitim Householderovy transformace

Uvazujme matici H = (h;;). QR dekompozice s vyuzitim Householderovy transformace spo¢iva v nasle-
dujicim schematu:

Householderova transformace v roli optimalizace
(ziskdme horni Hessenbergovu matici, obtiZznost (10/3)n3 + O(n?))

QR dekompozice
(rozklad na ortogonélni a horni trojihelnikovou matice, obtiznost 6n? + O(n)
pro horni Hessenbergerovu matici)

Celkovy algoritmus:

1) vezméme prvni sloupec H, hy; s normou |hy|

2) vypocteme vektor u; = hq; — |hijle,
kde e; = (1,0,0,...)

3) spo¢teme matici Q[1];; = I;; — ﬁu,u]
J

Potom H[1] = Q[1]H méa v prvnim sloupci pod hlavni diagondlou nuly a cely proces miizeme opakovat
iterativné s tim, ze se v kazdém dalsim kole zaméfime pouze na zbyvajici najveétsi minor.

Pfitom pro nasobeni Q[k]H [k — 1] musime Q[k] vzdy doplnit shora pfislusnou ¢asti jednotkové matice.
Na zaveér tvoif Q = Q[1]Q[2] ... Q[K] a R = QT H hledanou QR dekompozici H = QR.
V pripadé Hermiteovské matice jsou vznikajici Hessenbergovy matice tridiagonalni, a cely algoritmus

Hauseholderovy transformace lze dale optimalizovat. Samotnou otazku tvori problematika konvergence
(pomald, jsou-li vlastni hodnoty blizko); fesi se zavddénim posunii spektra.



Ukéazka kédu pro vypoéet QR algoritmu (perl)

for ($cyklus=1;$cyklus<=100;$cyklus++){$kolo=1;

for ($i=$kolo;$i<=$dim;$i++){for ($j=$kolo;$j<=$dim;$j++){$fullQ[$il [$j]1=0}1};
for ($i=$kolo;$i<=$dim;$i++){$fullQ[$i] [$i]+=13};

for ($kolo=1;%$kolo<=($dim-1) ;$kolo++){

$norma=0;
for ($j=$kolo;$j<=$dim;$j++){$ul$jl=9$matice[$kolo] [$j];$norma+=$ul$;jl*$ul$;jl};
$ul[$kolo] -=sqrt($norma) ;

$knorma=0;
for ($j=$kolo;$j<=$dim;$j++) {$knorma+=$ul$jl*$ul$jl};

for ($i=$kolo;$i<=$dim;$i++){for ($j=$kolo;$j<=$dim;$j++){
$Q[$il [$j1=-2*$u[$i] *$ul$j]/$knormal}};

for ($i=$kolo;$i<=$dim;$i++){$Q[$i] [$il+=13};

for ($i=$kolo;$i<=$dim;$i++){for ($j=1;$j<=$dim;$j++){$nfullq[$il [$j]1=0;
for ($k=$kolo;$k<=$dim;$k++){$nfullQ[$i] [$j]1+=$fullQ[$k] [$]1*$Q[$k] [$i]1}}};

for ($i=$kolo;$i<=$dim;$i++){for ($j=$kolo;$j<=8$dim;$j++){$nmatice[$i] [$j]1=0;
for ($k=$kolo;$k<=%dim;$k++){$nmatice[$i] [$j]1+=8Q[$k] [$j]*Imatice[$i] [$k]}}};

for ($j=1;$j<=$dim;$j++){for ($i=1;$i<=$dim;$i++){
$matice[$i] [$jI=%nmatice[$i] [$j];$fullQ[$i] [$j]1=$nfullQ[$i] [$j]1}};
}

print "\n";

for ($i=1;$i<=$dim;$i++){for ($j=1;$j<=%$dim;$j++){$puvodnil[$i] [$j]1=0;
for ($k=1;$k<=%$dim;$k++){$puvodni[$i] [$j]+=$nmatice [$k] [$j]1*$fullQ[$i] [$kI};
$matice[$i] [$j1=$puvodni[$il [$j]1}};

for ($j=1;$j<=$dim;$j++){for ($i=1;$i<=$dim;$i++){
printf "%1.6f ", $puvodnil$i] [$j] };print "\n";}
}



