Cviceni 10
Pravdépodobnostni vytvorujici funkce
Definice: Necht' X je celociselna nezaporna ndhodna veli¢ina s pravdépodobnostni funkeci
p, prok =0,1,2,... 5 ) o ) . )
P(X = k) = 0 finak . Pravdépodobnostni vytvortujici funkce ndhodné veliciny X je
jina

déna vztahem: g, (z) = E(zx)z ﬁ:pkzk ,kde |7 <1.
k=0

Vlastnosti:
2" (2)
a) p, === ' prok=0,1,2, ...
k! o
d d?

b) EX) = ex(?),_ +E(X)-[EX)]".

o DX = (@)

z=1

n
¢) Xj, ..., X; jsou stochasticky nezavislé celo¢iselné nezaporné ndhodné veliciny, Y = ZXi
i=1

= gy(2) =g (2)-...-gx,(2).

d) Xj, ..., Xy jsou stochasticky nezavislé celoc¢iselné nezaporné ndhodné veli€iny, které maji
. i . . . p, prok =0,1,2,...
vSechny stejnou pravdépodobnostni funkci P(Xi = k) = 0 finak ,i=1,2, .., n.
jina

n
Pak transformované ndhodna veli¢ina Y = Z X, ma pravdépodobnostni funkci
i=1

Py = k)= | Pxf7 prok=0.1.2...
0 jinak

e) Necht’ X, X», ... je posloupnost stochasticky nezavislych celoc¢iselnych nezapornych

nahodnych veli€in, které maji vSechny stejnou pravdépodobnostni funkci

pk pr0k=0,1,2,... . . w7 , , y y J
P(Xi = k) =10 finak ,1=1,2, ... Necht' N je celo¢iselnd nezdporna ndhodna
jina

ey ;e , v , , qn pron:oalaza“'

veli¢ina nezavisla na X, Xy, ... s pravdépodobnostni funkeci P(N = n) = 0 finak
jina
Pak nahodna veli¢ina S = X + ... + Xy (tj. soucet ndhodného poctu ndhodnych veli¢in) ma
rok=0,1,2,...
pravdépodobnostni funkci P(S k z % pk P
0 Jlnak

f) Pro pravdépodobnostni vytvotujici funkci nahodné veli¢iny S = X, + ... + Xy plati:

2s(z) = gn(gx(2)).
g) E(S) = EMN)p, D(S) = DIN)i* + E(N)o?, kde = E(X)), o = D(Xy), i =1, 2,



Piiklad 1.: Celoc¢iselna nezdpornd nahodna veli¢ina X ma pravdépodobnostni funkci

prok=12,... ) o ) ]
P(X = k) k(k + 1) . Najdéte jeji pravdépodobnostni vytvorujici funkei.

0 jinak

Navod: Pouzijte rozklad na parcialni zlomky a Tayloriv rozvoj funkce ln(l - x) = —ZX?
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Priklad 2.: Pomoci pravdépodobnostnich vytvotujicich funkci najdéte stiedni hodnoty a
rozptyly téchto rozloZeni: a) A(S), b) Bi(n, 8), C) Ge(S).
ReSeni:

Ada)gx(z)=1- 9+z9, E(X)Zdigx
z

2

DEX) = 2 —re@ +ECO-[ECOT =9-9* =5(1-9)

z=1

Adb) gx(z)=(1- 9+2z9)", E(X)_igx(z)| 1-9+29)"'8] =n$

z=1

2

D(X) = dzgx(z)

+EX)-[EX)] =n(n-1)1-9+29)"*9? )

+n93-n%9% =
1
z=1

=n(n-1)9> +n9-n’9’ =n9(1 -

9)
Ad ¢) gx(Z)=ﬁ’ E(X)= ;g (Z)‘ L

1-

—Z

2

D(X) = dzgx(z)

VEX) - [T = 280=9)

- [-20-9),,

_29(1-9) _1—9+[1—9j2 1-9

g2 9 3 ) 9

Priklad 3.: Provedeme tfi nezavislé pokusy, v nichz sledujeme nastoupeni tspéchu. V prvnim
pokusu nastava uspéch s pravdépodobnosti 0,5, ve druhém 0,2 a ve tietim 0,1. Najdéte
pravdépodobnostni vytvortujici funkci ndhodné veli¢iny Y, ktera udava pocet uspécht v téchto
tfech pokusech.

a) Vyjadrete pravdépodobnostni vytvotujici funkci ndhodné veli¢iny Y.

b) Pomoci pravdépodobnostni vytvotujici funkce najdéte stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné
veli¢iny Y.



c¢) Pomoci pravdépodobnostni vytvorujici funkce odvod’te pravdépodobnostni funkci ndhodné
veli¢iny Y.

Reseni:

Ada) X~ A(9) = gx(z)=1- 9+29, X, ~ A(0,5), X ~ A(0,2), X5~ A(0,1)

gy (z) =gy (2)gx, (2)gy, (z) = (0,5+0,52)0.8 +0,22)0,9 + 0,1z) = 0,36 + 0,49z + 0,142> + 0,012’

Adb) E(X) = di g, (2)_ =0,49+0,28+0,03=0,8
. _

2
D(X) = ;7&( (2)) +EX)-[EX)] =0,28+0,06+0,8-0,64 =0,
z=1

Adc) p, =g,(0)=0,36, p, =¢g', (0)=0,49, p, :%(O): 014, p, = gy (0) _ 0.01

Priklad 4.: Predpokladejme, Ze pocet vajicek, ktera snese slepice za sezénu, je ndhodna
veli¢ina N ~ Po()A). Pravdépodobnost, Ze se z libovolného vajicka vylihne kute, je §. Pomoci
pravdépodobnostni vytvotujici funkce odvod'te rozloZzeni ndhodné veliCiny S, kterd udava
pocet kufat vylihlych za sezonu z vaji¢ek dané slepice. Pomoci vzorce z bodu (g) vypoctéte
téz E(S) a D(S).

ReSeni: X; ... podet kutat vylihlych z i-tého vajictka, X; ~ A(9), gx(z)=1- 9+2z9

N ... podet vaji¢ek snesenych za sezonu, N ~ Po()), gn(z) = "™
S ... pocet vylihlych kufat, S = X; + ... + X\, gs(z) = gn(gx(z)) = e
E(S)=EMN)E(X) =19, D(S) = DIN)[E(X)]* tEMN)D(X) =132+ 19 (1 -1 9)=19

M-S +23-1) _ o 9 @1



