Cviceni 11.
Galtoniiv — Watsoniiv proces vétveni

Definice: Necht’ jedinec tvofici nultou generaci miize dat vznik 0, 1, 2, ... jedinclim
(potomktim) prvni generace. Analogicky kazdy jedinec z prvni generace miize dat vznik 0, 1,
2, ... jedinciim druhé generace atd. Pfitom ptedpokladame, Ze
a) pocet potomkil X nahodné zvoleného jedince ma pravdépodobnostni funkci

{pk prok =0,1,2,... L L . .
P(X =k)=41 ", , kterd nezavisi na zvoleném jedinci ani na generaci, do niz

0 jinak

prislusi;
b) jedinci z dané generace davaji vzniknout svym potomkiim vzajemné nezavisle.
Ozna¢me X, pocet jedincil n-té generace (specialné je Xo = 1). Za uvedenych ptredpoklada
posloupnost nahodnych veli¢in {Xn ;nE NO} tvoti homogenni markovsky fetézec s mnozinou
stavii J = {0, 1, 2, ...}. Tento fetézec se nazyva Galtoniv — Watsonlv proces vétveni.

Vlastnosti:
1 0 0

Po p, p,

1. Matice pfechodu mé tvar P = 5 ’
Po- 2PoPi Py +2pep,

4. Vi,jel:p, :{pj}i*.

2. Pro pravdépodobnostni vytvotujici funkci ndhodné veli¢iny X, plati:
gx (gx(@)pron=12,...
gx,., (z) =

, kde gy (z) je pravdépodobnostni vytvotujici funkce
Opron=0

nahodné veli¢iny X;.

3. Pro stfedni hodnotu a rozptyl nahodné veli¢iny X, plati:

2 n-1 n
wprouil
E(X,)=pn", D(X,)= n—1 ,kde u=E(X,),6* =D(X,)

no’prop=1

4. Pro pravdépodobnost vyhynuti v n-té generaci plati: P(Xn = O) =q, =gy (0)

5. Pro limitni pravdépodobnost vyhynuti plati:
a)Je-lip<1,pak limq, =1.

b)Je-lipu>1,pak limq, =&, kde € e (0,1) je nejmensi kladny kotfen rovnice z = gx(z).



Priklad: Uvazme G — W proces, v némz p, = %,pl = %,pz = %,pk =0,k=34,...
a) Vypoctéte prvky matice piechodu P proi=0,1,2aj=0, 1, 2, 3, 4.

b) Najdéte pravdépodobnostni vytvotujici funkei poctu jedinct ve 2. generaci.

¢) Pomoci pravdépodobnostni vytvotujici funkce poctu jedincii ve 2. generaci vypoctéte
pravdépodobnostni funkci.

d) Najdéte stfedni hodnotu a rozptyl poctu jedincti ve 2. generaci.

e) Vypoctéte limitni pravdépodobnost vyhynuti.

ReSeni:

Ada) Vi,jel:p, = {pj}1

Nulty fadek matice pfechodu ma prvky 1, 0, 0, 0, 0, ...

1. fadek matice ptechodu ma prvky %,%,%,0,0, .

Odvodime prvky 2. tadku matice pfechodu:

. 1Y 1
P2 = {po}z :p02 :(_j

5) 25
\ 1Y
Pay = {PosP1} = {PosPi}* PosP1} = Poby +PiPo = 2PoP, =2(§j =25
Par = {PosPisP2 ) =1PosPisPs J*{PosPisPa } =PoPs +P) +PsPe =P, +2PeP, =

2

5 55 25
2*

P2 = 1PosP1>P2sPs ) =1P0sP1sDssPs [ * {PosPisPasDs f = PoPs + PPy + Doy + P3Py =|p; = 0] =
13 6
) 22 2_5
PP, 5’5 95

2% 2
P =1{PosP1sP2>P3sPs) = 1Po>P1sPasPssPu ¥ (PosPraP2sPssPaf = PoPs +PiPs +Py° + PP, +PaPy =

3y 9
='p3=0’p4=°':p22:(§) "5

Matice pfechodu ma tedy tvar:

1 0 0 0 o0
%% 0 0
P=l1 2

5

76 9
25 25 25 25 25
Ad b) Abychom odvodili pravdépodobnostni vytvotujici funkei g (z), musime znat g (z)

- 1 1 3
gx(z):Zpkzk =D, erlerpzz2 =—+—z+=7°, tedy
k=0 5 5 5



33
Adc) P(X, =0)= =—),
) POX,=0)=g, (0)= 2
P(Xzzl)zigX (Z = 1 +236Z+3 18 Zz+4£23 =£,
dz 7" 7,, 125 125 125 125 |, 125
2
p( zzz)zld_zgx( =l(2£+3-2ﬁz+4-3222j zﬁ
2dz” o 20 125 125 125 0 125
3
p(X2 :3):ld_3gx (Z 21(3.2£+4.3£Zj zﬁ
6dz” "7, 6 125 125 ), 125
1 d* 1 27 27
(. =4) 24 dz"* ex( )(ZO 24[ 125)20 125
Add) E(X,)=0- 35 g AL 30 5 18, 27 2B B g
125 125 125 125 125 125 25
D(X,)= E(Xzz)—[E(Xz)]z =... =% =2,1504
Stiedni hodnotu a rozptyl veliCiny X, mizeme téz spocitat pomoci vztahu
2 n-1 n
T 1) S 2
E(Xn):M", D(Xn): M—l ,kde M:E(Xl),(y :D(Xl)

nc’prop =1

Nejprve spocteme stiedni hodnotu p poctu potomki jedince nulté generace:

11 .3 7
=E(X)=0-—+1-—-+2-==—=14
b =E(X) 55 755

A poté rozptyl: 6> = D(X): E(X )—[E(X)]2 :l+4§_f _65-49 16

5 25 25 25

5
, , , 49
Nyni dosadime do vzorce E(X,) =p :2—5 =1,96 a do vzorce
16.7(49_ j
2 (2
D(X,) =2 e -1) 25 5125 _ =B s
u—1 1-1 625
5

Vidime, ze obéma zptsoby vypoctu dospéjeme k témuz vysledku.



Ade)
Protoze p=1,4>1,pak limq, =&, kde e (0,1) je nejmensi kladny koten rovnice

L 13, <. . - TIPSV
z=g.(z)=—+-z+ gzz . ReSenim této kvadratické rovnice zjistime, Ze limitni

pravdépodobnost vyhynuti je % .



