10. Pravdépodobnostni vytvorujici funkce

10.1. Definice: Definice pravdépodobnostni vytvorujici funkce celo¢iselné nezdporné nahodné
veliiny.
Necht’ X je celoCiselna nezaporna nahodna veli¢ina s pravdépodobnostni funkci

p, prok =0,1,2,...
P(X = k) - {O jinak . Pravdépodobnostni vytvotujici funkce (dale znacena p.v.f.)
nahodné veli¢iny X je dana vztahem: 8x ()= kZOPka |7 <1,

0

Vysvétleni: Je zieyme, Ze p.v.f. je specialnim ptipadem vytvorujici funkce posloupnosti {an }nzo :
G,(2) = Z_; ,2" V tomto piipadé posloupnost 1Py i splituje vztahy:
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Je také vidét, ze 8x(2) = B(z*)



10.2. Priklad: Najdéte pravdépodobnostni vytvotujici funkci nahodné veliCiny X, ktera ma
rozloZeni: a) Po(L), b) Bi(n,9), c) Ge(9).
ReSeni:
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10.3. Véta: Vypocet pravdépodobnostni funkce pomoci pravdépodobnostni vytvoiujici funkce.
Je-1i gx(z) p.v.f. ndhodné veliCiny X, pak pro pravdépodobnostni funkci nahodné veliCiny X

_ gx(k) (2)
plati: Px = k!

prok=0,1,2, ...

z=0
Diikaz: Plyne z véty 10.4. kurzu Markovske fetézce, protoze p.v.f. je specialnim ptipadem
vytvortujici funkce.

10.4. Véta: Vypocet sttedni hodnoty a rozptylu pomoci pravdépodobnostni vytvorujici funkce.
Necht’ X je celoCiselna nezaporna nahodna veliCina s p.v.f. gx(z). Pak plati:

d2
EX) =L g (2], DO =<g (@) +EX)-[ECOF
dZ o dZ z=1
d d & c k-1 =
Diikaz: . 8x(2)],_ = —Zpkz = kakz = kak = (X)
dZ dZ k=0 z=1 k=1 z=1 k=1
d2 dZ o0 0 _ 00
8@, = = Spd| =Y k(k-1p,2? =Y k(k—1)p, = BX(X -1))=E(X?)-E(X
z dz” (5 s=1 k=2 =1 k=2

Odtud plyne, Ze E(X2 ) ~ @gx (z) + E(X) Protoze D(X) = E(X*) —[E(X)[ , dostaneme

z=1

dokazovany vztah.



10.5. Priklad: Pomoci pravdépodobnostni vytvorujici funkce najdéte sttedni hodnotu a rozptyl

nahodné veli¢iny X ~ Po()).
ReSeni: Podle ptikladu 10.2. (a) gx(z) = e*“.

E(X) = 4 gy (z)  =re"*V| =
dz 2=l z=1 ‘
d’ , d? A(z=1) 2 2 A(z-1) 2 2 2
D(X):FgX(Z) +E(X)—[E(X)] :Fe 1+7\,—7L :7\46 1+7\,—7\, :7\, +>\,—7\, :
Z Z zZ= 7=
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10.6. Véta: Véta o pravdépodobnostni vytvorujici funkci souctu n stochasticky nezavislych

celociselnych nezapornych nahodnych velicin.
Necht’ X, ..., X, jsou stochasticky nezavisle celoCiselné nezaporn¢ nahodné veliCiny, které maji

p.v.f. 8x, (z),. 2 8x, (Z) Pak pro p.v.f. transformovan¢ ndhodne¢ veliCiny Y= Z_:‘Xi plati:

gY<z>=ir“1[gXi (2).



10.7. Piiklad: Necht’ X, ..., X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, X; ~ A(9),
1=1, 2, .., n. Najdéte pravdépodobnostni vytvorujici funkci transformované nahodné veliCiny

n

Y=>X,
i=1

9% (1-9)" prok=0,1.
ReSeni: X; ~ A(s) = Px :{ ,1:1,2,...,n,

0 jinak
o0 1 1
gx,(2) =2 pz" =Y 9*(1- 9) "2 =3 (29)(1-9)" =1-8+29 . Podle véty 10.6. plati:
k=0 k=0 k=0

g, (2) =gy (2)-...-gx (2)=(1-9+29)' = Y ~ Bi(n,s)



10.8. Véta: Véta o pravdépodobnostni funkci souctu n stochasticky nezavislych celoc¢iselnych
nezapornych nadhodnych velicin.

Necht’ X, ..., X, jsou stochasticky nezavislé celo¢iselné nezaporn¢ nahodné veli¢iny, které maji
oy Pk prok =0,1,2,... B
vSechny stejnou pravdépodobnostni funkci P(Xi - k) - {0 jinak A=L...n pyy

n
transformovana nahodna veli¢ina Y = Z Xi ma pravdépodobnostni funkci
i=1

p(Y = k)= | P T Prok =01.2,..
0jinak ‘

Dukaz: Necht gx(z) je p.v.f. ndhodné veliCiny X, 1= 1, ..., n. Pak podle véty 10.6.

gv(z) = [gx(2)]". Podle véty 10.7. kurzu Markovské fetézce je posloupnost {P(Y =k)f; n-tou

. . w
konvolu¢ni mocninou posloupnosti {Pk }kzo .



10.9. Priklad: Necht’ X, X; jsou stochasticky nezavislé ndhodné veli¢iny, pfi¢emz
X;~Bi(n,s),1=1, 2. Pomoci véty 10.8. urCete rozloZeni transformované nahodné veli¢iny

Y =X, + X,

ReSeni:
n
( jSk (1-9)"prok =0,,...n
P =4\k
|0jinak

P(Y =y)=10,}" =DoDy +DiDyy +---+ Dy = (3}90(1 _g) (391((1 o)+
) @81(1 o (E . JS“ (=8 e @81‘ (1- 9)“(3)90(1 9y =
(s oo g o

=0 \J —J =0
k=0,1, .., 2n. Znamena to, ze Y ~ Bi(2n,9).
(Tento poznatek 1ze zobecnit pro r stochasticky nezavislych nahodnych veli¢in s tymz
binomickym rozlozenim Bi(n,9), 1 = 1, 2.. Jejich soucet bude mit rozloZeni Bi(r.n,9).)



10.10. Véta: Véta o pravdépodobnostni funkci souc¢tu ndhodného poctu stochasticky nezavislych
celociselnych nezapornych nahodnych velicin.
Necht’ X, X, ... jsou stochasticky nezavislé celoCiselné nezaporne nadhodné veliciny, které¢ maji

_ . p, prok=0,1,2,... . .
viechny stejnou pravdép. funkci P(X; =k)= Ojinak 1=12,... 3 N je celo¢iselna
q, pron=0,1,2,...

nezaporna nihodné veli&ina, ktera ma pravd&podobnostni funkeiP(N =n)= { .

0jinak . Pak

transformovana néhodné veli¢ina S= 2. X, (soucet ndhodneho poc¢tu ndhodnych veli¢in) ma
i=1

— an {pk }n* prok=0,1,2,...
n=0

0jinak

pravdépodobnostni funkci P(S = k) =

Diikaz: PouZijeme vzorec tplné pravdépodobnosti P(A)= D P(H)P(A/H;), kde I je nejvyie

il
spocetna indexova mnozina a {H;;i eI} je uplny systém hypotéz. Oznaéme A={S=k}, H,={N=n}.
Pak P(H,) = P(N=n), P(A/H,)) = P(S=k/N=n) = P(X,+...+Xy=k/N=n) = P(X+...+X,=k), ovSem

podle véty 10.8. P[Z X; = k] ={p.}" . Po dosazeni do vzorce uplné pravdépodobnosti dostaneme

0

P(A)= ip P(A/H,)=>q,{p. | . k=0L2,...

n=0 n=0






10.12. Priklad: Necht’ X, X,, ... jsou stochasticky nezavisl¢ nahodné veliCiny, pfiCemz
X;~A(9),i=1,2, ... Necht'N je na nich nezavisla nahodna veli¢ina, N ~ Po(X). Najdéte
rozlozeni ndhodné veli¢iny S =X + ... + X\.

gk (1 — S)I_k prok =0,1 {p }n* (E)Sk (1 — S)H_k prok=0.,1,...,n
b k

ReSeni: D% ~ {Ojinak
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S ~ Po(A9).



10.13. Véta: Véta o pravdépodobnostni vytvorujici funkci ndhodné veli€iny S.
Pro p.v.f. nahodné¢ veliCiny S plati gs(z) = gn(gx(2)).
Dukaz:

55(2)= 2t =3 5 a0 2 =30, 2 2 = Da fex (o) = e @)

k=0 k=0 n=0 =0 k=0

10.14. Priklad: Pro ndhodnou veli¢inu S z ptikladu 10.12. odvodte pravdépodobnostni
vytvorujici funkci.

o0 1
Redeni: X; ~ A(9) = &x(2) = kZ_;pkzk - kZ_;Sk(l—g)l‘kzk =1-9+29

A(z-1) A(1-9+28-1) _ ekS(Z—l) = S~ PO( }\.9‘)

N ~Po(h) = gn(2) =¢€"" 7, g4(z) = gn(gx(2)) = ©



10.15. Véta: Véta o stfedni hodnoté€ a rozptylu nahodné veli¢iny S .

Necht’ X, X,, ... jsou stochasticky nezavisle celoCiselné nezaporné nahodné veliCiny, které maji
v$echny totéZ rozlozeni se stfedni hodnotou p a rozptylem o”. Necht' N je na nich nezavisla
celoCiselna nezaporna nahodna veli¢ina. Pak nadhodna veli¢ina S = X, + ... + Xy ma stfedni
hodnotu E(S) = E(N) p a rozptyl D(S) = D(N)u* + E(N)o”.

Dukaz:
E®) = 8.2, = e @), — e (e @ (), =2 (ex e (1)
- (e '() = E(N)E(X) = E(N)n

d2
D) =—78(2) +E®)- [ES)] . Nejprve spoéteme 2. derivaci p.v.f. v bodé z=1:

;22 5@, =" (ex@ex' @]+ e (ex ()" ()

=g\ (I)Pl + E(N)gX (1)
Ze vzorce pro rozptyl plyne, ze €x ”(1) = D(N) B E(N)+ [E(N)]2 : gX"(l) =0" —p+p’, tedy

& = D(N)u? ~ E(N)u* + [B(N)Fis? + E(N)o? ~ E(N)u+ BN po dosazent:

@gs
D(S)=D(N)u?> - E(N)u? + [EN)Pu? + E(N)o? = E(N)u + E(N)u? + E(N)u — [E(N)[ p? =
=D(N)u’ + E(N)o?

=gy + gy ' (gx"(1) =




