10. Pravdépodobnostni vytvorujici funkce

10.1. Definice: Definice pravdépodobnostni vytvoiujici funkce celo¢iselné nezaporné nahodné
veliCiny.
Necht’ X je celo¢iselnd nezdpornd nahodna veliCina s pravdépodobnostni funkci

P(X:k):{

p, prok=0,1,2,...

0jinak . Pravdépodobnostni vytvotujici funkce (dale znacena p.v.f.)

N
néhodné veli¢iny X je dana vztahem: 8x(2)= kZ_;P K20 g <1,

0

Vysvétleni: Je ztejmé, Ze p.v.f. je specialnim pripadem vytvorujici funkce posloupnosti {an }nzoz

G,(2)= Z_(; 0,2V tomto piipadé posloupnost P fio splituje vztahy:
Vk=012,...:p, 20, 2P =1
k=0

Je také vidat, ze 8x(2) = E(z*)=Yp, 2" .

k=0



10.2. Priklad: Najdéte pravdépodobnostni vytvoiujici funkci nahodné veli¢iny X, ktera ma
rozlozeni: a) Po(A), b) Bi(n,s), c) Ge(s).

Reseni:

7\}( Y

_|—e " prok=0,12,...

ad a) P = K

9

0jinak

o0 ) k k
gX(Z) = Zpkzk = Z%e_kzk :e_kz (}\‘Z) :e_}‘ . e?»z — CMZ_D
k=0 .

0
k=0 k=0 k'

[E)Sk (1-9) *prok =0,1,...,n

adb) Px ~ ,
0jinak
gy (z) = Zw:pkzk = i(E)Sk (1 - S)H_kzk :Zn: (E)(ZS)I( (1 - S)H_k :(1 -3+ z\(})n

P = (1-9)9prok =0,1,...
ad ¢) 7% " gjinak >

0

gy (2) = ipkzk = Z(l—g)kgzk =5}i((z(1—9))k =%.



10.3. Véta: Vypocet pravdépodobnostni funkce pomoci pravdépodobnostni vytvorujici funkce.
Je-li gx(z) p.v.f. nahodné veli¢iny X, pak pro pravdépodobnostni funkci nahodné veliCiny X

_ gx(k) (z)
plati: P = k!

prok=0,1,2, ...

z=0
Dikaz: Plyne z véty 10.4. kurzu Markovskeé fetézce, protoze p.v.f. je specialnim piipadem
vytvorujici funkce.

10.4. Véta: Vypocet stfedni hodnoty a rozptylu pomoci pravdépodobnostni vytvotujici funkce.
Necht’ X je celo¢iselna nezapornd ndhodna veli¢ina s p.v.f. gx(z). Pak plati:
d d’

E(X) = - 8 ()|, DX)= d—gx(Z)

- +EX)-[EXJ"

z=1

z=1

> kp, =E(X)

z=1 k=1

d d & K
Diikaz: ng(z)zﬂ = @Zpkz

k=0 z=1 k=1
d2 2 o ) ~ )
S @, = S0 =S| =Skl b, = E(X(X-1)=E(x)- E(x
Z Z -0 ,o1 k=2 2=1 k=2

d2

Odtud plyne, Ze E(Xz): 72x(2)

dokazovany vztah.



10.5. Priklad: Pomoci pravdépodobnostni vytvortujici funkce najdéte sttedni hodnotu a rozptyl
nahodné veliCiny X ~ Po(A).
ReSeni: Podle ptikladu 10.2. (a) gx(z) = " ".

— d — 9 aoMz=D) —
EX)=—gu(2)], =27 =2

D(X) = %gx(z) +E(X)-[EX)] = %e“z‘l)

A=K =R - =R AR

z= 7=

z=1

10.6. Véta: Véta o pravdépodobnostni vytvorujici funkci souctu n stochasticky nezavislych
celoCiselnych nezapornych nahodnych velicin.
Necht’ X4, ..., X, jsou stochasticky nezavisl¢ celoCiselné nezdporne nahodné veli€iny, které maji

p.v.f. 8x, (z),, -5 8x, (Z) Pak pro p.v.f. transformované nahodné veliCiny Y= Z}Xi plati:

gy (Z) = I:ngi (Z)



10.7. Priklad: Necht’ X, ..., X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, X; ~ A(9),
1=1, 2, .., n. Najdéte pravdépodobnostni vytvoiujici funkci transformované nahodné veli¢iny

Y=>X
i=1

=]

K 1-k .
9*(1-9) pmk_o’l,izl,2,...,n

ReSeni: X ~ A(s) — Px = {0 jinak ’

1

© 1
gx,(2) =2 pz" =2 9°(1-9) " 2" = 3 (28) (1-9)™ =1-9+28 poie vety 10.6. plati:
k=0 k=0

k=0

gy(2) =gy (2)-...-8x (2)=(1-9+28)" = v ~ Bi(n,»).



10.8. Véta: Véta o pravdépodobnostni funkcei souctu n stochasticky nezavislych celoCiselnych
nezapornych ndhodnych velicin.

Necht’ X4, ..., X, jsou stochasticky nezavislé celoCiselné nezdporné nahodné veli€iny, které maji
oy Pk prok =0,1,2,... . B
vSechny stejnou pravdépodobnostni funkci P(Xi - k) - {0 jinak d=L...n pay

transformovana néhodné veliina ¥ = ZI: Xi ma pravdépodobnostni funkci
P(Y :k): {pk }n*prOk :071’2""
0jinak '
Diikaz: Necht’ gx(z) je p.v.f. nahodné veli¢iny X;, 1= 1, ..., n. Pak podle véty 10.6.
gv(z) = [gx(2)]". Podle véty 10.7. kurzu Markovské fetézce je posloupnost {P(Y = k)}f:o n-tou

. . ©
konvolu¢ni mocninou posloupnosti {Pk }k:O :



10.9. Priklad: Necht’ X, X, jsou stochasticky nezavislé ndhodné veli€iny, pfi¢emz
X;~Bi(n,s),1=1, 2. Pomoci véty 10.8. urCete rozlozZeni transformované ndhodné velic¢iny

Y= X1 + Xz.
ResSeni:
n
[ ]Sk (1-9)" " prok =0,1,...n
Py = k
0jinak

P(Y =y)={p, )" = PoPy + PPy +.-+ PyDy = (gjgo(l _ Q)H(EJSKG NI
+ @91 (1-9)" (E ) Jskl (1-9) ™ 4.+ @sk (1-9)* (gjgo (1—9) -
o3 Rt o3 0 W & b B

=)

k=0,1,...,2n. Znamenato, ze Y ~ Bi(2n,s).

(Tento poznatek 1ze zobecnit pro r stochasticky nezavislych ndhodnych veli¢in s tymz
binomickym rozloZzenim Bi(n,s), 1= 1, 2.. Jejich sou€et bude mit rozloZeni Bi(r.n,s).)



10.10. Véta: Véta o pravdépodobnostni funkci sou¢tu ndhodného poctu stochasticky nezavislych

celoCiselnych nezapornych nahodnych velicin.

Necht’ X, X,, ... jsou stochasticky nezavislé celoCiselné nezdporné ndhodné veli¢iny, které maji
p, prok =0,1,2,...

viechny stejnou pravdép. funkci P(X; = k)={ .

0jinak 1=12,... a N je celoc¢iselna

q, pron=0,1,2,...

nezaporna ndhodna veli¢ina, ktera m4 pravdépodobnostni funkei P(N =n)= { .

0jinak . Pak

transformovana néhodna veli¢ina S= 2. X; (soucet ndhodného poctu nahodnych veli¢in) ma
i=1

«=2.d,1p )" prok=0,12,...
n=0

0jinak

pravdépodobnostni funkci P(S = k) =

Diikaz: Pouzijeme vzorec Uplné pravdépodobnosti P )=> P(H,)P(A/H,) , kde I je nejvyse

iel
spocetna indexova mnozina a {H;;i €I} je Uplny systém hypotéz. Oznaéme A={S=k}, H,={N=n}.
Pak P(H,) = P(N=n), P(A/H,) = P(S=k/N=n) = P(X;+...+Xy\=k/N=n) = P(X;+...+X,=k), ovSem

podle véty 10.8. P(Z X; = kj ={.1" . Po dosazeni do vzorce uplné pravdépodobnosti dostaneme

P(A)= i P(A/H,) i k=012,

n=0 n=0



10.11. Definice: Definice slozeného rozlozeni.

N

o0 v = . /4 r \ 4 4 4

RozloZeni {hk }kzo transformované nahodné veliiny S Z Xise nazyva slozené rozlozeni.
i=1



10.12. Priklad: Necht X, X,, ... jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, pficemz
X;~A(9),i=1,2, ... Necht'N je na nich nezavisla ndhodna veli¢ina, N ~ Po()). Najdéte

rozlozeni ndhodné velic¢iny S = X; + ... + X\.

9%(1-9) " prok =0, oI @91‘(1—9)“kprokzo,l,...,n
k

Reéeni: P = {OJlnak

0jinak
—ne_k ron=0,1,2,...
q, = n! P
0jinak
= >\,n YR -k - = 1 n—k
h, =) —e™| [9(1-9) " =e9" AM1-9) " =]A" =
k nZl;n' (kj (1-9) nzkk!(n—k)! (1-9)

—x kk 1 9]“k - kw[k(l_g)]n_k_-_ .
P Zk k'(n K)! _k!e (7‘9);; (n—k)! =li=n-¥|=
ke M=) 1 s (A8)

:kl!e (r9) Z—[( ) = (19) e ):(k!) e =

=0 J!

S ~Po(A9).



10.13. Véta: Véta o pravdépodobnostni vytvorujici funkci nahodné veliCiny S.
Pro p.v.f. ndhodné veliCiny S plati gs(z) = gn(gx(2)).
Diikaz:

ihkz 3 =, Y ) Zq gx(2)] =gy (2x(2))

0
k=0 n=0 n=0 k=0

10.14. Priklad: Pro ndhodnou veli¢inu S z ptikladu 10.12. odvod’te pravdépodobnostni
vytvorujici funkci.

ReSeni: X; ~ A(9) = 8x(2) = Zpkz —ZS 1-9)" 2" =1-9+29

k=0
RACS)

N ~Po(h) = gn(2) = , 85(2) = gn(gx(@) = "7 = = S~ Po(19).



10.15. Véta: V¢éta o stiedni hodnoté€ a rozptylu ndhodné veliCiny S .

Necht’ X, X,, ... Jsou stochasticky nezavisle celoCiselné nezaporné nahodné veli€iny, které maji
v§echny totéZ rozlozeni se stfedni hodnotou p a rozptylem o°. Necht N je na nich nezavisla
celoCiselnd nezdporna nahodna veli¢ina. Pak nahodna veli¢ina S = X + ... + Xy ma stfedni
hodnotu E(S) = E(N) p a rozptyl D(S) = D(N)u* + E(N)o”.

Dikaz:

E(S) = %gs(zﬂz_l

4= %gN(gX(Z)Xzzl = gN'(gX(Z))gX'(ZXFl = gN'(gX(l))gX'(l):

= 2y (e« (1) = B(N)E(X) = E(N)u

2

DE) =78 +E®)- [E®)] . Nejprve spodteme 2. derivaci p.v.f. v bodé z=1:

z=1
d2
dZZ gs Z z=1 -

gN”(gx(Z))gX'(Z)ZLZ1 + gN'(gX (Z))gx”(z)‘zzl = gN”(l)gX'(l)2 + gN'(l)gX”(l) =
=g\ "(n* + E(N)gy (1)

Ze vzorce pro rozptyl plyne, Ze gN”(l):D(N) ( ) [ ( )]2 gx' () Gz‘—lv“rlvlz,tedy
. = DN = BN + [N 1 + E(N)o ~E(NJu+ BN po dosazent

42 —~ 2 8s
D(5)= D(Nh — BNk [P+ E(No? - E(Np+ BN + E(N BN P -
=D(N)u* + E(N)o’




