11. Galtonuv — Watsontuv proces vétveni

11.1. Definice: Necht jedinec tvotici nultou generaci mize dat vznik 0, 1, 2, ... jedinctim
(potomkim) prvni generace. Analogicky kazdy jedinec z prvni generace mize dat vznik 0, 1, 2,
... jedinclim druh¢ generace atd. Pfitom predpokladame, Ze

a) pocet potomkli X ndhodné zvolen¢ho jedince ma pravdépodobnostni funkci

P(X:k):{

prislusi;

b) jedinci z dané generace davaji vzniknout svym potomkim vzajemné nezavisle.

Oznacme X, pocet jedinci n-té generace (specidlné je Xy = 1). Za uvedenych predpokladi
posloupnost ndhodnych veligin {X,;n € N, | tvoii homogenni markovsky fetézec s mnozinou
stavii J = {0, 1, 2, ...}. Tento fetézec se nazyva Galtonliv — Watsonliv proces vétveni.

p, prok =0,1,2,...

0 jinak , kterd nezavisi na zvoleném jedinci ani na generaci, do niz



11.2. Oznaceni: Zavedeme nahodne veli¢iny Uy, k =1, 2, ... které maji stejné rozlozeni jako
nahodna veli¢ina X; a jsou stochasticky nezavisl¢ jak mezi sebou, tak na veli¢inach X, X;, ...
Veli¢ina Uy udava pocet potomkt k-t€ho jedince v n-té generaci. Je zieyme, ze

X1 = Ui + Up + ... + Usxa.

[lustrace:

11.3. Véta: Pravdépodobnosti pfechodu p; = P(X,, =] / X1 =1) splityji vztah: Vi,jel:p; = {P j}i*

lproj=0
s pocatecni podminkou Poj = {0 Sl tedy matice pfechodu ma tvar
1 0 0
Po P P

Py, 2PoPy Dy +2PPs

%o i .
Diikaz: Py =P(X, =j/X,, =i)= P( Ui =1/X, _i] - P[ZUHU( _j] - {Pj }1 podle véty 10.10.

k=1



11.4. P¥iklad: Necht {X,;ne N} je Galtontiv — Watsonilv proces vétveni s mnozinou stavil
J=10, 1, 2, ...} a vektorem pocate¢nich pravdépodobnosti p(0) = (Y4, %4, 2, 0, ...). Najdéte
matici ptfechodu P.

ReSeni:
10 0 (1 0 0
b_| P B D, | |va va 12
T bl 2pep, 2pups +PC .| |1/16 2/16 5/16

11.5. Véta: Pro pravdépodobnostni vytvotujici funkeci ndhodné veliCiny X, plati:
an (gX (Z)) pron = 1929 <o
an+l (Z) =

Opron =0 , kde gx(z) je pravdépodobnostni vytvoiujici funkce
nahodné veliCiny X.

Xn
Diikaz: Protoze n = kZ_;Unk je soucet nahodneho poctu nahodnych veli€in, tvrzeni plyne

z veéty 10.13.



11.6. P¥iklad: Necht {X,;n € Ny} je Galtontiv — Watsontiv proces vétveni, piicems?
nahodna veli¢ina X se fidi rozlozenim A(9), tedy jeji pravdépodobnostni vytvorujici
funkce ma tvar gx(2) =1—38+z8 . Najdéte pravdépodobnostni vytvorujici funkci
nahodné¢ veli¢iny X,.

Reseni:

g.(2)=1-9+29=1-9(1-2)

gxz(z) = gx(8x(2)) = 1_8"'8(1_‘9_"28): 1_82(1_2)

gx, (2) = gx, (8x(2)) :1_92[1_(1_‘9"'2‘9)]:1_93(1_9)
Obecné: 8x (2)=1-9"(1-9) pron=1,2, ...



11.7. Véta: Necht p je stiedni hodnota a 6° je rozptyl ndhodné veli¢iny X,. Pak pro stiedni
hodnotu a rozptyl ndhodn¢ veli¢iny X, plati:

(62Hn—1 (Hn _1)
E(X )=p",D(X,)=4 pn-1
\ncz propn=1
Diikaz: Provedeme matematickou indukci. Z véty 10.15. plyne:
E(Xn+1) - E(Un,l +...t Un,Xn) — E(Xn )H — Mnu = HHH c

Necht’ p # 1. Pak

prou =1

2 n-1( n
D(Xn-i-l):D(Un,l—'_"‘_'_Un,X ):D(Xn)H2+E(Xn)GZ :G M (“1 1)“2+“n62 =
a -
2 n+1( n_l) 2 204l 2 n+l 2 n+l 2 n 2 n( n+l 1)
_ 9 e Jr“nGZZGFL op +op g e -
n—1 n—1 n—1
Necht u=1.

Pak D(X,1)=DX,) +6°=no°+o°=(@n+ 1) 6°.



11.8. Priklad: Pro zadani piikladu 11.4. vypoctéte sttedni hodnotu a rozptyl poctu potomkii v n-
té generaci.
(Pfipomenme, Ze vektor po€ateCnich pravdépodobnosti p(0) = (Y4, Y4, 2, 0, ...).)
ReSeni:
1 1
E(X, )=p=0-—4+1-—+2-
( 1) H A A

L
2

4

pix, )= 7210 =)@ ler 1] n(sjm _1}

eix =[5

! n—1 2= 4 4
11.9. Véta: Oznacme q, = P(X,, = 0) pravdépodobnost vyhynuti v n-t¢ generaci. Pak plati:
qn - an (O) c

Dikaz: &x, (2) = ZP(Xn = k)Zk —Ex. (0) = P(Xn = 0) =q,

k=0



11.10. Véta: Necht' 0 <p,< 1. (Krajni ptipady po = 0 a pp = 1 vylucujeme, protoze pro p, =0 je
qQu=0provSechnan=1,2,...apropo=1jeq,=1provSechnan=1, 2, ...)

a) Je-lip <1, pak Imq, =1,
b) Je-li p> 1, pak 1111_1?0 4y =S, kde & € (0,1) je nejmensi kladny kotfen rovnice z = gx(z).

Interpretace: Je-1i p < 1, pak s pravdépodobnosti 1 proces dosahne jen kone¢né mnoha generaci.
Je-1i > 1, pak s pravdépodobnosti & proces dosahne kone¢né mnoha generaci a

s pravdépodobnosti 1 — § dosahne nekone¢né mnoha generaci.

Diikaz: nebudeme provadeét.

11.11. Priklad: Pro Galtoniiv — Watsonilv proces z ptikladu 11.4. najdéte limitni hodnotu
pravdépodobnosti vyhynuti.
Reseni:

5

5
V piikladu 11.8. bylo vypoéteno, ze E(X,)= 4 - Protoze > 1 podle tvrzeni b) véty 11.10.

2
1 k
rlll—I)rolo 9o = E«‘, kde & € (0,1) je nejmensi kladny kofen rovnice z = gx(z) = kZ_;P kZ =

1 1 1 3+49-8 1
:ZJFZZJFEZz =>dz=1+2+22°22" -32+1=0=2, :_T: 1 Podminku spliuje kofen %,
2

tedy limitni hodnota pravdépodobnost i vyhynuti je 0,5.



11.12. Poznamka: Piedchozi vysledky lze snadno zobecnit na ptipad, kdy nultd generace je
tvorena ko > 1 jedinci. Pak pron=1, 2, ... plati.

a) E(Xn ) =kou"

k, Cal <Hn _l)prou # 1
b) D(X,) =+ n—1
\konczprou =1
, lprop <1
©) fllglgoqn B {ikO prou > 1

Lze si totiz predstavit, Ze vedle sebe se navzajem nezavisle vétvi ky populaci, z nichz kazda
vznikla z pravé jednoho jedince.



Prakticka aplikace Galtonova — Watsonova procesu vétveni v demografii

Vychozi data

Budeme vysetfovat sled generaci Zenské populace Ceskoslovenska. Mame k dispozici udaje z roku 1961,
které popisuji rozdéleni Zen ve vékovém intervalu (45 let, 50 let) (tedy na konci reprodukéniho obdobi)
podle poctu zivé narozenych déti. Zen v tomto vékovém intervalu bylo 450259.

pocet déti| oznacCeni| pocet Zen
0 c0 65387
1 c1 78901
2 c2 136150
3 c3 79878
4 c4 39387
5 c5 19856
6 c6 15365
7 c7 7683
8 c8 3841
9 c9 1921
10 c10 960
11 c11 480
12 c12 240
13 c13 120
14 cl4 60
15 c15 30

Tabulka 1 - vychozi data



Stanoveni pravdépodobnosti narozeni dcery, ktera se doZije reprodukéniho véku 25 let

Zajimaji nas pouze potomci Zenského pohlavi. Je znamo, Ze v r. 1961 byl pomér poctu Zivé narozenych

chlapcii k poctu zivé narozenych divek 1,055 (tzv. ukazatel maskulinity). Tedy pravdépodobnost narozeni
1

141,055

Dile je znamo z umrtnostnich tabulek CSR pro rok 1961, e pravdépodobnost doziti 25 let pro Zenu je

0,96788. Tedy hodnotu h = 0,96788 . —!

1+1,055
narozeny potomek je dcera, ktera se doZije véku 25 let.

divky je =0,48662.

= 0,470988 lze povazovat za pravdépodobnost, Ze Ziveé




RozloZeni poctu Zen podle poctu dcer, které se doziji reprodukéniho véku 25 let

Necht’ c;je pocet Zen s 1 potomky. Z vlastnosti binomického rozlozeni plyne, Ze z poctu c; pfipada (1-h)'c; na
7eny s zadnou 25 letou deerou, ih(1-h)"'c; na Zeny s pravé jednou 25 letou dcerou atd.

pocet potomku|pocet zen|rozdéleni Zen podle poctu 25 letych dcer

Cs (1 'h)dC3 3h(1 'h)2C3 3hz(1 'h)C3
Cy (1 'h)4C4 4h(1 'h)5C4 6hz(1 'h)ZC4

0 1 2
0 Co Co 0 0
1 C4 (1 -h)C1 hc;, 0
2 ¢, | (1-)yc, | 2h(1-h)c, h2c,
3
4

suma c PoC piC p2C

Tabulka 2 — rozd€leni py, pi, ... Zen podle poctu 0, 1, ... 25 letych dcer
konstruované na zaklad¢ poctl ¢, ¢, ... Zen s 0, 1, ... potomky.



Numerické vyhodnoceni tabulky 2:

pocet potomku|pocet zen| rozdéleni Zen podle poctu 25 letych dcer
0 1 2 3 4
0 65387 | 65387 0 0 0 0
1 78901 | 41740 | 37161 0 0 0
2 136150 | 38102 | 67846 |30202| O 0
3 79878 | 11826 | 31586 |28121| 8645 0
4 39387 | 3045 | 10985 |14671| 8708 | 1938
suma 450259 [161420|153833|85789(31330| 11549

Na zakladg této tabulky lze stanovit pravdépodobnosti py, p1, p2, --

161420
Po = 50259

=0,358504,

p1 =0,3416544, p, = 0,1905325, p; =0,0695821, ...

Sttedni hodnota p= p; + 2ps + 3ps + ... = 0,341655 +2.0,190533 +3.0,069583 +...= 1,111166 >1




Matice pravdépodobnosti prechodu

1 0 0

Po P P>
Po> 2PoP:i Dio +2DPoD

V naSem piipad¢ tedy dostavame:

1 0 0 0
0,358504 0,341655 0,190533 0,069583
0,128525 0,244969 0,253342 0,180085
0,046077 0,131733 0,199067 0,206734




Pravdépodobnostni rozloZeni poCtu 25 letych dcer v n-té generaci

Pro vektor absolutnich pravdépodobnosti plati zakon evoluce: p(n) = p(0)P".

V nasledujici tabulce jsou uvedeny slozky vektoru p(n) pron=0, 1, ..., 10

>

0

1

2

3

4

5

6

7

1,000000

0,000000

0,000000

0,000000

0,000000

0,000000

0,000000

0,000000 ...

0,358504

0,341655

0,190533

0,065830

0,025651

0,009428

0,003191

0,001013] ...

0,509170

0,174495

0,131214

0,078222

0,046294

0,026754

0,015134

0,008447] ...

0,593159

0,105974

0,090446

0,064523

0,045799

0,031962

0,022014

0,015040] ...

0,646756

0,071021

0,065064

0,051054

0,039920

0,030799

0,023537

0,017881]...

0,683843

0,050729

0,048627

0,040485

0,033619

0,027604

0,022493

0,018246] ...

0,710930

0,037884

0,037477

0,032484

0,028103

0,024071

0,020485

0,017367] ...

0,731494

0,029234

0,029590

0,026409

0,023533

0,020781

0,018246

0,015970] ...

0,747563

0,023131

0,023824

0,021736

0,019805

0,017894

0,016085

0,014416| .

0,760402

0,018665

0,019489

0,180087

0,016768

0,015422

0,014117

0,012887] .

olo|o|Nlo|a| s lw|n=|o

0,770845

0,015300

0,016151

0,015194

0,014281

0,013322

0,012371

0,011460

Tabulka 3 — pravdépodobnostni rozloZeni pi(n) poctu i 25 letych dcer v n-t€¢ generaci

V prvnim sloupci jsou pravdépodobnosti vyhynuti (v Zenské linii). Je vidét, ze v 10. generaci je

pravdépodobnost vyhynuti py(10) = 0,770845 hodné vysoka. Naproti tomu pravdépodobnosti libovolného
nenuloveho poctu dcer jsou velice malé (napt. pro jednu dceru p;(10) =0,015300 a s rostoucim poctem
generaci se stale sniZuji.



Vytvorujici funkce poctu 25 letych dcer v n-té generaci

an (Z) - ankzk
k=0

Z

91(2)

92(2)

d3(z)

94(2)

gs(2)

0,0

0,358504

0,509170

0,593159

0,646756

0,683843

0,1

0,394647

0,528015

0,604730

0,654564

0,689446

0,2

0,435057

0,550027

0,618573

0,664047

0,696322

0,3

0,480260

0,575893

0,635302

0,675717

0,704892

0,4

0,530872

0,606507

0,655773

0,690318

0,715785

0,5

0,587619

0,643056

0,681205

0,708964

0,729979

0,6

0,651360

0,687140

0,713398

0,733401

0,749073

0,7

0,723115

0,740967

0,755101

0,766513

0,775872

0,8

0,804109

0,807566

0,810729

0,813400

0,815726

0,9

0,895811

0,891733

0,887770

0,883881

0,880022

1,0

1,000000

1,000000

1,000000

1,000000

1,000000

Tabulka 4 — hodnoty vytvorujici funkce g,(z) poctu 25 letych dcer v n-té generaci







Pravdépodobnost vyhynuti

Limitni hodnotu pravdépodobnosti vyhynuti 1ze ziskat jako nejmensi kladny kotfen rovnice
2= g(2), kde g(2) = g1(2) = po + piz+ Po7 + ...

V nasem piipadé feSime rovnici z = 0,358504 + 0,341655z + 0,19053322 + 0,06958323 + ...
Vysledek: € =0,834043

Je zajimavé posoudit rychlost konvergence posloupnosti q, pravdépodobnosti vyhynuti potomkil v Zenské
linii v jednotlivych generacich k piislusné limitni hodnoté & = 0,834043 - viz 1. sloupec v tabulce 3.

Pro zajimavost jesté uvedeme limitni hodnoty pravdépodobnosti vyhynuti potomki v Zenské linii pro rizné
zemé (idaje jsou z roku 1960).

zemé &

Peru 0,2620

Japonsko | 0,3242

Mexiko 0,4066

Madarsko|0,7130

USA 0,8209




