3. Exponencialni rozlozeni a jeho vlastnosti

3.1. Definice: Spojitd nahodna veli¢ina X ma exponencidlni rozloZeni s parametrem A > 0,
jestlize hustota @(x) ma tvar:

B re™ prox >0
(P(X)— 0 jinak . Zkracené piSeme X ~ EX(K).

Pribéh hustoty exponencialniho rozloZeni pro rtizné hodnoty parametru A:
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3.2. Poznamka: Nahodna veli¢ina X udava dobu ¢ekani na ptichod néjaké udalosti, ktera se
muZe dostavit kazdym okamZikem se stejnou Sanci bez ohledu na dosud pro¢ekanou dobu. (Jde
o tzv. Cekani bez paméti.) Pfitom 1/A vyjadiuje stfedni hodnotu doby ¢ekani. Lze odvodit, Ze:

q)( )_ 1-e™ prox>0
a) distribuéni funkee "7 g sinak
e™ prox >0
b) funkce pf’CZlﬁ \P(X) =1- CD(X) - {1 jinak
2 (x) = LP'(x) —Ae ™™
c) intenzita poruchy (téZ rizikova funkce) (X) - T(x) “Ax

_ 1
d) kvantilova funkce O 1(OL) = _Kln(l - 0‘)» a e (0,1)

1
e) stfedni hodnota E(X)= -

1
f) rozptyl D(X) = 2

In2
g) median *os0 = B



Pribéhy dualezitych funkci exponencidlniho rozlozeni
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Distribuéni funkce exponencialniho rozlozeni

Intenzity poruchy exponencialniho rozlozeni

—15
6— 1
—05

—15
6— 1

— 05
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3.3. Poznamka: Exponencialni rozloZeni Ex(A) je specialnim ptipadem dvouparametrick€ho
exponencidlniho rozloZenim Ex(A, A), kde parametr A > 0 udava dobu, po kterou udalost
nemuZe nastat. Hustota:

Ae ) prox > A
o(x)= { :
0 jinak

Exponencidlni rozlozeni je specialnim ptipadem Erlangova rozloZeni Er(k, A) pro k = 1.
Nahodna veli¢ina X s rozloZzenim Er(k, A) vyjadifuje souhrnnou dobu ¢ekani na k-ty vyskyt
udalosti, kterd se miize dostavit kazdym okamzikem se stejnou Sanci bez ohledu na dosud

1
pro¢ekanou dobu. Pfitom N je stfedni hodnota doby ¢ekani od vyskytu predeslé udalosti.
k—1
(kX) e prox >0
o(x)=1 (k—1)

Hustota: ~
0 jinak

(Erlangovo rozloZeni je specidlnim pfipadem gama rozloZeni, kde prvni parametr je pfirozene

Cislo.)
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Grafy hustot Er(3, 1), Er(5, 1), Er(7, 1): Grafy intenzit poruchy Er(3, 1), Er(5, 1), Ex(7, 1):
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Intenzita poruchy Erlangova rozloZeni je rostouci funkce, proto je toto rozloZeni vhodné pro
modelovani procest starnuti.



3.4. Priklad (Praktické vyuziti zakladnich vlastnosti exponencialniho rozlozeni)

Dlouhodobym pozorovanim v urc¢ité prodejné bylo zjiSténo, Ze 40 % zakazniki je obslouzeno do
3 minut. Lze predpokladat, Ze doba ¢ekani se fidi exponencidlnim rozloZenim.

a) UrCete parametr A exponencialniho rozloZeni.

b) Vypoctéte sttedni hodnotu doby cekani na obsluhu.

c) Jakd je doba ¢ekani, kterou polovina osob nepiekroci?

@) Jake procento zakaznikli bude na obsluhu ¢ekat déle nez 6 minut?

ReSeni:

_ 1
Ad a) Je znamo, ze ®'(0,4)=3. Pfitom P Ha) = —xln(l - a), tedy

“In(l-a)  In(1-04)

o)

=0,1703

= o = 5,87 min = S5min 52s

1
E(X)=—
Adb) () A 01703

In2  In2
A 0,1703

Add) P(X>6)=¥(6)=e* =e"""" =036,

Znamena to, ze 36 % zakaznikt bude ¢ekat déle nez 6 minut.

Ad c) Hleddme median, tedy pocitame =4,07min = 4min 4s



3.5. Véta: Necht X ~ Ex(1). Pak plati: Vt >0,Vh >0:P(X > t+h/X>t)=P(X >h)

Vysvétleni: Tato véta vysvétluje, proC se exponencidlnimu rozlozeni fika rozlozeni bez paméti.
Jestlize nahodna velic¢ina X udava dobu do poruchy néjakého zatizeni, pak pravdépodobnost, ze
zatizeni, kter¢ pracovalo po dobu aspon t, bude pracovat bez poruchy aspon po dobu t + h, je
stejna jako pravdépodobnost, Ze zatizeni bude pracovat bez poruchy po dobu aspon h — jako
kdyby ,,zapomnélo* jizZ odpracovanou dobu t.

Dukaz:

P(X>t+hAX>t) P(X>t+h) W(t+h) ™ e

PX> t+h/X>1) P(X>t)  P(X>t) Y1) o~

=¥(h)=P(X >h)



3.6. Priklad: Vyrobce Zarovek udava, Ze primérna doba Zivotnosti jeho zarovek je 10 000 h.
V ramci své propagacni kampané chce garantovat dobu t, do niz se spali nejvyse 3 % Zarovek.
Stanovte tuto dobu za predpokladu, ze zivotnost Zarovky se fidi exponencialnim rozloZzenim.

=lOOOO:>K=%

0000 ° Hledame t tak, aby platilo:

1
ReSeni: X ~ Ex(%), E(X):X

t

0,03=P(X<t)=d(t)=1—¢ 0 = t = —10000-1n0,97 = 304,6 h

3.7. Véta: Necht X ~ EX(K). Pak transformovana nahodna veli¢ina Y = AX ~ EX(l).
(Rozlozeni EX(l) se nazyva standardizované exponencialni rozlozeni.)

y y l-e” proy>0
Dikaz: ¥ (y)=P(Y <y)=P(X<y)= P(X = X) N CD(XJ N {O jinak ,tedy Y ~ Ex(1).

3.8. Véta: Necht’' X ~ Rs(0, 1). Pak transformovana ndhodna veli¢ina Y = -In X ~ EX(l).
Dukaz:

0.(5)=PUY 23)= Pl lnx ) plx 267 )= 1Pz ) 1-0fe )| 0 POV
jina



3.9. Poznamka: V¢t 3.7. a 3.8. se vyuziva pii generovani realizaci nahodné veli¢iny Y ~ EX(K)
na pocitaci: vygenerujeme n nahodnych cCisel x, ..., X, ~ Rs(0, 1) a transformujeme je vztahem
1

Yi = _Xln(l =X hi=1.n (isla Y1, ..., a jsou realizace ndhodné veli¢iny Y ~ Ex(A).

3.10. Véta: Necht’ X;, X, jsou stochasticky nezavislé ndhodné veliiny, X; ~ Ex(A;), 1= 1, 2. Pak
transformovana ndhodna veli¢ina Y = min{ X;, X,} ~ Ex(A; + A,).

Diikaz:

@,(y)=P(Y <y)=P(min{X,,X, < y)=P(X, < yvX, <y)=1-P(X, > y)JP(X, > y) =

1— e_xlye_xzy =1- e'(xﬁ}“z )Ypro y > 0

KO- ,
0 jinak

tedy Y ~ EX(}Ll + }\,2)

3.11. Poznamka: Tvrzeni véty 3.10. Ize zobecnit 1 na n stochasticky nezavislych veli¢in

X1y ooy Xy Xi~ Ex(A), 1= 1, ..., n. Pak transformovana nadhodna veli¢ina Y = min{ X, ..., X;;}
NEX()\‘l + ... +}\'n)



3.12. Véta: Necht’ X, X; jsou stochasticky nezavislé ndhodné veliCiny, X; ~ Ex(A), 1= 1, 2. Pak
transformovana ndhodna veli¢ina Y = X; + X, ~ Er(2, M).

Dukaz:

Podle véty o konvoluci dostavame:

© y
0.(y)= [oi(x o, (y =X, Jdx, =[x, > 0,y =x, >0 = 0 < x, < y|= [he ™ e dx, =
—0 0

y
= 7L26:_>‘-"J.dx1 =NMye ™ proy >0, =0 jinak
0

(A )
(2-1)

|0 jinak

e =Nxe™ prox >0

VN

o(x)=

Ptitom rozloZeni Er(2, A) ma hustotu

3.13. Poznamka: Tvrzeni véty 3.12. Ize zobecnit 1 na n stochasticky nezavislych veli¢in

Xi, .oy Xy, X~ Ex(V), 1=1, ..., n. Pak transformovana nahodna veli¢ina Y = ;Xi - Er(n,%).



3.14. Priklad: Zakaznik prochazi ttemi nezavislymi stanicemi obsluhy, pfi¢emz v kazdé¢ z nich
se doba obsluhy fidi exponencidlnim rozlozenim se sttedni hodnotou 1 minuta. Jaka je
pravdépodobnost, Ze celkova doba obsluhy nepifesahne 2 minuty?

Reseni: Ozna¢me X; dobu obsluhy na i-t€ stanici, X; ~Ex(1),1=1,2,3aY =X, + X, + Xj
celkovou dobu obsluhy. Podle poznamky 3.13. se celkova doba obsluhy fidi rozlozenim Er(3,1),

2
yo
tedy hustota oly)= 5 "proy >0 pogitame:
2 2
P(Y <2)= Iy?e_ydy =...=1-5¢2=0,3233
0

Pravdépodobnost, Ze celkova doba obsluhy nepiesahne 2 minuty, je 0,3233.



3.15. Véta: Necht’ X, X, jsou stochasticky nezavislé ndhodné veliCiny, X; ~ Ex(Ai), 1=1, 2. Pak
7\‘1
A +A,

Dikaz: P(X2 >X1)=P((X1,X2)ES),kde S = {(xl,xz)eRz;x1 >0,x, >0,x, > Xl},tedy

P((Xp X, ) € S) = “(P(Xn X, )Xmdxz = _”@1 (Xl )(Pz (Xz)dxldxz = j{jkleklxmzekzxzdxz}dxl =
S S

0

P(X,>X,)=

X1

0

1



3.16. Véta: Necht' X ~ Ex()). Pak transformovana ndhodna veli¢ina Y = 20X ~ y*(2).
( 1 no X

————X* e *prox>0
o(x)= F@jﬂ

|0 jinak

Dikaz: Hustota rozlozeni y°(n) je . V nasem ptipadé n = 2,

(x): Ee prox >0
P .. . Pocitame distribu¢ni funkei veli¢iny Y:
0 jinak

oy
(I)*(y)zP(Y < y)=P(2kX < y)zP(X S%} = CD(%) =1-e ? proy > 0,=0 jinak
Derivovanim obdrzime hustotu:

do., 1 -2 .
(p*(y)=% = Ee 2 proy>0,=0 jinak Ctedy Y ~42).

3.17. Poznamka: Tvrzeni véty 3.16. Ize zobecnit 1 na n stochasticky nezavislych veli¢in

Y = ZXZH:Xi ~ xz(Zn).

X1, .oy Xy X; ~ Ex(A), 1=1, ..., n. Pak transformovana nahodna veli¢ina -



1 n
3.18. Véta: Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér z rozloZzeni Ex(A). Oznac¢me M = ;Zl X

1
vyberovy primér. Pak meze 100(1-a)% intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu N jsou:
D= 2nM H = 22nM

A 1-0/2 (Zn) ’ A /2 (21’1) )

Dikaz: Podle poznamky 3.17. ndhodna veli¢ina Y = 2AnM ~ %*(2n). Z definice 100(1-0))%
intervalu spolehlivosti dostadvame:

1 1 1
VYA >0:1—0a =Ply?.(2 2200M < v4_2(2n))=P _
i’ ’ (X 2(20) < 2AnM <t n)) (x21a/2(2n)< 22nM ) X2G/2(2l’l)j
:P( 2nM 1 2nM j

X21—oc/2 (2n) A X < Xza/z (2]_’1)




3.19. Priklad: V jisté prodejné potravin bylo na zakladé nahodného vybéru 50 zakazniki
zjiSténo, ze prumérnad doba obsluhy u pokladny je 30 s. Pfedpokladejme, ze doba obsluhy je
nahodna veli€ina s exponencialnim rozloZenim. Najdéte 95% empiricky interval spolehlivosti
pro stiedni hodnotu doby obsluhy.

Reseni: n = 50, m = 30, o.= 0,05

_ 2nm 2-50-30 3000
©ima2(2n) % 70075(100) 129,501
2nm 2-50-30 3000

h = = = =40,42
YL (2n) % 0.025 (1 00) 74,222 ,

d

9

Stfedni hodnota doby obsluhy se s pravdépodobnosti aspon 0,95 nachazi v intervalu 23 s az 40 s.



1
3.20. Poznamka: Pro vétsi rozsahy ndhodnych vybéri (n > 30) 1ze pro stfedni hodnotu 4, pouzit

asymptoticky 100(1-a)% interval spolehlivosti zaloZeny na centralni limitni vété.

1 n
Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z rozloZzeni Ex()), M = E;Xi je vybérovy prumér. Pak

1 1
sttedni hodnota E(M) = 5 a rozptyl D(M) = e - Standardizaci vybérového priméru

U= M_E(M)_ M_% _ (M_;L)\/H NN(O 1)
dostaneme veli¢inu ~ /D(M) ] ﬁ B L ~ WY Konvergence k rozlozeni
1 M-1hn
N(0,1) se neporusi, kdyz 5 Ve jmenovateli nahradime M, tedy U= ( N})\F ~ N(O,l).

M-—1
vx>0A—a3Pfth2<( B?NH<uMWJ:P@A—A£map<%<hm+NI

Jn K“l“ﬂj

, tedy

M
D — M _—ul_a/2, H — M +£u1_a/2 .

Jn Jn



3.21. Priklad: Pro udaje z ptikladu 3.19. spoctéte meze 95% intervalu spolehlivosti pro stfedni
hodnotu doby obsluhy podle vzorcii uvedenych v poznamce 3.20.

Reseni: n = 50, m = 30, o.= 0,05

d=m —%ul_m =302 196=21,68
n

J50
h=m+- Dy, =304+—2 196=3832

\/H 1-0/2 \/% 2 2
Stiedni hodnota doby obsluhy se s pravdépodobnosti asponi 0,95 nachazi v intervalu 22 s az 38 s.
3.22. Poznamka: Vyhody a nevyhody exponencialniho rozloZeni v praxi
Vyhoda: Exponencialniho rozloZeni ma jednoduch¢ vyjadreni hustoty a jeho hustota ma priib&h,
ktery dobte popisuje fadu realnych déja.
Nevyhoda: Exponencialni rozloZeni zavisi pouze na jediném parametru, je tedy malo flexibilni.
V nékterych situacich, napt. pi1 modelovani vySe pojistného plnéni, Spatné¢ modeluje interval
nejnizSich hodnot a také interval nejvyssich hodnot, protoze hustota pfiliS rychle klesa k nule.



Vzorce pro meze 100(1-a)% intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu rozlozeni Ex(3.)

1. zpusob: VyuZiti Pearsonova rozlozeni chi-kvadrat:

2nm 2nm

d =

A 1-as2 (2n) ?

2. zpusob: Vyuziti standardizovaného normalniho rozlozZeni:

d=m-_"2

Vn

U, h=m+

m

ﬁul—aﬁ

Xzoc/2 (211)

Zavislost mezi 95% intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu exponencialniho
rozloZeni na rozsahu vybéru
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