4. Poissonovo rozlozeni a jeho viastnosti

4.1. Definice:Diskrétni nahodna velna X ma Poissonovo rozlozeni s parametkes0,
jestlizepravd&podobnostni funkce(x) ma tvar:

X
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4.2. Poznamka:Lze odvodit, Ze ndhodna v&ha X~ PO()\) ma tytociselné charakteristiky:
a) stedni hodnoteE(X) = A
b) rozptyl D(X)=A

1
c) Sikmost9a(X) = Ny

1
d) épEatostO‘4(x) Y

4.3. Poznamka:Nahodna vetiina X~ Pd?\) udava poet udalosti, které nastanou
v jednotkovéntasovem intervalu resp. jednotkové oblagiicgmz tyto udalosti nastavaji
nahodr, jednotliw a nezavisle na sébParameti > 0 udava sedni hodnotu (i rozptyl) @ou
udalosti.
Poissonovym rozlozenim $&li naff.

- podet vyzev, které dojdou na TU za jednotk@agovy interval

- pocet mikroorganizm v jednotkoveé oblasti zorného pole mikroskopu

- pcocet pozadavk v systéemu hromadné obsluhy za jednotkéasovy interval

- atd.

Upozornéni: Pokud X udava pet udalosti, které nastanodasovem intervalu délky t aretin
hodnota p&tu udalosti v jednotkovérkasovém intervalu j&, pak X~ PO(M).



4.4, \ita: Necht X ~ PdA) a Y ~Bi(n,9,). prlcemz“m’9 =0 glimnd, =\ pak

n - oo

pravcEpodobnostni funkce ndhodné vely Y konverguje pro r— o« k pravdpodobnostni
funkci nahodné vetiny X.

Dukaz:
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Upozornéni: Binomické rozlozeni izeme dobe aproximovat Poissonovym rozlozenim, kdyz

pravégpodobnost vyskytu jevu v jednom pokusu je velmidar@ < 01) a zarové poset pokus
je dostaténé velky (n =30).



4.5. Riklad: Predpokladejme, zefppéstovani rostlin hrachu jeravcEpodobnost uhynuti
rostliny 0,002. Jaka je pragpodobnost, zeippéstovani 1000 rostlin
a) neuhyne zadna rostlina, b) uhynou nejvyse 4img3t

ReSeni:Ozna&me Y nahodnou valinu, ktera udava get uhynulych rostlin hrachu.
Z podminek dlohy plyne, ze Y Bi(10000,002).
Presny vypdet:

1000
a) PY =0)= (o jo,oozoo,ggswo“o = binopdf(0,0.0000.002) = 013506452

4 (1000
b) P(Y <4)= Z[y jo,002y0,998100ny = binocdf(4,10000.002) = 094752761
y=0

Aproximace Poissonovym rozlozenim: podmirki 30 a @ < 01 jsou splgny. Ritom
A =n[d =100000,002=2.

0
a) P(Y =0)= %e‘z = poisspdf(0,2) = 013533528

4
pyPY <4)= Zvy = poisscdf(4,2) = 094734699
=



4.6. \&ta: Nech' X ~ Pd)). pak pro modug plati: A —1< X <A . Je-lik ptirozenécislo, pak
existuji dv¥ modalni hodnoty. Neni-k prirozenécislo, je Poissonovo rozlozeni unimodalni.

Dikaz: Protoze modus je nejpraymbdobrjSi hodnota, musi sdéasré vyhovovat déma
nerovnostem:

X -1 X +1
n(%)=n(x-1)Cn(x)=n(x+1), 4. H(T)[(()A() ) <10 ﬂ(r)[((k) ) 1

Dosadime za pra¥godobnostni funkci a postupapravujeme:

)\)A(—l e_)\ )\§(+l e_)\
()A(Tl)! le()A(fl)! <1
K e_)‘ K e_)‘
X! X!
A



4.7. Hiklad: K holi¢i chodi paimérneé 6 zakaznilt za 1 h. Ukete nejpravé&podobrEjSi paiet
zakaznik u holice kthem @il hodiny a uéete pravdpodobnost tohoto @tu.

ReSeni:Nahodna veliina X udava peet zakaznik u holice lshem 1/2 h, X -Pd3). Protoze.
je prirozenécislo, existuji d¢ modalni hodnoty, a to 2 a 3. Jejich prgwadobnosti:

2
P(X =2)= %e‘B = 45 = 0,224

P(X =3)= ge‘?’ = 45e = 0,224



4.8. \Eta: Necht X4, X, jsou stochasticky nezavislé nahodnédmyi, X; ~ Pof), i = 1, 2. Pak
transformovana nahodna vtia Y = X; + X, ~ Pof+ X,).
Dikaz:

Podle ¥ty o konvoluci dostavame:

2 y )\ X1 _ )\ y=X; )
ny)= D mx)mly-x,)=[x,20y-x,20=0<x,<y|= > H_e™ 22 et =
= x=0 X{! (y Xl)!

y y
= —e‘“l“z)Z@ J)\lxl)\zy‘xl = (A, J;l)\Z) e™*2) proy =0,1,2,...,=0jinak
. !

Vidime, ze Y ~ Po@+ Ay).

4.9. Poznamka:Tvrzeni ¥ty 4.8. Ize zobecnit i na n stochasticky nezavislyelicin
X1, ooy Xy Xi ~ POQy), 1=1, ..., n. Pak transformovana nahodnacuadi

n n

Y = Z;Xi ~P Z;)‘ij . Znamena to, Zze Poissonovo rozlozeni je tera& vzhledem k operaci
1= 1=

sitani



4.10. ta: Neclt’ X ~ Pdk), piicemz\ je pirozenécislo &tSi nez 9. Pak rozlozeni ndhodné
veliciny X Ize aproximovat rozlozenim N(1).

A
Diikaz: Podle poznamky 4.9. jé = lexi , pricemz stochasticky nezavislé ndhodnédcuayi
Xy, ..., Xy seridi rozlozenim Po(1), E(X=1, D(X) =1,1=1, ... A. Fitom
E(x):E(ﬁxij:ﬁE(xi):A, D(X):D(ixij:iD(Xi):)\.

Podle CLV dostavame, Ze w#tia X = N(A,A).
Graf pravépodobnostni funkce Po(z  Graf hustoty N(20,20)
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4.11. \Kta: Neclt’ X ~ PO()\), pricemz je piirozenecislo wtsSi nez 9. Pak pro nezaporna cela
¢isla a, b, a < b plati:

b-A a—A
PlasX<b)= CD(T) - q’(ﬁ} , kde® je distribini funkce rozlozeni N(O, 1).

Dukaz:
a-E(X)

Plasxsb)=p 25 <us bﬂE(g;)J P(\FA -”-bfAJ q{%}q{%)

4.12. Poznamka:Aproximace Poissonova rozlozeni normalnim rozlobese zlepsi, kdyz
pouzijeme tzv. opravu na nespojit




4.13. Rriklad: Nectt X ~ Pd12). Pomoci aproximace normalnim rozlozenim stanovte
P(8< X <20).
Reseni:

— + 1 — .
P(8£X£20)=¢(20 12 ZJ—CD(S 1272

———2 |=P(245)-P(-13)=
o ele-otad
= ®(245) -1+ ®(1,3) = 0,99286- 1+ 0,9034= 0,89606
Pro porovnani provedemeégsny vypdaet:

20 12><

P(8< X <20)= >, —-€' = poisscdf(2012) - poisscdf(712) = 08989
x=g X:



4.14. Véta: Nech’ X4, ..., Xyje ndhodny vybr z rozlozeni Pa(), piricemz . > 9. Ozname

_15
M= ﬁ;xi vybérovy primér. Pak meze 100(d)% asymptotického intervalu spolehlivosti
pro stedni hodnotu. jsou:

M M
D=M-,|—u,,, H=M+ |—u,
n a2, o 1o/2

Diikaz: Podle centralni limitnigty M = N(E(M),D(M)) . kde E(M) =\, D(M)

_ M-A _ N(O,l)
Standardizaci M dostaneme \F . Konvergence k N(0,1) se neporusi, kdyze
n

b
-

. . , U:Milszg ,
jmenovateli nahradime M, te« M . Pak plati:
n

OA>0:1-0a<PH -u_,, <M—_)\ <Up_gpp | = P[M —W/Mul_o(/2 <A<M +1/MU1-0(/2)
M n n
n




4.15. PoznamkaMeze 100(1a)% asymptotického intervalu spolehlivosti préesini hodnota
se zfpesni, kdyz pouzijeme tzv. opravu na nespojitost:

1 M 1 M
D:M_%_ Ful—a/Z,H:M-l_%-l- Ful—G/Z.

4.16. Fiklad: Predpokladame, zefpvyrob¢ urcité tkanny je pa@et kazi pripadajicich na 100
teto tkaniny nahodna vélna s rozlozenim Paj. Fi kontrole 25 balilt, z nichz kazdy
obsahoval 100 m této tkaniny, bylo zj180, ze celkovy p&et kazi je 30. Najdte 95%
asymptoticky interval spolehlivosti prastini hodnotu pfiu kazi pripadajicich na jeden balik.
Reseni:n = 25, m = 30/25 = 1,2, = 0,05.

1 m 1 [12
d=m———,/—u = 2———,/— 6= 075
on \n %2 1 50 25]’9
1 [m 1 [12
h=m+—+_/—uU =12+ + 6= 165

oan \n 92 1 50 25]’9 L

S prav@podobnosti aspgn95 % lze dekavat, ze ggdni hodnota ptu kazi pripadajicich na
jeden balik se naazi \ mezich od 0,75 do 1,¢




_1<
4.17. \Kta: Nech’ X4, ..., X,je ndhodny vylr z rozloZzeni Pd(). Ozngme M ‘ﬁzllxi

realizaci vyldrového ptiméru. Pak meze 100(d)% empirického intervalu spolehlivosti pro

1 1
stredni hodnotu. jsou: 4 = %XZG/Z(Z””‘) h= EXZHI/Z(Z”m + 2).

Ditkaz: Viz HATLE JAROSLAV - LIKES JRI. Zaklady p&tu pravépodobnosti a
matematicke statistiky, 2. vyd. Praha: SNTL — Nd&lkelstvi technické literatury, 1974. 463 s.
Upozornéni: Podle vztah uvedenych vedte 4.17. paitd MATLAB pomoci funkce poissfit
meze 100(1x)% empirického intervalu spolehlivosti praesini hodnotu.

4.18. Fiklad: Pro udaje ziikladu 4.16. najéte 95% empiricky interval spolehlivosti pro
sttedni hodnotu ptiu kazi pripadajicich na jeden balik.

Redeni:n = 25, m = 30/25 = 1,3, = 0,05.

1 1 1
d=—x%/2(2nm) = —x%0025(60) = —4048= 081
on X o(2nm) 50X or25(60) 50 8

h= 2—1nx21_a/2(2nm +2)= 5—16X20,975(62) = 5—1085,65 =171

S prav@podobnosti asgn95 % lze dekavat, ze g&dni hodnota piu kazi pripadajicich na
jeden balik se nachaz mezich od 0,81 do 1,



4.19. PoznamkaExponencialni a Poissonovo rozlozeni maji Uzkowistast. Jestlize nahodr
velicina X, ktera udava pet udalosti zéasovou jednotku, gédi rozlozenim Pd(), pak

nahodna vetina Y, ktera udava dobu mezid@aa po sob nasledujicimi udalostmi, gedi
rozlozenim EXX).



Vzorce pro meze 100(1x)% intervalu spolehlivosti pro stiredni hodnotu rozlozeni Pd()
1. zpisob: Vyuziti Pearsonova rozlozeni chi-kvadrat:

1 1
d=— 20( 2nm) h=— 2—0( 2nm+ 2

2nx /2( ) ZnX1 /2( )

2. zpisob: Vyuziti standardizovaného normalniho rozlozeni

m m
d:m—,/—u_ h:m+1/—u_
n 1-0/2 n 1-0/2

Zévislost mezi 95% intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu Poissonova rozloZeni Zévislost 3itky 95% intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu Poissonova rozlozeni
na rozsahu vybéru na rozsahu vybéru

12 0,70
0,65
or 0,60
0,55
08
0,50
06 0,45
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o4y 035
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02 |
—e— d: chi2 0,25
—o— h: chi2
0,0 —o— d: N(0,1) 0,20 —eo— sirka: chi2
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