5. Testovani exponencialniho a Poissonova rozlozeni

5.1. Véta (test dobré shody — viz pfednaska 2)
Hy: ndhodny vybér X, ..., X, pochazi z rozlozeni s distribu¢ni funkci ®(x)
H;: non Hy

: (n' — )2 2

Testova statistika: > — JZ—:' : np. —x (f —b- 1), kdyz H, plati

- J
r ... pocet tfidicich intervall (11 iU j+1> ve spojitém piipad¢€ resp. pocet variant x; v diskrétnim
ptipad¢.
n; ... absolutni Cetnost j-tého tfidiciho intervalu resp. j-té varianty.
p; ... pravdépodobnost, Ze nahodna veliina X s distribucni funkci @(x) se bude realizovat
v j-tém tfidicim intervalu resp. j-tou variantou.
p ... poCet odhadovanych parametrii testovaného rozloZeni.

Kriticky obor: W = (%1 (r—p—1),)
K € W = H, zamitame na asymptotické hladin¢ vyznamnosti a.

Podminky dobré aproximace: np; > 5,j = 1, ..., 1. Pf1 nesplnéni t€chto podminek se doporucuje
sluCovani nékterych tfidicich intervall resp. variant.



5.2. Priklad: Byla zjistovana doba Zivotnosti 45 soucastek (v hodinach). Ze ziskanych tdaji byl
vypoéten vybérovy primér m = 99,93 h a vybérovy rozptyl s* = 7328,9 h>. Mame k dispozici
rozttidéné udaje:

Doba zivotnosti | Poc¢et soucastek
(0,50) 15

(50,100) 14

6

5

(200,250) 2
1

1

1

Na asymptoticke hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze doba Zivotnosti se fidi
exponencialnim rozloZenim.



~ 1 1 1
Reseni: * = m - 99.93 - testujeme Hy: X, ..., Xys ~ EX( 99,93j proti H;: non H,. Po¢itame
ST R
e 99,93

pravd&podobnosti Pi = I 99.93 ,J=1,2,...,8

J (J i) |™|P np; = 45p;
(0, 50) 1510,3937( 17,72
(50100 140,2387] 10,74
(100,150) 0,14476,51
(150, 200) 0,0878 | 3,95

6
5
(200 250) |2 10,0532(2,39
1
1

>
(250,300) | 1 |0,0323 | 1,45

(300,350 |1 |0,0196 0,88
8 (350,400> 1 10,0119(0,53

Vidime, ze pro j =4, ..., 8 nejsou splnény podminky dobré aproximace. Poslednich 5 intervali
tedy slouc¢ime do jednoho.

| O] | B W N =




Dostaneme novou tabulku

( J+1> n; |p; np; = 45p;
(0,50)  |15]0,3937[17,7157
(5

1

2((50,100) |14]0,2387 10,7413
3 (100150 6 |0,1447|6,5127
4 (15() 400) | 10/0,20469,2084

Testova statistika:
(o, —np,f  (15-17,7157F (14-10,7413f (6-6,5127F (10-9,2084)
. 17,7157 10,7413 6,5127 9,2084

=1,5133

Kriticky obor; W = ("1-a(r =p = 1),00) = (x’005(4 ~1-1),0) = (5,9915,0)
K ¢ W = H, nezamitame na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.

5.3. Poznamka: V MATLABu se test dobré shody pro exponencialni rozlozeni provadi pomoci
funkce tds_exp.m.



function [zamitnuti,K,p,lambda]=tds_exp(uj,nj,alfa)
% test dobre shody k overeni exponencialniho rozlozeni
% syntaxe: [zamitnuti,K,p,lambda]=tds_exp(uj,nj,alfa)
% vstupni parametry:
% 1j ... sloupcovy vektor s mezemi tridicich intervalu
% 1j ... sloupcovy vektor absolutnich cetnosti tridicich intervalu
% alfa ... hladina vyznamnosti testu
% vystupni parametry:
% zamitnuti ... =0, kdyz HO nezamitame
% =1, kdyz HO zamitame
% K ... hodnota testove statistiky
% p ... p-hodnota testu
% lambda ... odhad parametru exponencialniho rozlozeni
delka=size(uj);
delka=delka(:,1);
dti=diff(uj/2);
xj=[uj(1:delka-1)+dti];
n=sum(nj);
lambda=n/(nj"*x;j);
npj=[n*diff(expcdf(uj,1/lambda))];
%test podminek dobre aproximace....hodnota 1 pro poruseni
if sum(npj<5)>0
poruchy podminek=(npj<5)'
error('Nejsou splneny podminky dobre aproximace.')
end;
K=sum((nj-npj).*2./npj);
kvantil=chi2inv(1-alfa,size(nj,1)-2);
p=1-chi2cdf(K,size(nj,1)-2);
zamitnuti=(p<alfa);



Pt1 feSeni pomoci funkce tds exp.m zohlednime, ze pti piivodnim tfidéni do 8 intervall nebyly
splnény podminky dobré aproximace a budeme pracovat se 4 intervaly.

Zadame vektor mezi:
uj=[0;50;100;150;400];
vektor pozorovanych Cetnosti:
nj=[15;14;6;10];

a hladinu vyznamnosti:
alfa=0.05;

Zavolame funkci tds_exp:
[zamitnuti,K,p,lambda]=tds exp(uj,nj,alfa)

Dostaneme vysledek:

zamitnuti=0, K=1.4068, p=0.4949, lambda=0.0091

Protoze p-hodnota je vEtsi nez hladina vyznamnosti 0,05, Hy nezamitdme na asymptotické
hladin€ vyznamnosti 0,05.



5.4. Priklad: Sledujeme rozlozeni poctu pacienti, kteti béhem 75 dnii pfijdou na zubni
pohotovost. Osmihodinovou pracovni dobu rozdélime do ptilhodinovych intervalil a v kazdéem
intervalu zjistime pocet ptichozich pacienti (mame 16 x 75 = 1200 intervala).

Pocetpacienta |0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8avic
cetnost 79188282 (275[196(114[45]10|11

Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze pocet ptichozich pacientii
b&hem ptlil hodiny se fidi Poissonovym rozlozenim.



ReSeni:

N

testujeme Hy: X, ..

.» X1200 ~ P0(2,7992) proti H;: non H,. Poc¢itdme pravdépodobnosti
— 297992J e—2,7992 .

k=m=ﬁ(79-O+188-1+282-2+275-3+196-4+114-5+45-6+10-7+11-8)=2,7992

73,0329

204,4313

9,7406

pj j' 9j:()9 19"'979 pg:l_z():pj‘
! i
j |0 1 2 3 4 5 6 7 8
n; |79 188 282 275 196 114 45 10 11
np; | 73,0329 | 204,4313 | 286,1186 | 266,9646 | 186,8195 | 104,5878 | 48,7931 | 19,5114 |9,7406
Podminky dobré aproximace jsou splnény.
Testova statistika:
r [n. —np. _ 2 _ 2 _ 2
K=Z( ;—np, f _ (79-73,0329) +(188 204,4313) . ”+(11 9,7406) 85019
= np;

Kriticky obor: W = (X71-a(r =p —1),00) = (% 05(9 1 =1),00) = (14,067, 0)
K ¢ W = H, nezamitame na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.

5.5. Poznamka: V MATLABu se test dobré shody pro Poissonovo rozloZeni provadi pomoci
funkce tds poiss.m.




function [zamitnuti,K,p,lambda]=tds poiss(xj,nj,alfa)
% test dobre shody k overeni Poissonova rozlozeni
% syntaxe: [zamitnuti,K,p,lambda]=tds _poiss(xj,nj,alfa)
% vstupni parametry:
% X]j ... sloupcovy vektor variant sledovane veliciny
% 1nj ... sloupcovy vektor absolutnich cetnosti variant
% alfa ... hladina vyznamnosti testu
% vystupni parametry>
% zamitnuti ... =0, kdyz HO nezamitame
% =1, kdyz HO zamitame
% K ... hodnota testove statistiky
% p ... p-hodnota testu
% lambda ... odhad parametru Poissonova rozlozeni
n=sum(nj);
r=size(xj,1);
lambda=sum(nj'*xj)/n;
pj=poisspdf(xj(1:r-1),]lambda);
pj=[pj;1-sum(pj)];
npj=n*pj;
%test podminek dobre aproximace....hodnota 1 pro poruseni
if sum(npj<5)>0

poruchy podminek=(npj<5)'

error('Nejsou splneny podminky dobre aproximace.')
end;
K=sum((nj-npj).*2./npj);
kvantil=chi2inv(1-alfa,size(nj,1)-2);
p=1-chi2cdf(K,size(nj,1)-2);
zamitnuti=(p<alfa);



Priklad vyfeSime pomoci funkce tds_poiss.m.

Zadame vektor variant:

xj=[0:8]";

vektor pozorovanych Cetnosti:
nj=[79;188;282;275;196;114;45;10;11];
a hladinu vyznamnosti:

alfa=0.05;

Zavolame funkci tds_poiss:
[zamitnuti,K,p,lambda]=tds poiss(Xj,nj,alfa)

Dostaneme vysledek:
zamitnuti=0, K=8.5019, p=0.2904, lambda=2.7992

ProtoZe p-hodnota je vétsi nez hladina vyznamnosti 0,05, Hy nezamitame na asymptoticke
hladin€ vyznamnosti 0,05.



5.6. Véta: Darlingliv (jednoduchy) test exponencialniho rozloZeni

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze nahodny vybér Xj, ..., X, pochazi z exponencialniho
rozlozeni. Oznaéme M vybérovy pramér a S* vybérovy rozptyl tohoto nahodného vybéru.
Vime, Ze stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X ~ Ex(}) je E(X) = 1/A a rozptyl je D(X) = 1/A%.

o (-1g

Test zalozime na statistice M2 o ktera se v pripadé platnosti Hy asymptoticky tidi
rozlozenim y*(n-1).

Kriticky obor: W = <0, 1 a2 (n - 1)> -/ <X21—a/2 (n—1)0).

Jestlize K € W, Hy zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti .

S.7. Priklad: Pro data z ptikladu 5.2. proved’te na hladin¢ vyznamnosti 0,05 Darlingiiv test.
Refeni: n =45, m=99,93 h, s’ = 7328,9 h’
K (n—-1)8* 44.732891

, . K= =32,2924
Testova statistika: M2 99,932

Kriticky obor:
W = (0, a2 (n=1)) U(x 1-ar2 (n = 1)00) = (0, 0.025(44)) U (075 (44 )0 ) = (0,27.575) L (64,202,

Protoze se testova statistika nerealizuje v kritickém oboru, hypotézu o exponencialnim rozloZeni
nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.



5.8. Véta: Jednoduchy test Poissonova rozloZeni
Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze nahodny vybér X, ..., X, pochazi z Poissonova rozloZeni.
Ozname M vybérovy primér a S* vybérovy rozptyl tohoto nahodného vybéru. Vime, Ze stiedni
hodnota nahodné veli¢iny X ~ Po()) je E(X) = A a rozptyl je D(X) = A.

(n—1)8°

Test zalozime na statistice & = M - ktera se v piipadé platnosti Hy asymptoticky fidi

rozlozenim y*(n-1).
Kriticky obor: W = <0, % a2 (- 1)> = <X21—a/2 (n—1)e0).
Jestlize K € W | Hyzamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti a.



5.9. Priklad: Pro data z ptikladu 5.4. proved’te na hladiné¢ vyznamnosti 0,05 jednoduchy test
Poissonova rozlozZeni.

ReSeni: Nejprve musime vypocitat realizaci vybéroveého priméru a vybéroveho rozptylu:

) m:ﬁ(79-0+188-1+282-2+275-3+196-4+114-5+45-6+10-7+11-8):2,7992

s = ﬁ[w (0-2,7992) +188-(1-2,7992) +...+11-(8 - 2,7992)2]= 2,6594
n—1)s* _1199-2,6594

M 2,7882

Kriticky obor: W = <0,x2a/2 (n— 1)> U <x21_a/2 (n—1),00) = (0;1104,93) LU (1296,86;0)
Hy nezamitadme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

o

=1139,1

5.10. Poznamka: Darlingiv test 1 jednoduchy test Poissonova rozloZzeni miizeme v MATLABu
provést pomoci funkce darling. m.



function [zamitnuti,K,p,lambda]=darling(X,distrib,alfa)

% TEST K OVERENI EXPONENCIALNIHO A POISSONOVA ROZLOZENI
% function [zamitnuti,K,p,lambda]=darling(X,ROZLOZENIL,ALFA)

% X muze byt n-vektor pozorovanych velicin, jejichz rozdeleni overujeme;

% - pro souhrnne zadana data je X tvaru (r x 2), kde prvni sloupec
% obsahuje jednotlive varianty a druhy sloupec cetnosti;

% - pro vypoctene statistiky je X=[n,m,s2], kde n=pocet pozorovani,
% m=vyberovy prumer a s2=vyberovy rozptyl

% ROZLOZENI je 'exp' pro overeni exponencialniho rozlozeni (implicitni)
% nebo 'poiss' pro overeni Poissonova rozlozeni

% ALFA je hladina vyznamnosti testu (implicitne 0.05)

%

% vystup: zamitnuti=1 => ZAMITAME hypotezu o shode rozdeleni

% zamitnuti=0 => hypotezu o shode rozdeleni NEZAMITAME

% K = hodnota testoveho kriteria

% p = p-hodnota testu

% lambda = odhadnuty parametr rozdeleni

% (c) Ondrej Petrik, 10.03.2010

if (nargin==1) distrib="exp'; end
if (nargin<3) alfa=0.05; end

[a,b]=size(X);

if(a<b) X=X'";[a,b]=size(X); end

if(la==3&&b==1) n=X(1); m=X(2); s2=X(3);

elseif(b==1&&a~=3) m=mean(X); n=a; s2=var(X);

else vaha=X(:,2); n=sum(vaha);
s2=var(X(:,1),vaha)*n/(n-1); m=X(:,1)*vaha/n;

end

lambda=m;

if stremp(distrib,'exp")lambda=1/m; m=m"2; disp('Darlinguv test exponencialniho rozlozeni');
else disp('Jednoduchy test Poissonova rozlozeni');

end

K=(n-1)*s2/m;

p=2*min(chi2cdf(K,n-1),1-chi2cdf(K,n-1));

zamitnuti=(p<alfa);



Priklady 5.7 a 5.9 vytfeSime pomoci funkce darling.m.

ReSeni prikladu 5.7: Zname udaje o dobg Zivotnosti 45 soudastek, udaje jsou rozttidény do 8 tiidicich
intervali: (0,50):15, (50,100):14, (100,150):6, (150,200):5, (200,250):2, (250,300):1, (300,350):1, (350,400):1

Zadame vstupni vektor stredil tfidicich intervalll spole¢né s absolutnimi ¢etnostmi tfidicich intervali:
X=1[2515;75 14;125 6,175 5;225 2;275 1,325 1;375 1];

Zavolame funkci darling:
[zamitnuti,K,p,Jambda]=darling(X)

Dostaneme vysledek:
zamitnuti=0, K=31.6619, p=0.1644, lambda=0.0101

Darlingiiv test nezamita hypotézu o exponencialnim rozloZeni na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.



Reseni prikladu 5.9: Sledujeme rozloZeni po&tu pacientd, kteti béhem 75 dnti ptijdou na zubni pohotovost.
Osmihodinovou pracovni dobu rozdélime do ptilhodinovych intervall a v kazdém intervalu zjistime pocet
prichozich pacientll (mame 16 x 75 = 1200 intervala).

PocCet pacientd ([0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8avic
cetnost 791188282 |275|196|114 451011

Zadame vektor variant xj = [0:8]' a vektor pozorovanych Cetnosti nj =[79 188 282 275196 1144510 11]'a
utvofime matici X: X = [X]j nj];

Zavolame funkci darling:
[zamitnuti,K,p,lambda]=darling(X, poiss’)

Dostaneme vysledek:
zamitnuti=0, K=331.1304, p=0.2187, lambda=2.7992

Jednoduchy test Poissonova rozloZeni nezamita hypotézu o Poissonové rozloZeni na asymptotické hlading
vyznamnosti 0,05.



5.11. Poznamka: Pro vypocet kvantilii Pearsonova chi-kvadrat rozloZeni pro pocet stupni

1 ’

2

volnosti nad 30 miizeme pouzit aproximadéni vzorec: X © (n)=~ 5 (ua +v2n - 1) . Pro kvantily
z ptikladu 5.9. dostavame:

¥ 20.025(1199) = %(uw25 ++/2-1199 — 1)2 = %(— 1,96 + \/2397)2 =1104,46

%(um 47211991 =%(1,96+\/2397)2 =1296,42

% 0,975 (1 199)

u

5.12. Poznamka: Pro vizudlni posouzeni, zda naSe data pochazeji z exponencialniho rozloZeni,
1ze také pouzit P-P graf.
X, —m

Zpusob konstrukce: spo¢teme standardizované hodnoty %i = ,1=1, ..., n a usporadame je

S

podle velikosti z) < ... < zy). Na vodorovnou osu vyneseme hodnoty distribucni funkce
—Az(;

(4 I4 A\ I4 — ) . . .« . y
exponencialniho rozloZeni (D(Z (i) ) =1-e ,1=1, ..., n ana svislou osu hodnoty empirické

1
distribuéni funkce I (Z (i)) ~ 1= 1, ..., n. Pokud se body (®(z), F(z4)) fadi kolem hlavni
diagonaly Ctverce [0,1] x [0,1], 1ze soudit, Ze data pochazeji z exponencidlniho rozloZeni.



