7. Systemy hromadné obsluhy s neomezenou kapacitou

7.1. Systém M/M/1/0/FIFO

Vstupni proud zdkaznikl je Poissonlv proces s parametrem A, doba obsluhy se tidi rozloZenim
Ex(p), v systému je jedna linka obsluhy, kapacita systému je neomezena, frontovy rezim je
,,prvni vstupuje, prvni je obslouzen®.

Ilustrace:
vstupni proud fronta Ve vystupni proud
N — [ I,

linka obsluhy

Pocet zakaznikil v systému v Case t je nahodna veli¢ina X. Stochasticky proces {Xt te T} je
proces vzniku a zaniku s mnozinou stavu J = {0, 1, ...}, vektorem pocate¢nich pravdépodobnosti
p(0)=(1, 0,0, ...) a matici intenzit prechodu

(=) A 0 0 ...\ Piechodovy diagram:
o —(A+pu A 0 ... A i “
a-| Ty N O=—0=—"0—=
0 L = (7L + ]J,) N T U H U H

R ceeeee) (H*A) -(U*A)



o0
Odvozeni stacionarniho rozloZeni: ReSime systém rovnic aQ =0, Z(;aj =1
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A

Rada ZO:(EJ absolutng konverguje, kdyz A < p. Podil P = ; se nazyva intenzita provozu.
i

Vyjadiuje vyuziti linky obsluhy, tj. primérny pocet vstupli béhem primérné doby obsluhy.
Systém se miiZe stabilizovat, pokud p <1.
Stacionarni rozlozeni: ; = PJ(l - P),j =0,1, ...

Pocet N zakaznikt ve stabilizovaném systému se tedy fidi rozloZenim Ge(l—p).

1-3) 9prox =0,1,2,... 1-9
Pro pfipomenuti: X ~ GG(Q), kdyz n(x)= {( ) E(X)= —>

0 jinak ’ 9

Vyznam parametru p:

Je-1i p < 1, bude po dostatecné dlouhé dob¢ pravdépodobnost vzniku fronty urcité délky stale
stejna.

Je-11 p > 1, systém se nedostane do stacionarniho stavu a pravdépodobnost vzniku fronty
neomezene delky se bude blizit 1.



Odvozeni charakteristik stabilizovaného systému:
A

pp A

CE(N)=—L—-
Protoze N ~ Ge(1-p), je 1-p 17» T

E(N)
Z Littleova vzorce (7‘ - E(W)) dostavame

1
Dale vime, ze Ws ~ Ex(p), tedy E(WS ) - ; . Protoze E(Wgq) = E(W) — E(Wy), dostavame po
1 1 A p
E(W . ) __ - 1 _ |
p-A o op(u-r) p-2

A
Z Littleova vzorce dale plyne E(N;)=2E(W;)= E =P . Adile E(NQ ) - kE(WQ ) -

E(W)=m,

dosazeni

u(p—2)-



Prehled charakteristik stabilizovaného systému:

E(N) — L
Stiedni hodnota poctu zakazniki v systému: - UL
7\{2
Stiedni hodnota poctu zakazniki ve fronté: E(NQ ) - ( _ k) :
UKL
B A
Stfedni hodnota poctu obsluhovanych zakazniki: (NS ) - ; :
E(W) __
Stfedni hodnota doby stravené v systému: A"
Stiedni hodnota doby stravené ve fronté: E(WQ ) - ’
' u(p—2)
B 1
Stfedni hodnota doby obsluhy: (WS ) ~ E
=1-p=1 A
Pravd&podobnost, Ze zdkaznik najde volnou linku: 4o = =P =17 ; :
A
l-a,=p=—

Pravdépodobnost, Ze zdkaznik bude ¢ekat ve front¢:



Charakteristiky stabilizovaného systému M/M/1/0/FIFO pocita funkce neomezeny 1.m
%Syntaxe: [a0,r0,ENS,ENQ,EN.EWS . EWQ,EW ]=neomezeny 1(lambda,mi)

% Vstupni parametry:

% lambda .... parametr vstupniho proudu

% mi ........ parametr obsluhy

%

% Vystupni parametry:

% a0 ........ pravdépodobnost, Ze v systému nebude Zadny zakaznik
% 1o ........ intenzita provozu

% ENS ....... sttedni hodnota poctu obsluhovanych zakaznikt

% ENQ ....... sttedni hodnota poctu zakazniki ve fronté

% EN ........ sttedni hodnota poctu zakaznika v systému

% EWS ....... sttedni hodnota doby, kterou zdkaznik stravi obsluhou
% EWQ ....... sttedni hodnota doby, kterou zakaznik stravi ve fronté
% EW ........ sttedni hodnota doby, kterou zdkaznik stravi v systému



7.2. Simulace ¢innosti systému M/M/1/0/FIFO

K novinovému stanku ptijde v priméru 30 zakaznikl za hodinu. Vstupni proud zédkazniki je Poissoniv
proces. Obsluha jednoho zakaznika trva v priméru 1,5 minuty a fidi se exponencidlnim rozloZenim.
Simulujte ¢innost tohoto systému hromadné obsluhy pomoci MATLABu pro 30, 300 a 3000 zakaznikt a
empirické charakteristiky systému porovnejte s teoretickymi. (Simulaci ¢innosti systému M/M/1/00/FIFO
provadi funkce simulace 1.m)
Reseni:

30 1

Intenzita vstupniho proudu zakaznikt: A = 0 2 zakaznika za 1 minutu

Intenzita obsluhy: M= G BE) zdkaznika za 1 minutu

A 1/ 2 3
Intenzita provozu: P = n b /3 4 , Systém se muZe stabilizovat

A 1/2
E(N) - x 2 3-1)2 =3 U novinového stanku se primémé nachazeji 3 zakaznici.

2 1/4 9
E N = = = — = 2,25 L4 r o W 4 r o
( Q) wlw—2) " 2/3(2/3-12) 4 . Ve fronté ¢eka v priméru 2,25 zakaznik.

BN, )= 2 3

w2 /3 4 0,75 . Praimé&rné je obsluhovano 0,75 zakazniki.



1 1
E(W)= ) ~ 5 3-12 =0V priméru stravi zakaznik u stanku 6 minut.

A 1/2 9
E<WQ ) - w(— 1) - 2/3(2/3-12) 5 45 Zakaznik &ekd ve frontd v priméru 4,5 minuty.

1 1 3
E(Ws ) = ; = % 5" L5 zakaznik je obsluhovan v priméru 1,5 minuty.
A 3 1

:1——:—

Pravdépodobnost, ze zdkaznik nebude ¢ekat ve fronté: 20 = 1- ; 12
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=21 2 .
Pravdépodobnostni rozlozeni po¢tu zakaznikd v systému: ©j P ( P ) - ( 4j 4-]= 0,1,2, ...

a. =
pocet zakazniki pravdépodobnost kumulovana pravdépodobnost
0 0,250 0,250
1 0,188 0,438
2 0,141 0,578
3 0,105 0,684
4 0,079 0,763
5 0,059 0,822
6 0,044 0,867
7 0,033 0,900
8 0,025 0,925
9 0,019 0,944
10 0,014 0,958




Grafické znazornéni pravdépodobnosti a kumulovane pravdépodobnosti poctu zdkaznikl
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Vysledky simulace pro 30 zakazniku

Vysvétlivky:
IMP ... intervaly mezi piichody zakaznik

DO

OPZ ..

Z0

... doby obsluhy zékazniki
. okamziky ptichodl zakaznika
zaCatky obsluhy zakaznik(

KO ... konce obsluhy zikazniki

CZ ... Cekani zédkaznikl na obsluhu

NLO ... nevyuziti linky obsluhy

zCz’;k. IMP DO OPZ 70 KO CZ NLO

1 |4,4764 1,311 4,4764 14,4764 5,7874 0 4,4764
2 10,0777 4,504 4,554 5,7874 10,2914 |1,2333 0

3 10,7486 0,1535 15,3026 15,3026 |15,4561 |0 5,0112
4 10,51 0,0852 15,8126 (15,8126 |15,8978 |0 0,3565
5 |0,4035 1,0674 16,2161 (16,2161 |17,2835 (0 0,3183
6 [0,2815 1,0723 16,4977 (17,2835 |18,3558 |0,7859 0

7 14,9435 1,6283 21,4412 21,4412 23,0695 [0 3,0854
8 |[1,8337 0,158 23,2748 23,2748 23,4328 |0 0,2054
9 [2,6951 1,4944 25,97 25,97 27,4644 (0 2,5372
10 10,4461 3,2946 26,4161 27,4644 (30,759 1,0483 0




11 |1,6814 0,3722 28,0975 30,759 31,1312 2,6615 0

12 10,1872 1,4134 28,2847 (31,1312 32,5447 [2,8466 0

13 (3,4092 2,1301 31,6939 32,5447 34,6748 10,8508 0

14 2,6651 1,3598 34,359 34,6748 36,0346 |0,3158 0

15 [3,8546 3,508 38,2136 38,2136 41,7216 |0 2,179
16 [3,9892 3,0377 42,2028 42,2028 45,2405 |0 0,4812
17 10,2802 0,0895 42,4829 45,2405 45,3301  |2,7576 0

18 |1,0905 0,0673 43,5734 45,3301 45,3973 |1,7567 0

19 |1,1962 0,8295 44,7696 45,3973 46,2269  |0,6278 0

20 (3,8627 4,2256 48,6323 48,6323 52,8579 |0 2,4054
21 10,3179 2,1737 48,9502 52,8579 |55,0316 |3,9077 0

22 10,9495 1,5613 49,8996 55,0316 |56,5928 |5,1319 0

23 12,0942 0,2955 51,9938 56,5928 56,8883 4,599 0

24 11,334 6,2597 53,3278 56,8883 63,1481 [3,5605 0

25 11,8236 4,719 55,1514 63,1481 67,8671 (71,9967 0

26 [5,1549 2,6669 60,3063 67,8671 {70,5339 [7,5607 0

27 12,8549 0,6482 63,1612 70,5339 (71,1821 [7,3727 0

28 4,186 0,4685 67,3472 (71,1821 |71,6507 (3,8349 0

29 [3,3866 0,6514 70,7338 [71,6507 |72,3021 |0,9168 0

30 12,8546 1,1947 73,5885 (73,5885 [74,7832 |0 1,2864
X  [Primér=2,45 [Primér=1,75 X X X Primér=1,99 Soucet=22,34




Ovéreni, Ze vstupni proud zakazniku je Poissontiv proces:

Nejprve na hladin€é vyznamnosti 0,05 otestujeme hypotézu, Ze intervaly mezi pfichody zakaznikt se tidi
exponencialnim rozlozenim. PouZijme jednoduchy (Darlingliv) test exponencialniho rozloZeni. Testova
(n—1)S°

statistika K = ;

nabyva hodnoty 23,794, odpovidajici p-hodnota je 0,522, tedy na asymptotické
hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu o exponencidlnim rozlozeni nezamitdme.

Ovéreni, Ze doba obsluhy se Fidi exponencialnim rozloZenim:

Dale budeme testovat hypotézu, Ze doby obsluhy zakaznika se fidi exponencialnim rozlozenim. V tomto

piipadé K = 24,6565, p = 0,6081, tudiz na asymptoticke hladiné vyznamnosti 0,05 nelze zamitnout hypotézu,
Ze doby obsluhy zdkaznikli maji exponencialni rozlozeni.



Rozbor simulovanych vysledkii:

Celkova doba simulace priichodu 30 zdkaznikl timto systémem hromadné obsluhy je 74,78 min. Je to doba,
kdy 30. zakaznik odchazi od novinového stanku.

Zékaznik stravi v priméru 1,99 min ve fronté, v priméru je obsluhovan 1,75 min, u novinového stanku tedy
stravi pramérné 3,74 min.

Z celkové doby simulace 74,78 min byl stanek nevyuzit v 22,34 min, tedy odhad pravdépodobnosti, ze
obsluzna linka bude pracovat, tzn., Ze v systému je aspon jeden zakaznik, je 1 - 22,34/74,78 = 0,7,
coz je odhad intenzity provozu.

Pro stanoveni primérného poctu zakaznika v systému, ve fronté a u obsluhy musime urcit pocty zédkazniki
v jednotlivych ¢asovych usecich.

Lze zjistit, Ze po dobu 22,34 min je systém prazdny. Pravé jeden zédkaznik byl v systému po dobu 19,56 min,
pravé dva 11 min, pravé ti1 16,88 min a pravé ¢tyii po dobu 5 min. Vezmeme-li v iivahu délku sledovaného
obdobi 74,78 min, pak odhady pravdépodobnosti, ze v systému je 0, 1, 2, 3, 4 zakaznici, jsou:

0,299 0,262 0,147 0,226 0,067. Pro porovnani vypocitané geometrické pravdépodobnosti:

0,250 0,188 0,141 0,105 0,079.



Vysledky pro opakované simulace:

Simulaci provedeme znovu pro n = 300 a posléze pro n = 3000 zdkaznik.

Charakteristika Hodnota charakteristiky

n=30 n=300 n=3000 n=o0
Primérna doba mezi ptichody zakaznikl 2,45 1,97 2,04 2
Priimérna doba stravena v systému 3,74 5,13 5,47 6
Prumeérna doba ¢ekani 1,99 3,61 3,96 4,5
Priimérna doba obsluhy 1,75 1,53 1,51 1,5
Priimérny pocet zakaznikil v systému 1,5004 2,47 2,68 3
Priimérny pocet zakaznikll ve fronté 0,7992 |1,74 1,99 2,25
Primérny pocet obsluhovanych zakaznikl 0,7012 10,73 0,74 0,75
Vyuziti systému 0,70 0,72 0,73 0,75




Rovnéz do tabulky zaznamename odhady pravdépodobnosti poctu zakazniki od 0 do 10:

odhad pravdépodobnosti

n=30 ;=300 n=3000 |n=co
10,2088 10,2663 0,2927 0,2500
10,2615 {0,2148 0,2156 0,1875
10,1471 {0,1508 0,1464 0,1406
10,2258 10,1005 0,1080 0,1055
10,0669 10,0847 0,0779 0,0791
10,0000 [0,0450 0,0495 0,0593
10,0000 10,0499 0,0342 0,0445
10,0000 10,0356 0,0255 0,0334
10,0000 {0,0111 0,0158 0,0250
10,0000 [0,0114 0,0124 0,0188
10,0000 0,0085 0,0087 0,0141

pocet zakazniki

O |0 [|[I[N[n|[h[WN[—D

—
)




7.3. Systém M/M/1/oo/FIFO s netrpélivymi zakazniky
Vstupni proud zékazniki je Poissonliv proces s parametrem A, doba obsluhy se fidi rozloZenim

EX(H) , v systému je 1 linka obsluhy, kapacita systému je neomezena, frontovy rezim je ,,prvni
vstupuje, prvni je obslouzen®. Pfijde-li zdkaznik do systému, v ném? je jiz n zakaznika, pak je
ochoten ¢ekat pouze s pravdépodobnosti b,. Pfitom 1 =by>b; > ... > 0.

Oznacme ¢y =1, ¢;=biby...bj1, 7= 1,2, ...

Staciondrni rozloZeni:

] ]
N A
a :c{&j a,,]=12,... a, =[E cj(—j ]
H ’ o\ M

Sttedni hodnota podtu zakaznik{ v systému: E(N)= ZO: Ja;
p
E(N

Stfedni hodnota doby stravené v systému: E(W) A



Charakteristiky stabilizovaného systému s netrpélivymi zdkazniky poskytne funkce
neomezeny 1 netrpelivy.m
function[ro, a, EN, EW]=neomezeny 1 netrpelivy(lambda,mi,b)
% [ro, a, EN, EW]=neomezeny 1 netrpelivy(lambda,mi,b)
% M/M/1/Inf/FIFO s netrpelivymi zakazniky
% vstupni parametry:
% lambda ... intenzita vstupu
% mi ... intenzita obsluhy
% b ... radkovy vektor pravdepodobnosti chovani zak. v zavislosti na obsazenosti
% vystupni parametry:
% ro ... iIntenzita provozu
% a ... stacionarni vektor
% EN ... stredni hodnota poctu zakazniku
% EW ... stredni hodnota celkove doby

ro = lambda/mi;
ifro>1
error('System se nemuze stabilizovat. Intenzita provozu je vetsi neLI’ 1.")
end
c =[1 cumprod(b)];
] = 0:(length(c)-1);
a = (diag(c' * ro.”y) * inv(ro.”j*c"));
EN = j*a;
EW = EN/lambda;



7.4. Systém M/M/n/co/FIFO

Vstupni proud zakazniku je Poissonliv proces s parametrem A, doba obsluhy se fidi rozlozenim

EX(IJ) , v systému je n linek obsluhy, kapacita systému je neomezend, frontovy rezim je ,,prvni
vstupuje, prvni je obslouzen®.

Iustrace:
n linek obsluhy
/O
vstupni proud fronta / O \ vystupni proud
|

\ O
\&/



Pocet zakaznika v systému v Case t je nahodna veli¢ina X,. Stochasticky proces {Xt L€ T} je
proces vzniku a zaniku s mnozinou stava J = {0, 1, ...}, vektorem pocatecnich pravdépodobnosti
p(0) =(1, 0, 0, ...) a matici intenzit pfechodu

(—)\ A 0 e W 0 0 1 - \
o —(p+A) A F e W 0 0 0
0 24 —(2n+A) A 0 0 0 0
0 0 0 0 np —(np+ A) A 0
K 0 0 0 0 ... 0 Nyt —(np+A) A .. )
Piechodovy diagram:

A A A A A A
RO O O O T
M U 2p U 3y ny U ny V ny

(p+h) -(2p*A) -(np+A) -(np+A)

Je-li systém ve stavu j > n (). v systému je vic zakazniki nez linek obsluhy), zlistava intenzita
obsluhy stale nu a tvofi se fronta.



A
Ozna¢me P =" Podil P = o senazyva intenzita provozu. Systém se miiZe stabilizovat, pokud

p<l.
o0
Stacionarni rozloZeni ziskame feSenim systému rovnic aQ = 0, Z(;aj =1
J:
Vysledek:
f .
BJ

f'ao proj=12,...,n




Charakteristiky stabilizovaného systému:

B
Vyuziti systému: P= nu
Pravdépodobnost, 7e piichazejici zakaznik bude éekat ve fronté: Po = 2 >
ravdépodobnost, Ze piichazejici zakaznik bude ekat ve fronté: n(I—p)

E(N)=P, ——+np
l1-p '
P
E\N, |]=P, —
M)
Stredni hodnota poétu obsluhovanych zikaznikti: E(Ng)=np.

Sttedni hodnota poctu zdkazniki v systému:

Stiedni hodnota poctu zakazniki ve fronté:

T

E(WQ):PQ ) P

Sttedni hodnota doby stravené v systému:

Sttedni hodnota doby straven¢ ve fronté:

Stfedni hodnota doby stravené obsluhou: E(W;)=—

=



7.5. Priklad: Mycka aut ma dvé€ linky. Auto stravi mytim v priméru 6 min a primérné piijede
do mycky 8 aut za 1 h. Pfedpokladame, Ze vstupni proud aut je Poissontiv proces a doba myti
auta ma exponencialni rozlozeni. Zjistéte, zda se systém mizZe stabilizovat. Pokud ano, feSte
nasledujici tkoly:

a) Jaka je pravdépodobnost, Zze obé myci linky budou prazdné?

b) Jaka je pravdépodobnost, Ze v systému bude pravé 1 auto resp. pravé dveé auta?

c) Spoctéte primérnou délku fronty.

5 A8 B8
ReSeni: A =8, pn=10 n= Z,B_E_ﬁ, P 2522_0< 1= gystém se maze stabilizovat.
-1 . -1
B’ nf3" 1 0,8J 2-0,8" 3
a, = = =—=0,428
b R e ae =
Pravdépodobnost, ze obe linky jsou prazdné, je 0,428.
_p _08 3 12 08 3 24
Adb) Proj=12: %= 5%, tedy 21 =7 =35 03, == o= =037
S pravdépodobnosti 0,343 resp. 0,137 bude v systému 1 resp. 2 auta.
n 2
Ad o) Po g, P =3 08 8 49086 E(N,)=p, P =S .04 10 41504
¢ nl(l-p) 7 2106 35 , I-p 35 0,6 105

Primérna délka fronty je 0,1524 auta.



Charakteristiky stabilizovaného systému M/M/n/o/FIFO pocita funkce neomezeny n.m
%syntaxe: [a0,r0,PQ,ENS,ENQ,EN,EWS, EWQ,EW]=neomezeny n(n,lambda,mi)

% Vypocita prvek a0 stacionarniho rozlozeni, intenzitu provozu

% a charakteristiky systému hromadné¢ obsluhy M|M|n|Inf][FIFO.

% Vstupni parametry:

%n...... pocet linek obsluhy

% lambda .... parametr vstupniho proudu

% mi ........ parametr obsluhy

% Vystupni parametry:

% a0 ........ pst, Ze v systému nebude Zadny zakaznik

% 1o ........ intenzita provozu (vyuZziti systému)

% PQ ........ pst, Ze pfichazejici zakaznik bude cekat ve front¢

% ENS ....... sttedni hodnota poctu obsluhovanych zakaznik

% ENQ ....... sttedni hodnota poctu zakaznikii ve fronté

% EN ........ sttedni hodnota poctu zakaznikli v systému

% EWS ....... stftedni hodnota doby, kterou zdkaznik stravi obsluhou
% EWQ ....... sttedni hodnota doby, kterou zédkaznik stravi ve front¢
% EW ........ sttedni hodnota doby, kterou zdkaznik stravi v systému

Pro informaci: simulaci ¢innosti systému M/M/n/oo/FIFO provadi funkce simulace n.m.



