9. Optimalizace v systémech hromadné obsluhy

Cil: pted linkami obsluhy se nemaji vyiteh [ilis dlouhé fronty a satasre linky obsluhy maji
byt dostatén¢ vyuzity.

Je-li mala intenzita obsluhy, t¥icse dlouha fronta a klesa zisk.
Je-li naopak velka intenzita obsluhy, jsou linkysliny po uéitou dobu nevyuzity a stoupaji
naklady.

Potrebujeme tedy v systému s jednou linkou obsluhystzapptimalni intenzitu obsluhy a
v systému s vice linkami optimalni ¢& linek obsluhy tak, abyifpminimalnich nakladech bylo
dosazeno maximalniho zisku.



9.1. Optimalizace systéerma M/M/1//FIFO

Vstupni proud zakaznikje Poissofiv proces s parametrei) doba obsluhy si#di
exponencialnim rozlozenim.

Ve stabilizovaném systému zname:

naklady ¢ na obsluhu jednoho pozadavku;

naklady ¢ na udrzbu prazdneého systéemu za jednoésu.

Ve tsirg pripadi je intenzita vstupniho proududana, fizeme tedy ovlivnit pouze intenzitu
obsluhy.

Hledame intenzitu obsluhy tak, aby funkce nakladida ztrat

Fu)=cu+c,E(N)=cp+c,

H=A
nabyvala svého minima.
Funkci F1) derivujeme podle: a derivaci poloZime rovnu O:

M:Cl—cz%:Oju:)\i &)\
dut (L=7) \ ¢,

Vzhledem k tomu, ze system musi byt schopen sdiztafait (tj. A <p), je minima dosazeno

C
proH=A+ C—Z}\ . (Jedné se skute¢ 0 minimum, coz lze a¥it pomoci 2. derivace:
1
2
d F(Zu):CZ 7)) >0)

dpt (u-A)



9.2. Hriklad: Na malou postu s jednotdigpazkou fichazi v obdobi ustaleneho provozu
pramérn¢ 18 klienti za 1 h. Naklady nobsluhu jednoho klient&ini 20 K¢ a prostopvé naklad
na gepazku jsou 40 &h. Stanovte optimalni dobu obsluhy jednoho klientacislete funkci
nakladi a ztrat pro optimalni intenzitu obsluhy.

ReSeni:A = 18, g = 20, ¢ = 40

HL=A+ /—)\ 18+ /4—OD.8 18+6=24 z3kaznik za 1 h

———h 2min30s

L 24

F(24) = 20024+ 4030 _ = 600K¢
24-18

Optimalni doba obsluhy zakaznika je 2 minuty 3Qusek Pro tuto optimalni dobu obslutini
hodnota funkce nakldida ztrat 600 K.



9.3.Poznamka: Uvedeme jestjiny pristup | optimalizani tloze. Vedle nakladc; a ¢
budeme uvazovat j@Shaklady g, coz jsou naklady orientované na udrzeni zakazzraka

_ : : Ao , )
jednotkucasu. Budeme hledat takovou intenzitu provP :ﬁ’ pii Niz jsou celkove @Mmeérné

naklady minimalni.
Zavedeme kriterialni funkci

Clp)=c,p+c,(1-p)+c, ﬁ

Hledame minimum kriterialni funkce vzhledenpk

ddp) _ 1 c,
dp

=c,—C,+cC =0=p=1%
1 2 3(1_p) C _C
C,

C,—C,

PripadP =1+ nevyhovuje, protoze ve stabilizovaném systgmul. Tedy optimalni

Cg

intenzita provozu je® =1- , pricemz 0< 6 —q, <1
Pomoci 2. derivace krlteri ni funkceaime, ze jde skut®¢ o minimum:
d*’Clp) _ .
>0 p=1-
o O PO



9.4.Priklad: Mala stavebni firma s jednim zastnancem éekava v pistim nesici tyto
naklady: penalizace éxjici bankou za n#nnost je 150 000 & naklady na plat zagstnance
jsou 5(000 K& a naklady na reklamu 10 00@& KZa jakych podminek fize mit firma minimalr
naklady?

Reseni:
¢, = 50 000, ¢= 150 000, ¢= 10 000

o=1- |- :1—\/ 10000 :1—\/I = 0,683
c,—c, 150000- 50000 10 -

Minimalni naklady pi této intenzi¢ provozucini
Clp)=cp+c,(1-p)+c, 15" 500000,683+15000C{L- 0,683 + 10000[41%2:;3 =103246 K.

A
Intenzita obsluhy tedy musi b}t~ zg3= 1464\

Znamena to, Ze intenzita obsluhy musi bytkakl,5 x vySSi nez intenzita vstu



9.5.Priklad: Sledujemeiinnost vydejny né&di ve strojirenskem zavéadNaklady na obsluhu
jednoho pozadavkéini 20 Ke, ztraty : prostofi jsou 100 K/h. V priméru ma vydejna 8
pozadavk za 1 h.

Uvazujeme nasledujici 4 varianrtynnosti vydejny:

varianta |: neomezena kapacita systemu, optimalanzita obsluhy;

varianta II: ve front mohou byt maximakh?2 pozadavky, optimalni intenzita obsluhy;
varianta lll: ve vydeji jsou 2 okénka, systém ma neomezenou kapacitmzitdeobsluhy je
polovi¢ni nez vypdtena optimalni;

varianta IV: ve vydejéijsou 2 okénka, ve froimohou byt maximakh2 pozadavky, intenzita
obsluhy je polovini nez vypdétena optimalni.

Pro kazdou zéchto variant vypététe:

- pravdpodobnost, ze systém je prazdny;

- Vyuziti systému;

- E(N), E(\y), E(No);

- E(W), E(W), E(Ws);

- pravdpodobnost odmitnuti pozadavku;

- celkové naklady a ztraty za 1 h provc



Reseni:
_ Cry _ 100, _ _ .
A =8¢, =20,c, =100, M=A+ [ =A =8+, /= "[8=8+2V10=1432 pozadavk za 1 h
1

Varianta I: Jde o system M/M&/FIFO,A = 8,u = 14,32
Pouzijeme funkci neomezeny 1.m

ao = 0,4415

K = 55,85 %

E(N) = 1,2649

E(Ng) = 0,7064

E(Ns) = 0,5585

E(W)=0,1581 h=9min 29 s

E(Wg) =0,0883h=5min 18 s

E(Ws) =0,0698 h=4min11s

PZ =0

F() = ap + 6 E(N) = 20(8 + 210) + 100.1,2649 = 412,98&K



Varianta II: Jde o systém M/M/1/3/FIF®=8,n=8+ 210,n=1, m=3
Pouzijeme funkci odmitani.m

a = 0,4891

k=51,09 %

E(N) = 0,8338

E(Ng) = 0,3229

E(Ns) = 0,5109

E(W)=0,11139 h=6 min 50 s

E(Wg) =0,0441h=2min 39 s

E(Ws) =0,0698 h=4min11s

P, = 0,0852

F(u) = i + 6 E(N) = 20(8 + 2/10) + 100.0,8338 = 369,87¢K



Varianta lll: Jde o systém M/M/RIFIFO, A = 8,u = (8 + 2/10)/2, n = 2
Pouzijeme funkci neomezeny n.m

a = 0,2833

K =55,85 %

E(N) =1,6233

E(Ng) = 0,5063

E(Ns) = 1,1170

E(W)=0,2029 h=12min 10 s

E(Wg) = 0,0633 h =3 min 48 s

E(Ws) =0,1396 h=8min 22 s

PZ =0

F(u) = i + 6 E(N) = 10(8 + 210) + 100.1,6233 = 305,58:K



Varianta 1V: Jde o systém M/M/2/4/FIF®=8,u = (8 + 210)/2,n=2, m=4
Pouzijeme funkci odmitani.m

ap = 0,3045

Kk =52,54 %

E(N) = 1,2754

E(Ng) = 0,2246

E(Ng) = 1,0508

E(W)=0,1555h=9min 20 s

E(Wg) = 0,0159 h=57s

E(Ws) =0,1396 h=8 min 23 s

P, = 0,0593

F(w) = ap + 6 E(N) = 10(8 + 210) + 100.1,2754 = 270,7%K



Shrnuti vysledk:

typ

%

K

E(N)

E(No)

E(Ns)

E(W)

E(Wo)

E(W5s)

Pz

F)

0,4415

55,85 %

1,2649

0,7064

0,5585

9 min 29 s

5 min 18

A min 11 9

0

413 K

0,4891

51,09 %

0,8338

0,3229

0,5109

6 min 50 s

2 min 39

A min 11 S

8,52 %

370 K¢

0,2833

55,85 %

1,6233

0,5063

1,1170

12 min 10 $3 min 48 S

8 min 22 3

0

306 K

IV

0,3045

52,54 %

1,2754

0,2246

1,0508

9min 20 s

O min 57

B min 23 S

5,93 %

271 K&




9.6. Optimalizace systemu M/M/nw/FIFO
Vstupni proud zakaznikie Poissofiv proces s parametrekndoba obsluhy sidi
exponencialnim rozlozenim s parametgenZname:
c: ... naklady naekajiciho zdkaznika za jednoté&asu,
C, ... naklady na nevyuzitou linku obsluhy za jednatksu.
Cilem je najit takovy ptet linek obsluhy,  némz jsou piémérné celkove naklady minimalini.
Zavedeme kriteriaini funké€i(n) = c,E(N, )+ c,[n-E(N)].
Prvni €itanec vyjatuje ptimérné naklady ng&ekajiciho zakaznika. Ty jsou émé stedni
hodnot paitu zakaznik ve front.
Druhy gitanec vyjaduje ptimérné naklady na nevyuziti linky obsluhy. Ty jsoudine stedni
hodnot paitu nevyuzitych linek.

n a )\ n-1nJ n n !
Pritom E(NQ): PQ%, P =2 n!g_p) 1-p° B_E :%, a, :|:Zo%+ﬁ} : E(Ns): np.

Po dosazeni do kriterialni funkce dostaneme:;

C(n)=cla—p)+c (n—np)

(1-p)

Systém se iize stabilizovat, kdy2>pP =

cln’)= min{C(n);n >2 o N} _

W

B _ A
rT=_" n>—
N , tedy " . Hledame ntak, Ze



9.7.Priklad: Zacinajici softwarova firma fze aiekavat 4 objednavky zagsic. Charakte
objednavky je takovy, ze programator je schopaesiy za misic paiimérné dvé objednavky.
M¢ésiéni ndklady na provizorieSeni, kdy zakaznidekd na konénéieseni, jsou 50 000K
Nema-li programator praci, dostava z rezervniho didimany zakladni plat 10 000K
V pripad, ze programator ma objednavku, je jeho zakladatigdus vykonnostniiiplatek zcel:
pokryt z ceny objednavky. #Pjakém p@tu programatar budou pamérné nésicni naklady
stabilizované firmy minimalni?
Reseni:

A B_2

A=4,u=2,c,=50000c, =1000QB===2p="== C(n)=c,
u non’ L-p)

o =Sin o S5 sig] {55 tem)

Z podminky stability plyne, ze minimalni §&t programatar je 3.

c(3)= 500003 +100043 - 2) = 544444 K



_, P _245 4
E(N,)= =—F=_ =hp=4ls=
(N,) a4(1_p)2 %5 2 E(Ng)=np 4t =2
C(4)= 500002%+1000c(4 2) = 2869565 K
2 4 2 532 9 _p
n_5_p_5’a0 (1+2+2+3+3+120[3j 67,85—5,
_ o) 12 £ 8
E(Ny)= B = 5a7 —P=oie=
Mo *pf 33 s 201 FN)=T SEE ’
c(s)= 500002%] +100005- 2) = 3199005 K¢
1 4 2 4 2)'_5 B°
— . 0=_= 1+2+2 UL -5 -
N=6:P=3, %7 (Jr AR AT 15) 37' % g
_. P s 1
E(N,)= e =np=bls =
(Q) a6(1_p) 333 ¢ 111’ E(Ns) np 6% 2

C(6)= 5ooooli1] +1000(6 - 2) = 4045045 K¢

_ 329 12
12C 67 33¢

_64 .5 _ 4

0=

72C 37 332



Shrnuti vysledk:

nip & C(n)

3] 2_o5| 4 _grags |D444444K
3 27

4/1_ 05| 2 Zgog70 |28 695,65 K
2 23

5[2_ 0, ] 12 _og5g| 31 990,05 K
5 33E

6/ 1_ o3| 4 _go120|40 45045 K
3 33:

Vidime, ze optimalni p@et programatdr je 4.




