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Uvod

Pojistna = aktuarska matematika

Pojistny matematik = aktuar

NYT Best jobs (2015) ... 1. Actuary

Aktuarské organizace: SOA, AAE, éSpA

CSpA "uznava” studium na MFF UK, na PfF MU a na VSE

Aktudrské zkousky ... Core Syllabus AAE, www.actuary.eu



Historie pojistné matematiky u néas:
1900 Matyas Lerch (zakladatel UMS)
1990 Petr Mandl, obnoveni CSpA

2016 Solvency 2



v 7

Zivotni pojisténi ... deterministické metody, Life tables
NeZivotni pojisténi ... stochastické metody

Teorie rizika, teorie ruinovani, teorie kredibility, pricing (GLM,

decision trees, neural nets)

Hlavni cil : pfedpovidat pomoci pravdépodobnostniho modelu

budouci vydaje pojistovny.
Model ... zjednoduseny matematicky popis néjakého systému

Sestaveny na zdkladé znalosti a zkuSenosti aktudra a dat z

minulosti.



Modelovaci proces:

— vyb&r modelu

— kalibrace

— validace

— porovnani modeli

— Adaptace modelu — tprava parametri, napt. vliv inflace

Data slouzi ke kalibraci parametrii modelu



“Alternativa” : empiricky pfistup, budoucnost bude stejna jako

minulost (aZ na inflaci).

Rovnovdha dvou faktorii: jednoduchost x soulad s daty

(Occamova b¥itva)

“Pokud pro néjaky jev existuje vicero vysvétleni, je Iépe

upfednostiiovat to nejméné komplikované”.



Zéakladni néstroj - teorie pravdépodobnosti

Ptiklady nahodnych veli¢in v pojistné matematice:

zda nastala pojistnd udélost z dané smlouvy (0 nebo 1)

¢as kdy nastala pojistna udalost

velikost ztraty z pojistné udalosti

celkovy polet pojistnych naroki z jedné smlouvy (portfolia)

— velikost pojistného pln&ni z jedné smlouvy (portfolia)



Musime tedy umét:

1. Modelovat celkovy pocet naroki

2. Modelovat velikost jednotlivych narokd

3. D4t to dohromady — Kolektivni teorie rizika
(4 zdvislost na &ase ... stochastické procesy)

Literatura: Klugman, Panjer, Willmot: Loss models ( KPW)
DP Mai Truongové (DMT)



P¥iklady modeli
Model 1.

Pocet pojistnych narokil za rok z jedné pojistné smlouvy.

P(X =n)=

-0,5pron=20
-0,25pron=1
-0,12pron=2
-0,08 pron=3
-0,05pron=4

MiZe byt napf. empiricky vybér z teoretického rozdéleni

(nap¥. Poissonova).



Model 2.
X ... Suma vyplacend p¥i pojistném naroku z povinného ruceni

Distribu¢ni funkce je

2000 \°
Fix)=1- [ —
(x) (x+2000)
pro x > 0, jinak F(x) = 0.

Paretovo rozdéleni (silné chvosty)



Model 3.

X ... celkova suma pojistného plnéni vyplacena na pojistné

smlouvé za 1 rok.

Diskrétni ¢ast:
Spojita &ast: Pro x > 0 mad P(X = x) distribuni funkci

F(x)=1-0, 1e—0:001x

Tedy “hustota” je f(x) = 0,0001e~9001x

— Integrél z f(x) neni 1, ale 0,1.



Opakovani z teorie pravdépodobnosti

Diskrétni ndhodna proménna (ndhodna veli¢ina) je funkce
X Q= {x,%,...} CR,

kde {x1, x2, ...} je diskrétni podmnoZina R.

Definice: Pravdépodobnostni funkce nahodné veliciny X je
definovana jako



Definice: Distribuéni funkce ndhodné veliciny X je

F(x) = P(X < x).

Definice: Ocekavani (stfedni hodnota) ndhodné velitiny X s

pravdépodobnostni funkci f(x) je definovéna jako

EX)= > xf(x),

x: f(x)>0



Octekavani mizeme vypocitat také pomoci vztahu

E(X) = X(w)P(w).

weN

Definice: Je-li k p¥irozené &islo, k-ty moment m, ndhodné

veli¢iny X je definovan jako

my = E(X%).

Definice:k-ty centralni moment o je definovan jako

o = E(X — mp)¥).



Specialng,

je stredni hodnota a
o2 = E((X — E(X))?)

je rozptyl (variance). Tedy o, = 02, kde 0 = /0, je stfedni

smérodatnd odchylka.



Sikmost
03
n=—=
o3
Symetrické rozd&leni ma Sikmost nulovou. Zaporna - levy

chvost je silngjsi, kladnad naopak.

§piéatost
o
= —
8 P

— Normalni rozdéleni ma Spicatost rovnu tfem.

v

— Nejmensi Spi¢atost ma alternativni rozdéleni, rovnu jedné.

— Velka $picatost ... silné chvosty

Koeficient variace charakterizuje variabilitu rozdéleni
o

KV.=—
0



Spojité nahodné veliciny
Distribu¢ni funkce jako u diskrétnich ndhodnych veli¢in
3 daldi ddlezité funkce:

Pro hustotu f(x) plati

P(X € [a, b]) :/ f(x)dx

— f(x) nemd vyznam pravdépodobnosti (miZe byt v&tsi nez 1)
— plati ale intuitivné

f(x)dx ~ P(X € [x,x + dx]).



Definice: Funkce preZiti Sx(x) je definovana jako

Sx(x) = P(X > x) =1— Fx(x).

Mira rizika
—V Zivotnim pojisténi se pouziva termin intenzita umrtnosti

UvaZujme spojitou ndhodnou veli¢inu X a distribu¢ni funkci F

a hustotou f.



Definice: Funkce miry rizika (hazard rate function) je
definovana jako

A(t) = %

Ptedstavme si, Ze skoumame Zivotnost néjakého stroje

(soulastky), a ptedpokladejme, Ze stroj jiz funguje t hodin.



Chceme spotitat pravdépodobnost, Ze nevydrzi dalsi &asovy
usek dt, tedy

P{X e (t, t+ dt)|X > t}, (2)
kde n.v. X modeluje &as poruchy stroje. Mame

P(X e(t,t+dt)ANX >t)

P{X € (t,t+dt)|X >t} = PIX = 1) (3)




COZ je rovno
X e (t,t+dt) f(t)dt
~ (4)
P(X > t) S(t)

= \(t)dt. (5)

Tedy A\(t) reprezentuje intenzitu pravdépodobnosti, Ze t-lety

stroj pfestane fungovat v Case t.



Generujici funkce

UvaZujeme posloupnost redlnych &isel
a={a,n=0,12 .}.

Generujici funkce posloupnosti a je funkce dand soutem

mocninné fady

G,(s) = ians”
n=0

pro s € R, pro kterd ¥ada konverguje.

Posloupnost a dostaneme z generujici funkce G, zpét vztahem

G0

nl

kde G{(0) je n-t4 derivace G, v bod& 0.



Déle budeme definovat generujici funkci diskrétni ndhodné

veli¢iny.

Definice: Necht N je diskrétni ndhodna veli¢ina s hodnotami
na mnoZin& N U {0} a necht py(k) je jeji pravdépodobnostni
funkce. Potom generujici funkce ndhodné veli¢iny N je

definovdna vztahem

Gu(s) =Y pun(k)-s* =E(s"), seR. (6)



Pt¥iklady generujicich funkci ndhodnych veli€in:

1. Konstantni ndhodna veli¢ina. P(N = k) = 1, kde
k € NU{0}. Mame

Gu(s) = 1s* = s*.
2. Bernoulliho ndhodnd veli¢ina. P(N =1) =p a
P(N =0)=1— p. Tedy

Gn(s) = ps' + (1 —p)s® =1— p+ ps.



3. Geometrické rozd&leni. P(N = k) = p(1 — p)* pro k € Ny.
Polet nelspéchil pred prvnim Uspéchem

Dostaneme

Gu(s) = S pu(n)s” = S p(1 = p)'s” = S pl(L— p)sl" =

— p _ p
1—-(1—p)s 1—s+sp




Charakteristiky nahodnych veli¢in a generujici funkce

Z3akladni charakteristiky n.v., E(X) a Var(X), Ize snadno

spotitat pomoci Gx(s).

Véta: Necht X je ndhodnd velitina s generujici funkci Gx(s).
Pak plati:

E(X) = GL(1).
Obecné,
E(X(X —1)...(X —k+1)) = G¥(1)

(tzv. k-ty faktorialni moment).



Soucty nahodnych velicin

Véta Nechf X a Y jsou nezdvislé ndhodné velitiny. Pak

Gx1v(s) = Gx(s)Gy(s).
Diikaz:
E(s*"Y) = E(s*s") = E(s*)E(s")

prvni rovnost plyne z vlastnosti exponencidly, druhd z

nezavislosti X a Y.



Moment generujici funkce
Definice: Moment generujici funkce nahodné veli¢iny X je

definovdna vztahem
M (t) = E (%)

prot > 0.
Je-li X spojitd nahodna veli¢ina s hustotou f, pak

M (t) = /OO e f (x) dx.

—00

Pro kazdé k € N je



Opravdu, derivujme integral podle parametru,

M (t) = /_OO xe™f (x) dx,
tedy
M’ (0) = /Oo X (x) dx = E (X).

Analogicky k-nasobnym derivovanim dostaneme

MO (£) = / e F (x) dx.

o0

Tedy

M¥) (0) = E (X¥)



